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Resni¢nostne funkcije so preslikave iz mnozice {0,1}" v {0, 1} za neko naravno stevilo
n. Mnozico vseh resni¢nostnih funkcij oznac¢imo s P>. Skupaj s petimi operacijami na re-
sni¢nostnih funkcijah, ki jih imenujemo operacije Malceva, P» tvori strukturo, imenovano
funkcijska algebra. Podmnozice P», zaprte za operacije Malceva, so podrazredi. Mnozica
resni¢nostnih funkcij je poln nabor natanko tedaj, ko ni vsebovana v nobenem izmed petih
maksimalnih podrazredov P».

FUNCTIONALLY COMPLETE SETS OF BOOLEAN FUNCTIONS AND
POST’S LATTICE

Boolean functions are maps from {0,1}" to {0,1} for some natural number n. P
is the set of all such functions. Together with the five Maltsev operations on Boolean
functions, P> forms a structure called function algebra. The subsets of P» that are closed
under Maltsev operations are called the subclasses of P>. A set of Boolean functions is
functionally complete if and only if it is not contained in any of the five P»’s maximal
subclasses.

Uvod

Vprasanje, s katerimi resni¢nostnimi funkcijami je mogoce izraziti vse pre-
ostale, je precej staro. V prvem zvezku monumentalnega dela Principia
Mathematica [6], izdanem leta 1910, Bertrand Russell in W. N. Whitehead
pokazeta, da za to zadoSta ze en par resni¢nostnih funkcij, denimo dis-
junkcija z negacijo, Sheffer pa je leta 1912 pokazal, da je vse resni¢nostne
funkcije mogoce izraziti z enim samim veznikom, ki je po njem dobil tudi
svoje ime. Emil Leon Post je leta 1921 [4] (in podrobneje leta 1941 [5])
odkril, kaj je potreben in zadosten pogoj za to, da lahko z neko mnozico
resni¢nostnih funkcij izrazimo vse preostale. Taka mnozica pomeni poln
nabor resni¢nostnih funkcij.

V c¢lanku poleg nekaj najpogosteje uporabljanih resni¢nostnih funkcij
predstavimo tudi nekaj operacij na takih funkcijah ter strukturo, ki jo z nji-
hovo pomocjo tvori mnozica vseh resni¢nostnih funkcij. Lastnosti te stuk-
ture, ki se imenuje funkcijska algebra, nam bodo pomagale pri dokazu Po-
stovega izreka, ki poda karakterizacijo polnih naborov resni¢nostnih funkcij.
Izrek o polnih naborih resni¢nostnih funkcij, ki ga sicer pogosto sre¢amo kot
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posledico izreka o strukturi Postove mreze, v ¢lanku obravnavamo kot sa-
mostojen rezultat in zato podamo krajsi in enostavnejsi dokaz.

Resnicnostne funkcije

Pri logiki se operatorje, ki jih predstavimo v ¢lanku, namesto kot funkcije
obravnava kot izjavne veznike, s pomocjo katerih iz enostavnih izrazov tvo-
rimo kompleksnejse. Ker bo za na§ namen lazje uporabiti drugacen pristop,
definiramo pojem resni¢nostne funkcije.

Definicija 1. Naj bo n € N. Resnicnostna funkcija n spremenljivk je pre-
slikava iz {0,1}" v {0,1}. Ce zelimo poudariti, da je funkcija f funkcija
n spremenljivk, namesto f piSemo f™. Mnozico vseh resni¢nostnih funkcij
oznacimo s P», mnozico vseh resni¢nostnih funkcij n spremenljivk pa s Pj.
Ce je A podmnozica Py, z A™ oznacimo A N P3.

Vsako resni¢nostno funkcijo je mogoce predstaviti s tabelo resni¢nostnih
vrednosti, iz katere lahko za vsako n-terico x = (x1,...,zy) € {0, 1}" razbe-
remo vrednost f(x). Tako so v tabelah 1 in 2 predstavljene nekatere funkcije
ene oz. dveh spremenljivk, ki so najpogosteje v uporabi. V prvi tabeli tako
definiramo negacijo, v drugi pa (po vrsti) konjunkcijo, disjunkcijo, implika-
cijo, negacijo implikacije, ekvivalenco, strogo disjunkcijo ter Shefferjev in
Lukastewiczev veznik.

x|
0 1
114 0

Tabela 1. Negacija.

zly|lxzAylzVy|lz—=y|lxhby|lzeoy|z+y | xTy|zly
00 0 0 1 0 1 0 1 1
011 0 1 1 0 0 1 1 0
110 0 1 0 1 0 1 1 0
171 1 1 1 0 1 0 0 0

Tabela 2. Nekaj resni¢nostnih funkcij dveh spremenljivk.

Poleg tega za vsako konstanto a € {0,1} in vsako naravno Stevilo n
definiramo konstantno funkcijo c} in, ¢e velja 1 <i < n, tudi e}’ — projekcijo
poljubne n-terice x na njeno i-to komponento ef':

c(xy, ..., xn) = a,

el (r1,...,Tn) = ;.
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Funkcijska algebra nad P,

Nekatere resni¢nostne funkcije lahko izrazimo s pomocjo drugih. Tako velja
npr.
T —y=-xTVy,
x4y ="z —=y),
Ty =-(zAy),
zly=-(zVy).
Zmnani sta tudi De Morganovi formuli, ki opiSeta medsebojno odvisnost
disjunkcije, konjunkcije in negacije:
-z Voy =-(zAy).
Poleg tega lahko v vsaki resni¢nostni funkciji izena¢imo spremenljivke, ki
v njej nastopajo, ali pa zamenjamo njihov vrstni red. Te postopke lahko

opisemo s pomocjo spodnje peterice operacij na resni¢nostnih funkcijah. Z
njimi bo mnozica P, dobila algebrai¢no strukturo.

Definicija 2. Operacije Malceva so naslednje operacije, definirane na funk-
cijah f € P} in g € P3™:

L. Cf)(xl,...,mn):f($2,x37...,.'13n,.’171) Za'n227 Cf:fzan:17
2. (1) (@1, 2n) = f(@2, 21,23, ,0p) zan > 2, 7f = fzan =1,

3. (Af)(x1, ..y pn—1) = flx1,21,22,.. ., Zp—1) 2a n > 2, ANf = f za

n =1,

4. (Vf)(xlv s 7$n+1) = f(x2ax3a s ,fEn+1) za n > ]-a

5. ( *g)($1, s ,:me+n_1) = f(g(xh s ,xm)axm—&-la v 7xm+n—1) zan > 17
m>1

Pokazali bomo, da s komponiranjem operacij Malceva dobimo Se veliko
drugih operacij na resni¢nostnih funkcijah. Z njimi lahko med drugim for-
maliziramo izrazanje veznikov s pomocjo drugih, kar nam bo omogocilo, da
kasneje definiramo polni nabor.

Trditev 3. Za vsako permutacijo ™ € Sy, velja, da lahko s komponiranjem

operactj  in T dobimo taksno operacijo nad funkcijo f* € Ps, ki bo permu-
tirala spremenljivke funkcije tako, kot doloca .
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Dokaz. Trditev, ki jo zelimo dokazati, je ekvivalentna trditvi, da cikel
in transpozicija generirata celotno grupo permutacij S, oz. da velja
[(12),(12...n)] = S,. Ker je vsaka permutacija produkt transpozicij, bo do-
volj, ée pokazemo, da lahko tako dobimo poljubno transpozicijo. Ce najprej
za poljuben i od 1 do n vzamemo produkt (12...n)" +1(12)
(12...n)""!, vidimo, da je enak transpoziciji (i,7 + 1). Z dobljenimi tran-
spozicijami zaporednih elementov lahko nadalje izrazimo transpozicije oblike
(17) za vsak ¢ v obliki (12)(23)...(i — 1,4)(¢ — 2,7 —1)...(12). Ker lahko
poljubno transpozicijo (ij) zapisemo kot produkt (1¢)(15)(12), je trditev do-
kazana. L]

Operacija /A izenagi prvo in drugo spremenljivko resni¢nostne funkcije. S
pomocjo zgornje trditve pa hitro vidimo, da lahko ta operacija v kompoziciji
s prvima dvema izenaci poljubno Stevilo spremenljivk na poljubnih mestih.
Za opis Cetrte operacije si bomo pomagali s spodnjo definicijo.

Definicija 4. Naj bo f* € Pyini € {1,...,n}. Ce velja
f(al,...,ai,l,O,aiH,...,an) :f(al,...,ai,l,l,ai+1,...,an)

za vse vrednosti a,...,a;—1,ai+1, ..., ay, pravimo, da je i-ta spremenljivka
x; v f nebistvena ali fiktivna. Sicer je x; bistvena spremenljivka funkcije f.

Vidimo, da operacija 3/ funkciji f doda nebistveno spremenljivko na
prvo mesto. Podobno kot zgoraj se lahko prepricamo, da je s komponira-
njem operacije Y/ s permutacijami spremenljivk mogoce dobiti operacijo,
ki resni¢nostni funkciji doda poljubno mnogo nebistvenih spremenljivk na
poljubna mesta. Zadnja izmed petih operacij, x, je kompozicija dveh funk-
cij, ki na mesto prve (ali, ¢e to operacijo zopet komponiramo s permu-
tacijami spremenljivk, katerekoli druge) spremenljivke prve funkcije vstavi
drugo funkcijo.

Sedaj ko smo opisali operacije Malceva in videli, da lahko s komponira-
njem teh operacij ustvarimo Se ve¢ drugih operacij na resni¢nostnih funkci-
jah, lahko definiramo algebrai¢no strukturo nad P; ter nekaj z njo povezanih
uporabnih pojmov.

Definicija 5. Funkcijska algebra nad Ps je mnozica P, skupaj z operacijami
Malceva. Pravimo, da je mnozica A C P, zaprta ali da je podrazred Ps, ce
za poljubni funkciji f,g € A velja (f,7f,Af,~vf, f g € A. Podrazred P»
je pravi podrazred, ¢e ni enak P,. Zaprtje neke mnozice A C P, znotraj
funkcijske algebre je najmanjsi podrazred P, ki vsebuje A. Ozna¢imo ga z

[A].

Zgleda podrazredov P sta, kot ni tezko preveriti, denimo mnozica vseh
projekcij in mnozica vseh konstantnih funkcij. V razsirjeni verziji Postovega
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izreka je opisanih vseh Stevno neskonéno mnogo podrazredov Ps, ki glede
na relacijo vsebovanosti tvorijo t. i. Postovo mrezo, nas pa bodo zanimali
predvsem podrazredi z neko posebno lastnostjo.

Definicija 6. Neprazen pravi podrazred F' C P, je maksimalen, ¢e za vsako
funkcijo f € P» \ F velja [{f} U F] = Ps.

Maksimalni podrazredi nam bodo v veliko pomo¢ pri karakterizaciji pol-
nih naborov resni¢nostnih funkcij.

Polni nabori resni¢nostnih funkcij

Ce problem, ki smo ga definirali v uvodu, prevedemo v jezik funkcijske alge-
bre, nas zanimajo takSne mnozice resni¢nostnih funkcij, za katere velja, da
je njihovo zaprtje enako P». V tem razdelku pois¢emo potreben in zadosten
pogoj za to, da ima neka mnozica taksno lastnost.

Definicija 7. Poln nabor resniénostnih funkcij je mnozica funkcij A C Py,
za katero velja [A] = P,. Ce je A poln nabor resni¢nostnih funkcij, za vsako
funkcijo f € P» torej obstajajo k € N in funkcije fi1,..., fr € A, s katerimi
lahko s pomocjo operacij Malceva izrazimo f. Poln nabor je minimalen, ¢e
nobena njegova prava podmnozica ni poln nabor.

Ceprav bomo polne nabore v celoti karakterizirali Sele proti koncu élanka,
lahko za nekatere mnozice resni¢nostnih funkcij ze sedaj ugotovimo, da po-
menijo poln nabor resni¢nostnih funkcij.

Naj bo f™ resni¢nostna funkcija, ki ni konstantno enaka ni¢, predsta-
vljena z resni¢nostno tabelo. Vsaki vrstici te tabele, pri kateri je vrednost f
enaka ena, priredimo konjunkcijo n izrazov oblike bodisi x;, ¢e je vrednost
i-te spremenljivke v tabeli v tej vrstici enaka 1, bodisi —x; v nasprotnem
primeru. Potem je disjunktivna normalna oblika funkcije f definirana kot
disjunkcija vseh takih izrazov. Ce pa je f funkcija, ki ni konstantno enaka
1, ji lahko priredimo konjunktivno normalno obliko. Ta je enaka konjunk-
ciji negacij tistih izrazov, ki so enako kot zgoraj prirejeni tistim vrsticam
resni¢nostne tabele, pri katerih f zavzame vrednost 0.

Primer 8. S pomocjo tabele 3 definiramo funkcijo f na treh spremenljiv-
kah.

Disjunktivna normalna oblika funkcije f je (mz A=y A—z)V (mz A=y A
2)V (mx Ay Az)V(x A=y A z), konjunktivna normalna oblika pa —(—z A
yA=z) A=z A-yA-z)A=(x AyA-z)A=(x Ay A z) oziroma (x V -y V
)N (—xVyVz)A(mxV-oyVz)A(-zV -y V-z).
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r|ly|= f(CL‘,y,Z)
01010 1
0|01 1
0]11]0 0
0|11 1
110]0 0
11011 1
11110 0
11111 0
Tabela 3

Ocitno je, da obe obliki na vseh n-tericah zavzameta isto vrednost kot
f. Torej smo tako pri disjunktivni kot pri konjunktivni normalni obliki
funkcije to izrazili zgolj s pomocjo disjunkcije, konjunkcije in negacije. Ker
lahko vsaki funkciji priredimo vsaj eno izmed teh dveh oblik, sledi spodnji
rezultat.

Trditev 9. {V, A, =} je poln nabor resnicénostnih funkcij.

Ce za neko mnozico M C P, velja, da lahko s pomocjo njenih elemen-
tov izrazimo vse funkcije nekega polnega nabora, potem ocitno sledi, da
je tudi M poln nabor, saj lahko s pomoc¢jo njenih elementov izrazimo vse
resni¢nostne funkcije. To dejstvo uporabimo v dokazu naslednje posledice.

Posledica 10. Mnozice {—,V},{=, A}, {—~, =} {—, A} {1} in {{} so polni

nabori resnicnostnih funkcij.

Dokaz. Ker iz De Morganovih formul sledi z Ay = =(—z V —y) in x Vy =
—(—z A—y), sta prvi dve mnozici v posledici polna nabora, saj smo pokazali,
da je mnozica {V, A, =} vsebovana tako v [{—, V}] kot tudi v [{—, A}]. Velja
tudi z Vy = -2 — y = =(—-x 4 y), iz Cesar sledi, da sta polna nabora tudi
mnozici {—, =} in {—, /A}. Njuni zaprtji namre¢ obe vsebujeta polni nabor
{Vv,-}.

Da dokazemo, da sta tudi {1} in {|} polna nabora, se najprej prepri-
¢amo, da lahko tako iz Shefferjevega kot tudi iz Lukasiewiczevega veznika
dobimo negacijo: -z = x T © = = | x. Zato iz enakosti z Ay = —(x 1 y)
inzVy=-(zly)sledi {-,A} C {1} in {—,V} C [{{}], s ¢imer smo
pokazali, da sta tudi zadnji dve mnozici v posledici polna nabora. "

Poleg zgornjih dveh oblik si bomo pomagali s Se eno normalno obliko,

v kateri lahko izrazimo resni¢nostne funkcije. Spomnimo se, da je ideal
I kolobarja K njegov podkolobar, za katerega velja ak € I in ka € I za
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vse a € I ink € K. Z (a1,...,a,) ozna¢imo najmanjsi ideal, ki vsebuje
elemente aq,...,a, € K. Kvocientni kolobar po idealu K/I pa je mnozica
ekvivalen¢énih razredov elementov iz K, za katere velja, da elementa k; in ko
pripadata enakemu ekvivalenénemu razredu ki + I = ko + I natanko tedaj,
ko je njuna razlika ki — ko vsebovana v I. Tako poistovetimo tiste v K
razlicne elemente, ki pomenijo enak ekvivalen¢ni razred v K/I.

Izrek 11. Najbon €N, f € P in J, = (22 — 21,23 — 29, ..., 22 — )
ideal v kolobarju polinomov K,, = Zso[x1,...,x,]. Potem obstaja natanko
doloéen polinom p € K,/ Jy,, tako da velja:

f(x) = p(z) = Z Qiy,...in will : ZC? ----- 552"

(31,..,in)€{0,1}7

za vse ¢ € {0,1}".

Opomba 12. Elementi K,,/J, za neki n € N sicer niso polinomi, temve¢
ekvivalen¢ni razredi polinomov iz K,,. Vrednost nekega elementa p + J, €
K, /J, v neki tocki a € {0,1}" je kljub temu dobro definirana. Res, razlika
dveh polinomov p,q € K,, ki pripadata istemu ekvivalen¢nemu razredu iz
K,/ Jn, je namreé vsebovana v J,, = (2?2 — 1,73 — x2,...,22 — 1,). Ker pa
je 02 = 0in 12 = 1, za vsak polinom h € J, in vsako n-terico a € {0,1}"
velja h(a) = 0. Iz tega sledi, da imajo vsi elementi nekega ekvivalen¢nega
razreda p + J, pri dani n-terici a enako vrednost. Zato lahko za poljuben
element p + J,, € K,,/J,, definiramo njegovo vrednost pri neki n-terici a s
q(a), kjer je ¢ poljuben predstavnik ekvivalen¢nega razreda p + J,,. Zavoljo
preglednosti zapisa bomo ekvivalen¢ni razred p+ J,, predstavili s polinomom
q € Zslx,...,zy], ki je v vsaki od spremenljivk z1,...,z, stopnje najvec
1. Ti polinomi se imenujejo polinomi Zegalkina [7).

Dokaz. Izrek dokazemo z indukcijo po n. Ce je n = 1, f bodisi nima
bistvenih spremenljivk oz. je konstantna funkcija, ki jo lahko izrazimo s
konstantnim polinomom p(x) = 0 oz. ¢(x) = 1 iz K;/Ji, bodisi ima f na-
tanko eno bistveno spremenljivko. V tem primeru velja f(z) = el(z) = x ali
f(x) = —z. Identiteto lahko predstavimo s polinomom p(x) = z, negacijo pa
s polinomom ¢(z) = x+1 iz K;/J1. Predpostavimo, da trditev velja za vsako
funkcijo manj kot n spremenljivk, in poljubno funkcijo f € Pj' zapiSimo ta-
kole: f(x1,...,xpn) = (1 —xp) - f(x1,...,2p-1,0) + zp - f(z1,...,20p—1,1).
Tako smo funkcijo f izrazili s pomocjo dveh funkcij n — 1 spremenljivk, za
kateri pa po predpostavki obstajata polinoma iz K,,_1/J,—1, s katerima se
ujemata pri vseh (n — 1)-tericah (z1,...,2,_1). Ce v nasem zapisu z njima
nadomestimo pripadajoci funkciji, dobimo iskani polinom.
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Pokazati moramo Se, da je ta polinom enoli¢no doloéen. Ni tezko vi-
deti, da je preslikava, ki vsaki funkciji f € Pj' priredi ustrezni ekviva-
lenéni razred iz K, /J,, predstavljen s polinomom Zegalkina, injektivna.
Res: ¢e dvema funkcijama n spremenljivk pripada enak ekvivalen¢ni razred
in posledi¢no enak polinom Zegalkina, potem sta enaki za vse vrednosti
(x1,...,zy) € {0,1}". Zato zadosca pokazati, da sta za vsak n € N mnozici
P} in K,,/J, enako veliki, saj bo iz tega sledilo, da je zgoraj definirana pre-
slikava med njima bijekcija. Vsaka funkcija f" € Pj' je enolicno dolocena
z 2" vrednostmi, ki jih zavzame na vseh n-tericah iz {0,1}". Ker za vsako
teh vrednosti obstajata dve moznosti, 0 ali 1, sledi |Py| = 22". Polinom
Zegalkina funkcije n spremenljivk pa je po drugi strani enoli¢no dolocen
s koeficienti a;, . ;, € {0,1} za vsak (i1,...,4,) € {0,1}", iz Cesar sledi
K/ Jn| = |P3| = 2%". .

V tabeli 4 so poleg nekaterih resni¢nostnih funkcij zapisani pripadajoci
polinomi Zegalkina.

Funkcija iz P, | Polinom Zegalkina
-z z+1
TVy r+y+axy
TAY Yy
r—y rz+azy+1
Tty T+y
T4y z+y+1

Tabela 4. Polinom Zegalkina za nekatere funkcije Ps.

Pet maksimalnih podrazredov

Sedaj lahko nastejemo nekatere podrazrede P». V naslednjem razdelku se
bo izkazalo, da so to edini maksimalni razredi Ps.

Definicija 13. Pravimo, da resni¢nostna funkcija f ohranja vrednost 0, ¢e
velja f(0,...,0) = 0. Mnozico vseh tovrstnih funkcij oznacimo s Tp.

Pravimo, da resni¢nostna funkcija f ohranja vrednost 1, e velja
f(1,...,1) = 1. Mnozico vseh tovrstnih funkcij ozna¢imo s 77.

Funkcija f je monotona, Ce iz x < y sledi f(x) < f(y). Pri tem velja
(x1,...y2n) < (y1,...,yn) natanko tedaj, ko je x; < y; za vsak 1 < i < n,
pri ¢emer je 0 < 1. Mnozico vseh monotonih funkcij oznac¢imo z M.

Funkcija f je sebidualna, Ge za vsak x velja: —f(—-x) = f(x), kjer je
=(z1,...,2y) = (421, ..., 2y,). Mnozico vseh sebidualnih funkeij oznacimo
s S.
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Afine funkcije so natanko tiste, za katere ima pripadajoéi polinom Ze-
galkina skupno stopnjo < 1. Mnozico vseh afinih funkcij oznac¢imo z L.

S tabelo 5 naprej pokazemo, da so zgoraj navedene mnozice paroma
neprimerljive glede na relacijo vsebovanosti.

gTy | ¢Th |gM | €S | €L
€Ty + + AN,V AV
el — AV ALY
eL | o + - +
EM| d c AV | AV
es - - - h

Tabela 5. Funkcije, ki dokazujejo neprimerljivost podrazredov Ps.

Tu je h funkcija treh spremenljivk, katere polinom Zegalkina je enak
xy + xz + yz. Pokazati moramo tudi, da so zgornje mnozice zaprte za
operacije Malceva.

Trditev 14 ([3]). Mnozice Ty,T1,M,S in L so podrazredi Ps.

Dokaz. Ni tezko preveriti, da je vseh pet mnozic zaprtih glede na prve §tiri
operacije Malceva. Dokazimo Se, da so vse zaprte tudi za kompozicijo. Naj
bosta f in g funkciji n oz. m spremenljivk, iz ¢esar sledi, da je h = f*x g
funkcija m + n — 1 spremenljivk.

Naj velja f, g € Tp. Potem je

Torej je Ty zaprta za kompozicijo. Analogno dokazemo, da to velja tudi za
T1.

Naj bostazdaj fing € M. Cevelja (21, .., Zmin-1) < (Y1, Ymin_1)
potem je

h(z1, .. s Zman—1) = f(9(x1, - Tm)s Tont1s -+ Tmbn—1)
< fgWis--Ym), Tmtl -+ - s Tntn—1)
< f(9(y1s - Ym), Ymt1, - - Ymean—1)
=h(y1, -, Ymtn-1)-

Iz tega sledi, da je M zaprta za kompozicijo.
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Ce sta f in g € S, velja:

h(x1,. .o Tman—1) = f(9(z1, -, Zm)s Tmt1 - - - s Tmtn—1)
==f(g(x1,. .., Tm), Tty Tontn—1)
==f(g(mx1, .., Tm)y Tty -y Trntn—1)
=-h(—21, ..o, " Tmgn—1)-

Torej je za kompozicijo zaprta tudi S, zaprtost L pa sledi iz tega, da je
kompozicija afinih funkcij spet afina. Pokazali smo, da je pet zgoraj opisanih
mnozic zaprtih za operacije Malceva, s ¢imer smo dokazali trditev. "

Postov izrek

V spodnjem izreku podamo potreben in zadosten pogoj, ki mu mora neka
mnozica A C P, zadoSc¢ati, da pomeni poln nabor resni¢nostnih funkcij. Iz
njega bo sledilo, da so Ty, T1, M, L in S edini maksimalni podrazredi Ps.

Izrek 15 ([2, izrek 3.2.4.1]). MnoZica A C P, je poln nabor resnicno-
stnih funkcij natanko tedaj, ko ni wvsebovana v nobemem od podrazredov
T(],Tl,M,L mn S.

Dokaz. Ce je A vsebovana v nekem podrazredu B € {Tpy, Ty, M, L, S}, velja
[A] C B C P». Torej A ni poln nabor resni¢nostnih funkeij.

Predpostavimo sedaj, da A ni vsebovana v nobenem izmed petih pod-
razredov v izreku. Pokazali bomo, da v tem primeru velja {V, A, =} C [4],
iz Cesar po lemi 9 sledi [A] = P». Ker velja A ¢ B za vsako mnozico
B € {Ty,T1, M, L, S}, obstajajo funkcije fo, f1, far, fs, fr € A, ki med se-
boj niso nujno razli¢ne in za katere velja:

fodTo, freT, fm g M, fs ¢S, fr. ¢ L.

Ce sedaj izenacimo vse spremenljivke funkcije fo, dobimo funkcijo ene
spremenljivke f{ € [A], za katero velja f{((0) = 1. Lo¢imo dva primera glede
na to, ali velja f{(1) = 1, s ¢cimer dobimo konstantno funkcijo ci, ali pa velja
f4(1) =0, kar nam da fj(z) = —z.

Primer 1: Predpostavimo najprej, da velja f}(1) = 1. Dobljeno kon-
stantno funkcijo ¢ vstavimo v fi. Ker ta ne ohranja vrednosti 1, velja
fi(1,...,1) =0, s ¢imer smo dobili tudi drugo konstantno funkcijo cj.

Ker fys, funkcija n > 1 spremenljivk (konstantni funkciji sta monotoni),

ne pripada razredu M, obstajata n-terici a < b, za kateri velja fy/(a) >
fu(b). Naj bo I mnozica vseh taksnih 1 < i < n, za katere velja a; = b;,
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J pa naj bo mnozica [n] \ I, kjer z [n] oznaéimo mnozico {1,2,...,n}. Ce
za vsak ¢ € I na i-to mesto v fjs vstavimo konstantno funkcijo, enako
a; oz. b;, spremenljivke na mestih 7 € J pa med seboj izenac¢imo, dobimo
negacijo. Res, naj brez skode za splosnost velja J = {1,2,...,k} in [ =
{k+1,...,n} za 1l <k < n, saj lahko spremenljivke med seboj poljubno
permutiramo. Tedaj je f),(z) = fum(z,..., 2, a5+1,...,a,) in velja 1 =
I 0) = far(0,...,0, @41, an) > faur(L, ..o, a4, .. an) = fi(1) =
0. Dokazali smo, da velja {c}, ct, =} C [A].

_ Kervelja f1, ¢ L, jo lahko brez skode za splosnost zapisemo s polinomom
Zegalkina skupne stopnje najmanj 2:

n
fL(x) = a0+ Y ai @i+ @iy - Tiy - i, + 9(x),
i=1

kierjer >2,1<4 <ip <--- <14 <ninje g polinom, katerega vsak ¢len
je skupne stopnje r ali vec, koeficient pri z;, - 4, - - - Zi, V g pa je enak nic.
Naj bo f](z,y) funkcija, ki jo dobimo iz f7,(x), ¢e spremenljivko x;, nado-
mestimo z x, spremenljivke x;,, Zj,, ..., i, z y, vse preostale spremenljivke

pa s konstantno funkcijo ¢j. Potem lahko funkcijo f}(z,y) predstavimo s

polinomom Zegalkina oblike a+bx +cy+zy € Zs|x,y]. Vseh osem moznosti
za funkcijo f] prikazuje tabela 6.

a|lblclatbr+cy+uay | fr(z,y)
0[01]0 Ty TAY
0101 y+ay y A
01110 T+ zy T Ay
0|11 T+y+zy zVy
110]0 1+zy Ty
1101 14+y+ay Yy — T
11110 l+z+ay T =y
11111} 14+xz4+y+azy zly

Tabela 6. Funkcija f;, glede na parametre a,b in c.

V vseh primerih je {—, f7} poln nabor resni¢nostnih funkeij. To sledi iz
posledice 10. Ker velja {—, f7} C [4], sledi, da je tudi A poln nabor.

Primer 2: Predpostavimo sedaj, da velja f(1) = 0 in zato f{(z) = —z.
Ker velja fg ¢ S, obstaja taksna n-terica (a1, ...,a,), daje fs(ai,...,a,) =
fs(—ai,...,—ay). Naj bo za to n-terico I mnozica tistih indeksov 1 <
i < n, za katere je a; = 0, in J = [n] \ I. Brez skode za splosnost
naj velja I = {1,...,k} ter J = {k+1,...,n} za 0 < k < n. Potem
je fs(0,...,0,1,...,1) = fg(1,...,1,0,...,0). V fs(x1,...,2,) prvih k
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spremenljivk nadomestimo z —x, preostale pa z . Tako dobimo funkcijo
fs(x) = fs(—z,...,~z,z,...,z). Ker velja f5(1) = f5(0,...,0,1,...,1) =
fs(1,...,1,0,...,0) = f5(0), je funkcija fg konstantna. Dobili smo bodisi
cg bodisi ¢} in ker imamo na voljo tudi negacijo, smo primer 2 prevedli na
primer 1. ]

Posledica 16. Maksimalni podrazredi Py so natanko Ty, Th, L, M in S.

Dokaz. Najprej pokazimo, da so Ty, 11, L, M, S maksimalni podrazredi Ps.
Pa recimo, da obstaja neki podrazred B € {Ty,T1, L, M, S}, ki ni maksi-
malen. Potem obstaja taka funkcija f € Py \ B, da velja [BU{f}] C P.
Po izreku 15 zato velja, da je mnozica B U {f} vsebovana v nekem podra-
zredu C € {Ty, T1, L, M, S} \ {B}, saj ni poln nabor. To pa je v nasprotju z
dejstvom, da so podrazredi Ty, T1, M, L in S medsebojno razli¢ni in paroma
neprimerljivi glede na relacijo vsebovanosti.

Pokazati moramo Se, da so Ty, 11, M, L in S edini maksimalni podrazredi
P,. Naj bo B maksimalen podrazred P», razlicen od Ty, 17, L, M in S.
Zaradi maksimalnosti sledi, da ni vsebovan v nobenem od njih, zato je po

izreku 15 poln nabor in velja: B = [B] = P,. To pa je v nasprotju z
definicijo 6, po kateri so maksimalni razredi prave podmnozice P,. Torej
takega podrazreda ni. "

Sedaj ko smo spoznali potreben in zadosten pogoj za to, da je neka
mnozica resni¢nostnih funkcij poln nabor, lahko za poljubno podmnozico
P> povemo, ali je poln nabor. Dolo¢imo vse minimalne polne nabore, ki so
vsebovani v P§ in imajo mo¢ kve¢jemu dve. Najprej si oglejmo, katerim
maksimalnim podrazredom pripadajo funkcije iz P;. Ker sta projekciji €3
in e% vsebovani v vseh maksimalnih podrazredih, ne nastopata v nobenem
minimalnem polnem naboru. V tabeli 7 prikazemo, katerim maksimalnim
podrazredom pripada ve¢ina preostalih funkcij iz P22.

dla|-xn|=AAlV] e[+
To|e|¢| ¢ |¢|€|€|€|¢|c|¢|¢
T | & | € ¢ el ¢dlele|le|¢|¢|¢
L|e|e]| € ¢ | ¢ | ¢|¢| e |e|¢|¢
Mle|e| ¢ |¢|¢|€|e| & |¢|¢|¢
S|l¢l¢|l € | ¢ ¢|¢|¢] ¢ ¢1¢]¢

Tabela 7. Pripadnost nekaterih funkcij iz P§ podrazredom Ty, Ty, L, M, S.

Edine funkcije ene ali dveh spremenljivk, ki jih Se nismo navedli, so —xo,
+ in 4. Ker pa lahko te funkcije s pomoc¢jo operacije 7 dobimo iz —x1, —
0z. / in obratno, sledi, da so funkcije —xs, < 0z. ¢ vsebovane v natanko
istih maksimalnih podrazredih kot —z1, — 0z. /.
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S pomodjo tabele 7 vidimo, da sta 1 in | edini funkciji iz P, ki nista
vsebovani v nobenem maksimalnem podrazredu, iz ¢esar sledi, da sta {1}
in {|} edina polna nabora, ki vsebujeta natanko en element P3.

Pois¢imo $e minimalne polne nabore, ki vsebujejo dve funkciji iz PZ.
Jasno je, da nobeden od njih ne vsebuje ne 1 ne |.

1. Nabori, ki vsebujejo —: Dodati moramo funkcijo, ki ni vsebovana v
Ty. Minimalni polni nabori, ki vsebujejo —, so torej {—, 2}, {—,},
{=, 7} in{—=+}.

2. Nabori, ki vsebujejo 4, ne pa —: Dodati moramo funkcijo, ki ni vse-
bovana v Ty. Tako dobimo {/,c?}, {4, -} in {4, < }.

3. Nabori, ki vsebujejo =, a ne vsebujejo ne — ne /: Dodati moramo
funkcijo, ki ni niti v L niti v S. Tako dobimo {—, V} in {—, A}.

Minimalni polni nabori, ki ne vsebujejo nobene izmed funkcij —, /4 in -,
pa vsi vsebujejo vsaj tri elemente. Res: vsebovati morajo funkcijo, ki ni
v Ty, funkcijo, ki ni v 77, in funkcijo, ki ni v L. Zato morajo vsebovati
vsaj po eno funkcijo iz mnozic {c3, <>}, {c3, +} in {A, V}. Sledi, da so edini
minimalni polni nabori, ki vsebujejo dve funkciji iz P#, v tockah (1), (2) in

(3).
Za konec

V ¢lanku smo predstavili maksimalne podrazrede funkcijske algebre Py v
povezavi s polnimi nabori resni¢nostnih funkcij. Omenili pa smo tudi, da
razsirjena verzija Postovega izreka poleg maksimalnih razredov predstavi vse
druge podrazrede P ter odnose med njimi glede na vsebovanost. Strukturo
funkcijske algebre pa lahko definiramo tudi na mnozicah funkcij, ki slikajo
iz {0,1,...,k—1}" zanekin v {0,1,...,k — 1}, kjer je k poljubno naravno
Stevilo. Tudi v teh strukturah lahko dolo¢imo maksimalne razrede, a je to
zaradi tega, ker se njihovo Stevilo zelo hitro povecuje, zahtevno.
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Nobelova nagrada za fiziko je bila podeljena trem teoreti¢nim fizikom, ki so s koncepti
in orodji iz topologije kot prvi ugotovili, da se lahko razli¢ne faze snovi med seboj razli-
kujejo ne le po svojih simetrijskih lastnostih, temve¢ tudi po topoloskem redu. Razlozili
so, kako pride do faznih prehodov brez zloma simetrije v dvodimenzionalnih sistemih, v
katerih kot mozne vzbuditve nastopajo vrtinci, kako kvantizirana prevodnost v kvantnem
Hallovem pojavu prikaze topologijo pasu zasedenih stanj ter v ¢em se razlikujejo spinske
verige s celostevilskim in polcelostevilskim spinom.

THE NOBEL PRIZE IN PHYSICS 2016

The Nobel prize in physics 2016 was awarded to three theoretical physicists who were
the first to apply the concepts and tools from topology to demonstrate that different
phases of matter may be distinguished not only by their symmetry properties, but also
through their topological order. They have explained how there can be phase transitions
without any symmetry breaking in two-dimensional systems hosting vortex excitations,
how the quantized conductance in quantum Hall systems reflects the topology of the
occupied states, and how differ spin chains with integer and half-integer spin.

Nobelova nagrada za fiziko je bila leta 2016 podeljena trem teoreti¢nim
fizikom, ki so v sedemdesetih in osemdesetih letih prejsnjega stoletja med
prvimi zaceli uporabljati koncepte in orodja iz matemati¢ne veje topologije
za razglago osnovnih lastnosti razli¢nih faz kondenzirane snovi ter faznih pre-
hodov med njimi [15]. Polovico nagrade je dobil David Thouless, preostali
cetrtini pa sta si delila Duncan Haldane in Michael Kosterlitz. Vsi trije so v
casu podelitve nagrade ziveli in delali v Zdruzenih drzavah Amerike, so pa
sicer iz Velike Britanije (Haldanova mama je, mimogrede, slovenskega rodu).
V delih, za katera so nagrajeni, so uporabili sicer zelo preproste topoloske
pojme (prva homotopska grupa kroznice oz. ovojno $tevilo, prvi Chernov
razred in Chernovo Stevilo, druga homotopska grupa krogelne lupine), so pa
s tem odprli povsem nove raziskovalne smeri v teoreti¢ni fiziki vec¢delénih
sistemov, ki so se naglo razvile in zacele ¢rpati tudi bolj napredna spoznanja
iz topologije [22, 2]. Danes sta pojem »topoloskih kvantnih stevil« in razvr-
Scanje faz snovi v razli¢ne topoloske razrede postala v fiziki ze kar domagca,
podrocje pa se je Se dodatno razzivelo po letu 2008 z odkritjem topoloskih
izolatorjev, to je snovi, ki so pasovni izolatorji in torej neprevodne v no-
tranjosti, imajo pa kovinska mejna stanja in lahko zato prevajajo elektriéni
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tok po svoji povrsini, kar je zaradi velike potencialne uporabne vrednosti
vzbudilo veliko zanimanje.

Fazni prehodi brez zloma simetrije

David Thouless je v zacetku 70. let delal kot profesor matematic¢ne fizike
na Univerzi v Birminghamu, kjer se mu je kot podoktorski sodelavec pri-
druzil Michael Kosterlitz, ki se je sicer pred tem ukvarjal s fiziko delcev, a
je zelel poskusiti Se kaj drugega. Zacela sta sodelovati pri vprasanju faznih
prehodov v nizkodimenzionalnih sistemih ter pri vlogi topoloskih defektov.
Topoloski defekti so vzbuditve sistema, ki so homotopsko razliécne od njego-
vega osnovnega stanja in jih torej ni mogoce odstraniti na »gladek« nacin
z zveznimi spremembami stanja. Primer so vrtinci v superfluidnem “He,
domenske stene v magnetih ter dislokacije v kristalih. Thouless je ugotovil,
da ima enodimenzionalni Isingov model magneta z interakcijami dolgega
dosega, ki padajo kot 1/r2, fazni prehod pri konéni temperaturi 7., medtem
ko Isingov model z interakcijami kratkega dosega ne more biti urejen pri
od ni¢ razliécnih temperaturah. Kosterlitz se je po svojem prihodu lotil re-
levantne literature, med drugim ¢lankov Phila Andersona in sodelavcev na
temo Kondovega modela neéistoce, ki se preslika na Isingov model z 1/r?
interakcijo, za katerega je Anderson razvil metodo resevanja, ki je bila prav-
zaprav predhodnica renormalizacijske grupe, s katero se je kasneje proslavil
Kenneth Wilson. Obravnava z renormalizacijsko grupo je tudi odigrala po-
membno vlogo pri nadaljnjih raziskavah Kosterlitza in Thoulessa. Lotila sta
se zagonetnega vprasanja urejenih faz v tako zelo tankih plasteh materialov,
da jih lahko obravnavamo kot dvodimenzionalne (2D) snovi. Slo je pred-
vsem za tankoplastne magnete, katerih magnetizacija lezi v ravnini, tanke
plasti He ter dvodimenzionalne kristale. Tedaj je bilo splosno sprejeto, da
ne more biti prehodov v urejeno stanje pri konénih temperaturah v 2D sis-
temih z zvezno simetrijo in z interakcijami kratkega dosega, za kar so bili
na voljo strogi dokazi, ki so jih bili prispevali Mermin, Wagner, Wegner in
Hohenberg [14, 21]. Malo manj je bilo znano, da ti izreki pravzaprav prepo-
vedujejo le pravi red dolgega dosega. Eksperimenti (numeri¢ni z ra¢unalni-
skimi simulacijami in laboratorijski na pravih efektivno dvodimenzionalnih
materialih) so Ze tedaj namigovali na obstoj nekaksnih prehodov med raz-
licnimi fazami. Thoulessov in Kosterlitzev poglavitni dosezek je bil dokaz,
da so vendarle mogoc¢i termi¢ni fazni prehodi pri kon¢ni temperaturi tudi v
dveh dimenzijah, le da nizkotemperaturna faza ne more imeti pravega reda
dolgega dosega, temveé korelacije zelo pocasi (potencno) padajo z razdaljo
proti ni¢ [12]. V seriji ¢lankov sta postavila na ¢vrste temelje natanéno ma-
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Slika 1. Levo: spinski val. Desno: vrtinec. PuS¢ice ponazarjajo smer magnetnega
momenta v ravnini, 6.

temati¢no teorijo tovrstnih prehodov [13]. Do nekaterih podobnih spoznanj
je neodvisno in priblizno socasno priSel tudi ruski fizik Vadim Berezinski.

Thouless in Kosterlitz sta med drugim obravnavala 2D magnet, pri ka-
terem magnetni momenti lezijo v ravnini in jih lahko opisemo s kotom rav-
ninskega zasuka 6(r), kjer je r polozaj izbrane magnetnice. Ta sistem se
imenuje tudi model XY. Ima zvezno simetrijo U(1), saj lahko vse magne-
tnice hkrati zasukamo za enak kot, ne da bi se ob tem spremenila energija
sistema. Nizkoenergijske vzbuditve, spinske valove (slika 1, levo), opisuje
Hamiltonov operator

H / Lr[Vo(r))?. (1)

Spinski valovi imajo energijo, ki je obratno sorazmerna s kvadratom njihove
valovne dolzine in je torej v termodinamski limiti lahko poljubno majhna.
Ker pa je Hamiltonov operator periodi¢en za operacijo 6(r) — 0(r) + 2,
kot mozne resitve obstajajo tudi vrtinci (slika 1, desno). To so topoloske
vzbuditve z visoko energijo in jih je torej malo, kljub temu pa so pomembne,
ker dodatno rusijo ureditev sistema. Vsak vrtinec nosi »topoloski naboj«,
definiran kot ovojno stevilo n:

740 df = 2mn, (2)

kjer je C zakljucena pot okoli sredice vrtinca. Ovojno stevilo meri, koli-
kokrat se zasuka vektor magnetizacije okoli navpi¢ne osi vzdolz poljubne
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krivulje C, in je celo §tevilo, pozitivno ali negativno. Najveé je vrtincev z
n = 1 in antivrtincev z n = —1. Posamic¢ni vrtinci imajo visoko energijo,
ki narasca logaritemsko z velikostjo sistema, kar je posebnost 2D sistemov.
Hkrati pa je tudi prispevek k entropiji posameznega vrtinca sorazmeren
z logaritmom ploscine celotnega sistema, saj je moznih mest, kjer je lahko
vrtinec, priblizno enako P/ Py, kjer je P ploscina sistema in Py efektivna plo-
S¢ina enega vrtinca. Pri konénih temperaturah je stanje sistema dolo¢eno
preko proste energije F' = E — T'S. Odvisno od temperature lahko pro-
sti vrtinci prispevajo moc¢no pozitivno ali moéno negativno k celotni prosti
energiji. To pomeni, da pod neko kriti¢no temperaturo T, prostih vrtincev
sploh ni, nad njo pa se takoj za¢nejo pojavljati. To si lahko predstavljamo
tudi tako: pod T, so pari vrtinca z n = 1 in antivrtinca n = —1 vezani,
nad 7T, pa se pari razvezejo in nastanejo prosti vrtinci in antivrtinci: nered
se tedaj poveca. Posledi¢no ima pod 7, magnet kvazired dolgega dosega s
poten¢no upadajoc¢imi korelacijami med vektorji magnetizacije, nad T, pa
je sistem povsem neurejen z eksponentno upadajoc¢imi korelacijami. Fazni
prehod je zvezen in zelo blag (»neskon¢nega reda«); anomalija v specifiéni
toploti je tako Sibka, da sploh ni merljiva. Podobni zakljucki veljajo tudi
za tanke plasti “He in za 2D kristale. Pri prvih obstajajo vrtinci v fazi
ureditvenega parametra za superfluidno stanje, ki je kompleksno §tevilo, pri
kristalih pa igrajo vlogo topoloskih defektov dislokacije (linijske napake v
kristalu).

Kaj te ugotovitve pomenijo, denimo, za kristale v 2D, ki naj ne bi ob-
stajali zaradi strogega dokaza, da v dveh dimenzijah kristalni red dolgega
dosega sploh ne more obstajati? Pravzaprav ni nobenega navzkrizja. V
nizkotemperaturni fazi dejansko obstaja samo kvazired, ne pa pravi red:
korelacijska funkcija na velikih razdaljah pade proti ni¢, sicer pocasi — po-
tenéno — a vendarle. Bistveno pa je, da ima kvaziurejena kristalna faza
konc¢en proznostni modul, kar pricakujemo za snov v trdnem stanju. Ter-
micne fluktuacije sicer porusijo pravi red dolgega dosega, elasti¢nost pa kljub
temu ostane konéna. To se posplosi tudi na vse druge primere iz te druzine:
pri nizkih temperaturah se vzpostavi rigidnost sistema na zunanje motnje,
znacilna za urejeno fazo, ne da bi obstajal pravi red dolgega dosega. V dveh
dimenzijah ob faznem prehodu pride torej do (nezvezne) spremembe v rigi-
dnosti, spontanega zloma simetrije pa ni. Urejena faza torej ni definirana
preko kristalne resetke, temvec¢ preko odziva kristala na strizno obremeni-
tev: kristal se odzove elasti¢no in se reverzibilno deformira, medtem ko ima
tekocina strizni modul enak ni¢ in stece. Ta kljuéna ugotovitev pomeni, da
obstajajo fazni prehodi, ki se jih ne da opisati v Landauovi paradigmi, ki
temelji na razmisleku o simetrijah Hamiltonovega operatorja in Taylorjevem
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razvoju proste energije po parametru reda, ki opredeljuje zlom simetrije v
urejeni fazi.

Meritve dvodimenzionalnih superfluidov (tanke plasti “He) so bile oprav-
ljene Se pred razvojem teorije Kosterlitza in Thoulessa (KT). Opazili so
nezvezni skok v gostoti superfluida, ne da bi opazili nezveznost v specifi¢ni
toploti. To se ni skladalo s faznim prehodom prvega reda, je pa v skladu s
teorijo KT, ki napoveduje tudi, da je velikost skoka univerzalna [16].

Kosterlitz-Thoulessov prehod v 2D superfluidno stanje so leta 2006 za-
znali tudi v plinu ohlajenih atomov 8"Rb v ravninski opti¢ni pasti [7]. To ni
enako kot Bose-Einsteinova kondenzacija in omenjena prehoda se zgodita pri
razliénih temperaturah. Pod prehodom KT so opazili poten¢ne korelacije,
nad prehodom pa proste vrtince.

Teorija KT je pomembna tudi v fiziki enodimenzionalnih kvantnih siste-
mov in kvantnih necisto¢, saj med temi problemi najdemo taksne, ki imajo
povsem enake enacbe renormalizacijske grupe kot klasi¢ni dvodimenzionalni
model XY. Primer je kar paradigmatski model Kondove necistoce, ki opi-
suje en sam kvantnomehanski lokalni moment, sklopljen s kontinuumom
elektronskih stanj v kovini. Ce se spremeni predznak Kondove izmenjalne
interakcije Jx iz antiferomagnetne v feromagnetno, pride do kvantnega fa-
znega prehoda iz zasenCene v nezasenceno fazo, ki je v istem univerzalno-
stnem razredu kot prehod KT.

Kvantizirana prevodnost odraza topologijo pasu zasedenih stanj

Do Hallovega pojava pride, ¢e postavimo plosc¢at (efektivno dvodimenzio-
nalen) prevodni trak v magnetno polje, usmerjeno pravokotno na ravnino
traku: opazimo, da se precno na elektri¢ni tok in na magnetno polje vzpo-
stavi elektricno polje, ki ravno uravnovesi magnetno Lorentzevo silo, ki de-
luje na prevodniske elektrone in ukrivlja njihovo pot proti robu vzorca.
Nastalo elektricno polje je sorazmerno s tokom in z magnetnim poljem, so-
razmernostni koeficient (Hallov koeficient Rp) pa je obratno sorazmeren
z nabojem in Stevilsko gostoto nosilcev naboja v prevodniku. V mocnem
magnetnem polju (reda 10T) in pri nizkih temperaturah (pod 1K) pa se
elektroni za¢nejo obnasati povsem drugace. Kot je pokazal Landau, se elek-
troni v mo¢nem polju v kvaziklasi¢nem opisu gibajo po kroznih tirnicah
in elektronski nivoji postanejo kvantizirani kot €, = (n + 1/2)hw,, kjer je
we = eB/m ciklotronska frekvenca. Ti Landauovi nivoji so makroskopsko
zasedeni. Namesto linearne odvisnosti od magnetnega polja je Klaus von
Klitzing s sodelavci v ¢istih vzorcih opazil stopnicast potek Hallovega koe-
ficienta z univerzalnimi vrednostmi, ki so odvisne le od osnovnih fizikalnih
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Slika 2. Odvisnost Hallove upornosti od magnetnega polja. Po viru [17].

konstant [11]:

Ry =——, (3)

kjer je h Planckova konstanta, ey osnovni naboj, n pa celo stevilo, glej sliko 2.
Kasneje so v najcistejSih vzorcih opazili stopnice tudi pri vrednostih n, ki
so ulomki z nizkim Stevcem in imenovalcem. Pojav kvantizacije pri celih
n danes imenujemo celoStevilski kvantni Hallov pojav, pri racionalnih n pa
racionalni kvantni Hallov pojav [5].

Stevilni teoretiki so prispevali k boljsemu razumevanju celostevilskega
kvantnega Hallovega pojava: nekateri so poudarili umeritveno invarianco,
drugi robna stanja in nelokalni transport, pomembno vlogo necisto¢ in ne-
reda, tu pa nas bo najbolj zanimala topoloska razlaga [20, 18], ki so jo
prispevali David Thouless, Mahito Kohmoto, Peter Nightingale in Marcel
den Nijs (TKNN) leta 1982. TKNN so v okviru teorije linearnega odziva
zapisali izraz za prevodnost sistema, ki vsebuje prispevke vseh zasedenih
stanj v Landauovem nivoju, ter pokazali, da je koné¢ni rezultat kvantiziran
na celo§tevilski mnogokratnik e3/h. Pasovno strukturo snovi namreé¢ lahko
opisemo z lastnimi energijami €, in lastnimi funkcijami (Blochovimi stanji)
1, Hamiltonovega operatorja v odvisnosti od toc¢ke k v Brillouinovi coni
recipro¢nega prostora, ki je tu dvodimenzionalen. Izraz, ki so ga izpeljali
TKNN, pravzaprav meri, kako se »ukrivljajo« valovne funkcije v odvisnosti
od k. To je izrazeno preko Berryjeve zveze

~—

Aj(k) = —i <¢k‘;€j‘¢k> (4
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Slika 3. Levo: cilindri¢ni trak. Desno: Mobiusov trak.

ter Berryjeve ukrivljenosti

A, A,
ok, Ok, 5)

Fry =

Integral F' po Brillouinovi coni, ki je svitek (torus) T? zaradi periodi¢nih
robnih pogojev v obeh smereh, je matemati¢no gledano topoloska invarianta,
imenovana prvo Chernovo Stevilo:

cz—l/ d’kF, CeZ. (6)
2 T2

Razlicne pasovne strukture namre¢ lahko topolosko klasificiramo tako, da
se vpraSamo, katere Hamiltonove operatorje lahko gladko preoblikujemo
v druge, pod pogojem, da ima snov ves Cas kon¢no energijsko rezo med
zasedenimi in nezasedenimi stanji. Ekvivalenc¢ni razredi se lo¢ijo ravno po
vrednosti C'. Recemo tudi, da je snov lahko v razliénih topoloskih fazah. Te
se razlikujejo podobno, kot se med seboj razlikujeta cilindriéni in Mobiusov
trak (slika 3).

Med topolosko razlicnimi osnovnimi stanji lahko pride do topoloskih
faznih prehodov. Ker ti potekajo pri absolutni ni¢li (temperaturi 7' = 0), gre
za posebno vrsto kvantnih faznih prehodov, torej za drugacen tip prehoda
kot v teoriji Kosterlitza in Thoulessa, ki opisuje termi¢ne fazne prehode pri
koné¢ni temperaturi.

Zaradi topoloskega izvora je stevilo n = C celo stevilo na devet decimalk
natan¢no. Kvantni Hallov pojav torej omogoca dolocCiti izjemno natancen
standard za upornost: od leta 1990 je zato mednarodni standard za elek-
tricno upornost definiran ravno preko kvanta prevodnosti eg /h. Notranjost
traku je izolatorska, tokovi pa tecejo po robovih brez disipacije, saj stanja,
ki bi omogocila, da se elektroni na nec¢istocah odbijejo nazaj, sploh ne obsta-
jajo. Danes taksnim stanjem snovi reGemo topologki izolatorji. Od obicajnih
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pasovnih izolatorjev se lo¢ijo prav po od ni¢ razlicnem Chernovem S§tevilu
C, ki z vidika fizikalnih posledic ravno steje, koliko prevodnih robnih stanj
obstaja na meji sicer neprevodnega vzorca.

Pomembno je na podrocju fizike Hallovega pojava prispeval tudi Duncan
Haldane. Leta 1988 je pokazal, da lahko do podobnih pojavov pride tudi
v odsotnosti zunanjega magnetnega polja [9]. Predlagal je model za grafen
s periodi¢énim magnetnim fluksom skozi Sesterokotnike. To je dosegel tako,
da je v model vkljucil matricne elemente za preskoke med drugimi najbliz-
jimi sosednjimi mesti, ki so kompleksne koli¢ine. Taksnega sistema v tistem
Casu niso znali realizirati v laboratoriju. Je pa Haldane s tem delom zase-
jal seme, iz katerega je v zadnjem desetletju zraslo celotno podrocje fizike
topoloskih izolatorjev. Model za kvantne spinske Hallove sisteme, ki se jih
danes intenzivno proucuje, se da, denimo, priblizno razumeti kot dve kopiji
Haldenovega modela, pri ¢emer imata spin gor in spin dol obratni vrednosti
Chernovega stevila. Nedavno, leta 2013, pa so tudi neposredno prouéili fazo
snovi, kot jo je predlagal Haldane, v tankih plasteh s kromom dopiranega
(Bi,Sb)2Tes v odsotnosti zunanjega magnetnega polja.

Spinske verige in topoloski ¢élen 0

Spinske verige so dolge enodimenzionalne verige magnetnih momentov, ki
so med seboj sklopljeni preko izmenjalne interakcije. Primer je, denimo,
Heisenbergov model:

H=> JSi- S, (7)

kjer je S; spinski operator za i-to mesto verige v izbrani reprezentaciji za
spin S =1/2,1,3/2,..., J > 0 pa je antiferomagnetna Heisenbergova izme-
njalna konstanta. Prava Néelova antiferomagnetna ureditev v eni dimenziji
ni mogoca zaradi moénih fluktuacij. Najbolj raziskan je primer S = 1/2, ki
je tocno resljiv z Bethejevim nastavkom. Za ta model je Ze dolgo znano, da
ima kvaziurejeno osnovno stanje s poten¢no upadajoc¢imi korelacijami med
magnetnimi momenti, vzbuditve pa so brez energijske reze, kar pomeni, da
za dosti dolgo verigo obstajajo vzbujena stanja s poljubno majhno dodatno
energijo [6]. Duncan Haldane se je v svojem delu iz leta 1983 vprasal [8], ali
nemara obstaja kaksna fundamentalna razlika med verigami s polcelostevil-
skim spinom 1/2,3/2, ... in tistimi s celostevilskim spinom 1,2,... Na to ga
je navedel zapis nizkoenergijske efektivne kvantne teorije polja, ki se imenuje
nelinearni model sigma s simetrijo O(3) in ki terja dodatni topoloski ¢len
0 v akciji. Slednji izvira iz potrebe po uvedbi Berryjeve faze, ko se spinske
prostostne stopnje zapiSe s koherentnimi stanji pri konstrukciji teorije polja
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Slika 4. Levo: konfiguracija vektorjev v dvodimenzionalnem prostoru-casu (x,t) z ovoj-
nim §tevilom @ = 1. Desno: prerez ob konstantnem casu ¢ = 0.

v formalizmu integrala po poteh. Oba dela akcije lahko zapisemo kot

1 1 /on\? om\?

.0 9 On  On
StOp—Z4ﬂ_/dZL'l'l'<ax1X8x2>, (9)

kjer je n(z,t) enotski vektor, ki opisuje pocasno spreminjanje medmreznega
spinskega polja, v je hitrost spinskih valov, g = 2/S sklopitvena konstanta,
§ = 27S in uporabljene so evklidske koordinate (x!,z?%) = (it,z). V izrazu
za topoloski del akcije Siop je mozno razbrati ovojno Stevilo @) krogelne
lupine na krogelno lupino, 72 (S52), glej sliko 4. Razli¢ne spinske konfiguracije
k statisti¢ni vsoti prispevajo s predfaktorjem e2™5®. Za celostevilske S je
ta faktor vedno 1, za polcelostevilske S pa je enak (—I)Q in obravnava
postane veliko bolj zapletena. Kombinacija mo¢nih kvantnih fluktuacij v
eni dimenziji in moznost izni¢evanja razli¢nih prispevkov zaradi topoloskega
¢lena za polcelostevilske spine vodi k velikim razlikam v obnaSanju. Veljalo
naj bi, da imajo celoStevilske verige kon¢no energijsko rezo in eksponentno
upadanje spinskih korelacij, polcelostevilske pa so brez reze in korelacije
padajo potencno. V konc¢no dolgih verigah s .S > 1 naj bi na obeh koncih
verige obstajala robna stanja s spinom S — 1/2. To je Se zlasti pomembno
v verigah s celostevilskim spinom, saj so to edine vzbuditve pri zelo nizkih
energijskih skalah.

Ker je Haldane do svojih sklepov priSel v limiti velikega spina, S — oo,
se je postavilo vpraSanje o njegovi splosnosti in veljavnosti za majhen spin.
Haldanova domneva je bila zato sprva sprejeta z veliko mero skepticizma.
Splosno sprejeta slika je namre¢ bila, da se spinske verige z razliénim spinom
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ne razlikujejo bistveno. Kmalu pa so se pojavili prvi posredni dokazi preko
numeri¢nih simulacij ter tudi analiti¢ni argumenti. Ian Affleck, Tom Ken-
nedy, Elliott Lieb in Hal Tasaki (AKLT) so predlagali to¢no resljiv model
za S =1[1]:

1
Hagir =Y J [Si Siv1+3(Si Si1)?| - (10)

Dokazali so, da ima ta rahlo modificirani Heisenbergov model kon¢no ener-
gijsko rezo, eksponentno upadanje korelacij ter da obstajajo robna stanja
s spinom 1/2 (kar je lep primer frakcionalizacije kvantnih stevil, saj imajo
osnovne vzbuditve sicer spin 1), vse torej v skladu s Haldanovo domnevo.
Kasneje so napovedana robna stanja v celostevilskih spinskih verigah zaznali
tudi v eksperimentih na CsNiCls [10].

Sklep: topologija v sodobni statisti¢ni fiziki

Nobelovi nagrajenci za fiziko v letu 2016 so kot prvi pokazali, da lahko sta-
nja snovi razvrscamo ne zgolj po njihovih simetrijskih lastnostih, temvec
tudi po topoloskih. S tem so odprli nov pogled na razlikovanje med fazami
in na prehode med njimi. V zadnjih letih se veliko pozornosti posveca topo-
loskim izolatorjem in superprevodnikom [4, 3]. Med slednje se uvrséa model
verige Kitaeva, ki je ob ustrezni izbiri parametrov topoloski superprevodnik
s simetrijo p, za katerega je znano, da ima na svojih robovih robni stanji,
ki se obnagata kot Majoranova fermiona. Oba skupaj se obnasata kot dvo-
nivojski sistem, v katerega lahko shranimo en kubit podatkov. Ker pa sta
Majoranova fermiona lokalizirana vsak na svojem koncu verige, sta imuna
na motnje iz bliznje okolice. Zaradi tega se pricakuje, da lahko v taksnih
sistemih na robusten nac¢in hranimo kvantno informacijo in da jo bomo v
prihodnje morda lahko celo obdelovali. To bi bila lahko osnova za topolosko
kvantno rac¢unalnistvo [19].
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NOVE KNJIGE

Christian Ucke in Hans Joachim Schlichting, Spiel, Physik und
Spaf3, Physik zum Mitdenken und Nachmachen, Sachbuch, Wiley—
VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, 2011, 146 strani.

Udelezencem mednarodnih fizikalnih semi-
narjev in konferenc o poucevanju fizike je FWILEY-VCH
Christian Ucke dobro znan predvsem po A\ . Chistsn Ucke

H. Joachim Schlichting

prikazovanju zanimivih fizikalnih poskusov
in razlagi delovanja fizikalnih igra¢. Prav o AT

teh igracah in uporabi vsakdanjih predme- . .
tov pri poucevanju fizike je govor v pricujoci SpIEI, phySIk
knjigi. —i/ und Spafd

Najprej nekaj o avtorjih. Dr. Christian I PhysikGum Mitdenkeh

Ucke je dokoncal studij fizike v Géttingenu | I
in Miinchnu. V doktoratu na LMU (Uni-
verzi Ludwiga Maximiliana) v Miinchnu se
je posvetil temi »sipanje svetlobe v ocesu«.
Za drugi studij je izbral pedagogiko in psi- ’“-g'
hologijo. Od 2001 do 2007 je bil vodja fizi-
kalnega praktikuma za fizike na Fakulteti
za fiziko TU (Tehniske univerze) v Miinchnu in od 2003 do 2006 poobla-
S¢enec univerze za spodbujanje poucevanja. Leta 2001 je dobil nagrado za
dobro poucevanje, ki jo podeljuje Bavarsko ministrstvo za izobrazevanje,
kulturo, znanost in umetnost.

Dr. Hans Joachim Schlichting je Studiral fiziko v Hamburgu in tam tudi
doktoriral. Studiral je tudi pedagogiko in psihologijo. Nekaj let je vodil
Institut za didaktiko fizike, ki je deloval v okviru univerze v Miinstru, in bil
nekaj let vodja odseka za didaktiko fizike pri nemskem fizikalnem drustvu.
Vedno se zavzema za sodobnejsi pouk fizike v Solah in povezavo fizike z
vsakdanjimi izkuSnjami. Profesor Schlichting je leta 2008 prejel nagrado
Roberta Wicharda Pohla, ki jo podeljuje nemsko fizikalno drustvo za izjemne
dosezke na podrocju didaktike fizike oziroma eksperimentalne fizike.

Glede uporabe vsakdanjih pripomockov in igra¢ pri poucevanju fizike so
mnenja deljena. O tem piSeta avtorja tudi v uvodu knjige. Po mnenju neka-
terih so igrace in vsakdanji pripomocki dober uvod v raziskovalno delo, saj
motivirajo ucence, jih vzpodbujajo k pozornejSemu opazovanju, samostoj-
nemu raziskovanju, zastavljanju vprasanj in logi¢cnemu sklepanju. Drugi pa
menijo, da igrac¢e preusmerjajo pozornost in da se z njimi ne da sistematicno
obdelati dolocenih fizikalnih pojmov in povezav med fizikalnimi koli¢inami,
skratka, da se ucenci z njimi le igrackajo in se ob tem bolj malo naucijo.
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Slika 1. Vrtavka, ki se iz zaCetnega polozaja, ko je krogelni del navzdol, med vrtenjem
obrne. Pitagorova ¢aSa in lava lucka.

Kljub temu pa se v Solah, ne le pri nas, ampak tudi v svetu, vsaj ob poseb-
nih priloznostih tudi pri pouku fizike obravnava delovanje nekaterih igrac
in vsakdanjih naprav. Z nekaterimi od njih so se igrali tudi zelo priznani
znanstveniki, kot na primer Albert Einstein, ki je med drugim zapisal: »Igra
je najvisja oblika raziskovanja«.

Avtorja sta izbrala 44 igra¢ in predmetov (v nadaljevanju bomo oboje
oznacili z besedo predmet) in jih predstavila na dva razliéna na¢ina. Ve-
dno je najprej na zacetku fotografija, sledita opis in skica predmeta. Potem
pa je vcasih v ospredju eksperimentalni vidik, s kvalitativnim opisom pove-
zav med fizikalnimi koli¢inami in nekaj skicami, vCasih pa opisu sledi SirSe
teoreticno ozadje z ena¢bami, grafi in tabelami, ki pojasnjujejo dogajanje.
Za nekatere predmete navedeta avtorja tudi zgodovino razvoja in njihove
iznajditelje ali pa omenita, kateri novejsi stroji in pripomocki delujejo po
enakem ali podobnem principu.

Vedno pa zelita avtorja na vabljiv na¢in pritegniti bralca, da bi sam
preizkusil delovanje opisanih predmetov in se ob tem na igriv nacin seznanil
z nekaterimi fizikalnimi koli¢inami in povezavami med njimi.

Knjiga je razdeljena na 5 poglavij: mehanika, termodinamika, elektro-
magnetizem, optika in dodatki. V vsakem poglavju je navedenih nekaj pred-
metov, ki jih lahko povezemo z eno od poglavij fizike.

Najobseznejse je prvo poglavje: Mehanika. Zajema 25 predmetov, kot
so: verizica iz sponk za papir, Sakajeva vrtavka iz sponke za papir', vrtenje
obrocev, valji in krogle, vrtavka, ki se med vrtenjem obrne na glavo, ¢oln, ki
se nekaj ¢asa vrti v eno, nato pa v drugo smer, vetrnice, vrtopir in javorjeva
semena, dvojni stozec, ki se navidezno giblje po klancu navzgor, gibanje
dveh majhnih, med seboj pravokotnih kroznih plosé¢ic, krtaca na motor,

!Christian Ucke, Sakejeva vrtavka iz sponke za papir, prevod Seta Oblak, Fizika v Soli,
7, 2, december 2001, 117-119
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vzmeti, detel na palici, pes¢ena ura, Pitagorova ¢aga?, trenje orehov, model
atoma, pojoci kozarci.

Termodinamika zajema naslednje predmete: Zejno raco, preprost termo-
meter, Goethejev termometer, Galilejev termometer, lava lucko, vetrnico na
vro¢ zrak, igrace z bimetalom (prevesna gugalnica s sveco).

Elektromagnetizem ima le tri primere: preprost elektromotor, magnetne
vrtavke in magnetni top.

Optika: preslikave s cilindri¢nim zrcalom, kitajsko ¢udezno zrcalo, mi-
rage (dvojno konkavno zrcalo), kavstika v skodelici kave, lom svetlobe in ma-
vriéne barve, oko in barve, oko in prostorsko gledanje (tudi anaglifne slike),
barvne vrtavke, opazovanje barv pri vrtenju ¢rno-belih ploskev, igranje s
steklenim kozarcem z vodo.

Posebej zanimivi deli poglavja iz optike so povezani z uporabo plasti¢nih
folij (le¢), katerih spodnja plast je ravna. Folija, pri kateri je preéni pre-
sek zagast (prizmaticen), ustvari stereoskopsko sliko zaradi razlik v lomnih
koli¢nikih razliénih valovnih dolzin. Rdece obarvani predmeti se nam zdijo
blizje, modri pa bolj oddaljeni. Posebej lepe so slike, ki imajo v ozadju vodo
ali nebo (modro barvo), spredaj pa rdece predmete. Z ustreznim barvnim
tiskom dobimo obc¢utek prostora. Podoben ucinek lahko seveda dosezemo
tudi z anaglifnimi slikami. Sliki za desno in levo oko sta prekriti in razli¢nih
barv. Rdece obarvane ¢rte so namenjene gledanju z desnim, modro obar-
vane pa z levim ocesom (ali obratno). Za gledanje slik zato potrebujemo
ocala z rde¢im in modrim filtrom.

Zgornja ploskev folije (lece) je lahko valovita (podobno kot pri valoviti
lepenki). Ko na leco gledamo pod razli¢nimi koti, se povecajo razliéni deli
slike. Linijsko rastersko tehniko uporabljajo tudi pri tiskanju, z njo ustva-
rijo globinsko predstavo oziroma omogocijo, da izginejo doloceni deli slike
oziroma ustvarijo vtis gibanja. Ze v preteklosti so znali ustvariti podobe,
sestavljene iz dveh samostojnih slik. Na osnovno ploskev so pritrdili letvice s
trikotnim presekom (enakostrani¢ni trikotnik). Na desne strani trikotnikov
so narisali eno sliko (princeso), na leve strani pa drugo (princa). Ko so
gledali naravnost, so videli sestavljeno sliko, ko pa so gledali z leve oziroma
z desne, so videli princeso oziroma princa. Vecina takih slik je obesena v
muzejih. Tako sliko lahko ustvarimo tudi z letvicami, ki imajo namesto
trikotnega pravokoten prerez.

Nekaj ve¢ prostora je namenjenega tudi obravnavi vrtenja ¢rno-belih
krogov z razliénimi vzorci, ki jih nataknemo na vrtavko. Ko se vrtavke
vrtijo, opazimo barvne lise.

S predstavljenimi predmeti se lahko igrajo tako predsSolski otroci kot
Studentje in ucitelji. Le vpraSanja, razlage in miselni procesi potekajo na
razlicnih ravneh.

Nada Razpet

2Nada Razpet, Pitagorova ¢asa, Presek, 37, 1, 2009/10, 13-14
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STRNJENO VZORCENJE
Uvod

Za razumevanje nove metode strnjenega vzorcenja (snemanja, zajemanja),
ki ji v anglesc¢ini pravijo compressed sensing, compressive sampling, si
najprej oglejmo nekaj dejstev o digitalizaciji slik, zvoka ... Pri tem bomo
spoznali matemati¢na orodja, ki nastopajo tudi v novi metodi zajemanja
signalov.

Stiskanje

Digitalne fotografije v surovi obliki vsebujejo informacijo o intenziteti treh
osnovnih barv za vsak piksel posebej. To pomeni mnozico podatkov. Zato
pred posredovanjem fotografij ze kamera ali pa naknadno uporabnik foto-
grafijo stisne, navadno v zelo uspesni in razsirjeni JPEG format, ki tudi
nima problemov s patenti. Vec¢inoma lahko stisnemo za faktor 4 prakti¢no
brez izgube podrobnosti. Tudi stisk za faktor 10 daje navadno zelo do-
bre rezultate. Na slikah imamo namre¢ pogosto vecje povrsine (kot modro
nebo), kjer ni podrobnosti. Tako lahko na sliki najdemo pravokotnike, ki
so priblizno enakomerno obarvani. Tak del slike lahko podamo z mnogo
manj podatki. Izvedba tega stiskanja je nekoliko zapletena in matemati¢no
zanimiva.

Zaradi enostavnosti privzemimo, da imamo ¢rno-belo sliko. Denimo, da
kamera daje 8 bitov informacije o osvetljenosti piksla. Torej imamo 28 = 256
odtenkov sivine, od povsem ¢érne (0) do povsem bele (255). Razdelimo sliko
na pravokotnike velikosti 8 x 8 pikslov. Tak del slike podamo najprej z od-
stopanji svetlosti pikslov od vrednosti 27 = 128. Dobimo matriko velikosti
8x 8, ki jo imamo lahko tudi za vektor v R%*. Na matriki opravimo dvorazse-
zno diskretno kosinusno transformacijo, DCT. Gre za razvoj po ortogonalni
bazi. V baznih matrikah nastopajo kosinusi, zelo podobno kot pri klasi¢cnem
razvoju v Fourierovo vrsto. Enorazsezna DCT deluje na prostoru RY tako,
da vektorju x = (x(0),x(1),...,x(N —1)) priredi vektor X v istem prostoru

(i eos( Z(G+ 1))

Jj=0

po formuli
N—

,_.
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Formula za dvorazsezno transformacijo je seveda obseznejsa in si jo lahko
ogledate na Wikipediji.
DCT je v tesnem sorodu z diskretno Fourierovo transformacijo (DFT),
le da so koeficienti pri razvoju po DCT realni.
DFT vsakemu vektorju x € CN priredi vektor X v istem prostoru, tako
da je
) Nl . —27tkj
(k) = 3 x(j) exp( )

J

Za izvedbo DFT pri velikih N imamo odli¢en algoritem, imenovan hitra
Fourierova transformacija — FFT, ki jo mnogi dobro poznate.

Vrnimo se k nasi 8 x 8 matriki osvetljenosti pikslov. DvorazseZzna dis-
kretna kosinusna transformacija da novo 8 x 8 DCT matriko iz DCT ko-
eficientov. Koeficient z indeksom (0, 0) je povprecje vrednosti elementov
originalne matrike. Na tej stopnji lahko iz DCT matrike rekonstruiramo
originalno matriko.

Ampak koeficienti z majhnima indeksoma so najpomembnejsi, ker po-
dajajo dele slike, ki najbolj padejo v o¢i. Na tipi¢ni sliki so elementi DCT
matrike z vi§jimi indeksi majhni v primerjavi z elementi zgoraj levo, saj ni
veliko visokofrekvenc¢nih elementov na sliki. Tezko recimo pricakujemo, da
bomo na sliki imeli moéno komponento z indeksom (6, 5) v obliki nekaksne
modificirane sahovnice s 7 x 6 polji, kot si lahko ogledate v ilustracijah baze
za DCT na [1, str. 15]. Na 8 x 8 pikslov velikem delu modrega neba bo po
absolutni vrednosti dale¢ najvecji element z indeksom (0, 0).

Zdaj naredimo kvantizacijo. To je enostaven in grob postopek, ki odseka
najmanj pomembne informacije in ve¢inoma zmanjSa natancnost preostalih
podatkov. Obstajajo posebne kvantizacijske matrike, dobljene izkustveno.
Elementi kvantizacijske matrike so naravna Stevila in ve¢inoma narascajo,
ko se gibljemo desno in navzdol po matriki.

V literaturi najdemo standardno kvantizacijsko matriko ). Matrika @
ima vrednost 16 na mestu (0, 0), 121 na mestu (6, 5) in 99 na mestu (7, 7)
— glej [2, str. 4] ali [1, str. 20].

Elemente DCT matrike delimo z istoleznimi elementi kvantizacijske ma-
trike, odvrzemo decimalke. Prav tako vse vrednosti nad 255 porezemo na
255. Podobno naredimo z vrednostmi pod —255. (Angleski izraz za rezanje
je clip.) Gre za agresivno zmanjSanje in pogosto eliminacijo ze tako majhnih
visokofrekvenénih komponent ter zmanjsSanje velikosti elementov kvantizi-
rane matrike. Elementi v kvantizirani matriki so do predznaka predstavljeni
z najve¢ 8 biti. To je bistven korak na poti do stisnjene JPEG slike. Za-
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vrgli smo del informacije na originalni sliki (ve¢inoma nezanimivi del), se
zadovoljili s priblizki nekaterih drugih podatkov in originala ne moremo vec
natanc¢no rekonstruirati. Na tipi¢ni sliki ima kvantizirana matrika mnogo
nicel, predvsem v desnem spodnjem delu. Zgoraj omenjena matrika () obi-
¢ajno sliko stisne za faktor priblizno 7. Matriki, v kateri je veCina elementov
nicelnih, preostali pa nimajo posebne strukture, reGemo razprsena matrika.
Kvantizirana matrika je torej praviloma razprsena.

V fotoaparatu z velikim senzorjem (APS-C ipd.) nastavitev na fino (an-
glesko fine) da kvantizacijsko matriko z bistveno manjsimi elementi, velikosti
recimo od 1 do 6. To pomeni nizjo kompresijo, nekako za faktor 2. Pri malih
tipalih z diagonalo pod 8 mm bo kvantizacijska matrika v nac¢inu fine imela
elemente recimo od 1 do 15, saj ustrezne optike obi¢ajno nimajo zelo dobre
lo¢ljivosti.

Pri dekodiranju pomnozimo matriko nazaj z istoleznimi elementi kvan-
tizacijske matrike in opravimo inverzno transformacijo k DCT. Dobimo pri-
blizek prvotne slike nasega kvadrata. Na slikah z mehkimi prehodi med
svetlimi in temnimi deli slike to deluje sijajno. Algoritem za JPEG stiska-
nje je rac¢unsko nezahteven, hiter in robusten. Manjsi problem se pojavi pri
slikah z ogromno podrobnostmi, kot so trava, krzno. Boljse kamere tako
sliko prepoznajo in bistveno manj stisnejo, se pravi uporabijo drugo kvan-
tizacijsko matriko kot sicer. (Slika z ogromno Suma je tudi tezava, vendar
pa tu nismo zainteresirani za podrobno reprodukcijo.) Pri poceni kamerah
pa lahko kombinacija nekakovostnega zoom objektiva in neprilagodljivega
stiskanja travnik spremeni v zeleno plundro. JPEG tudi ni najboljsi za re-
produkcijo graficnih podrobnosti. Za manjSe risbe in grafike profesionalci
raje uporabljajo format PNG.

Za zvok je nastal na podlagi JPEG priljubljeni, za zdaj Se patentirani
format MP3. Omogoca stiskanje v razlicnih kakovostih. Zelo dober za
kompresijo zvoka je tudi prostokodni format (Ogg) Vorbis.

Vzorcenje in digitalizacija

Nekateri studenti na izpitih riSejo grafe funkcij » po tockah«. Ve¢inoma se to
ne obnese. Vendar pa je mogoce velik razred funkcij popolnoma rekonstru-
irati iz njihovih vrednosti na diskretni mnozici tock. V knjigi [3] najdemo
na str. 373 izrek, ki ga ni tezko dokazati:

Izrek 1. Naj bo f € L*(R) zvezna in naj bo njena Fourierova transformi-
ranka [ enaka 0 zunaj intervala [—L, L], kjer je L > 0. Potem je f doloc¢ena
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z vrednostmi (= vzorci) v tockah

n
{2L "EZ}

- SoErESE o

Naso funkcijo f torej lahko rekonstruiramo iz njenih vrednosti = vzor-
cev v tockah, medsebojno oddaljenih za intervalécek At = 1/(2L), ki mu
pravimo Nyquistov interval. V eni sekundi torej vzorc¢imo 2L-krat, in to
je Nyquistova frekvenca.

takole:

Knjiga pravi, da izrek iz leta 1915 pripada E. T. Whittakerju.

Kaksna je Fourierova transformiranka dusenega kosinusnega vala f(t) =
exp(—bt?) cos(27ut) s krozno frekvenco w = 27rv? Ce je b majhen (tako da
je val opazen dalj ¢asa), je lahko izrac¢unati, da ima f dva ozka vrhova v
+v in je bolj ali manj koncentrirana okrog teh dveh tock. Cim manjsi je b,
tem bolj izraziti sta ti konici. Ce je v nekoliko manjsi od L, je f prakti¢no
enaka ni¢ zunaj intervala [~L,L]. Ker je f € L%*(R), priblizno zadosca
pogojem izreka. Tako laze razumemo znameniti Shannonov izrek (1948), ki
poenostavljeno pravi: za vzorcenje signala, ki vsebuje le frekvence pod v,
moramo vzor¢iti vsaj s frekvenco 2v. Podobne rezultate so ze prej dokazali
drugi matematiki: Kotelnikov leta 1933 ...

Ljudje navadno ne slisimo zvokov nad 20 kHz. Torej moramo za dobro
digitalizacijo glasbe najprej odfiltrirati vse zvoke s frekvenco nad 20 kHz
in nato vzorciti s frekvenco ve¢ kot 40 kHz. Za CD kakovost vzorc¢imo
s frekvenco 44,1 kHz. To nam omogoca, da iz vzorCenega signala verno
rekonstruiramo (sfiltrirani) original. Pri digitalni telefoniji vzor¢imo le z 8
kHz, saj so telefoni konstruirani za frekvenéno obmocje od 300 Hz do 3,4
kHz. To je bolj zasilna resitev, saj cloveski glas sega nekako od 60 Hz do
14 kHz. GostejSe vzorcenje in boljso kakovost zvoka ze zdaj ponuja Skype.
Uvajajo se tudi nove resitve kot HD Voice (vzorcenje s 16 kHz).

Aliasing

Ce vzoréimo s premajhno frekvenco, lahko pride do problemov, ki jih opi-
Semo z anglesko besedo aliasing. Pri tem se lahko sinusoida v originalu
reproducira po digitalizaciji kot sinusoida s povsem drugo frekvenco. Ori-
ginalna sinusoida dobi torej svoje drugo zZivljenje — svoj alias, ki pa nam
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Slika 1. Funkciji f(z) = sin(27z) (prekinjena ¢érta) in g(z) = —sin((2/3)7z) (polna ¢rta)
se ujemata v tockah {%; k€ Z}A

dela le tezave. Pomislite recimo na funkcijo z — sin(27z). Tu je v = 1.
Denimo, da jo vzoréimo s korakom 0,5. Ce zaénemo v z = 0, so vsi vzorci
enaki 0. Rekonstrukcija signala iz teh vzorcev nam da napacen rezultat —
funkcijo, ki je identi¢no enaka 0. Ce nago sinusoido vzoréimo s korakom
3/4 in zatnemo v 0, vzorci ustrezajo tudi funkciji  — —sin((2/3)rz), kot
vidimo na sliki 1. Pri rekonstrukciji vzoréenega signala bomo v tem primeru
dobili alias prvotnega signala v obliki funkcije z eno tretjino frekvence origi-
nala in z drugacno fazo, se pravi spet povsem napacen rezultat. Za pravilno
rekonstrukcijo moramo vzoréiti s korakom, manjsim od 0,5.

Kaj pa, ¢e ne bi vzorcili v enakomernih presledkih, ampak v slu¢ajno
izbranih to¢kah? V tem primeru tudi pri vzoréenju s korakom, daljsim od
0,5, skoraj gotovo ne bi prisli do gornjih napaénih rezultatov.

V digitalni fotografiji se problemom z aliasingom poskuSajo izogniti z
anti-aliasing (AA) filtri pred senzorjem. Ti zameglijo (sfiltrirajo) prevec
drobne detajle, a obenem malce zmanjsajo kakovost slike. Efekte aliasinga
v fotografiji navadno ozna¢imo s francosko besedo moiré, ki jo izgovorimo
kot muaré.

Strnjeno vzorcéenje

Vzoréenje s slu¢ajnim korakom je ena od idej za t. i. strnjeno vzoréenje, an-
glesko compressed sensing, compressed sampling. Zacetek tega sega
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v sedemdeseta leta prejsnjega stoletja, kot lepo opisuje poljudno napisani
vir [4]. Geologi, ki so iskali nafto, so eksperimentalno ugotovili, da lahko
dobijo zeleno sliko zemeljskih slojev z mnogo manj seizmi¢nimi meritvami,
kot bi jih bilo treba po teoriji. To je bila seveda super novica, saj je pov-
zro¢anje mini potresov z eksplozivi motece. Razlozili so si zadevo s tem, da
so posamezni sloji precej homogeni. Zanimale so jih le meje med sloji, ki
so na instrumentih dajale Spice, in pa prisotnost sloja, ki bi lahko vseboval
nafto. Skratka, zanimalo jih je le majhno stevilo pomembnih informacij.
V devetdesetih letih so metode geologov zaceli preucevati matematiki, med
njimi David Donoho z Univerze Stanford.

Magnetna resonanca (MR) je odli¢na, ampak draga metoda za slikanje
mehkih tkiv. Francoski matematik Emmanuel Candes s Caltecha in njegov
mentor pri doktoratu Donoho sta oba zacela ugotavljati, da lahko dobita
dobre MR slike vzorcev tudi s precej manj posnetki, kot jih predvideva
teorija, Ce vzorcita nekoliko drugace. Kot pri obi¢ajnih fotografijah tudi pri
MR navadno ni vse na sliki zanimivo.

Kot smo videli zgoraj, lahko digitalno sliko ali zvok skoraj zmeraj mo¢no
stisnemo z minimalno izgubo kakovosti. Ampak najprej zajamemo ¢isto vse
podatke, da se nato odlo¢imo, kako jih bomo stisnili. Podobno dobri slikarji
lahko hitro prepoznajo bistvo portretiranca ali naravne scene in ga podajo
z nekaj potezami.

Pri strnjenem vzorcenju Zelimo Ze vnaprej zajeti manj podatkov, kot
jih zahteva Shannonov pogoj. Metoda deluje le takrat, ko i§¢emo majhno
Stevilo informacij.

Spomnimo se na naslednji problem. Imamo 9 kovancev, med katerimi jih
ima 8 enako maso, eden pa je lazji. Le z dvema tehtanjema s staromodno
ravnovesno tehtnico, brez utezi, lahko izlo¢imo lazji kovanec, Ce se tega
lotimo pravilno.

Candes pripoveduje, da je imel na konferencah ob predstavitvi svojih
rezultatov tezave, ker so nekateri mislili, da malce prireja rezultate. Poskusal
je stvari strogo dokazati, pa se mu je po prvih uspehih zataknilo. Nakljucje
je hotelo, da je Candés imel otroka v isti mali Soli kot Terence Tao z UCLA.
(Tao je nekaj let kasneje, 2006, dobil Fieldsovo medaljo). Francoz je Tau
zaupal svoje probleme, a mu sogovornik sprva ni verjel in mu je obljubil
nasprotni primer za njegove trditve. Tega pa ni mogel najti, zato je stvar
vzel resneje, zacel sodelovati s Candésom in prispeval manjkajo¢i dokaz. Z
njima je delal Justin Romberg z Georgia Tech. Preprint njihovih rezultatov
je izSel leta 2004, obenem pa je Donoho oznanil podobna dognanja.

Obzornik mat. fiz. 64 (2017) 2 73



Zanimivosti

Na kratko bom povzel Taovo predavanje [5] iz leta 2009. Rekonstruirati
zelimo signal x dolzine N, kjer je N ogromen, denimo reda velikosti 10°. Za
X vemo poleg tega, da je s-razprSen, kar pomeni, da ima najve¢ s koordinat
od 0 razlicnih. Tu je s mnogo manjsi kot N, kar piSemo s < N. Imamo
poddolocen sistem m linearnih ena¢b za x v obliki Ax = b. Tu je b vektor
meritev in m < N. Vemo, da ima tak sistem poleg naSega signala neskonéno
reSitev.

Trditev 2. Privzemimo, da je vsakih 2s stolpcev matrike A linearno neod-
visnih. Ce je signal x s-razprsen in zadosca sistemu Ax = b, je ta signal
edina s-razprsena resitev tega sistema.

Dokaz. Denimo, da ima sistem Se eno s-razprSeno resitev x’. Vzemimo
vektor w = x — x’. Ta vektor ima najve¢ 2s koordinat od 0 razliénih. Velja
Aw = 0. Toda produkt na levi je enak w(1) krat prvi stolpec matrike
A+ ..., kjer sumacija poteka po nenic¢elnih koordinatah za w, torej ima ta
linearna kombinacija najve¢ 2s sumandov. Iz predpostavke sledi, da so vsi
w (i) enaki 0 in tako w = 0. n

Predpostavka trditve pomeni, da je Stevilo m vrstic v matriki A vsaj 2s,
se pravi, da je meritev vsaj 2s.

Posledica 3. Signal x je tista resitev sistema Ax = b, ki ima najmanj
nenicelnih koordinat.

To je zelo lep rezultat, zal pa je iskanje najbolj razprsene resitve nume-
ri¢no izredno zahtevno. V splosnem je to NP-tezak problem. Izkazalo pa
se je, da namesto tega lahko iS¢emo resitev, za katero bo vsota absolutnih
vrednosti koordinat (se pravi ¢;—norma) vektorja x minimalna. Tej me-
todi iskanja resitve so nadeli anglesko ime basis pursuit. Gre za konveksno
optimizacijo, ki se je lahko lotimo z metodami linearnega programiranja.

Rezultati teorije so tesno povezani z verjetnostjo. Naslednji izrek so Can-
des, Romberg in Tao objavili v IEEE Transactions on Information Theory

leta 2006:

Izrek 4. Izberimo nakljucno Stevila ki, ko, ..., kpy iz mnoZice {0,1,...,
N —1}. Obstaja taka konstanta C, da lahko pri pogoju m > Csln N
z verjetnostjo blizu 1 vsak s-razprien vektor x € CN rekonstruiramo
iz vrednosti diskretnih Fourierovih koeficientov x(k;), kjer i tece od 1 do m.
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Strnjeno vzorcenje

Normalno bi za rekonstrukcijo potrebovali vseh N Fourierovih koeficien-
tov. Numeri¢ni poskusi sugerirajo, da lahko ve¢inoma resitev dobimo to¢no
celo pri pogoju, da je meritev vsaj 4s.

Metoda deluje pri precej Sirokem razredu matrik, ne samo pri matriki
za diskretno Fourierovo transformacijo. Tu mo¢no pomaga dejstvo, da je N
ogromen.

Metodo lahko razsirimo tudi na primer, da je signal samo priblizno raz-
prden; v tem primeru dobimo priblizno resitev. Ce je meritve pokvaril um,
se pravi, da imamo enacbo Ax = b + z, kjer je z Sum, bo naSa metoda dala
priblizek resitve.

Teorija je zelo zanimiva. Manjsi problem je, da je metoda racunsko
precej zahtevna.

Konec novembra 2016 je Siemens oznanil, da zacenja prodajo opreme
za magnetno resonancno (MR) slikanje, ki sloni na strnjenem vzorcenju.
Namenjena je slikanju delovanja srca. Po reklami v 25 sekundah naredi
tisto, za kar so potrebovali prej do 6 minut. Pacient mora samo enkrat
zadrzevati dih, namesto desetkrat do Stirinajstkrat pri prejSnjem postopku.
Obdelava podatkov poteka v sami napravi. Skréitev morda ne gre samo na
racun strnjenega vzorcenja, ampak tudi drugih algoritemskih in inzenirskih
izboljsav. Prve verzije te inovacije so v uporabi ze vsaj leto dni v uglednih
bolnisnicah, tako da stvar deluje. Siemens obljublja, da bo kmalu ponudil
podobne naprave tudi v druge namene.

Strnjeno vzorcenje je lahko uporabno marsikje, kjer so senzorji zelo
dragi. Verjetno se bo strnjeno vzorcenje pojavilo tudi pri racunalniski to-
mografiji (CT) in zmanjsalo velike doze sevanja.
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VESTI

»MApJSKI VIKEND« — ALI KAKO SI SPOZNAL SVOJE
BODOCE KOLEGE

Med 27. in 29. januarjem 2017 je na Fakulteti za matematiko in fiziko
v Ljubljani potekala zimska Sola za dijake, imenovana Magpjski vikend.
Srecanje je 35 dijakom iz vse Slovenije ponudilo sprosc¢en vpogled v pro-
store fakultete, jim omogocilo srecanje z nekaterimi profesorji, asistenti in
Studenti ter jim — vsaj tako upamo — priblizalo §tudij matematike ali fizike.

Program je odprl prof. dr. Sandi Klavzar, ki je spregovoril o Hanojskih
stolpi¢ih. Poslusalce je popeljal skozi vsebino knjige » The tower of Hanoi —
Myths and maths«, ki je nedavno izsla v njegovem soavtorstvu, in navdusil
z razlago, koliko zanimivih vej matematike lahko povezemo s to klasi¢no
uganko. Njegovo predavanje je pomenilo tudi zacetek poljudnega cikla z
naslovom I<3 MAT, ki je nato z meseénimi dogodki trajal do poletja. Za
njim je fizikalni del vec¢era vodil prof. dr. Anton Ramsak, ki nas je popeljal
skozi zanimive zgodbe iz zgodovine fizike ter — ob podpori eksperimentov —
razlozil, zakaj je bila ustrezna »tehni¢na podpora« skoraj vedno klju¢nega
pomena pri vseh najvecjih miselnih preskokih v fizikalnih teorijah. Svoje
predavanje je naslovil: »Od Galileia do superprevodnikov«.

Sledil je sobotni del, namenjen raziskovanju v manjsih skupinah. Di-
jakom je bilo na voljo Sest delavnic, ki so se ponovile tudi v nedeljo. Tako
je vsak udelezenec lahko izbral dve temi, ki sta mu bili najblizje. Spre-
hodimo se skozi vsebinske sklope ... Pod mentorstvom Simona Coparja in
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»Magpjski vikend« — ali kako si spoznal svoje bodocCe kolege

:

Marion Van Midden so se dijaki ukvarjali s simetrijami v fizikalnih poskusih

e

ter skusali na podlagi le-teh brez rac¢unanja odgovoriti na nekatera sicer
zapletena vprasanja. Sergej Faletic¢ je dijake popeljal skozi razlicne oblike
valovanja in jim pokazal, katere lastnosti kvantnega opisa se pojavijo tudi
v klasiénih primerih. Pod vodstvom Mateje Hrast so udelezenci spoznali
metodo najmanjsih kvadratov ter jo implementirali s programom Math-
emathica in nato uporabili pri eksperimentu » Absorpcija sevanja gamax.
Racunalnisko obarvani sta bili tudi dve matemati¢ni delavnici. Delavnica
Jureta Slaka — iskanje najkrajSe poti in delavnica Tatiane Elizabethe Susnik
— kriptografija. V prvi so dijaki spoznali nekaj enostavnih algoritmov za
iskanje najkrajSe poti v cestnem omrezju, v drugi pa metodo Sifriranja
RSA. Zadnjo in najbolj obiskano delavnico — geometrije visje dimenzije — je
pripravil Rok Gregoric.

- H|peBor. GEop
NES. Okaes.

\(‘v/ e
ELIPTI CNA GEOM.
PO2IT. Okewr $»
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Vesti

Nazadnje omenimo Se sobotno popoldne, ki je poskrbelo, da program
le ni bil tako zelo »Solski«. Namenjeno je bilo namre¢ druzabnosti, ki je
bila kakopak mafijsko zacinjena. Predavanju o teoriji iger sta sledila Pobeg
iz predavalnice (escape room po mafijsko) in Mafijski activity, za konec
dneva pa so udelezenci obiskali tudi observatorij na Golovcu. Tako so svoje
druzenje, polno dozivetij, konc¢ali v nedeljo opoldne — kot vse druge dni — v
kavarni Mawpja. Za njimi je bil pester vikend! Dovolj pester, da jih bomo
jeseni zagledali v klopeh nage fakultete? Morda! Morda pa ne ... Morda
se vidimo 8ele na naslednjem Magpjskem vikendu. Vsekakor zelim vsem do
takrat en lep mayjski pozdrav.

Uros Kuzman, vodja Mapjskega vikenda

OBVESTILO

V Obzorniku za matematiko in fiziko, letnik 49, §t. 2, str. 62—63, in na do-
maci strani DMFA http://www.dmfa.si/pravilniki/Pravilnik_Drustvena
Priznanja.html je objavljen Pravilnik o podeljevanju drustvenih priznanj.

Vabimo vas, da pisne predloge (z utemeljitvami) v skladu s tem pravil-
nikom za letoSnja priznanja posljete do 30. septembra 2017 na naslov:
DMFA Slovenije, Komisija za drustvena priznanja, Jadranska ul.
19, 1000 Ljubljana.

Predsednik DMFA Slovenije: prof. dr. Dragan Mihajlovié

VABILO

Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije in Univerza v Novi
Gorici vabita na strokovno sre¢anje in 70. obéni zbor, ki bo 20. oktobra 2017
v Lanthierijevem dvorcu v Vipavi.

Predlog dnevnega reda obénega zbora
Predlog dnevnega reda 70. obénega zbora DMFA s pricetkom ob 17. uri:

1. Otvoritev
2. Izvolitev delovnega predsedstva
3. Drustvena priznanja
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Cikel poljudnih predavanj | <3 MAT

Porocila o delu drustva

Razprava o porocilih

Vprasanja in pobude

Racunovodsko in poslovno porocilo DMFA Slovenije za leto 2016
Razno

®© N oo

Urnik in povzetki predavanj bodo objavljeni na spletni strani drustva:
www.dmfa.si. Vljudno vabljeni.

Predsednik DMFA Slovenije: prof. dr. Matej Bresar

CIKEL POLJUDNIH PREDAVANJ I <3 MAT

Na Fakulteti za matematiko in fiziko UL smo letos prvi¢ organizirali cikel
poljudnih predavanj iz matematike I <3 MAT. Predavanja smo namenili
nasim bodoc¢im studentom, dijakom, mentorjem, starSem in vsem, ki Zelijo
(p)ostati matematicno fit.

Skupaj s profesorji smo si zastavljali vprasanja in reSevali probleme iz
vsakdanjega zivljenja ter raziskovali, kako nam matematika pri tem pomaga.
Prav na vsakem predavanju smo se prepricali, da je z matematiko vse lazje.

Na prvem predavanju smo s prof. dr. Sandijem Klavzarjem iskali (op-
timalne) resitve igre Hanojski stolp in ob tem spoznali mnogo zanimivih
matematiénih rezultatov. S pomoéjo prof. dr. Petra Semrla smo na drugem
predavanju o eksponentni funkciji, verjetno najpomembnejsi funkciji, izvede-
li Se veliko ve¢, kot smo pricakovali. Na tretjem predavanju z naslovom
Geometrija smo s prof. dr. Borisom Lavri¢em premisljevali o definiciji pre-
mice in ob tem spoznali zgodovino in lepoto geometrijskega razmisljanja.
Na sklepnem predavanju pa nas je v aktualno in pomembno temo — Mate-
matiko podatkov — uvedel prof. dr. Jaka Smrekar, ki je delo podatkovnega
znanstvenika predstavil na primeru analize fotografij z uporabo obilice topo-
logije.

Na dveh predavanjih so se nam prikljucili tudi fiziki. Prof. dr. Anton
Ramsak nas je naucil, katera fizikalna teorija je »dobra«, in nas izzval z
nepredvidljivim vedenjem superprevodnikov. Za interdisciplinarno podrocje
medicinske fizike pa nas je navdusil prof. dr. Robert Jeraj, ki raziskuje
najnovejse metode za diagnosticiranje in zdravljenja raka.

Jeseni pripravljamo nov cikel poljudnih predavanj I <3 MAT. Vabljeni!

Dijake in ucitelje vabimo, da se preko naslova tinyurl.com/dijaki
naroc¢ijo na obvestila o poljudnih predavanjih in drugih njim namenjenih
aktivnostih.

Anita Buckley
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UTRINEK

LUKRECIJ KAR IN PADANJE TELES

Kar naprej slisimo, da je Sele Galileo Galilei ovrgel Aristotelove teorije o tem,
da tezja telesa padajo hitreje kot lazja. V resnici je to spoznanje staro ze vec
kot dva tisoc¢ let. Prisluhnimo rimskemu mislecu Titu Lukreciju Karu. Ta
sodobnik Julija Cezarja pravi v izredno obsezni pesnitvi O naravi sveta,
originalno De rerum natura [1]:

Ako kdo misli nemara, da morejo tezja telesa,
ker se hitreje nesd, padaje navpicno v praznini,
z viska zadeti na laZje in s tem povzrociti udarce,

dale¢ izgublja se moZ od poti pravilne presoje.
Resda, karkoli Ze pada v vodi in redki zracini,
mora, ¢im teZje pac je, tem urneje spesiti padec,
namrec zato, ker naravi vodé in rahlemu zraku
ni mo¢ sleherno stvar enako zavirati v padcu,
ne: premagana v tekmi popuscata teZjim hitreje;
pac pa, nasprotno, praznina ne more nikjer in nikoli
stvart nobent, ki pada, zaprek postavljati zoper,
zmeraj se vdajati mora, to terja Ze njena narava.
Z isto brzino tedaj, ¢etudi razlicna po tezi,
morajo sémena vsa se nositi Ppo Mirni praznini.

(To so verzi 225-239 druge knjige fizikalnega dela te pesnitve v prevodu
Antona Sovreta.)

Lucretius Carus je pripadal Soli helenisticnega filozofa Epikurja. Lu-
krecij povsem pravilno pravi, da v vakuumu vsa telesa padajo enako hitro.
V zraku ali vodi pa zaradi upora pride do razlik. Res je nenavadno, da
so prakti¢no vsi zgodovinarji znanosti spregledali ta odlomek iz sicer dobro
znanega Lukrecijevega dela De rerum natura.

Lukrecij je bil glavni posrednik in popularizator Demokritove teorije
atomov. Tako ze takoj na zacetku pesnitve O naravi sveta najdemo razdelek:
DRUGI AKSIOM: NEVIDNI ATOMI.
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Lukrecij Kar in padanje teles

Kot vidimo, je skuSal uporabljati matemati¢no terminologijo. Teorijo
atomov so po njegovem posredovanju sprejeli tudi novodobni evropski znan-
stveniki, utemeljitelji kemije, ki so za obstoj atomov seveda imeli mnogo ve¢
dokazov.

Lucretius Carus je svoje ideje izrazil v dovrSeni knjizevni obliki, v pe-
snitvi. Nekateri odlomki imajo neminljivo literarno vrednost in lepoto.

Uvod se imenuje SLAVA VENERI in v njem preberemo:

kadar pribliZas se ti, boginja, zbeZijo oblaks,
z mgime viharji zbeZe, natrosi ti umételna zemlja
cvetk vonjavih na pot, smehlja se ti morska gladina,
v luci spokojno razliti zasije pomirjeni nébes.

V razdelku DEZ IN DRUGE PADAVINE razlozi, kako oblaki nastanejo
iz atomov vode, ki se dvigajo iz morij, rek ... In nato:

Ako tu soncni se Zarki upré med temacno nevihto
ravno z nasprotne strani na deZja lijoco zaveso
mavrice pisani lok zarise se v ¢rne oblake.

V pesnitvi je zapisal seveda tudi mnoge Spekulacije, ki se ne skladajo z
dana8njim znanjem o naravoslovnih pojavih. Vendar je bil Lukrecij vseeno
vrhunski intelektualec z velikim znanjem naravoslovja in kot tak zal med
Rimljani osamljen pojav. Odnos Rimljanov do znanosti je bil namre¢ zelo
vprasljiv. Pragmaticni, kot so bili, so iz grske in helenisti¢ne znanosti in
tehnologije vzeli tisto, kar jim je ustrezalo. Ve¢inoma pa niso ¢utili potrebe,
da bi sami napredovali na znanstvenem podro¢ju. ZanaSali so se na svoj
odli¢ni upravni sistem, dobro organizirano vojsko in izkori§¢anje suzenjske
delovne sile. Mnogo bolj kot znanost so jih zanimali retorika, administracija,
pravo, ekonomija, gradbenistvo, arhitektura in literatura. Na teh podrocjih
pa so bili Rimljani izredno ustvarjalni in so naredili marsikaj, kar se nam
danes zdi samoumeven del nase civilizacije.
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Na naslovnici: Helij postane superfluiden pri zelo nizkih temperaturah. Takrat po-
stane viskoznost enaka ni¢. Pojav je povezan z Bose-Einsteinovo kondenzacijo.
Helij, ki se nahaja v posodici, se v tanki plasti dviga po stenah navzgor in po zuna-
nji strani odteka proti dnu, kjer nastaja kaplja. Vrtinci, ki nastanejo v taki tekocini,
ne zamrejo. Vrtinci v tanki plasti superfluidnega helija so topoloski defekti, zaradi

katerih je stanje homotopsko razlicno od osnovnega stanja.
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