Kovine, zlitine, tehnologije / letnik 29 / 1995 / Sievilka 1-2 / strani 50 do 53

Generator mreze za modeliranje strjevanja teles
zapletenih oblik z dvojno recipro¢no metodo robnih

elementov

Mesh Generator for Modelling Complex Bodies Solidification
by the Dual Reciprocity Boundary Element Method

Kosir A!, B. Sarler, LFDT, FS, Univerza v Ljubljani

V &lanku izvirno predlagamo, kako z optimizacijsko metodo konstruirati koordinate
nestrukturirane mreze tock, primernih za diskretizacijo zapletenih obmocij. Uspesnost
diskretizacije preverimo na modelu strjevanja neskoncénega vogala z numericno
metodo robnih elementov z dvojno reciprocnostjo.

Kljucne besede: generator mrezZe, optimizacija, ulivanje, strievanje, metoda robnih
elementov, metoda dvojne reciprocnosti, Stefanova naloga, prenos toplote in snovi

An original method for optimal unstructured mesh generation, suitable for complex
shape discretization, is proposed in the paper. Efficiency of discretization is checked
numerically by the boundary element method with dual reciprocity on the infinite corner

solidification model.

Key words: mesh generation, optimization, casting, boundary element method, dual
reciprocity method, Stefan problem, heat and mass transfer

1. Uvod

Z uporabo dvojno reciprone metode (DRM) robnih ele-
mentov ( BEM) smo doslej uspeino numeriéno izracunali testne
primere strjevanja teles preprostibh oblik' in se prepricali, da je to
uCinkovita in natanéna numenicna metoda, primema tudi za
tovrsino druzino mocno nelineamih problemov.

Strjevanje kovinskih ulitkoy fizikalno najpreprosteje opise-
mo z ohranitveno enacho epergije v idealm kontinuumski
mesanici trdne in tekoce faze v izbrani snovi, lzbrani fizikalni
model omogoda upostevati temperaturno odvisno toplotno pre-
vaddnost in specifi¢no toplotno kapaciteto snovi. ki se strjuje. vse
tri vrste obicajno zanimivih robnih pogojey in poljubne procesne
parametre ulivanjt. Ker so v industrijski praksi obi¢ajno bolj za-
nimiva telesa zapletenibh oblik, je kljuéna ustrezna udimkovita
diskretizacija obmocjs in njegovega roba.

Metoda robnih elementoy omogoda v primerjavi z ostalimi
Klasicnimi - numeriénimi  metodami svobodo  pn
diskretizaciji obmocja. Lege mreznih tock niso nujno razpore-
jene ortogonalno in enakomerno, pac pa povsem svobodno,
obicajno bolj zgoséeno na obmodjih, kjer pricakujemo vedjo di-
namiko procesov. Ceprav je mreza tock lahko poljubna, nekatere
diskretizacije zmanjsajo velikost napake pri enakem Stevilu
mreznih tock.

Namen te raziskave je konstruiratt z ustrezno minimizacijo
izbramih ciljnih funkceij generator za nestrukturirane mreze,
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2. Ciljne funkcije

Karteziéne koordinate m tofk v o razseZznem prostory ozna-
cimozuy), j= Loomi= 1.0 Zizrazom
m "
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n
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definiramo indeksni vektor /., & = 1. ki 2o vsako tocko A
pove indeks njene najblizje sosede.

Informacijo o obliki obmoda. na Katerem generiramo mre 2o,
zajema funkeija
q 0. x*eQur;: ()
Awardix" ) = =
] \‘c&! I

Kjer mnozica €2 predstavija odprio povezano obmocje in I nje
gov rob. Mnozica £ naj bo zaprtje obmoéja, D =Q o I

Definiraymo nekaj ciljnih funkcij in st ogleymo njthove fast-
nosti, NajpreprostejSa je prva cilina tunkcija

o - I
ObjFunc (x) = E— (3

L=t Award(x")

Funkcija je neomejena, e katera od mrezmh tock lezi zunaj
obmodja. sicer pa doseZe svoj minimum m pri katernikoli po-
razdelitvi to¢k po obmodju in njegovem robu. Ker ciljna funkci

Ja uposteva le obliko obmocja in ne medsebojnih leg mreznih

tock, je zanimiva le primerjalno z ostalimi cilynimi funkcijami.
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Definicija druge ciljne funkcije je

m m l

ObjFunc,(x)= Y ¥ — - @)

k=ly=1 a ] _ kg2 e A
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Ta funkeija je do multiplikativne konstante enaka potencial-
ni energiji v obmocje zapriih enako nabitih to¢kastih nabojev.
Ker se naboji medsebojno odbijajo, je njihova porazdelitev
goste)Ra na robu obmocia,

Kot prejinga cilina funkcija tudi tretja

m m [
ObjFunc(x) = —nmi?\ i %= \‘: * Award(x*) (s,
kal4=

po minimizaciji sili mrezne to¢ke vsaksebi, a ima to zanimivo in
uporabno lastnost. da doseze na n razsezni Kocki svoj minimum,
Ce je m 1oék enakomerno porazdeljenih in ¢e veljam'” € N,

3. Vsebnostni test

Opisimo, kako smo presodili. ali je testirana tofka vsebo-
vana v zapriju obmodja, +* € ). Ta postopek imenujemo vseb-
nostnI test.

Obmocje v dvorazseZnem prostoru opidemo s Karteziénimi
koordinatami oglis¢ poligona. Ki se obmocju najbolj prilega.
Najprej preskusimo, ¢e lezi tocka »* znotraj minimalnega pra-
vokotnika, ki vsebuje vse obmocje. Nato z vsebnostnim testom
presodimo, ali toéka ne leZi zunaj poligona.

Stabilni numeriéni vsebnostni testi so v ravnini zaradi
konéne aritmetike 3¢ danes trd oreh numeriéne analize’.
Primergali smo

* parnosini vsebnosti test, pri Katerem tvorimo daljico med
testirano tofko in znano to¢ko zunaj poligona ter izraCunamo
pamost Stevila preseCis¢ daljice s stranicami poligona’,

o vsehnostni test = barvanjem rastenzirane notranjosti poli-
goni,

« vsebnostni test = dolocanjem orientacije trikomikov, Ki jih
vormo s testno 1ocko in sosednjima ogliséema poligona’,

s vsehnosini test = ovijalnim stevilom, Ky mer, v Kateni smen
poligon ovije testirano tocko.

Parmostni vsebnostni test znatno pospesi, ¢¢ namesto znane
zunanje tocke uporabimo tofko v neskonénosti.

Ko je obmodje rasterizirano, je rastrski test zelo hiter, vendar
nenatanéen, Ce se rob poligona ne ujema z rastrom. Najbol)
zanesljive rezultate smo dosegli z ovijalnim vsebnostmim testom,
ki j¢ pri danem poligonu hkrati hitre)Si od pamostnega in ori-
entacijskega testa. V veld kot dvorazseZnem prostoru uporab-
ljamo druge metode,

4. Optimizacijske metode za ciljne funkcije

Prostor parametrov, v Katerem i8¢emo minimum ciljne
funkcije, je n « m razsezen, zato je¢ zelo pomembno uporabiti
uCinkovito optimizacijsko metodo, ki s¢ bo minimu funkcije pri
velikem Stevilu mreznih tock karseda hitro in poljubno pribli-
zala. Za vsako 1zmed funkeij si oglejmo, kako smo iskali njen
globalni minimum,

Prva ciljna funkcija doseze svoj minimum pri poljubni (sto-
hastiéni) porazdelitvi mreznih tock po obmoéju. Ce je bila neka
mreZna tofka od roba obmod ja oddaljena za man) kot Um, smo jo
prestavili v najbliZjo to¢ko na robu, sicer bi pri resitvenem
postopku v fizikalnem modelu primanjkovalo robnih pogojev.

Druga ciljna funkcija je znotraj obmodja 2 gladka funkcija
koordinat, zato izkoristimo informacijo o njenih parcialnih

odvodih in z uporabo Fletcher-Reeves-Polak-Ribiérove metode
konjugiranega gradienta’ uCinkovito poistemo njen globalni
minimum.

Ceprav tretja ciljna funkcija znotraj obmocja ni povsod
gladka. smo jo poskusili tako kot drugo funkcijo optimizirati 2
omenjeno metado Konjugiranega gradienta. Navedimo njen par-
cialni odvod po /i koordinati p-te to¢ke znotraj obmodja
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(6)

To minimizacijo smo primerjali s posebej konstruiranim, na
Boltzmannovem simuliranem ohlajanju temelje¢im postopkom,
ki statistitno zagotavija konvergenco h globalnemu minimumu
funkcije. V prvi fazi postopka po obmodju stohastiéno posejemo
mrezne tocke in jim predpiSemo skupno umetno temperaturo Kot
mero fluktuaciy njihovih leg v koordinatnem prostoru. V korakih
nizamo temperaturo, pri tem premikamo lege tock in spremenje-
na stanja sprejmemo ali zavrzemo glede na spremembo vrednosti
ciline funkcije. Ce je nova vrednost ciline funkcije nizja kot
stara, potem novo stanje brezpogojno sprejmemo, sicer pa le so-
razmemo 2 Boltzmannovo verjetnostjo. odvisno od vrednosti
umetno predpisane lemperature. Od zahtevane Kvalitete rezulta-
tov je odvisno, kako dolgo postopek simuliranega ohlajanja po-
navljamo. To¢nemu globalnemu minimumu se s¢asoma poljub-
no priblizamo.

5. Strjevanje neskonénega vogala. Rezultati generatorja mreze

Ocenimo  najprej uCinkovitost  optimizacijske  metode.
Optimizacija pryvih dveh funkeij ni problemati¢na. Prva funkcija
doseZe svoj minimum pri Katerikoli porazdelitvi tock po ().
Minimumu druge funkcije se pri m tockah priblizamo na rela-
tiviio natancénost koordinat 10° v pnblizno 0,1 - m zaporednih
korakih metode konjugiranega gradienta,

Izkaze se, da je minimalna vrednost tretje ciljne funkcije na
n-razsezni kocki pri pogoju m'” e N enaka

¢ =
ObjFunc;(x) = = D

(Ym-n"

Z metodo konjugiranega gradienta smo se tej vrednosti pri
poljubni zacetni porazdelitvi m tock pri m>10 priblizali, vendar
Jje nismo dosegli, ker optimizacijski algoritem ni nadel globalne-
ga minimuma. Z metodo simuliranega ohlajanja smo se us-
pesneje priblizali globalnemu minimumu, Kar kaZe slika 1.

Generator mreze smo  preskusili na modelu strjevanja
neskonénega pravokotnega vogala, Model je bolj obSirno opisan
v ref. 1.2. Neskonéno obmocje smo aproksimirali s konénim kva-
dratom s stranico, dolgo 1.5 enote. Ob zacetnem Casu je vogal
pri konstantni zadetni temperatun, visji od temperature talisca,
Po zafetnem Casu temperatura na robu obmoéja skokovito
pade na temperaturo, nizjo od evtektiéne, in vogal zatne zmrzo-
vati,
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Slika 1: Pnmerjava dveh optimizacijskih metod za minimizacijo na
enotskem kvadratu, Najpre) so predstavijenc vrednosti dveh
stohasticnih porazdelitev tofk, kot smo jih uporabili za zacetni
pnblizek v optimizacijskem postopku. Nato so predstavljene
minimalne vrednosti, dobljene 2 metodo Konjugiranega gradienta, 2
metodo simuliranega ohlajanja in 2 enacbo (7). Slika kaZe. da se pri
Stevilu mreZnih tock, enakemu kvidratu celega Stevila, s konjugiranim
graddientom in simuliranim ohlajanjem dobro priblizamo teoreticnemu
globalnemu minimu ciljne funkcije
Figure 1: A comparison of two optimization methods for minimizing
on a unit square, First, values were given for two stochastically
distnbuted points which were used is starting points for an
optimization algorithm. Then the minimal values given by the
conjugated gradient method, the simulated annealing method and by
equation (7) were added. The figure shows that if the number of grid
points is equal 10 the square of an integer. the theoretical minimum
value of the object function can be closely approximated with the
conjugated gradient and simulated annealing methods
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Slika 2: Pnmerjava porazdelitey mreZznih tock, kot jih da mimimizacija
prve {a), druge () i tretje (d) ciline funkcije, 2 enakomemo (b),
neenakomemo (¢) in premaknjeno (e) mrezo
Figure 2: Comparison of grid point distribution given by the
minimization of the first (a), second (c) and third (d) object function,
with equidistant (h), non-equidistant () and displaced (¢) grids
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V delu’ smo raziskovali, kako na temperaturno polje vplivi
Sirina talilnega intervala in kako se vede numeriéna metoda pri
razlicnih  vrednostih  Stefanovega Stevila in pn razliénih
diskretizacijah obmocja, Numerniéno izralunano temperaturmo
polje v mreZnih totkah smo primerjali s semianalitiénimi vred-
nostmi. dobljenimi s standardno referenéno metodo'

V priCujofem delu smo te raziskave nadaljevali s poudarkom
na optimalni porazdelitvi danega Stevila mreznih tock, tako da je
napaka temperaturnega polja Kar najmanjsa. Podrobneje smo
primerjali povpreéno in maksimalno vrednost napake tempera-
turnega polja. dobljenega 2 novimi diskretizacijami obmocja, 2
napakami, izraCunanimi z enakomemo. neenakomemo in pre-
maknjeno diskretizacijo obmogja’. Diskretizacije so shemati¢no
predstavljene na sliki 2 z znacilnimi mrezami, ki jih tvorimo s
Sestintridesetimi mreznimi toékami.

Ugotovili smo. da je najmanj primema stohasti¢na mreZa.
Pri njej so napake temperaturnega polja povpreéno za velikostni
red vedje od napak temperatumega polja na mrezah, dobljenih z
minimizacijo ostalih dveh ciljnih funkcij. Napake temperatumne-
ga polja na mrezah, dobljenih z minimizacijo druge in tretje
ciljne funkcije. so si po velikosti podobne. V izracunanih prime-
rih se napake razlikujejo za najve¢ 10 %, pri cemer so pri drug
cilini funkciji vedno vedje.

Ce je Stevilo mreznih tock kvadrat celega Stevila, smo 2 mi-
nimizacijo tretje ciline funkcije dobili po Kvadratu enako po-
razdeljene tocke in dosegli enako napako. kot pri ¢nakomemi
mreZi, cf.1, s ¢imer smo prevenli uspesnost minimizacijskega
postopka.

Slika 3: Obmogje v obliki fraktalne Kochove snezinke smo 2
minimizacijo druge ciljne funkcije diskretizirah s 36 wékami. Ni
znano, ali obstag za poljubno Stevilo mreZnib ok na tem obmod ju
ena sama porazdelitev tock, ki da globalni minimum druge oziroma
tretye ciljne funkcije, vsekakor pa je v myegovi okolici veliko lokalnih
minimumov, od katerth smo enega dosegli. S stike razberemo, da je
notranjih tolk 8 in robnih 28
Figure 3: Domain in the form of a fractal Koch snowflake which was
discretized over 36 points with the second object function. It is not
known whether there s a unique distnbution for an arbitrary number
of gnd points which gives a global minimum value for the second or
third object functions, however many local minima exast in their
vicinity, which can be used to approximate the global minimum. The
figure indicates 8 interior and 28 boundary points
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6. Zakljucek

Po dosedanjib preskusih ocenjujemo, da je predlagana
optimizacijska tehnika s simuliranim ohlajanjem primerna in
ucinkovita metoda za generacijo optimalne diskretizacije
poljubnega povezanega obmodcja, na katerem reSujemo neli-
neami problem s taljenjem in strjevanjem z metodo robnih ele-
mentav z dvojno reciprotnostjo. Kot primer uspesne realizacije
mreze naj navedemo diskretizacijo Kochove fraktalne sneZinke
na shiki 3.

Ceprav smo v dosedanji raziskavi preskusili ved mini-
mizacijskib tehnik, je pri velikem Stevilu mreZznih tock (m>10%)
minimizacija e vedno dolgotrajna. Nadaljevanje raziskav bo
zato Kazalo predvsem v smer, kako pospesiti minimizacijo.
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