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RAVNINSKE MNOZICE, V KATERIH SE IZRAZAJO
RAZDALJE MED TOCKAMI S CELIMI §TEVILI

Naj bodo A, B, C ogli¢a enakostraninega trikotnika s stranico a = 1.
Zastavimo si tole vpraZanje: Ali obstaja v ravnini tega trikotnika taka totka
T, da se izra¥ajo vse tri razdalje od ogli¥¥ AT, BT in CT s celimi $tevili?
Q¢itno ustrezajo temu pogoju oglis€a, saj je npr. razdalja totke C od C enaka
ni€, od oglis€ A in B pa 1. Je morda $e kakna druga taka toZka?

Denimo, da so razdalje AT, BT in CT cela Stevila. Oglejmo si trikotnik

ABT. Po trikotniski neenatbi je razlika stranic AT in BT manjga ali enaka
tretji stranici AB, torej

| AT — BT |< AB.

(Na levi strani smo zapisali absolutno vrednost | AT — BT | zato, ker le-ta
pomeni razliko med ve&jo in manj¥o izmed stranic AT in BT.) Enakost velja
tu le tedaj, kadar je trikotnik ABT %
izrojen, se pravi, kadar le¥e to¥ke
A, Bin T naisti premici. Ker je ra-
zlika AT —BT v na%em primeru celo
$teviloin AB = a = 1, imamo samo
dve moZ¥nosti: ali je | AT — BT |=
=Qalipa | AT =BT |=1. V
prvem primeru velja AT = BT in je
trikotnik ABT enakokrak z vrhom
T. Totka T le%i na simetrali stran- = winin
ice AB (slika 1). V drugem primeru
so totke A, B in T kolinearne, torej
Je T na premici, ki vefe A in B. i Slika 1.
To zveznico bomo na kratko zaznamovali z AB.

Ker sta tudi razdalji BT in CT celi §tevili, ugotovimo kakor prej, da le¥i
to&ka T bodisi na simetrali stranice BC bodisi na premici, ki ve?e B in C.

Totko T moramo potemtakem iskati med preseZiZ& naslednjih 3tirih
parov premic:

- simetral stranic AB in BC,

- simetrale stranice AB in premice BC,

- premice AB in simetrale stranice BC,

- premic AB in BC.
PreseZisZe simetral je sredi¥Ze olrtanega kroga (slika 1). V enakostrani¥nem
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trikotniku je polmer tega kroga r = g\/i v naSem primeru torej r = %/3.
Oddaljenost sredi¥¥a od oglis¢ A, B, C je enaka r. Ker r ni celo Etevilo,
sreditte ofrtanega kroga ne zado3ta naSemu pogoju. Preseiséa nadaljnjih
treh parov premic so po vrsti oglis¢a C, A in B. Te toZke pa izpolnjujejo na%
pogoj.

Tako smo ugotovili, da v ravnini enakostraniZnega trikotnika s stranico
1 razen ogli§€ ni nobene druge toZke T, za katero bi bile vse tri razdalje od
ogli¥¢ cela ¥tevila.

Kaj pa, e vzamemo namesto enakostraninega triktonika s stranico a =
= 1 trikotnik s poljubnimi stranicami in postavimo isto vpra3anje? Odgovor
na to vpradanje daje

IZREK 1. Naj bo ABC poljuben trikotnik. MnoZica M tistih toZk
T, ki leZe v ravnini tega trikotnika, razdalje od ogli¥¢ AT, BT in CT
pa so cela Stevila, je konEna ali celo prazna.

Pripomba. Tukaj je mi¥ljeno, da je ABC pravi trikotnik, to je, toZke
A, B in C niso na isti premici. Za izrojeni trikotnik izrek ne velja. Denimo
namre&, da so A, B, C na isti premici, da le%i totka B med A in C, razdalji
AB in BC pa sta enaki 1. Ce je T taka to¥ka na tej premici, da je njena
razdalja od A celo ¥tevilo, sta tudi razdalji BT in CT celi 3tevili. Takih totk
pa je na premici AB ofitno ne¥teto.

Pri dokazovanju izreka bomo uporabili tale dejstva o hiperbolah:

1. Naj bosta Gy in G toZki v ravnini, G1G2 = a, nadalje naj bo r dano
Stevilo, pri &emer je 0 < r < a. Oglejmo si mnoZico to&k T v ravnini, za
katere velja

| GaT = G2T |=r (1)

Ceje 0 < r < a, je ta mnofica
hiperbola, G; in G2 pa sta njeni
goridti (slika 2). Ena izmed definicij
hiperbole je namreZ tale: hiperbola
sestoji iz vseh totk T v ravnini, za
katere je razlika razdalj od gorid¢ G
in G2 konstanta. (Podobno je elipsa
mnoZica toZk T v ravnini, za katere
Slika 2. je vsota razdalj od gorisZ konstanta.

a4




264

Od tod vrtnarska konstrukeija elipse.) Hiperbola ima dve veji. Za totke T
na eni veji je G1T — GoT = r, na drugi GoT — G1T = r.

Ce je r = 0, dobimo iz (1), da je G1T = Ga2T. V tem primeru ledi T
na simetrali daljice G; G2 in vsaka totka na simetrali zado%&a temu pogoju.
Zato je naa mnofica simetrala daljice G1G;. Kadar je r = a, so totke
G1,Ga, T na isti premici, ker velja | GiT — G2T |= a = G1G3. Zdaj sestoji
mnofZica iz totk na premici G; G. (Natan€neje povedano: te totke sestavljajo
dva poltraka premice G;Gy: poltrak z vrhom G, na katerem ne le%i Gy, in
poltrak z vrhom G, na katerem ne le%i Gy (slika 2).) Simetrala daljice G1G;
in omenjena poltraka se vZasih imenujeta izrojeni hiperboli z gorig€ema G;
in Gp. '

2. Premica se&e hiperbolo naj-
vet v dveh toZkah. Dve razligni
hiperboli pa imata kve&jemu Stiri
skupne totke (slika 3). DokaZimo
zdaj izrek. Zaradi enostavnosti pri-
vzemimo, da so stranice naZega tri-
kotnika AB = ¢, BC = a, AC = b
cela Stevila.

Naj bo T taka to€ka v ravnini
trikotnika, da so razdalje AT, BT,
CT cela Stevila. Po trikotnitki nee-
nathbi je

|AT-BT |<AB=c. (2)

Slika 3.

Ker je tudi razlika AT — BT celo §tevilo, ta neenatha pove, da je | AT-BT |
eno izmed 3tevil 0, 1, ..., c. Mnofica totk T v ravnini, ki zado3&ajo pogoju
| AT =BT |=r,r=0,1,..., c, pa je hiperbola z gorisZ¢ema v tozkah A in
B. Imenujmo to hiperbolo H,. Torej nasa totka T leZi na eni izmed hiperbol

Ho. Hi. ..., He_1. He (3)

(Ho in He sta izrojeni hiperboli: Hg je simetrala daljice AB, H. pa sestoji
iz dveh poltrakov na premici AB.)

Ker sta prav tako razdalji BT in CT celi &tevili, ugotovimo kakor zgoraj,
da mora lezati to€ka T tudi na eni izmed hiperbol

S e B L (3%)
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Hiperbola H. je mno¥ica totk T v ravnini, ki zado%tajo pogoju | BT —
— CT |=s. Vse hiperbole (3*) imajo gori¥¢a v tozkah B in C. Posebej je
Hg simetrala stranice BC, H); pa sestoji iz dveh poltrakov na premici BC.

Hiperbole (3) so razli€ne od hiperbol (3*). Prve imajo namre€ gorid¢i A
in B, druge pa B in C.

Vsaka totka T naZe mnoZice M leZi torej na eni izmed hiperbol sistema
(3) in hkrati na eni izmed hiperbol sistema (3*). Zato je M vsebovana v
mnoZici prese&i¥E hiperbol (3) s hiperbolami (3*). Zgoraj smo povedali, dz se
dve hiperboli se¥eta kve&jemu v &tirih tofkah, premica in hiperbola pa najved
v dveh toZkah. Torej je mno¥ica preseZi¥ hiperbol (3) s hiperbolami (3*)
kon¥na. Enako velja potem za mnoZico M. S tem je izrek dokazan.

Ni re€eno, da je vsako presefii€e hiperbol v mnoZici M. Na primer Hg
in Hy sta simetrali stranic AB in BC. PreseZiste je srediZe trikotniku ABC
ofrtanega kroga. Sredii€e o&rtanega kroga pripada mnoZici M samo tedaj,
kadar je polmer tega kroga celo ¥tevilo.

Na premici obstaja neskon&na mnoZica totk s to lastnostjo, da je razdalja
dveh poljubnih njenih toZk celo ¥tevilo. Naj bo npr. T, totka na ¥tevilski
premici, ki je slika celega ¥tevila n. MnoZica {Th, n € Z} je neskonZna,
razdalja med poljubnima njenima totkama Tp, in Tp, pa je celo 3tevilo | m —
— n |. Na ravnini bi zaman iskali nekolinearno neskonZno mnofico s to
lastnostjo. Velja namre?

IZREK 2 (Anning - Erd6s). Naj bo M ravninska mnoZica totk, v
kateri je razdalja dveh poljubnih totk celo 3tevilo. Ce ne leZe vse
toZke iz M na isti premici, je M kon&na mnoZica.

Izrek 2 je preprosta posledica izreka 1. Naj bo M taka ravninska
mnoZica, da ne leZe vse njene totke na isti premici. Potem lahko najdemo v
M tri toZke A, B, C, ki so oglit€a pravega trikotnika. Ce je razdalja poljubnih
dveh totk iz M celo &tevilo, so tudi razdalje AT, BT, CT cela tevila za vsako
totko T € M. Poizreku 1 pa je v ravnini samo kon¥no mnogo takih totk T,
da so razdalje AT, BT, CT cela &tevila. Torej je tudi mno¥ica M kon¥na in
izrek je dokazan.

Naj bo n poljubno dano naravno tevilo. Oglejmo si v ravnini, ki je
opremeljena s pravokotnim koordinatnim sistemom, tele tolke

A=(0,2"t), B =(0,-2"*)),Cj= (2 - 22"4,0),j=0.1, ....2n.

ToZke C; leZe na abscisni osi, njihove abscise so cela 3tevila Zato je razdalja



2606

poljubnih dveh totk C; in Cy celo $tevilo. Isto velja za razdaljo med totkama
A in B, ki sta na ordinatni osi. Razdalja AC; = d; pa je enaka

dj = \/(21' ~2=J)e 4 (2P = \/(21' 4220=iy2 = o 4 220,

Torej je d; celo 3tevilo za vsak indeks j. Prav tako je Wj = dj. Vse razdalje
so potemtakem cela 3tevila. Na%a mnoZica sestoji iz 2n + 3 toZk, ki niso
kolinearne. Ker je n lahko katerokoli naravno ¥tevilo, vidimo, da obstaja v
ravnini mnoZica M s poljubno velikim Stevilom toZk, ki ne leZe na isti premici,
razdalja poljubnih dveh toZk iz M pa je celo Stevilo.

Naloge.

1. Kolik3no je najveje moZno 3tevilo prese&iZ¢ hiperbol sistema (3) s
hiperbolami sistema (3*)?

2. DokaZi, da obstaja v prostoru neskon&no takih totk T, za katere so
razdalje AT, BT,CT od ogli¥¢ danega trikotnika ABC cela 3tevila.

3. Poi3¥i kak Ztirikotnik, ki ni pravokotnik, njegove stranice in diagonali
pa so cela Stevila.

Ivan Vidav





