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RAVNI NSKE MN OŽICE, V KATERIH SE IZRAŽAJO
RAZDALJE MED TOČKAMI S CELIMI ŠTEVILI

Naj bodo A, B , C oglišče e nakostraničnega trikotnika s stranico a = 1.
Zastavimo si to le vprašanje: Ali obst aja v ravn ini tega trikotnika taka točka

T , da se izražajo vse t ri razdalje od ogllšč AT,BT in CT s celimi števili?
Očitno ust rezajo t emu pogoju ogl išča, saj je npr. razdalja točke C od Cenaka
ni č, od og l i šč A in B pa 1. Je morda še kakšna druga taka točka?

Denimo, da so razdalje AT, BT in CT cela št evila. Oglejmo si tri kot nik
ABT. Po t rikotn iški nee n ač b i j e razlika st ranic AT in BT manjš a ali enaka
t retj i str anici AB, torej

I AT - BT 1::; AB.

(Na levi str ani smo zapisali absolutno vrednost I AT - BT I zato , ker le-t a
pom eni razliko med večjo in manjš o izmed stranic AT in BT.) Enakost velja
tu le t edaj , kadar je t rikot nik ABT \
izrojen, se pravi, kadar leže točke \ C
A, B in T na isti premici. Ker je ra­
zlika AT- BT v naš em primer u celo
št evilo in AB = a = 1, imamo samo
dve možn osti : ali je I AT - BT 1=
= O ali pa I AT - BT 1= 1. V
prvem primeru velja AT = BT in j e
t rikot nik ABT enakokr ak z vrhom
T. Točka T leži na simet rali stran­
ice A B (slika 1) . V drugem primeru
so točke A, B in T kolinearne, to rej
je T na premici, ki veže A in B. Slika 1.

To zveznico bomo na kratko zazna movali z AB.
Ker sta tudi razda lji BT in CT celi števili, ugo tovimo kakor prej, da leži

točka T bod isi na simetrali st ranice BC bod isi na prem ici, ki veže B in e.
Točko T moram o potemtakem iskat i med preseči š či naslednjih štiri h

parov prerruc:
- simet ral stranic A B in Be.
- simetr ale st ranice A B in premi ce Be.
- premice AB in simetr ale stranice Be.
- premic A B in Be.

Preseči šče simet ral je s r e di šče očrta n ega kroga (slika 1) . V enakostr a n i čnem
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trikotniku je polmer tega kroga r = ~j3, v našem primeru torej r = ~j3 .
Oddaljenost središča od oglišč A. B, C je enaka r. Ker r ni celo število,
središče očrtanega kroga ne zadošča našemu pogoju. Presečišča nadaljnjih
treh parov premic so po vrsti oglišča C. A in B. Te točke pa izpolnjujejo naš
pogoj .

Tako smo ugotovili, da v ravnini enakostraničnega trikotnika s stranico
1 razen oglišč ni nobene druge točke T, za katero bi bile vse tri razdalje od
oglišč cela števila .

Kaj pa, če vzamemo namesto enakostraničnega triktonika s stranico a =
= 1 trikotnik s poljubnimi stranicami in postavimo isto vprašanje? Odgovor
na to vprašanje daje

IZREK 1. Naj bo ABC poljuben trikotnik. Množica M tistih točk

. T. ki leže v ravnini tega trikotnika. razdalje od oglišč AT, BT in CT
pa so cela števila, je končna ali celo prazna.

Le je O < r < a, je ta množica
hiperbola, GI in G2 pa sta njeni
gorišči (slika 2). Ena izmed definicij
hiperbole je namreč tale: hiperbola
sestoji iz vseh točk T v ravnini, za
katere je razlika razdalj od gorišč GI
in G2 konstanta . (Podobno je elipsa
množica točk T v ravnini, za katere
je vsota razdalj od gorišč konstanta.

I GIT - G2 T 1= r. (1)

Slika 2.

Pripomba. Tukaj je mišljene, da je ABC pravi trikotnik, to je, točke

A, B in C niso na isti premici. Za izrojeni trikotnik izrek ne velja. Denimo
namreč, da so A. B, C na isti premici, da leži točka B med A in C, razdalji
AB in BC pa sta enaki 1. Le je T taka točka na tej premici, da je njena
razdalja od A celo število, sta tudi razdalji BT in CT celi števili. Takih točk

pa je na premici AB očitno nešteto.
Pri dokazovanju izreka bomo uporabili tale dejstva o hiperbolah:
1. Naj bosta GI in G2 točki v ravnini, GIG2 = a, nadalje naj bo r dano

število, pri čemer je O ~ r ~ a. Oglejmo si množico točk T v ravnini, za

katere velja
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Od tod vrtnarska konstrukcija elipse.) Hiperbola ima dve veji . Zo točke T
na eni veji je GIT - G2 T = r, na drugi G2T - GIT = r.

Le je r = 0, dobimo iz (1). da je GIT = G2T . V tem primeru leži T
na simetral ; daljice GIG2 in vsaka točka na simetrali zadošča temu pogoju .
Zato je naša množica simetrala daljice GIG2 . Kadar je r = a, so točke

GI. G2. T na isti premici, ker velja I GIT - G2 T 1= a = GIG2. Zdaj sestoji
množica iz točk na premici GIG2 . (Natančneje povedano: te točke sestavljajo
dva poltraka premice GIG2: poltrak z vrhom GI, na katerem ne leži G2 • in
poltrak z vrhom G2, na katerem ne leži GI (slika 2) .) Simetralu daljice GIG2
in omenjena poltraka se včasih imenujeta izrojeni hiperboli z goriščerno GI
in G2.

2. Premica seče hiperbolo naj­
več v dveh točkah . Dve različni

hiperboli pa imata kvečjemu štiri
skupne točke (slika 3) . Dokažimo
zdaj izrek. Zaradi enostavnosti pri­
vzemimo, da so st ran ice našega tri­
kotnika AB = c, BC = a. AC = b
cela števila .

Naj bo T taka točka v ravnini
trikotnika, da so razdalje AT, BT, H

2
CT cela števila . Po trikotniški nee-
načbi je

Slika 3.

Ker je tudi razlika AT - BT celo število. ta neenačba pove. do je I AT - BT I
eno izmed številO, 1, .. ., c. Množica točk T v ravnini, ki zadoščajo pogoju
I AT - BT 1= r, r = 0, l . .. .. c, pa je hiperbola z gori ščerna v točkah A in
B. Imenujmo to hiperbolo H r . Torej naša točka T leži na eni izmed hiperbol

(3)

(Ho in He sta izrojeni hiperboli: Ho je simetrala daljice AB, He pa sestoji
iz dveh polt rakov na premici AB.)

Ker st a prav tako razdalji BT in CT celi števili, ugotovimo kakor zgoraj,
da mora ležati točka T tudi na eni izmed hiperbol

Hb , H~o " '0 f-/~_l ' H~.
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Hiperb ola H~ je mno zica točk T v ravnin i, ki zadoščajo pogoju I B f ­
- CT 1= s . Vse hiperbole (3 *) imajo gorišča v točkah B in e. Posebej je
H~ simetralastranice BC, H~ pa sestoji iz dveh poltrakov na premici Be.

Hipe rbole (3) so ra zlične od hiperbol (3*) . Pr ve imajo nam r eč gor i šči A
in B, drug e pa B in e.

Vsaka točka T naše množice M leži torej na eni izmed hiperbol sist em a
(3) in hkra ti na eni izmed hiperbol sist ema (3 *) . Zato je M vsebovana v
množici p resečiš č hiper bol (3) s hiperbolami (3 *) . Zgoraj smo povedali, dc: se
dve hiperboli sečeta kvečjemu v šti rih točkah, premica in hiperbola pa n ajveč

v dveh točkah . Torej je množica p r esečiš č hiperbol (3) s hiperbolami (3 *)
končna . Enako velja potem za množico M . S tem je izrek dokazan .

Ni reče no, da je vsako pres eči šče hiperb ol v množici M . Na primer Ho
in Hbst a simetrali stra nic AB in Be. Preseči š če j e sre d išče trikot niku A BC
očrtanega kroga. Sredi šče očrta n ega kroga pripada množici M sa mo tedaj,
kadar je polmer t ega kroga celo št evilo.

Na premici obstaj a neskončna množica točk s to lastnostjo, da je razdalja
dveh po lj ubnih njenih točk celo število. Naj bo npr . Tn točka na št evilski
premici, ki j e slika celega št evila n . Množica {Tn , n E Z} je n eskon čn a ,

razdalja med po lj ubnima njenima točkama Tm in Tn pa je celo št evilo I m ­
- n I. Na ravnini bi zam an iskali nekolinearn o nes kon čno množico s to
lastnostjo . Velj a nam reč

IZREK 2 (Anning - Erdč s) . Naj bo M rav ninsk a množica točk, v
ka t e ri je ra zd alj a dveh poljubnih točk celo število . Le ne leže vse
t o čke iz M na isti premi ci, j e M končna množica.

Izrek 2 je preprosta posledica izreka 1. Naj bo M t aka ravninska
množica , da ne leže vse njene točke na ist i premici. Potem lahko najdemo v
M tri točke A, B, C. ki so og l i šč a pravega trikotnika . Leje razdalja poljubnih
dveh točk iz M celo število, so t udi razda lje AT . BT, CT cela števil a za vsako
točko T E M . Po izreku 1 pa je v ravnini samo koneno mnogo takih točk T,
da so razda lje AT , BT, CT cela števila. Torej je tu di množica ."-'1 ko nčna in
izrek j e dokaz an .

Naj bo n poljub no d a ~o naravno število. Oglej mo si v ravnini. ki je
opremeljena s pravokotni m koordinatnirn sistemom , te le toč k e

Točke Cj leže na abscisni osi , njihove abscise so cela št evila. Zato j e razdalja






