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MRTEMNATIRA

PRASTEVILA NEKOC IN DANES
“Kar' so osnovni delci v fiziki in elementi v kemiji, so
prastevila v teoriji Stevil”

Na vpra%anje "Kaj so pradtevila?” zna odgovoriti vsak uZenec, ki je konZal
peti razred osnovne %¥ole: "To so tista naravna %tevila, ki so vetja od 1 in
deljivale z 1 in s samim seboj.” Nasteti nekaj manj&ih prastevil tudi ni teZko:
2,3,5, 17,11, 13, 17, 19,... Marsikdo bi %e dodal, da se da vsako naravno
Stevilo, ki ni prastevilo, razcepiti na produkt samih prastevil - prafaktorjev.
Zato imenujemo ta 3tevila sestavljena Stevila. Tak racep je mogot le na en
na&in, &e se ne menimo za vrstni red prafaktorjev, na primer: 12 =2-2-3,
15=3-5,16=2-2-2-2=124,120=23.3.5.

Manj u€encev najbrZ ve, da je na to vpra%anje znal odgovoriti Grk Evklid
Ze 350 let pred nadim 3tetjem. Dokazal je tudi, da je pra3tevil neskon&no
mnogo. Dokaz in 3e marsikaj zanimivega o prastevilih, tudi drugaZno,
a enakovredno definicijo pradtevila, najdete v ¢lanku B. Lavrita v lanski
2. stevilki Preseka.

Matematiki ne bi bili matematiki, e si ne bi postavili e vet vpra3anj,
na primer:

1. Kako naj prastevila lotimo od vseh naravnih %tevil 1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8,

W N—1, N7

2. Ali obstaja aritmeti&na formula, ki zajame vsa, skoraj vsa ali le nekatera
prastevila?

3. S kak3no metodo zanesljivo ugotovimo, ali je neko naravno 3tevilo
prastevilo ali ni?

Na prvo vpraZanje je odgovoril Ze Grk Eratosten v drugem stoletju pred
nadim Stetjem. O Eratostenovem situ je pisal Presek dvakrat, v omenjenem
¢lanku in v 1. 3tevilki leta 1973/74. Ta metoda je uporabna le pri dovolj
majhnih 3tevilih. Pri Stevilih z ve& kot osmimi ciframi namre¥ tudi ob pomo¢i
velikih ratunalnikov z njo ni preprosto ugotoviti, ali gre za prastevilo ali ne.

Drugo vpra%anje ima vef delnih odgovorov. Omenimo le najzna-
menitejSega, ki ga je v obliki hipoteze zapisal eden izmed najve&jih francoskih
matematikov Pierre de Fermat (slika 1). O njegovem Zivljenju in delu je pisal
Presek v 1. 3tevilki leta 1975/76.

Fermat je v pismu rojaku Marinu Mersennu zatrdil, da so vsa 3tevila -
dandanes jim pravimo Fermatova $tevila - z obliko Fp = 22" y1zaneN
prastevila. Hitro ugotovimo, da Fermatova trditev za n = 1, 2 in 3 zares
velja: F1 = 5. F = 17, F3 = 257, z F4 = 65537 za n = 4 pa je nekaj
ve¢ dela. Resne teZave se za&nejo Ze pri # = 5 in se z vsakim naslednjim
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Slika 1. Plerre de Fermat (1601 do Slika 2. Carl Friedrich Gauss (1777
1665) do 1855)

naravnim 3tevilom hitro vefajo, saj zaporedje Fermatovih 3tevil izredno hitro
nara3ta.

Zato ni &udno, da je Fermatovo hipotezo ovrgel Zele leta 1732 znameniti
matematik Leonhard Euler, ki je dokazal, da Stevilo Fs = 232 +1 =
4294967297 ni prastevilo, ker je deljivo s 641.

Fermatova hipoteza je napeljala druge matematike na pomembna od-
kritja. Tako je Karl Friedrich Gauss (slika 2) po proutevanju Fermatovih
Stevil napisal leta 1801 znamenito delo Disquisitiones arithmeticae, ki je
temelj moderne teorije 8tevil. V zadnjem, sedemnajstem razdelku knjige je
dokazal tesno povezavo med Fermatovimi prastevili in konstrukcijo pravilnih
mnogokotnikov z ravnilom in Zestilom. Pri tem smemo uporabljati ravnilo
le za risanje &rt, ne pa za merjenje, in Zestilo le za risanje kroZnic, ne pa
za prenadanje dol?in. Pokazal je, da je na ta natin mogote konstruirati
vse pravilne mnogokotnike, katerih ¥tevilo stranic se da zapisati v obliki
2kp1p2...pr. e je k naravno 3tevilo ali 0 in so p1, p2 ,..., pr Fermatova
prastevila. To, da je mogo&e z ravnilom in Zestilom konstruirati pravilni
sedemnajstkotnik (F» = 17), je Gauss imel za svoje najvetje matemati&no
odkritje. Zelel je celo, da mu mnogokotnik naridejo na nagrobnik. Zelje
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mu niso izpolnili, pa& pa je narisan pravilni sedemnajstkotnik na Gaussovem
spomeniku v njegovem rojstnem kraju Braunschweigu.

Na tretje vpra%anje poznamo pravilen teoretiten odgovor Ze iz starih
grékih Zasov. Njegovo uporabo pa odkrivajo 3ele sedaj. Metodo. ki temelji
na definiciji prastevila, imenujemo deljenje s preizkusanjem. Stevilo N kar
po vrsti delimo s Stevili 2, 3, 4,5, 6,7, ..., (N —1). Kakor hitro
je eno izmed njih delitel] Btevila N, vemo, da je to 3tevilo sestavljeno.
Tako ugotovimo tudi najmanj3i delitelj 3tevila N in njegov prvi prafaktor.
Po deljenju ¥tevila N s tem prafaktorjem dobimo kolitnik. ki ga zopet
delimo s preizkuganjem. Teoretitno lahko tako ugotovimo vse prafaktorje
sestavljenega 3tevila. V praksi pa je metoda uspedna le, e 3tevilo M ni
preveliko, na primer 150 =2-75=2-3-26=2.3 . 52,

Metodo deljenja s preizku¥anjem izbolj3amo tako, da se opremo na
Eratostenovo ugotovitev in iz mnoZice vseh moZnih deliteljev Stevila N
izlo&imo vsa tista &tevila, ki niso prastevila in niso ve¢ja od 3tevila V.
Zakaj je tako, lahko preberete v knjigi |.Vidava Redeni in nereseni problemi
matematike, DMFA Slovenije. Tak na&in je ob pomoti dobrega ratunalnika
uporaben pri stevilih z najve¢ desetimi ciframi. Pri Stevilih z dvajset in vec
ciframi pa odpove, kot razberemo iz tabele.

Za ugotovitev, ali je dano 3tevilo z dvajset do tiso¢ ciframi prastevilo.
obstaja ve€ dobrih radunalniskih metod. Ena izmed njih sloni na primer
na Wilsonovem izreku: p je pradtevilo tedaj in samo tedaj, ¢e je Stevilo
(p — 1)1 4+ 1 deljivo s p. Pritem je N' = 1.2.3.. (N — 1)N. Toda s temi
metodami v splognem ne moremo velikega sestavljenega stevila razstaviti na
prafaktorje.

Stevilo cifer deljenje s prelzkusanjem ratunalniska metoda

20 2 uri 10 sekund
50 10 let 15 sekund
100 1036 ot 40 sekund
200 1086 et 10 minut
1000 10486 |et 1 teden

Tabela 1: Cas. ki Je potreben, da z racunainikom preverimo, all je kako
Stevilo prasteviio

Obstajajo pa metode, s katerimi je mogote razcepiti Fermatova $tevila,
ki imajo do osemdeset cifer. Tako je Landry leta 1880 dokazal, da je Stevilo
Fe deljivo z 274177, Leta 1905 sta Morehead in Westeren pokazala, da je
Stevilo F7 z 39 ciframi sestavljeno Stevilo. Stiri leta zatem sta to pokazala
tudi za Stevilo Fg z 78 ciframi. Dokon&en razcep Stevila F7. ki velja za
doslej najteZjega, sta Sele leta 1971 nasla Brithart in Morrison. Za ta razcep
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je ratunalnik IBM 360-91 porabil poldrugo uro. Stevilo Fg sta leta 1981
razcepila z racunalnikom UNIVAC 1100/42. Prvi prafaktor s 16 ciframi je
ratunalnik izragunal po dveh urah. Nista pa ugotovila, ali je drugi faktor z

62 ciframi prastevilo ali ne. Da gre za prastevilo, je kmalu zatem ugotovil
Williams.

Pokazalo se je, da vsebujejo Fermatova stevila od Fg do F13 razmeroma
majhne najmanj%e prafaktorje, najvetjega s 13 ciframi vsebuje Ztevilo F13.
Kljub temu, da ta 3tevila niso zelo velika, pa jih doslej e niso uspeli razcepiti.

Prav tako Se ni znan razcep sestavljenega Stevila s 148 ciframi, ki pomnoZeno
s prastevilom 24148333 tvori 3tevilo Fg.

Prastevila in Zifriranje

Pra&tevila Je mogoZe uporabltl prl Sifriranju sporocil. Zelo zanesljivo 5ifro RSA
Public Key System so sl izmislill matematiki Rivest, Shamir In Adleman na
osnovi spoznanja, da ni splogne metode, po katerl bi razceplll stevilo z dvesto
ciframl na prafaktorja s , denimo, po sto ciframl. Povrsno refeno, ustreza
gifriranje mnoZenju z dvema vellkima prasteviloma, degifriranje pa razcepu na
prastevlla. Na&ln Je %e posebno uporaben zato, ker pri Sifriranju nl treba
poznatl obeh prafaktorjev, ampak samo njun produkt. Pri desifriranju pa Je
treba poznati oba prafaktorja. Tako poslljatelju sporocila nl treba poznati
Sifre, dovolj Je, da jJo pozna prejemnik. Zato ta naZin sifriranja uporabljajo v
Javnih Informacijskih omreZ]ih, na primer telefonu.

Rekordi

Zelo zanimive podatke o prastevilih vsebuje knjiga P.Ribenbolma, The Book
of Prime Number Records, Springer 1989.

e V Evklidovem dokazu nastopa produkt vseh prastevll, man)sih od p,
poveZan za 1, tore] 2-3-5...p+ 1. V nekaterlh primerih Je to prastevilo.
Sedan]l rekorder Je za p = 13649 prastevilo, Kl ima 5862 cifer.

e plin p+ 2 Je dvojtek prastevil. Za zda) Je rekorder dvo)tek
107570463 - 102250 4 1.

¢ Nekatera lzmed Stevll, kl JIh sestavl)alo same enice. 111...1, so prastevila.
Sedan]l rekorder Je prastevilo s 1031 enlcami.

e Mersennova stevila imajo obliko 2”7 —1. Mersennovo stevilo 2216091 _4 ¢
65050 ciframl Je bllo najveZje znano prastevilo med letoma 1985 in 1989.
Ribenboim Je v uvodu svoje knjige, kil obravnava resna vprasanja mate-
matike ponekod na zabaven naZin, zapisal: "Naravnost refeno, bl se mi
zdelo visoko civilizirano, e bl bral, da se Je v enl nasih kr&em razvilo
prerivanje iz razgrete razprave o najvelJem dvojCku prastevil.

Zdaj Ze vemo, da za vse vrednosti n od 5 do 16 (in 3e za nekatere
druge) Fermatova &tevila F, niso prastevila. Domnevajo celo, da so le prva
Stiri Fermatova Stevila pradtevila, vendar ta hipoteza ni ni¢ trdnejsa, kakor je
bila Fermatova.
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Stevilo cifer najvetjega znanega prastevila je zatelo hitro narastati, ko so
se razvili radunalniki. Leta 1952 je imelo najve&je znano prastevilo 157 cifer,
a leta 1978 Ze 6533 cifer. Leta 1985 je D. Slowinski s sodelavci ugotovil, da
je Mersennovo &tevilo 2218091 _ 1 5 65050 ciframi prastevilo. To prastevilo
navaja Ribenboim kot rekordno. Toda poleti 1989 so J.Brown in njegovi
sodelavci povetali rekord za 37 cifer. Zdaj ima rekordno pradtevilo

381581 - 221819% _

¥e 65087 cifer. Kdo ve, kako dolgo bo "drZalo” rekord?

Dobili so ga takole. Najprej so izbrali 350000 kandidatov. S preiz-
kuZanjem so jih delili z nekaj milijardami najmanjgih pra&tevil. Preizkus
je prestalo samo 7000 kandidatov. Te so nato obdelali z ra&unalni¥kimi
metodami. Obdelava enega ¥tevila z ra¥unalnikom je trajala kar osemdeset
minut. Ko se je 3tevilo kandidatov ¥e motneje razred&ilo, so za eno Stevilo
porabili le Se pol ure. Tako so se naposled prepriali, da je zapisano ¥tevilo
pradtevilo. Take ratune delajo ratunalnitke druZbe, &e¥ da lahko uporabijo
pridobljene izku¥nje pri izbolj8anju ratunalnikov. NajbrZ pa gre pri tem tudi
za tekmovanje.

Milena Strnad





