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Das Horizontalpendel in seiner Verwendung
als Erdbebenmesser.*
Von P. Raifaelle Stiattessi.

In der «Rivista di fisica, Matematica e Scienze Naturali», herausgegeben
in Pavia (Jahrgang II, Heft 24) hat der Verfasser bereits eine Abhandlung
unter dem gleichen Titel veréffentlicht. Dort wurde auch angedeutet, dafl
gelegentlich in einer Fachzeitschrift eine eingehende Untersuchung nach
der mathematischen Seite hin veroffentlicht werden wird. Nachdem auf
diesem Gebiete von anderer Seite nichts weiter unternommen worden ist,
soll nun hier als Fortsetzung und zur Illustrierung der angefiihrten Abhand-
lung die mathematische Seite niher beleuchtet werden.

Mit Horizontalpendel bezeichnet man jenen Apparat, der in seiner
Hauptsache aus einem Gewichte besteht, das in einem Punkte aufgehingt
und in einem zweiten, nicht in der gleichen Vertikale liegenden, jedoch
mit dem ersteren steif verbundenen Punkte unterstiitzt ist.

Das Horizontalpendel in seiner typischen Form nach Rebeur von
Paschwitz eignet sich zum bezeichneten Studium sehr gut und ist (Fig. I)
aus einem gleichschenkligen Dreieck ABC gebildet, das beim Scheitel C
mit einem Gewichte ) beschwert, mit der Basis A5 in A4 aufgehingt und
in 5 gestiitzt ist. Das System kann somit nur um die Basis 48 schwingen.

Waire die Basis A5 vertikal, so wiirde sich das Pendel im indifferenten
Gleichgewicht befinden. Ist die Basis A5 aus der Vertikalen gegen D geneigt,
was auch in unserem Falle angenommen wird,** so kann sich das Pendel nur
in einer einzigen Ebene in Ruhe befinden.

Wie schon bemerkt, kann das Gewicht 2 bei den in der Astronomie
und als Erdbebenmesser in Verwendung stehenden Horizontalpendeln nur
in einer beinahe und anscheinend horizontalen Ebene schwingen, denn 45
ist meistenteils nur unbedeutend gegen die Horizontalebene geneigt. Die
Bezeichnung «Horizontalpendel» trifft somit nicht vollkommen zu.

* Qriginalabhandlung italienisch, dic Ubersetzung in die deutsche Sprache besorgten
die Herren V. Braci¢ und Prof. Hiring.
## Der Zeichner hat dies in Fig. 1 leider nicht zum Ausdruck gebracht.



So zahlreich die Formen sein konnen, die man diesen Pendeln
gibt, in den Hauptumrissen lassen sich doch alle auf die Type Rebeur-
Paschwitz zurtickfithren. Wir wollen uns daher nur mit dieser letzteren
befassen.

Soll sich ein Horizontalpendel im Gleichgewichte befinden, so ist es
notwendig und hinreichend, dafi sich die Dreiecksebene, die das Pendel
bildet, in der Vertikalebene der Basis 473 befindet.

Das Dreieck, welches das Pendel bildet, ist bestimmt durch den Auf-
héngepunkt 4, den Unterstiitzungspunkt 5 und den Schwergewichtspunkt €
des Systems (Fig. II). Da die Schwermasse bei C verhiltnismafig bedeutend
ist, kann man ruhig den Schwerpunkt in derselben liegend annehmen.
Diese Annahme findet sofort ihre Bestitigung, wenn man beachtet, daf}
der virtuelle Aufhingepunkt des Pendels, wenn es sich in der einzigen
Gleichgewichtsebene befindet, nur in der Verlingerung der durch den
Punkt C' gezogenen Vertikalen ZC liegen kann; in Wirklichkeit ist aber
das Pendelsystem in 4 aufgehingt und in B unterstiitzt, der virtuelle Auf-
hingepunkt kann sich somit nur in der Verlingerung von B4 befinden
Ein Gleichgewicht findet also nur dann statt, wenn B4 die Verlingerung
von EC trifft. £C mufl also in der Ebene von BA liegen, in der gleichen
Ebene mufl auch BD, das mit EC parallel ist, liegen.

Daraus geht hervor, dafl in der Gleichgewichtslage das System einem
einfachen Vertikalpendel entspricht, das in /A den Aufhidngepunkt besitzt.
Die Schwingung von € durch den Ruhepunkt wird ebenso erfolgen, wie bei
einem Pendel mit der Linge /(C,; nur wird hiebei ein Bogen beschrieben,
dessen Sehne senkrecht auf A4Z steht, wihrend sie beim Vertikalpendel
senkrecht auf HC sein wird.

Soll die Lange HC des einfachen Vertikalpendels, das dem Horizontal-
pendel entsprechen soll, gefunden werden, so setze man < DBA = ¢
und fille das Lot CF = d. Man hat sodann im rechtwinkligen Dreieck HFC

()
= —— = .0 £0SEC @
Sip

Man sieht aus dieser Formel, dafl die Linge des Pendels und daher
auch das Quadrat der Schwingungsdauer mit der Distanz CF = J und
mit der Kosekante des Winkels /)54, der Abweichung von der Vertikalen,
gerade proportioniert ist. In den Grenzen von 00 bis 900 nimmt die Kose-
kante mit dem Wachsen des Winkels ab, die Dauer der Schwingungs-
periode wichst daher mit der Abnahme des Neigungswinkels 154

Was die Empfindlichkeit des Apparates anbelangt, so wei3 man, daf}
ein kurzes Pendel infolge seiner Kiirze Erschiitterungen und Stéfle von
kurzer Periode leicht empfindet; horizontale Pendel werden daher auf Stofie
von solchen Erschiitterungen beinahe gar nicht reagieren, weil sie langen
Pendeln entsprechen, werden aber fur Abweichungen von der Vertikalen
cher empfinglich sein und dieselben besser wicdergeben.
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Die Liange von A5 hat auf die Linge des korrespondierenden Verti-
kalpendels keinen Einflul; hingegen hiangt die Schwingungsweite des
Punktes ¢, wenn die Ebene, zu der die beiden Punkte 45 gehoren, sich
neigt, wohl von der Distanz der Punkte 4 und 5 ab.

Man sehe einmal, wie sich der Apparat verhilt, wenn sich die Stiitze
neigt. Die Neigung kann man in zwei rechtwinklige Koordinaten zerlegen,
von denen die eine parallel zur Ruheebene, die andere senkrecht darauf steht.

Untersucht man nunmehr den Effekt jeder einzelnen Verschiebung
getrennt, so findet man folgendes:

Es sei ABC (Fig. IlI) ein Horizontalpendel mit der Ruhelage in der
Vertikalebene DE. Dieses Pendel neige man so in der Vertikalebene DL,
dafl der Winkel DBA mit der Vertikalen DB entweder grofer oder kleiner
wird, z. B. so weit, dal B4 die Lage von BA' einnimmt; dann befindet
sich das Pendel in der Position 4'BC" in Ruhe, liegt noch in der gleichen
Vertikalebene D/ und hat noch keine Schwingung vollzogen. Nur der
Neigungswinkel von der Vertikalen hat sich geindert. Es wird daher der
virtuelle Aufhingepunkt des korrespondierenden einfachen Vertikalpendels
niher an C fallen, wenn, wie in unserem Falle, der Neigungswinkel zu-
genommen hat, dagegen sich von C entfernen, wenn dieser Winlkel abnimmt.

Im ersteren Falle wird die Schwingung in kirzerer Zeit vollzogen
sein und, da die Horizontalpendel hauptsichlich bei der Untersuchung von
Schwingungen mit langer Periode Anwendung finden, wird man sagen,
die Empfindlichkeit des Pendels hat abgenommen; das Gegenteil im
zweiten Falle, d. h. wenn die Schwingungsperiode eine langere Zeitdauer
benotigt.

Dann fassen wir den Vorgang ins Auge, wenn die Neigung des Pendels
aus der urspriinglichen Gleichgewichtsebene seitlich erfolgt.

Das Pendel ABC (Fig. IV) hat den Bogen AA' seitlich zur Ruhelage
DE zurtickgelegt und hat die Stellung A'BC" eingenommen. Zichen wir
auf die Ebene MV, die auf der Ebene DZ senkrecht steht, die Vertikalen
AQ und A'R, so wird die Ebene AR auf B/ gleichfalls senkrecht stehen
und folglich auch QR auf BF, der Projektion von AC, senkrecht stehen.

RQ ist daher der Sinus von A4', bezogen auf den Radius 04 = 04/,
und A'R ist der Kosinus hiezu.

Ferner ist ZBE' der Neigungswinkel der beiden Ebenen ABC und
A'BC'; BD ist parallel zu A'R und liegt gleichfalls in der Ebene 4A'BC’.
Das heift, DB ist immer die Schnittlinie der beiden Gleichgewichtsebenen,
was soviel sagen will, als dafl das System um B rotiert, wobei sich der
Punkt 2, der in der von A" auf D gefillten Senkrechten liegt (denn A'D'
muf} parallel zu RZ5 sein), auf dieser Geraden hebt oder senkt. Es wird
BD' der Kosinus des Rotationswinkels AA" und D" die Funktion 1 — ¢os
AA" sein. Dies beweist, dafd sich ein beliebiger Punkt wie 4, der mit &
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steif verbunden ist, bei der Rotation senkt oder hebt, und zwar um ein
Stiick, dessen vertikale Projektion jener Funktion des Rotationsbogens
entspricht.

Dieses Prinzip lafit sich beim Schwerpunkt C nicht anwenden. Zu
bemerken ist auch, dafl, wenn man den Weg, den der Punkt C zurticklegt,
auf einer zu AN parallelen und infolgedessen im gleichen Bogen rotie-
renden Ebene darstellt, der Weg von C auf dieser Ebene nicht ein auf
einer Horizontalebene, sondern auf einer geneigten Ebene beschriebener
Kreisbogen sein wird.

Vom Winkel CBEC', der durch den soeben beschriebenen Bogen
gemessen wird, kann man auf den Winkel Z5%" und von diesem auf den
Rotationswinkel ABA" schlie3en.

Jetzt wollen wir die Beziehungen der trigonometrischen Funlktionen
des Winkels ABA' zu jenen des Winkels £BL" und CBC' untersuchen.

Man setze SR C) I — R A LAl — e
) ' Bd—"BA) =g uad
<X EBE' = 4, ferner
BA = ¢
Wir haben dann BQ = tsing
AQ = tcosqp und
OR = OAsina = tcos psina

: i
Aber g EBE' = g QBR = foOﬁ (weil ¢ BOR ein rechter Winkel
ist), daher -

Lcos g sin e ;
——2 - = simacotyp und
ARy /A ]

T e S R N S W S (1)

led =

Bezeichnen wir nun den Winkel DBC = vy und arc CC' = # und
betrachten das Dreikant, das wir durch Erweiterung der Ebenen AZC und
A'BC’, die die Schnittlinie A2 haben, erhalten, so kennen wir den Winkel
DBC und den Keil ((D"B)C", welcher den Winkel £BE' zum Maf} hat; wir
haben dann

cos CBC' = cos D" BCcos D'BC' — sin D" BC sin D' BC' cos EBE'

cos = cospcosy — sin i sin1)' cos
es eriibrigt noch D'BC’, das wir mit ¥’ bezeichnet haben, zu berechnen.

Das Dreieck D'BA' ist in D' rechtwinklig, daher ist

j) 13
cos D' BA = Tji%
B = A ie=d Glens o
A=t cosig, N B AL =S r dahér st
cos D'BA" = cos a cos ¢



Wenn D'BA" = ¢', so wird
)
cos @ == oS acos

ein Wert, der in unsere Gleichung (I) eingelegt folgendes ergibt:

Z \()' ]
sina = g:_—'sm(p , das heif’t
Cos acos g cos ¢’ cos
FoE ; e
Z = = _ sin und. cosqp = —— sing
g o cos g ¢ L loa i
Oder, wenn man statt (I)
sinta = 1g* 91t
und statt cos g’ = coswcosg r
cos? :
costia — % schreibt,
cos? @
wird man haben
052
= 12 Qg2 —|— ; und auch
costqp — cos2g' = ig*dig@cosg und
cos? ¢
2 e e i
cos fp I—Lfg'ﬁﬂz‘gch

Mit diesen Formeln ist einigermafien schwer zu rechnen, da ¢’ von ¢
samt dem unbekannten o abhidngt, ebenso 1’ von ¥/; es empfiehlt sich
daher anzunehmen, dafl < durch § gegeben ist, oder besser, dafl der
zwischen CC' beschriebene Bogen gleich jenem von ABK' ist; bei dieser
Annahme bleibt uns die einzige Formel

S S i T O (D e H e b o g st (1)

Wenn wir nunmehr annehmen, daf} sich die Ebene #N um den
Winkel y aus den beiden zu den Ruhelagen senkrechten Ebenen neigt,

so koénnen wir die beiden Komponenten mit « und «' bezeichnen.
In Hinsicht auf die Komponente « erhalten wir die Formel
oo OalpeEe Yt s G S )
und mit Bezug auf die andere Komponente
O e [ 0 N R it o e (3)
weil der Winkel ¢ von der anderen Komponente modifiziert wird.

Um « und o' zu finden, entwickle man das zweite Glied der Gleichung (2).

Man hat dann simoe = z‘g&l T T T 88
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und setzt man

2402 s
SZ o < 2 toao e
_ — ga == e
1 _]_ éng = fgzg_
so hat man
Ztgg—— tog (l—gz——)*i—Ql:g
— — fg

1—|—L“_;,r2%f 1——zfg——+2z‘g21‘g(p
Der Einfachheit halber konnen wir die Ausdriicke, in welchen

(44
1g 5 zum Quadrat erhoben vorkommt, unberiicksichtigt lassen; da « ein

SEaitn s o .
unbedeutender Bogen ist, ist 5 um so kleiner.

Es bleibt uns daher A E— ng-g und

r

B = QZg%-
Unsere Gleichung lautet dann:
2 tgrf £ 2 5
21?2' = &9 T
e 9z‘g Lo

Aus der Entwickelung erhalten wir
l'

2tg e Zigz tg(p S 2tg2 1o

Lassen wir den zweiten Ausdruck aus den bereits angefithrten Griinden
unberticksichtigt, so haben wir

Ztgg = z‘gtpz‘g{}iZtg%tga‘) ........... (4)
Ebenso reduzieren wir die Gleichung (3) auf
r

ZIg-L;— = tgrpz‘g.‘)'iZtg%ig&" PR B 5)

Multiplizieren wir die Gleichung (4) mit £ 9" und die Gleichung (5)
mit Zg 9, so erhalten wir durch Subtraktion

2(zggfg9’—tg%rg3') (+ g5 gdtg3'¥z‘ggfw’tgd)
und nach der Reduktion

ot (1 g9 =155 91 1)
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und weiters

o
R R |
e (i’ i_t;ﬁ) ............. ©6)
z‘gz

Zur Bestimmung von -,(';und “2, setzen wir den Wert von 2¢¢ Z—’

aus (B) in die Gleichung (4) ein, dann haben wir
Ztgg = tgoigd L lgqigd g T igd (X Qfg%fg&')
daher wird
t2tg s (1 igoigd) = ggigo(lLig?)
Da auch 9 und @' kleine Bogen sind, kénnen wir annchmen:
aic 249% = lggigd(l + g ?)

und ebenso
'

+ 20 G =12q1g0 1+ 20)

Bei den obigen Betrachtungen ist angenommen worden, dafd der Stiitz-
punkt der Horizontalpendel im Raume unverandert verbleibt. Die Formeln
wiirden daher fir ¢ und ¢’ die Bogen angeben, um welche der Aufhinge-
punkt mit Riicksicht auf den Stiitzpunkt abweicht. Zweifelsohne kann man
die Angelegenheit auch darauf zuriickleiten.

In Wirklichkeit wird aber der Stiitzpunkt zugleich mit dem Auf-
hingepunkt verschoben.

Es durfte daher nicht ganz zwecklos sein, das Problem auch unter
diesem Gesichtspunkte zu erdrtern.

Nehmen wir in diesem Falle an, dafl das Rotationszentrum sehr weit
entfernt ist, so bleibt die Gerade, die den Stiitzpunkt mit dem Aufhinge-
punkt verbindet, zu sich selbst parallel oder nahezu parallel. Dies trifft,
sobald Rotationen am Horizontalpendel wihrend eines Erdbebens beobachtet
werden, nicht zu. Wirde die Verbindungsgerade zu sich selbst parallel
bleiben, so wiirde sich die Stelluug der Gleichgewichtsebene nicht dndern.
Da sich auch die Ebene, auf welcher das Diagramm registriert wird, ver-
schiecben miifite, so wiirde keinerlei Aufzeichnung ersichtlich werden.

Wenn also die Horizontalpendel wihrend einer Bodenbewegung
wirklich rotieren, mufl man dies als Rotation des Aufhingepunktes um den
Unterstlitzungspunkt auffassen und das Bewegungszentrum darf nicht allzu-
ferne angenommen werden.

Es ist in der Tat von vielen die Beobachtung gemacht worden, dafd
die Erdoberfliche wihrend seismischer Bewegungen sich kriuselt und sich
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wie die Oberfliche des bewegten Meeres verhilt, mit faktischen Wellen,
die allerdings sehr lang sind. Der Bogen dieser Wellenbewegungen hat
gewil einen sehr begrenzten Radius.

Es sei sohin zum Beispiel O (Fig.V) das Rotationszentrum und das
Pendel A5C habe nach A'B'C' rotiert. Die beiden Bogen 55" und A4’
nehmen wir senkrecht auf die Fliche A8C an, da wir noch annehmen
miissen, dafl die Bewegung aus zwei Komponenten zusammengesetzt ist,
von denen die eine parallel zur Fliche BAC ist und das Diagramm des
Pendels nicht alteriert.

Ziehen wir O senkrecht auf den Horizont und infolgedessen parallel
zu BD, so ist es augenscheinlich, dafl die beiden Dreiecke 0AC und 0A'C"
dieselben Voraussetzungen wie das Dreieck BAC, B'A'C" der vorherigen Be-
trachtungen haben. Die Folgerungen werden daher die gleichen sein und fiir «
und «' werden wir also die Rotationen um das Schiitterzentrum O ermitteln.

Es ist richtig, dafl das Resultat unsicher erscheinen wird, denn das
Zentrum kennen wir nicht und es #ndert sich bei jedem Beben. Man kann
sich aber leicht iiberzeugen, daf} sich das Zentrum O kaum in einem besonders
grofien Gebiete bewegen wird, denn die Begrenzung der Erdbebenwellen
diirfte allem Anscheine nach eine enge sein. Anderseits hangt die Rotation
des Pendels auch von der Tiefe des Impulses ab, oder mit anderen Worten,
die Grofle des Winkels ist der Distanz vom Zentrum gerade proportioniert.

Um die Bedingungen der Empfindlichkeit des Instrumentes festzustellen,
wollen wir nunmehr zur Erorterung der Vergrofierung, die ein gegebenes
Horizontalpendel liefern kann, iibergehen.

Die Proportion (6), die auch fiir zwei Stellungen desselben Pendels
giiltig ist, lautet:

€2 _ g (lifgﬁ')

2wz us
2
Wenn wir diese auf die einfachere Formel
o
!g2_ o fg‘ﬁ
o T o
g 5 &

bringen und berticksichtigen, daff man an Stelle der Verhiltnisse der Tan-
genten kleiner Bogen auch die Verhiltnisse der Sinus, sogar der doppelten
Winkel setzen kann, und dafiir schreiben

stna :sin® = sina' 1 sind' und auch

o s R

so liegt der Schlufl nahe, daffi die Linge des Bogens ¢ und « von der
Distanz der Punkte 4 und € von der Vertikalen A7) des Ortes abhingig ist.
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Im allgemeinen dient diese Proportion zur Bestimmung der Ver-
grofierung von Horizontalpendeln. Doch mufi man wohl vor Augen halten,
daf} ein solcher Ausdruck nicht vollkommen zutrifft und nur dann aufgestellt
werden kann, wenn man gelten 1d8t, dafl die Bogen 44" und CC’ in
parallelen Ebenen liegen, was ja nicht ganz zutrifft.

Eine genauere Proportion erhalten wir, wenn wir die Formel (6)

(¢4

N b (1 + 129"
b o A1 7’)
g e =

umwandeln und fiir -
V2 sin (450 + 0)
cos 9

14 tg9 = 1450 + fo 0 =

setzen; dann koénnen wir schreiben

4 A g sin 9 e Ol
€3 83 = Sin(#55 £ 9)  sin(@5° £ 9
Bringen wir bei dieser Formel das Pendel um z. B. den Bogensoi— 1"
aus der Ruhelage und berechnen ¥, so finden wir das Verhiltnis

o s272 A}
83 Sin (450 + )

Dies kann als das Verhiltnis zur Ermittlung der Vergréf&erung an-
gesehen werden.

Das doppelte Vorzeichen im Ausdruck siz (45°+ 9) 1afit ersehen,
daf} die Vergroflerung verschieden ausféllt, je nachdem J mit dem po-
sitiven Vorzeichen genommen wird, d. h. wenn die Abweichung « in der
einen Richtung, oder J mit dem negativen Vorzeichen genommen wird,
d. h. wenn die Abweichung ¢ in der anderen Richtung erfolgt.

Mit zwei Horizontalpendeln allein kann man somit den Wert der
Bodenneigung nicht ermitteln. Man erreicht dies leicht mit vier Pendeln,
von denen zwei und zwei gegeneinander gestellt sind. In diesem Falle
lauten die vier Formeln, wenn wir die Abweichung der Instrumente von
der Vertikalen mit ¢ bezeichnen:

(@) sine = 1g01g(p + o) (¢) sina = tg0"tg(p — o)
(0) sind' = g9 tg (¢ + «) (d) sine' = 1g0"" tg(p — «)
Dividieren wir die Formeln (2) und (¢) durcheinander, so erhalten wir
wo (g + <)
00" to(p — &)
was wir reduzieren konnen auf

te®  sin2q -+ sin2d
o0 sinle@ — sin2d

i =



und daraus bekommen wir
tg 9" sin2q — tg 9" sin2e' = g9 sin2q + Lo 9 sin2d
und hieraus

(te 9" — tg @) sin2¢ = (Lg9" -+ te9)sin2c¢’ und

> S g{)‘ t‘g"\}

S de = SI 2(,0 o L 79 und auch
g & )

sin2a’ = sin 2(psm Eg,, i 93

Ebenso erhilt man aus den Formeln (4) und (d)
sin (9" — 9')
sin (97 9)

sinl0 = sin2¢



Monatsschrift: Die Erdbebenwarte Il dJahrgang Nr. 1f u. 12.

Das Horizontalpendel
von R. Stiattesi.
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