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1 Predgovor

Pri¢ujoc¢i zapiski so nastali kot Studijski pripomocek Studentom pri predmetih Analiza
IIT in Analiza IV. V sklopu teh dveh predmetov je zajeta Siroka paleta snovi, ki obsega
metricne prostore, funkcije ve¢ spremenljivk, mnogoterne integrale, Fourieorovo analizo,
krivulje, ploskve in polja s krivuljnimi ter ploskovnimi integrali.

Pricujoca zbirka je posveCena teoriji polja in krivuljnemu integralu. Kolikor mi je
poznano se lahko matematike naucis le tako, da matematiko delas. Tak koncept podajanja
snovi je npr. v u¢beniku [10], kot tudi v [2]. Tudi sam sem se odlo¢il slediti tej usmeritvi, a
v nekoliko manjsi meri kot v zbirki o Ploskvah. V njej boste sicer Se vedno nasli dokazane
izreke, trditve in leme, ki pa jih spremlja tudi precej lazjih nalog teoreticnega znacaja.
Njihovih resitev zaenkrat nisem dodal; vabim vas, da jih poskusite poiskati sami — s tem
bo tudi zbirka dosegla svoj namen.

Naj dodam, da je pricujca zbirka misljena zgolj kot uvodna seznanitev z osnovnimi
pojmi iz teorije polj. Za kaj ve¢ pa priporo¢am v branje npr. [10].

Bojan Kuzma



2 Skalarna in vektorska polja

2.1 Uvod

Opazujmo notranjost neke ogrevane sobe! V vsaki tocki izmerimo temperaturo. Porazde-
litev se spreminja po sobi; najvisja je v blizini grelcev, in ¢edalje bolj pada, ¢im bolj se od
grelcev oddaljujemo. Prostor v sobi dobi neko novo lastnost, ki jo neogrevana soba nima:
temperaturo. Tej dodatni lastnosti re¢emo (temperaturno) polje. Kako ga merimo? V
vsaki tocki pa¢ izmerimo njegovo vrednost, tj. izmerimo temperaturo v tej tocki. Torej
imamo opravka z funkcijo, ki za vsako toc¢ko prostora vrne temperaturo v njej.

Kot drugi zgled si lahko omislimo okroglo plosco, na kateri je tanka plast viskozne
tekocine. Skoznjo s konstantno hitrostjo vlecemo masni del¢ek. Opazujemo pa spre-
minjanje sile, ki jo porabimo za vleko. Ce je tekoCina homogena, je sila konstantna.
Zanimivo postane, Ce se viskoznost tekocine spreminja. Tedaj plos¢a dobi novo lastnost:
(viskoznostno) polje.

Definicija 1. Denimo, da je Q C R? ali Q C R? odprta mnozica. Funkciji f: Q — R
bomo rekli skalarno polje na 2.

Skalarno polje je zvezno, ¢e je f zvezna funkcija. Skalarno polje je zvezno odvedljivo, ¢e
je [ zvezno odvedljiva funkcija (torej, ¢e so vsi njeni parcialni odvodi zvezni).

Naj takoj omenimo, da nas bodo zanimala zgolj zvezno odvedljiva polja. Najlazje si
skalarno polje predstavljamo, ¢e narisemo mnozico tock, kjer ima konstantno vrednost.
V primeru ravninskega polja, (tj, v primeru Q C R?) ga predstavimo s funkcijo dveh
spremenljivk f = f(z,y); zanimajo pa nas tocke, kjer ta funkcija zavzame konstantno
vrednost. Takoj uvidimo, da ima polje konstantno vrednost vzdolz krivulj; imenujemo jih
tudi nivojske krivulje.

Zgled 2. Viskoznost tanke tekocine na okrogli plosci je premosorazmerna z oddaljenostjo
od sredisc¢a plos¢e. Kaj so nivojske krivulje tega (viskoznostnega) polja?

Odgovor: Gostota v tocki (z,y), ki je za r oddaljena od sredis¢a je f(x,y) := ar =
ay/x? 4+ y2. Nivojske krivulje pa so tocke, kjer f(x,y) = ¢ = const, oziroma tocke, kjer
V2?2 4+ y? = ¢/a, torej koncentri¢ne kroznice.
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Slika 1: NIVOJSKE KRIVULJE SKALARNEGA POLJA f(z,y) := ar = ay/22 + 2.

V primeru prostorskega polja je mnozica tock, kjer ima konstantno vrednost ploskev;
imenujemo jo tudi nivojska ploskev.



Zgled 3. V totki T = T(z,y,z) namerimo temperaturo x? + y? — 2%, Porazdelitev

temperature v prostoru podaja torej funkcija f(T) = f(x,y,2) := 2> + y*> — 22. Kaj so
nivojske ploskve?

Odgovor: Temperatura zavzame vrednost 0 na mnozici 22 +y? — 22 = 0, kar je enacba
dvodelnega stozca. Temperatura je negativna (npr. enaka —1) na mnoZzici 22 +y? — 22 =
—1, kar je enaba dvodelnega hiperboloida. Temperatura je pozitivna (npr. enaka 1) na

enodelnem hiperboloidu z ena¢bo 2% + y? — 22 = 1.

Slika 2: NIVOJSKE PLOSKVE TEMPERATURNEGA POLJA. KER OPAZUJEMO TEMPERATURO, JIM VCASIH
RECEMO TUDI IZOTERME (TOCKE Z ISTO TEMPERATURO).

Sedaj pa opazujmo gibanje zraka. V vsaki tocki namerimo hitrost, ter tudi smer, v
katero se zrak v dani tocki giblje. Oboje skupaj oblikujmo v vektor; njegova dolzina naj
bo velikost hitrost, kaze pa naj v smeri gibanja zraka. Dobili smo vektorsko polje, ki v
celoti popiSe gibanje zraka v danem c¢asovnem trenutku. Vcasih temu polju recemo tudi
hitrostno polje. Kako ga podamo? Kot Ze rec¢eno, v vsaki tocki 7" izmerimo nek vektor,
tj. neko urejeno trojico (u, v, w). Imamo torej preslikavo f, ki tocki 7' = T'(z, y, z) priredi
vektor £(T) = (u,v,w)(T) = (f1(T), fo(T), f3(T)). Se pravi, da f : Z¢ — R3.

Ce bi opazovali gibanje plitve reke, bi bili nasi vektorji ravninski; hitrostno polje bi v
tem primeru podali s preslikavo £(7") := (u(7T),v(T)).

Definicija 4. Denimo, da je Q C R? ali Q C R3? odprta mnozica. Preslikavi f : Q — R?
ali f: Q — R? re¢emo vektorsko polje na Q.

Vektorsko polje je zvezno, Ce je f zvezna preslikava, tj,. Ce so vse njene komponente zvezne.
Vektorsko polje je zvezno odvedljivo, ¢e je f zvezno odvedljiva preslikava (torej, ¢e so vsi
parcialni odvodi vseh komponent zvezni).

Zopet omenimo, da nas bodo tudi tukaj zanimala zgolj zvezno odvedljiva vektorska
polja.

Zgled 5. V prazen prostor postavimo ogromno masno telo (npr. Zemljo). Prazen prostor
s tem pridobi novo kvaliteto: Gravitacijsko polje. Zemlja je izvor tega polja. Njegovo
velikost v masni tocki T' = T'(x,y, z), z maso m, ki je za r oddaljena od sredii¢a Zemlje

podaja Newtonov zakon:
kmM r

9
2

F=-
r

tu je M masa Zemlje, r := (z,y, z) pa je radij vektor, merjen od sredis¢a proti tocki 7.
Predznak dodamo zato, ker gravitacijska sila vedno kaze v sredisce Zemlje.



Vektorsko polje F si najlazje predstavljamo, ¢e v nekaj tockah nariSimo smer in velikost
vektorja ki ga podaja polje.

Polje F[x, y] = {x% y?)
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Slika 3: VEKTORSKO POLJE F = F(z,y) SI NAJLAZJE PREDSTAVLJAMO, CE V NEKAJ TOCKAH T'(z,y)
NARISIMO SMER IN VELIKOST VEKTORJA F(x,y).

Druga moznost je predstavitev s silnicami. Po definiciji je to gladka krivulja, ki ima
lastnost, da je tangentna v vsaki njeni tocki ujema s smerjo polja.

Silnica vektorskega polja F je krivulja, ki vedno poteka v smeri polja. Torej se
njena tangenta v vsaki tocki ujema s smerjo polja. Parametrizirajmo jo z 7 = 7(t) =
(I(t),y(t)) (mimogrede: v primeru F : R?> — R? bi imeli prostorsko krivuljo, parametrizirano z
7(t) = (2(t),y(t),2(t))). Tedaj se njena tangenta v toc¢ki T'(x(t),y(t)) ujema s smerjo polja
v tej tocki. Ker je pomembna le smer, ne pa tudi velikost smeri, dobimo naslednji pogoj:

_ F(a(t).y(0)
[FG(t), y(0)]

dr -

= (0 =7(t) = (2(), 5(¢)

Oziroma, malce drugace napisano:
(Fl(xv y)a FQ("L'?y))
\/Fl(xv y)2 + F2(£>y)2

Najlazje si to predstavljamo v hitrostnem polju reke: V neko tocko spustimo koscek
papirja, in opazujmo, kam ga bo odnesla reka! Gibal se bo po neki krivulji — po silnici!

(#,9) =

Zgled 6. Na zgornji sliki smo imeli polje F(x,y) = (Fy(x,y), Fa(z,y)) = (2%, y?). Poi-
$¢imo njegove silnice!



PoljeF[x, y] = {x? y?}
6,

-6t

Slika 4: ISTO POLJE LAHKO PREDSTAVIMO TUDI S SILNICAMI. SKOZI TOCKO, KJER F(z,y) # 0 POTEKA
NATANKO ENA SILNICA. CE JE F(z,y) = 0 JE LAHKO SILNIC SKOZI TISTO TOCKO VEC.

Polje F[x, y] = {X?, y?)
6,
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Slika 5: KOMBINACIJA SILNIC IN VEKTORJEV ISTEGA POLJA F(z,y) = (22,1?).

Torej, i¢emo funkciji x = z(t),y = y(t), za kateri

113'2

NeEaT
y2

N

7

T =



To je sistem diferencialni enacb, ki doloca silnico. Izberimo si Se zacetno tocko, skozi
katero poteka silnica, npr. x(0) = 1, y(0) = —1. Tedaj ima sistem natanko eno regitev.
Dobimo jo lahko z numeri¢nimi metodami.

Skozi dano tocko polja poteka natanko ena silnica, Ce je le polje nenicelno. To si ni
tezko predstavljati: reka koscek papirja ponese po natanko doloceni krivulji. Za strogi
dokaz bi potrebovali teorijo diferencialnih enacb, ki pravi, da obstaja natanko ena resitev
diferencialne enacbe pod temi pogoji.

Iz gornje slike pa vidimo, da to ne velja vec za tocke, kjer je polje nicelno. Skozi tako
tocko lahko poteka ve¢ razli¢nih silnic (¢e papir polozimo v tocko, kjer reka obmiruje, ga
lahko z malenkostnim sunkom posljemo v veé¢ razli¢nih smeri).

2.2 Operacije nad polji

Denimo, da imamo v prostoru podano neko skalarno polje u = wu(z,y,z). Tocke, kjer
zavzame konstantno vrednost smo ze poimenovali nivojske ploskve. Sedaj pa nas zanima,
v kateri smeri se to polje najhitreje spreminja. Poleg smeri, nas bo zanimalo tudi, kako
hitro se polje spreminja, Ce se premikamo vzdolz dane smeri. Hitrost spreminjanja polja
v smeri enotskega vektorja x merimo s smernim odvodom Vyu, najhitreje pa se polje
spreminja v smeri gradienta.

Tako lahko skalarnemu polju v vsaki tocki priredimo vektor, ki kaze v smeri gradi-
enta u, njegova dolzina pa naj bo velikost smernega odvoda v smeri gradienta — skalar-
nemu polju smo priredili vektorsko polje.

Kako to izrac¢unati?

Zgled 7. V kartezi¢nih koordinatah se smerni odvod rac¢una s pomocjo gradienta:
Viu = (x,grad u).

Smerni odvod bo najveéji v smeri gradienta, tj, ko je X = Xpax := grad u/|| grad u||, smerni
odvod pa je tedaj enak

_gradu
Il grad ul|’

Vim0 = (78252 grad u) = grad u, gradu) = | grad u||?

[Tgradul] gradUII <

Xmax

Terada]
= |l grad ]|

To bo torej velikost nasega vektorja. Njegova smer je enaka X,,.x. Vektorsko polje v tocki
T(x,y, z) je torej enako || grad u|| - Xpmax = (gradu)(z,y, 2) = (24, ¢ 9u)

Oz’ Oy’ dy/°

Definicija 8. Bodi u skalarno polje, podano v kartezi¢nih koordinatah (z,y, z). Njegov
gradient je vektorsko polje, definirano z

Grad u = (ug, Uy, u).
Zgled 9. Gradient skalarnega polja u(z,y, z) := 22 + y* — 22 je vektorsko polje

Gradu = (2, 2y, —22).



Opomba 10. Gradient polja piSemo z veliko zacetnico, da ga loc¢imo od gradienta funkcije.
Ce je polje u podano v kartezi¢nih koordinatah je ta razlika nepomembna, saj tedaj vedno
velja Grad u = grad u. Ce pa je polje podano v nekartezi¢nih koordinatah, pa to ne velja
ve¢; prim. zgled [LT] nizje.

Definicija je primerna tudi za ravninska polja p = p(z,y). Mislimo si, da je u funkcija
treh spremenljivk, kjer spremenljivka z ,ne nastopa, torej, u(x,y,z) = p(x,y) + 0 - 2.
Gradient ravninskega polja je torej Gradp = (ps,py,0). To je ravninski vektor, zato
obic¢ajno tretjo komponento niti ne pisemo: Gradp = (p., py)-

Pri tej definiciji moramo biti previdni, saj imamo lahko polja podana tudi v drugih,
krivoc¢rtnih koordinatah.

Zgled 11. Ravninsko skalarno polje f : R? — R je podano v polarnih koordinatah s
predpisom f(r, ) := r2. Koliko je njegovo gradientno polje?

Poiskati moramo smer najhitrejSega spreminjanja polja v tocki s koordinatami 7Ty =
(zo,90) = 7ro(cospg,singg). V smeri vektorja e := (cosa,sina) se polje spreminja s

TO —|— teo

o

eg=(cos\y,sin qf)
smerni vakto

hitrostjo

Ce pa hocemo to dejansko izracunati, moramo najprej dobiti polarne koordinate tocke
To + teg = ro(cos o, sin pg) + t(cos a, sin a):

r? = 2" +y* = (rocos g + tcos ) + (rosin g + tsina)? = £* 4 2t cos(ar — pg) + 7

Y 7o sin o + tsin
tanp = = = .
T ToCOoSs g+ tcosw

Zaradi f(r,¢) = r? dobimo kon¢no smerni odvod polja vzdolZ smeri e:

(t2 + 2t cos(a — ) + 7‘8) —rd

Vef = lir% ; = 2 cos(a — ¢o)ro.
Smerni odvod bo najvecji, ko bo cos zavzel najvecjo vrednost, tj, ko bo «a = .

Tedaj se polje spreminja s hitrostjo 2cos(a — @g)ro = 2rg. Torej je (Grad f)(xq) =
2rpe = 2ro(cos o, sin ). (V karteziénih koordinatah bi se to glasilo kot (Grad f)(xo) =
2(z0,%0).)



Seveda pa to Se zdale¢ ni enako gradientu funkcije, ki popise polje v kartezi¢nih koor-
dinatah, saj (grad f)(ro, vo) = (%(7’0, ©0), g—i(ro,gpo)) = (2r2,0).

Zgled 12. Se ena, (v tem primeru) hitrejSa pot bi bila, ¢e bi polje najprej zapisali v
kartezi¢nih koordinatah. V toc¢ki T'(xg, o) ima vrednost f(T) = r = 22 + y2. Torej je
Grad f = (2x9, 2yo), kot prej.

Ce hoCemo izracunati gradient, je torej potrebno mukotrpno racunati smer najhitrej-
Sega spreminjanja, ali pa polje najprej zapisati v kartezi¢nih koordinatah. Dostikrat nic
od tega ni pripravno, saj lahko pri prehodu v kartezi¢ne koordinate dobimo precej kompli-
cirano formulo za izra¢un polja. Ali obstaja Se kakSna hitrejSa pot? Da, preko Jacobijeve
matrike transformacije, ki podaja prehod iz kartezi¢nih v krivo¢rtne koordinate.

Denimo, da imamo ravninsko polje podano v krivo¢rtnih koordinatah u = u(&, ();
prehod med krivoértnimi in karteziénimi pa podaja transformacija x = Z1(§,() in y =
=5(&,¢). Na kratko: (z,y) = Z(£,(). Transformacija = je povratno-enoli¢na, ¢e torej
poznamo kartezi¢ne koordinate tocke T', dobimo krivo¢rtne z inverzom =, tj. (£,() =
=Nz, y).

Sedaj pa polje najprej podajmo v kartezi¢nih koordinatah: Tocka T = T'(z,y) ima
krivoc¢rtne koordinate (£,¢() = Z7'(z,y), in polje v njej zavzame vrednost u(¢,¢) =
u(E7(z,y)) = (o E7Y)(z,y). V karteziénih pa znamo izracunati gradient polja:

Gradu = grad(u o =) = (grad u)Jz1,

pac z uporabo veriznega pravila za odvod kompozituma funkcij. Da ne bo nesporazuma:
tukaj je (gradu) = (ug,uc) gradient funkcije v krivocértnih koordinatah, medtem ko je

=1 Jacobijeva matrika transformacije Z7!, in je enaka inverzu Jacobijeve matrike trans-
formacije =.

Zgled 13. Oglejmo si kar prejsnji zgled polja f(r, ) := r?. Transformacijo med karte-
zi¢nimi in polarnimi koordinatami podaja predpis

(z,y) = Z(r, ¢) = (rcos p,rsingp).

Njena Jacobijeva matrika je

0=1 0Z1 .
S5 5 cosp —rsing
J== oz 05| = ( ' ) :
e singp rcosp
Takoj dobimo gradient funkcije f v tocki (ro, po): grad f = (fr, f,) = (2r,0). Gradient
polja pa je tedaj

. —1 .
Grad f = (grad f)(J=) ™! = (2r,0) (“” ‘”““”) = (21,0) (__“” i”)

singp rcosp . .

= (27 cos @y, 21 sin @),

kar je natanko tisto, kot smo ze dobili v zgledu [l

10



NANNNANN Rt p S

Do sedaj smo skalarnemu polju priredili vektorsko. Ce pa imamo vektorsko polje,

lahko na njem naredimo dve operaciji:

Definicija 14. Bodi F = (F, Fy, F3) = (Fi(x,y, 2), Fa(x, y, 2), F3(z,y, 2)) vektorsko po-
lje, podano v kartezi¢nih koordinatah. Njemu prirejeno skalarno polje

0F}

N OF,
or

DivF = 3y

N OF;
0z

imenujemo divergenca polja F.

Zgled 15. Kot zgled vzemimo polje F(x,y, 2) := (2?
rz — 1.

,yrz, —z). Tedaj je DivF = 2x +

Iz vektorskega smo torej dobili skalarno polje. Ce je v neki tocki (DivF)(T) > 0, jo
imenujemo izvir polja F, ¢e pa je (DivF)(T) < 0, jo imenujemo ponor polja F.

Izvir Ponor

FiX,y,z]= {x,y,0} Fix,y,z]= -{x,y,0}

div F=2 div F=-2
N N U O T T R Y A S NNNNN N v A
AN N O T T I T B A NNNN NN v A S
AN N N U T T N I A A NN NNy ST
Ao N N U T O T L S A A A NN N VL U U S A A SRV S S G Ve
A N S T L U Y P A T A . g NN U N U D A A A S S Y
~ N~ NN NN A 4 AT U U R S R e e
~ - N N N N | o4 v o - -~ a A A AT 4 s 4 4 a4 e
“« 4 2« a » TV A A A a2 e - B A N . T .
a a & s 2V VU A A A A A A vy v ¥y v 4 4 A NN . S
PV SRV S AN G A B R U WU N N NS PP A AR AT A N Y 2 U N N N
VAV ARy N 2 A N L U W U N SN A A A A RN
vy ey A 2 BT T U N NN Pt A A e B U U NN NS
AV A A S B T T U U NN VA S A B S W N N NN
YA A OO VA2 o B B B T U U NN

Gradient skalarnega polja smo definirali kot gradient funkcije, ki to polje predtavlja v
kartezi¢nih koordinatah. Pokazali pa smo, da lahko gradient skalarnega polja definiramo
neodvisno od izbire koordinatnega sistema, in sicer v tocki 7" kaze v smeri najhitrejSega
nara$’canja skalarnega polja. Podobno lahko tudi divergenco vektorskega polja defini-
ramo, ne da bi polje podali v kartezi¢nih koordinatah. Spomniti se moramo edinole na
dejstvo, da je totalni odvod F’ preslikave F po definiciji enak neki linearni preslikavi, ki
jo v standardni bazi predstavimo z Jacobijevo matriko.

Naloga 16. Pokzi, da je DivF enaka sledi Jacobijeve matrike preslikave ¥, oz. je enaka
sledi linearne preslikave F'.
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Se eno operacijo nad vektorskimi polji bomo imenovali rotor

Definicija 17. Naj bo vektorsko polje F = (Fy, Fy, F3) podano v kartezi¢nih koordinatah
Njemu prirejeno vektorsko polje

7k
o B al|._ ((om _omy (oR _ oRy\ (8F _ om
Rot F = ox Oy Oz| ((8y 8z)’(6z 690)’(8:0 8y)>
F, Fy, Ij

imenujemo rotor polja F'.
Zgled 18. Rotor polja F := (2%, yzz, —2) je (—xy,0,yz).

Tocka, kjer je RotF # 0 se imenuje vrtinec polja F. Kasneje bomo videli, da je ime
pravsnjo: Ce bi v to tocko postavili vetrnico, bi se vrtela. Rotorju polja F bomo vc¢asih
rekli tudi polje vrtincev od F.

Vrtinec

F[X!y! Z]: {_y! X, 0}
rot F={0,0, 2}

{k«\\\\\\\
oo sTTTIIIIUNN
/////l,¢‘\\\\\\
/////,‘4‘\\\\\\
////,,44‘\\\\\\
/‘“’,,,-“\\\\\
¢**y’,,<‘\ukk**
#*ﬁVVVV AAAAA*?
¥**“‘\>444A4ff
\\\“\\>((l/’/‘f
\\\\\\_,,(4////4
\\\\\\t,,,/////l
\\\\\\$,,,/////4
\\\\\\\,+»//'////

Zgled 19. Denimo, da se togo telo vrti okoli osi z. Hitrost v tocki 7' je potem enaka
Vi=wXr,
kjer je w := (0,0,w) vektor kotne hitrosti in je r := (z,y, z) radij vektor do tocke T. V

telesu imamo torej podano hitrostno vektorsko polje. KolikSen je njegov rotor?
Najprej zapisimo v v kartezicnem sistemu:

= (—wy,wx,0),

<

Il
8 O =
< Oy
S R ]

odkoder je Rotv = (0,0, 2w) = 2w.
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Za operacije nad polji se je ustalil naslednji simbolni zapis s Hamiltonovim operatorjem
nabla V := (%, a%, %):
Vu = (% 9u 9uy — Gradu

V-F= (2 2 9).(F, F,,F;) :=DivF

Oz’ dy’ Oz
i j ok
2] o) a _
Fy Fy, Fj

Opazimo, da se operator V obnasa podobno kot vektorji pri skalarnem oz. vektorskem
mnozenju. Ta podobnost gre Se dlje, kot bomo videli kasneje.

Naloga 20. Preveri, da za Hamiltonov operator V wveljajo naslednje lastnosti:
e V(u+v)=Vu+ V.
e V.- (F+G)=V-F+V-G.

e VX(F+G)=VXxF+VxG.
o V. (uF)=(Vu) -F+u(V-F).
o Vx (uF)=(Vu) xF+u(V xF).

e V- (FxG)=G-(VxF)-F - (VxG).

Vx(FxG)=(G-V)F-G(V-F)— (F-V)G+F(V-G).

2.3 Mesane operacije nad polji

V¢asih se zgodi, da lahko dano vektorsko polje F napisemo kot gradient nekega skalarnega
polja. Takemu vektorskemu polju bomo rekli potencialno ali konzervativno polje. Skalarno
polje u, za katerega je Gradu = F pa bomo imenovali (skalarni) potencial polja F.

—kmM r

Zgled 21. Vzemimo gravitacijsko polje Zemlje: F(r) = =557 kjer je r := (,y, 2) radij
vektor, in r := ||r|| := /22 + y? + 22 njegova dolzina. To polje je potencialno, njegov

potencial je kar u(r) := "M = _smM__ "/ {4 ge hitro prepri¢amo, saj:
r \/m2+y2+22
o 8(x2+y2+22)’1/2 8(x2+y2+22)’1/2 6(x2+y2+22)71/2 o kmM
Gradu = mnM( B , 5 , B ) Il r.

Potencialna polja so precej zanimiva: Nimajo vrtincev!

Lema 22. Ce je F potencialno polje, je njegov rotor enak nic.
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Dokaz. Pa naj bo u njegov skalarni potencial. Tedaj F = (ug, uy, u,), in s tem

ik
RotF = Rot(Gradu) = | 4. #| = (0,0,0),
Uy Uy Uy

kot sledi iz enakosti mesanih odvodov za dvakrat parcialno zvezno odvedljivo funkcijo .
O

Opomba 23. To ,Jahko preverimo® tudi z operatorjem nabla, za katerega smo Ze omenili,
da se obnaga kot vektor:
Rot(Gradu) =V x (Vu) =0

vektorski produkt dveh vzporednih vektorjev (v tem primeru bi za ,yvektor vzeli V) je
nic.

Opomba 24. Pokazali bomo da velja tudi obrat, vsaj pod dolo¢enimi pogoji: Ce je polje
definirano na ,mnozici brez lukenj,“ ima skalarni potencial natanko tedaj, ko je brez
vrtincev.

Koliko razli¢nih skalarnih potencialov pa lahko ima dano vektorsko polje?

Naloga 25. Denimo, da je polje F potencialno, in definirano na neki povezani mnozici.
Ce sta uy = ui(x,y, z) in uy = us(x,y, z) njegova skalarna potenciala, pokazi, da velja
uy(z,y, 2) — us(x,y, z) = const.

Ce polje F nima izvirov niti ponorov, ¢e je torej DivF = 0 ga imenujemo tudi soleno-
tdalno polje. Kot zgled si poglejmo polje vrtincev, torej polje oblike S := Rot F:

Lema 26. Za poljubno polje F velja Div Rot F = 0.
Naloga 27. Dokazi zgornjo lemo, tj. pokazi, da je polje vrtincev solenoidalno.

Zgodi se lahko, da ima polje F skalarni potencial. V¢asih pa lahko najdemo neko
drugo vektorsko polje G, da je F = Rot G. Tako polje G imenujemo vektorski potencial
polja F'.

Vsekakor vektorskega potenciala ni, ¢e je DivF # 0 (pa¢ po Lemi26]). Kaj pa obratno,
¢e DivF = 0, ali lahko najdemo vektorski potencial? Ne vedno! (bomo pokazali kasneje).
Ce pa je polje definirano na konveksni mnozici z maksimalnim presekom, pa je odgovor
dejansko pritrdilen.

Konveksni mnozici Q C R3 bomo rekli, da je z maksimalnim presekom, ¢e obstajata
taki funkciji o = a(x,y) in 8 = B(z,y), definirani na neki konveksni mnozici D C R? in
tak zg, da je

(i) a(z,y) < zo < B(x,y) za vsak (z,y) € D, ter

(i) Q={(z,y,2); (z,y)€ D, a(z,y) < z< B(z,y)}

Izrek 28. Vektorsko polje F, definirano na neki odprti konveksni mnozZici Q C R?® z
maksimalnim presekom, 1ma vektorski potencial natanko tedaj, ko DivF = 0.

14
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Slika 6: DvE MNoZICI V R2. LEVA IMA MAKSIMALNI PRESEK. DESNA GA NIMA: Z NOBENO VODO-
RAVNO CRTKANO GRTO JE NE MOREMO RAZDELITI TAKO, DA BI NJEN ROB SESTAVLJALI DVE KRIVULJI,
ENA NAD IN ENA POD CRTO.

Pred dokazom si oglejmo konkreten zgled:
Zgled 29. Pois¢imo vektorski potencial polja F := (22 + 22z, y* — 2zy, —2% — 2y2).
Najprej preverimo, da je polje res solenoidalno:
OF, O0F, OF
1, Oz O3
ox oy 0z
Njegov vektorski potencial bomo iskali v obliki polja V = (V3, V5, V3); veljati mora seveda
RotV = F, torej:
oV IV, oV Vs oV, 0V

2 2 2
e A 2 2 —f =2 — = —z"—2uz. (1
» . x4 2xz, . Y Ty, » z yz. (1)

Ta sistem ima veliko reSitev. Izkaze se, da eno reSitev dobimo celo ob privzetku, da je
zadnja komponenta, V3 = 0. Tedaj se prvi dve enacbi gornjega sistema polepSata v

IVz v
8—; = —(2% + 222), 8—; =y — 2zy.

Enacbi integrirajmo na spremenljivko z, od fiksne tocke zy do z.

DivF =

= (204 22) + (2y — 22) + (—2z — 2y) = 0.

Vi) - [ - 2oy de= 2P -2+ Oy (C) = Calay)).

0

Vo(z,y,2) = —/ (2% + 222) dz = — (2?2 + 22%) + O, (Cy = Co(x,y)).

20
Aditivni integracijski konstanti C7, C5 sta seveda neodvisni od z. Vendar pa pri vsakem
izboru spremenljivk z,y dobimo v sploSnem novi konstanti. Zatorej zavisita od z,y.
Zopet se izkaze, da lahko izberemo Ci(x,y) = 0. Prva komponenta iskanega polja je
s tem dolocena, Vi(z,y,2) = 2(y?> — 2xy). V drugi komponenti pa moramo $e poiskati
neznano funkcijo Cy(x,y), da bo izpolnjena zadnja enacba:
Wy OVy

- - = 2 _
o oy 2% —2yz. (2)
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Ystavimo zgoraj dobljeno resitev: —(2zz + 2%) + % — (2yz — 2xz) = —22 —2yz, odkoder
je
oC
— =0. 3
Ee (3)
Ena od resitev te enacbe je kar C(z,y) = 0. dobimo torej naslednji vektorski potencial:
V = (2(y* — 2zy), —(¢°z + 22%), 0).

Opomba 30. Enacba (@) sluzi tudi kot kontrola izra¢unov: Ce nismo naredili napake, mora
njena desna stran biti neodvisna od spremenjlivke z.

V gornjem zgledu je pravzaprav skrit postopek za iskanje vektorskega potenciala po-
ljubnega solenoidalnega polja.

Naloga 31. DokaZi izrek[28.

(Nasvet: Zacnes lahko kot v prejsnjem zgledu. Pri enacbi (3) lahko parcialno odvajamo znotraj integrala,
in upoStevamo, da je DivF = % + 88—22 + ‘961”;3 =0:

Ve OV *OF 0P a0, [ OFy aC,
Fy(r,y,2) = = ST = 5

e oy ). Ty P ) B e
oC
= Fy(t,y.2) = Fs(2,9,20) + 5.

0

Pokrajsag, in opazi, da je funkcija Cy res neodvisna od z)

Vektorski potencial pa ni enoli¢en (zato smo pri iskanju resitev tudi lahko privzeli, da je
njegova zadnja komponenta ni¢elna). Koliko je vseh njegovih resitev?

Naloga 32. Denimo, da je V wvektorski potencial polja ¥. Pokazi, da za vsako zvezno
odvedljivo skalarno polje u velja U := 'V 4+ Grad u je tudi vektorski potencial polja F.

Gornji izrek pa ne velja nujno, ¢e je polje definirano na nekonveksni mnozici.

L = . Polje
je definirano povsod, z izjemo tocke (0,0,0). Njegova divergenca je ni¢. Kljub temu pa

bomo pokazali po Stokesovem izreku, da nima vektorskega potenciala.

Zgled 33. Gravitacijsko polje Zemlje smo ze srecali: F =

Privzemimo za trenutek, da je polje F' definirano na dovolj pohlevni mnozici. Ce je
DivF = 0, ima vektorski potencial, in nima niti izvirov niti ponorov. Ce je RotF = 0
(bomo pokazali, da) ima skalarni potencial; poleg tega pa je tako polje brezvrtin¢no.

Posebno lepa so polja ki nimajo niti izvirov/ponorov, niti vrtincev; torej polja, za
katera je DivF =0 in RotF = 0. Imenujemo jih harmonicna ali Laplaceova (tako polje
opisuje npr. pretakanje nestisljive tekocine, brez vrtincev in izvirov /ponorov). Laplaceovo
polje ima skalarni potencial, torej F = Grad u za neko skalarno polje u. Poleg tega je
njegova divergenca enaka ni¢. Sklepamo, da Laplaceovo polje ustreza naslednji, Laplaceovi
parcialni diferencialni enacbi:

0 = DivF = Div Grad u = Div(ug, ty, us) = Uy + Uyy + Uss;

. 2 .
tu je Uy, = % in podobno za u,, ter u,..
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Di vergenca=0, pa nina vektor. potenciala

Di vergenca=0, pa ninma vektor. potenciala
_{X1 y1 Z}

/3
| (\/X2+y2+22) Fix.y. z]- -{X, Yy, z} _
d|V F = 0 <\/X2 +y2+22>

F[X,y,Z]:

R N S T
- = = = = « < < < < =
L A B

Slika 7: SOLENOIDALNO POLJE BREZ VEKTORSKEGA POTENCIALA. NA DESNI JE PRIKAZAN PREREZ
POLJA Z RAVNINO z = 0.
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3 Krivuljni integrali

3.1 Krivuljni integral I. vrste
Denimo, da imamo kos bakrene zice. Radi bi ga izolirali, zato ga potopimo v tekocino z
gostotnim poljem p = p(z,y, 2).

=p(@.y.2) =p(z,y,2)

T.

Slika 8: KRIVULINI INTEGRAL I. VRSTE. ZICA vV NEHOMOGENI TEKOCINI; NA DESNI SLIKI JE
NJEN RAZREZ. PRI RACUNANJU MASE OVOJA POSAMEZNEGA KOSCKA MORAMO POZNATI GOSTOTO.
VZAMEMO JO KAR V NEKI TOCKI 1; NA TEM KOSCKU.

Tekoc¢ina se okoli zice strdi in oblikuje zaSc¢itni ovoj enakomerne debeline. Toda njegova
masa se spreminja, saj tekoc¢ina ni homogena. Kako bi izrac¢unali maso ovoja?

Ideja je naslednja: Zico razrezemo na drobne kostke dolzine As;. Na vsakem kogtku
se nabere priblizno (Pp(T;)) - As;, kjer je T; poljubno izbrana toc¢ka na nasem koscku (in
je P povrgina preseka ovoja). SeStejmo posamezne prispevke, in dobili bomo priblizek za
rezemo na tako drobne koscke, da gre njihova maksimalna dolzina proti ni¢, bomo dobili
toc¢ni rezultat.

Kako pa bi to limito dejansko izra¢unali? In kdaj sploh obstaja? In Se bolj pomembno:
Ali je res neodvisna od oblike razreza in izbire tock T;7

Pomagamo si tako, da zico, imenujmo jo I', parametriziramo z regularno parametri-
zacijo r : [a,b] — I'. (Na hitro ponovimo, da mora biti (i) r surjektivna, (i) rljp : [a,0) — T
injektivna, in (iii) #(¢) # 0.)
Razrez Zice ustreza razrezu intervala [a,b] z delilnimi totkami a = tg < t; < -+ < tj—1 < t; <
-+ < t, = b. Dolzino loka As; 7Ze poznamo. Pridenimo 8e izrek o povpreéni vrednosti integrala:

t; t;
As; = / lE(6)] dt = 1#(E)] - / dt = [FE)AL (& € s, ).

Torej je masa ovoja priblizno enaka Y - | (Pp(T;))As; = > " (Pp(T;)) - ||t(&)||At;. Tocko T; na
zici, kjer racunamo gostoto tekocine, si izberemo tako, da bo rac¢un ¢imlazji. Torej bodi T; :=
r(&). Sedaj pa dobimo iskano maso kot:

n

Masa= lim S (Pp(x(&)) - 1) At

max At;—0

1=

Na desni strani ugledamo Riemannovo vsoto zvezna funkcije (Pp(r(t))) - [|£(¢)||, definirane na
intervalu [a,b]. Limita je torej enaka fab(Pp(r(t))) -||£(¢)|| dt, in je neodvisna od oblike delitve
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=p(z,y,2)

i
kﬁ—*—*—*—*—.—*—*—*—*—b

Slika 9: KRIVULJNI INTEGRAL [. VRSTE. DELITVI ZICE USTREZA DELITEV INTERVALA, NA KATEREM
JE DEFINIRANA REGULARNA PARAMETRIZACIJA T.

intervala [a, b] (se pravi tudi od oblike razreza krivulje I'), niti ni odvisna od izbire evaluacijskih
tock EZ

Naloga 34. Pokazi, da bi v limiti Se vedno dobili isti rezultat, cetuds b gostoto racunali nekje
drugje na koscku krivulje, in ne v tocki r(§;).
(Nasvet: Gostoto torej racunamo na tocki T; = v(r;), kjer 7, € [ti—1,ti]; pribliZek za maso je tedaj

22 (Pp(r(r)) - (Sl Ati.)

Definicija 35. Naj bo I" enostavna (ali enostavno sklenjena) gladka krivulja, in p zvezno skalarno
polje, definirano na neki okolici I'. Krivuljni integral 1. vrste je Stevilo

b
/F pds = / p(x(t)) - [E(t)] dt,

kjer je r : [a,b] — T regularna parametrizacija krivulje T

Na eno ,malenkost pa smo le pozabili: Kaj ¢e bi vzeli drugacno regularno parametrizacijo,
ali bi dobili isto maso ali ne?

Naloga 36. Pokazi, da je krivuljni integral 1. vrste dobro definiran, torej da je neodvisen od
1zbire regularne parametrizacije r.

(Nasvet: Ce je r* : [e,d] — T neka druga regularna parametrizacija iste krivulje T, obstaja zvezno
odvedljiva, strogo monotona bijekcija h := [c,d] — [a,b], da je r* =roh.)

Zgled 37. Izracunaj krivuljni integral I. vrste po enotski kroznici v ravninskem polju p(z,y) :=
(1—2)2 442
Izberimo njeno poljubno regularno parametrizacijo, npr r(t) := (cost,sint). Tedaj je ||£(¢)| =
1, in stem

27 2 27
/pds = / p(cost,sint) - ||#(¢)|| dt = / \/(1 —cost)? +sin’tdt = V2 —2costdt
r 0 0 0
27 2
:2/ |sin(%)|dt:2/ sin(L) dt = 8.
0 0

Obic¢ajni integral ni ni¢ drugega kot krivuljni integral I. vrste po daljici [a, b]:
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Zgled 38. Izracunaj krivuljni integral polja u(x,y) := f(z) + Oy = f(z) po daljici [a, b].
Izberimo poljubno regularno parametrizacijo, npr tole r(¢) := (¢,0). Tedaj r(t) = (1,0), in

|lt(t)|| = 1, in torej
b b
/ uds:/ u(t,O)dt:/ (1) di
[a,b] a a

Motivacija za vpeljavo krivuljnega integrala I. vrste je racunanje mas krivulj. 7Z njim pa
lahko ra¢unamo tudi tezisca:
Tezig¢e masnih tock my,...,my, lezi v

m;r;
r’= Z ZZ: Zmlr,— Zmi(mi’yi’zi)'

Tezisce krivulje pa izpeljemo podobno kot njeno maso: Razdelimo jo na majhne koscke dol-
zine As;, z maso Am; := p(T;)As;. Priblizek za teZisce je torej

%ZriAmi -1 Zr’p JAs; = - Z xi, Yiy 2i) p(T;) As;.

V limiti, ko gre‘max As; — 0 bomo dobili to¢no vrednost tezis¢a. To je torej tocka T* =

(x*7 y*7 Z*)7 kjer
/ wp(a,y,2) ds,
T

y* = %/yp(év,y,Z) ds,
I

3=

¥ = %/zp(a;,y,z) ds,
r

inm:= [p(x,y,z)ds.
Zgled 39. Pois¢imo tezisce zgornje enotske polkroznice, gostote p(z,y) = 1.
Njena masa je m = 1/2(2r) = w. Izberimo regularno parametrizacijo, npr. r(t) :=

Vv v

(cost,sint); t € [0,7], in dobimo ordinato tezisca:

1 1 /" 1 [ 2
:—/y'lds:—/ sint-”i‘(t)Hdt:—/ sintdt = —.
m Jr ™ Jo m™Jo ™

Podobno bi dobili, da «* = 0. Tezis¢e je v tocki T* = (0,2/7).
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Kaksne lastnosti ima krivuljni integral I. vrste?

Naloga 40. Ce sta A\;,X2 € R konstantni, in sta p1,p2 zvezni funkcigi, definirant na okolict
gladke krivulje T, pokazi, da velja

/Alpl+A2p2dS:A1/p1d8+A2/p2d8.
I r r

Naloga 41. Ce je gladka krivulja T' =11 + I'y sestavljena iz dveh kosov, pokazi, da je

/pds:/ pds—i—/ pds.
T I I's

Slika 10: KRIVULJA, SESTAVLIENA IZ DVEH KOSOV.

Do sedaj smo zahtevali, da je krivulja gladka. Gorvnja naloga sugerira naslednjo razSiritev
krivuljnega integrala tudi za odsekoma gladke krivulje: Ce je I' =11 +--- 4 I}, razcep odsekoma
gladke krivulje na gladke dele, definiramo fr pds =31, fFi pds.

Iy 2

Slika 11: ODSEKOMA GLADKA KRIVULJA JE SESTAVLJENA IZ GLADKIH KOMPONENT.

Izrek o povprecni vrednosti za zvezne funkcije f pravi, da je fab f)dt = f(§)-(b—a) za neko
totko & € [a,b]. Toda f; f(t)dt je krivuljni integral po daljici [a,b], in (b — a) je njena dolZina!
Ali velja kaj podobnega tudi za krivuljne integrale?

Naloga 42. Pokazi, da za gladko krivuljo T velja

/pds = p(T™) - Dolz(T")
r

za neko tocko T* € I
(Nasvet: Izberi parametrizacijo T z naravnim parametrom, tj. ||t(s)|| = 1, in uporabi izrek o povprecni
vrednost na integralu [ pds = ODOIZ(F) p(r(s)) - ||l£(s)| ds.)

3.2 Krivuljni integral II. vrste

Sedaj nas zanima drugacen problem: Masno tocko vleCemo po ravni podlagi s konstantno silo F.
Kolik3no delo opravimo, da ga premaknemo do razdalje s?

Odgovor zvemo iz fizike: A = Fis, kjer je s dolzina poti in F; velikost sile v smeri gibanja.
Denimo, da smo ga premaknili za vektor § dolzine s := ||5]|, kot med vektorjem premika s in
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Slika 12: MASNO TELO VLECE KONSTANTNA SILA F. DELO, KI GA PRI TEM OPRAVI JE PRODUKT
DOLZINE POTI s = [|§]] IN VELIKOSTI KOMPONENTE SILE Fj V SMERI GIBANJA. NA DRUGI SLIKI SILA
NASPROTUJE GIBANJU; TEDAJ JE DELO NEGATIVNO.

H

vektorjem sile F' pa bodi ¢. Tedaj je A = (||F|| cos ¢)-||5]] = F-5. delo ki ga opravi konstanta sila,
da masno tocko premakne vzdolz vektorja § ra¢unamo torej s skalarni produktom! Mimogrede
Se omenimo, da je delo negativno, Ce sila ovira gibanje.

Kaj pa, ¢e imamo neko polje sile (npr. gravitacijsko) in se tocka giblje po neki krivulj (npr.
fiksirana je na neko zvito zico)? Koliko dela tedaj opravimo, da premagujemo polje sil? Odgovor
je odvisen tudi od smeri gibanja—v eni smeri bomo nasprotovali polju sil; delo bo negativno. V
obratni smeri nam bo polje sil ,pomagalo;* delo bo sicer po absolutni vrednosti enako veliko kot
prej, vendar bo pozitivno.

Slika 13: Po ISTI KRIVULJI SE LAHKO PREMIKAMO V DVEH SMEREH. OPRAVLJENO DELO PRI SPREMENI
GIBANJA ZGOLJ SPREMENI PREDZNAK.

Cakata nas torej dve nalogi: (a) Kako orientirati krivuljo? (b) Kako izratunati delo, ko
masna tocka premaguje polje sil po neki krivulji?

3.2.1 Orientacija krivulj

Zadeva je preprosta. Izberemo si pac smer, po kateri se bomo gibali po krivulji. Mislimo si,
da je krivulja cesta, po njej pa se giblje avto. Njegovi zarometi vedno kazejo v smeri tangente
na krivuljo. Ko se avto premika, se tangenta (=smer Zarometov) zvezno spreminja. To pa Ze
narekuje naslednjo definicijo:

Definicija 43. Orientacija gladke krivulje I' je podana z zvezno preslikavo & : I' — R3, ki
totki p € I" priredi enotski tangentni vektor T(p) na krivuljo.

Opomba 44. Ce je krivulja ravninska, tudi tangentni vektor X(p) lezi v ravnini, torej & : I' —
R? x {0}. Obi¢ajno tedaj ,pozabimo® na tretjo komponento, in pisemo kar & : I' — R2,
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Zgled 45. Kot zgled si oglejmo enotsko kroznico I' := {(z,y); 2%+ y? = 1}. Parametrizirajmo
jo z naravnim parametrom r(s) := (cos s,sins). V tocki T'(x,y) = r(s) je tangentni vektor enak
r'(s) = (—sin s, cos s). Toda mi vemo, da (z,y) = r(s), se pravi, da je x = coss in y = sins. Se
pravi, da je tangentni vektor v T'(z,y) enak (—sins,coss) = (—y,z). Njegova dolZina je 1, saj
(z,y) € T'. Orientacijo torej podaja preslikava & : (x,y) — (—y,z), in je ofitno zvezna.

Slika 14: ORIENTACIJA KRIVULJE. NA VSAKO NJENO TOCKO PRIPNEMO ENOTSKI TANGENTNI VEKTOR.
ZAHTEVAMO SE, DA SE TANGENTNI VEKTORJI ZVEZNO SPREMINJAJO VZDOLZ KRIVULJE

V wvsaki tocki krivulje si lahko izberemo natanko dva enotska tangentna vektorja: T in —T.
Na koliko nacinov pa lahko izbiramo enotske tangentne vektorje, ki se zvezno spreminjajo po
gladki krivulji?

Naloga 46. Pokazi, da za gladko krivuljo I' lahko najdemo le dve zvezni preslikavi, ki tocki p € T
priredi enotski tangetni vektor na I' (v tocki p).

(Nasvet: Parametriziraj jo z naravnim parametrom r(s). V tocki p = (x,y,2) = r(s), je r'(s) enotski
tangentni vektor na krivuljo. Torej je &(x,y,2) :==v'(r~1(z,y, 2)) = r'(s) ena od iskanih zveznih preslikav
vzdolZ T (zakaj Ze jer—*
nasprotna: —&. Ved jih ni zaradi zveznosti—dce je namrec &1 Se ena zvezna preslikava, je p — ||(§—&1)(p)]|

ezna?). kompaktu je zaprta perslikava—torej homeomorfizem Drugo podaja njej

tudi zvezna, ki pa lahko zavzame natanko dve vrednosti: {0,2}.)

Vsaka gladka krivulja I" torej dopusca natanko dve orientaciji. Denimo, da smo jo ze
orientirali—v vsaki tocki p torej imamo dolocen enotskl tangentnl vektor &(p), ki se zvezno
spreminja vzdolz krivulje. To bomo oznacevali kot T ali pa tudi kot T Sedaj pa vzemimo neko
regularno parametrizacijo r : [a, b] — T orientirane krivulje T. Pravimo, da r ohranja orientacijo,
Ce je ®

r(t
EOIR
Ce se torej tangentni vektor parametrizacija ujema z izbrano tangento, kot jo doloca orientacija.
V nasprotnem primeru, ko




re¢emo, da r obrne orientacijo.

Malce ve¢ problema imamo pri orientaciji odsekoma gladkih krivuljah. Najlzje jih orientiramo
tako, da si izberemo neko odsekoma gladko parametrizacijo v = v(¢). V vsaki tocki lahko
izratunamo levi ali desni odvod (oba sta enaka, z izjemo tock, kjer krivulja nima tangente). Ce
vedno rac¢unamo npr. levi odvod, dobimo enoli¢no dolo¢en predpis, ki vsaki tocki na krivulji
priredi nek neniceln vektor. Normirajmo ga! Na tak na¢in smo orientirali tudi odsekoma gladko
krivuljo.

Slika 15: ODSEKOMA GLADKA KRIVULJA. V TOCKI NEGLADKOSTI ENOTSKI TANGETNI VEKTOR SUN-
KOVITO SPREMENI SMER

Povzemimo. Odsekoma gladko krivuljo orientiramo tako, da izberemo neko njeno odsekoma
gladko parametrizacijo, in v vsaki tocki izracunamo levi odvod, ki ga nato normiramo.

3.2.2 Delo v polju sil

Krivuljo smo torej orientirali. Postavimo jo v polje sil. Kako izra¢unati delo, ko masna tocka
prepotuje krivuljo v izbrani smeri? .

Vzemimo poljubno orientacijo ohranjajo¢o regularno parametrizacijo r : [a,b] — TI'. Raz-
rezu Ty, ..., T;, ..., T, krivulje ustreza delitev intervala a =ty < --- < t; < --- < t, = b. Vektor
T;-1T; je enak r(t;) — r(t;—1), oziroma, ¢e napiSemo po komponentah, in uporabimo Lagrangeov
izrek:

——ﬁ . . .

TiaTs = (2(ti) — x(tiz1), y(ts) — y(tiz1), 2(t:) — 2(tic1)) = (&), 9(73), 2(G)) (ki — tie1)
za neke tocke &, 7, (; € [ti—1,t;]. Kot obitajno pigimo At; := (t; — t;—1). Poleg tega: Ker je r
zvezno odvedljiva, ne bomo dosti pogresili, ¢e racunamo z, 9, 2 v isti tocki &. Torej je

T Ty = (2(%), (&), (&) At; + ost; At; = #(&;) At; + ost; At;,
kjer je ost; = (0, (7)) — 9(&), 2(¢) — 2(&)). Izbiro tocke p; na loku krivulje ~ T4 T;, kjer

bomo rac¢unali prijemalis¢e polja sil, opravimo tako, da bo rac¢un ¢impreprostejsi. Kar sama se
ponuja izbira p; := r(§;). Torej polje F sil opravi priblizno taksno delo:

A= AL =) F(r(4) - H(&) At
i=1 i=1

To¢no vrednost bomo dobili v limitnem procesu, ko krivuljo tako na drobno delimo, da gre
max At; — 0. Na desni strani uzremo Riemannovo vsoto funkcije F(r(¢))-£(¢) na intervalu [a, b],
ki v limiti konvergira proti Stevilu

b
A / F(e(t)) - £(t) dt.
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Slika 16: DreLo v PoLJU sSiIL F. KRIVULJO I RAZREZIMO NA DROBNE KOSCKE § TOC-
KAMI To, ..., T 1,15, ..., Ty. CE JE RAZREZ DOVOLJ DROBAN, SE OD T;_1 DO T; GIBLJEMO SKORAJ PO
DALIJICI, IN POLJE SIL JE NA TEM KOSCKU SKORAJ KONSTANTNO. KER SE VREDNOST POLJA SKORAJ NE
SPREMINJA, GA LAHKO IZRACUNAMO V POLJUBNO IZBRANI TOCKI p; NA ODSEKU KRIVULJE MED T;_1

e

IN T;. PRISPEVEK DELA NA TEM KOSCKU JE TOREJ PRIBLIZNO AA = F(p;) - T;,_17;.
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Mogoce bi kdo ugovarjal, da bi morali racunati malce bolj natanc¢no:

ZAA ZF (&) i T, = ZF (&) - (&) Atz+ZF (&) - ost; At;.

i=1

Naloga 47. PokaZi, da ) ;- , ?(r(fz)) -ost; At; limitira proti nic, ko tako na drobno delimo f,
da gre max At; — 0.

Problem smo tako pravzaprav (skoraj) resili. Dobljeno §tevilo A imenujemo tudi krivuljni
integral II. vrste. Formalno definiramo takole:

Definicija 48. Bodi T gladka, orientirana krivulja in F zvezno vektorsko polje, definirano na
neki okolici I'. Krivuljni integral 1. vrste vzdolz krivulje I' v polju F je Stevilo

[EFdr = /abF(r(t)) - 1(t) dt,

kjer je r : [a,b] — T orientacijo ohranjajoca regularna reprezentacija krivulje T.

Zakaj smo zgoraj omenili, da je problem skoraj reSen? Zato, ker Se nismo preverili, ¢e dobimo
isti rezultat tudi ob drugacni parametrizaciji krivulje I

Naloga 49. Ngj bosta r : [a,b] — Toinr* [e,d] — T dve orientacijo ohranjajoci reqularni
reprezentacije iste (orientirane) krivulje I'. PokaZi, da tedaj obstaja strogo monotono narascajoca
zvezno odvedljiva bijekcija h : [c,d] — [a,b], za katero je

S pomocjo gornje naloge ni tezko preveriti, da je definicija krivuljnega integrala II. reda
dobra, torej da je neodvisna od izbire orientacijo ohranjajoce regularne reprezentacije. V to se
prepricamo skoraj natanko tako, kot smo pokazali dobro definiranost pri krivuljnem integralu I.
reda.

Naloga 50. Naj bosta r : [a,b] — Tinr - [e,d] — T dve orientacijo ohranjajoci regularni
reprezentacije iste (orientirane) krivulje T'. PokaZi, da je

d b
/ F* () - £ (£) dt = / F(r(t) - £(t) dt.
C a
Zgled 51. Izracunajmo krivuljni integral polja F(z,y) := (zy?, —22y) vzdolz zgornje polovice
polkroznice polmera a, orientirane v smeri urinega kazalca.
Ena od orientacijo ohranjajo¢ih regularnih parametrizacij je r : t — a(cos(—t),sin(—t)).

Ker hotemo zgornjo polovico polkroznice, jo gledamo le za t € [m,27]. Njen odvod je enak
r(t) = —a(—sin(—t), cos(—t)) = a(—sint,cost). Torej je

2m
/\F dr = / a? (cos(—t) sin?(—t), cos?(—t) sin(—t)) - a(—sint, cost) dt
r s

27
= a4/ costsin®t + cos® tsintdt = 0
s
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Zgled 52. V polju sil F := (322 — 6yz, 2y + 3z2,1 — 4zy2?) bi radi masno tocko premaknili od
A =1(0,0,0) do B = (1,1,1). Izra¢unaj potrebno delo, ¢e (i) se gibljemo po premici
(ii) se gibljemo po krivulji, parametrizirani z x(t) = t, y(t) = ¢, 2(t) = t.

(i). Najprej poi§¢imo orientacijo-ohranjajo¢o parametrizacijo. Ena od moZnosti je npr.
r(t) := (t,t,t), ko t € [0,1]. Torej je delo enako

1 1
A:/\F-dr:/ (3t2—6t2,2t—|—3t2,1—4t4)-(1,1,1)dt:/ 3t —6t2 2t + 3t +1—4t* dt = 6/5.
I 0 0

(ii). Orientacijo-ohranjajo¢o parametrizacijo sedaj ze imamo: r(t) = (t,t2,¢3). V tem
primeru pa je delo enako

1 1
A:%F.drz/ (3t2—6t5,3t4+2t2,1—4t9)-(1,2t,3t2)dt:/ 2t% (—6t7 + 2t + 3) dt = 2.
r 0 0

Kaks$ne lastnosti ima krivuljni integral II. vrste?

e Krivuljni integral II. vrste lahko pretvorimo v I. vrste! Zapisimo malce spremenjeno defi-
nicijo

b .
/,ﬁ Far = [ F(0) - iy i) dr,
£(t)

in opazimo, da je TEOT enotski tangentni vektor na I". Ker pa parametrizacija r ohranja

orientacijo (doloceno z zvezno preslikavo € : I' — R3), je torej % = &(r(t)). Poleg tega

je |[t(t)|| dt = ds diferencial lo¢ne dolzine. Vstavimo v gornjo enacbo, pa imamo povezavo
med obema krivuljnima integraloma:

AFdr _ /;F(r(t))-g(r(t))ds _ /(F.g) ds.

T

Na levi je krivuljni integral II. reda po orientirani krivulji T'. Na desni je krivuljni integral
I. reda po isti, toda neorientirani, krivulji I'.

e Vsako orientirano krivuljo lahko razdelimo na dva dela.

Naloga 53. Ce je orientirana, gladka krivulja T = fl + fg sestavljena 1z dveh kosow,

pokazi, da je
/\Fdr:/\ Fdr—l—/\ F dr.
r 1] T's

Do sedaj smo zahtevali, da je krivulja gladka. Gornja naloga sugerira na{gledrgjo razsiritev
krivuljnega integrala tudi za odsekoma gladke orientirane krivulje: Ce jeI'=T11+---4+1,
razcep odsekoma gladke, orientirane krivulje na gladke orientirane dele, definiramo

Fdr = /Fdr.
frar=>2 [

e Ce spremenimo orientacijo krivulje smo Ze omenili, da tudi opravljeno delo spremeni pred-
znak.
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Naloga 54. Pokazi, da je

%Fdr:—%Fdr,
T r

kjer je T ista krivulja kot f, a s spremenjeno orientacijo.
(Nasvet: Cer :[a,b] — T ohranja orientacijo, jo vy : t — r(—t) obrne.)

e Razbijmo polje na komponente: F = (Fy, Fy, F3). Isto naredimo s parametrizacijo r(t) =
(2(t). y(2), () . Tedaj jo

dr(t) = v(t) dt = ((t) dt, y(t) dt, 2(t) dt) = (dw,dy,dz)

Tedaj pa tudi krivuljni integral razpade na vsoto treh integralov po projekcijah na absciso,
ordinato, oz. aplikato:

ﬁF -dr = %Fldx + ngy + ngz.
I r

Opomba 55. Ce je orientirana krivulja sklenjena (Ce torej njena zacetna in kon¢na tocka sovpa-
data), to dejstvo obi¢ajno oznacimo kot

%\Fdr ::%\Fdr.
T r

Ce je sklenjena ravninska krivulja [' orientirana v pozitivni smeri, torej v obratni smeri urinega
kazalca, bomo to poudarili z oznako
5& Fdr.
T

Vrednost krivuljnega integrala I1. vrste po sklenjeni orientirani krivulji imenujemo tudi cirkulacija
polja F.

Zgled 56. V reki imamo fiksirano mrezasto cev, v njej pa prosto lebdi veriga, ki ima pritrjene
lopatice. Ali se bo veriga v cevi zaradi gibanja vode vrtela? Oglejmo si tri namisljena telesa,
prosto gibajoca po tej cevi.

Kar se opazovanih treh masnih teles tice, se gibljejo po premici. Njihova skupna gibalna
koli¢ina je torej G1 + G2+ Gz =Y, m;v; - &;.

Ta tri masna telesa so bila seveda koscki verige, ki lebdi v mrezasti cevi. Njihova masa je
zato odvisna od gostote verige (ki je iz homogenega materiala), ter od dolzine, ki jo zasedajo na
verigi: m; = p As;. Torej je njihova gibalna koli¢ina enaka

G=) pvi-&As

Sedaj pa nas zanima skupna gibalna koli¢ina celotne verige. Dobimo jo z limitnim procesom:
Najprej jo razdelimo na masne delcke, in seStejemo prispevke vsakega od njih. Nato delitev
cedalje bolj drobimo, tako, da gre maksimalna dolzina masnega delcka proti ni¢. V limiti bomo
dobili to¢no gibalno koli¢ino, ki je enaka

G=p lim Z(vi'&)Asi:pA(v-g)ds:p%Ev-dr.

max As; —0
7
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Slika 17: SKLENJENA KRIVULJA S PRITRJENIMI LOPATICAMI V POLJU (REKI) v. MOZNO JE, DA SE BO
KRIVULJA ZARADI GIBANJA REKE VRTELA. HITROST VRTENJA DOBIMO S CIRKULACIJO POLJA V.

Slika 18: MASNA TELESA, GIBAJOCA SE PO CEVI. POLJE v JIH HOCE PREMAKNITI V SMERI VEK-
TORJA v(z,y), TODA PREMIKAJO SE LAHKO ZGOLJ V SMERI TANGENTE NA KRIVULJO, TJ. V SMERI
VEKTORJA &(z,y) (ALL PA V SMERI —&(x,y)); TU JE &(x,y) ENOTSKI VEKTOR, KOT GA PODAJA IZ-
BRANA ORIENTACIJA. GIBALNA KOLICINA i-TEGA JE G; := m;v; - &. TU JE v; := v(x;,y;) HITROST
POLJA V TOCKI KJER SE NAHAJA SREDISCE i—TEGA TELESA, &; PA JE ENOTSKI TANGENTNI VEKTOR V
TEJ TOCKI, KOT GA PODAJA IZBRANA ORIENTACIJA.

Na levi je krivuljni integral 1. vrste od funkcije (x,y) — v(z,y) - €(x,y) ki pove porazdelitev
gibalna koli¢ina po krivulji. Na desni smo ga ze pretvorili v krivuljni integral II. vrste. Povpre¢no
hitrost vrtenja verige pa dobimo, ¢e skupno gibalno koli¢ino G delimo z maso verige:

1
vz%z—}év-dr;
m.Jr

izracunamo jo torej ravno s cirkulacijo polja. Mimogrede: Ce je rezultat negativen, se veriga vrti
v obratni smeri kot jo podaja izbrana orientacija.

V zgledu B2 smo videli, da opravimo razli¢no veliko delo, ¢e se gibljemo po razli¢nih poteh,
ki povezujejo isti tocki A in B. Veasih pa delo le ni odvisno od oblike poti:
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Zgled 57. lzracunaj delo, ki ga moramo opraviti pri premagovanju gravitacijskega polja F =
”TQM - *, da masno tocko z maso m premaknemo po krivulji, ki povezuje tocki A = (0,0,0)

in B =(1,1,1).

Iz srednjesolske fizike sklepamo, da je opravljeno delo enako razliki med potencialnima energi-
jama, torej je premosorazmerno razliki visin. Pri¢akujemo torej, da bo odgovor enak za katerokoli
krivuljo, ki povezuje A in B. Res: za gravitacijsko polje smo Ze pokazali, da ima skalarni po-
tencial! Zgolj spomnimo: Za funkcijo V(z,y,2) := smM/\/2% +y? + 22 = kmM/r velja da

GradV = —’T—2M - I

Vzemimo sedaj poljubno orientirano gladko krivuljo f, ki A povezez B, inbodir := [a,b] — T
njena orientacijo ohranjajoca regularna parametrizacija.

Slika 19: Toc¢kr A IN B POVEZIMO $ POLJUBNO KRIVULJO. DELO, KI GA OPRAVIMO, DA TELO
PREMAKNEMO 1Z A DO B JE V GRAVITACLJSKEM POLJU NEODVISNO OD NJENE OBLIKE!

Izra¢unajmo delo po tej krivulji:

Az/ﬁF-dr:/abF(r(t))'i'(t)dt.

Toda mi znamo izracunati nedoloceni integral [ F(r(t)) - £(¢) d¢! Enak je kar funkciji V(r(t)) =
V(z(t),y(t), z(t))! V dokaz jo odvajajmo s pomocjo veriznega pravila:
ov. ov. oV,

FV W) = Fri+ i+ 5= (55 %) (89,2) = (Grad V) - £

= (Grad V)(r(t)) - v(t) = F(r(t)) - £(t).

Se pravi, da je delo enako
b
A= / F(r(t) - 2(t)dt =V (r(t)) | =V(r(b) —V(r(a)) =V(B) - V(A),

kot smo tudi pricakovali.

Kaj pa ¢e bi bila krivulja sklenjena? Tedaj bi bilo A = B in delo bi bilo enako V(B)—V(B) =
0. Cirkulacija gravitacijskega polja je torej ni¢. Seveda velja natanko isti premislek za poljubno
polje, ki ima skalarni potencial.

Spomnimo: Ce ima neko polje F skalarni potencial potem je Rot F = 0. Sedaj imamo dovolj
sredstev, da pokazemo obratno trditev: Ce je polje F definirano na dovolj lepem obmocju (,,brez
lukenj“) in je Rot F = 0 lahko najdemo skalarni potencial polja F. Povedati moramo le e, kdaj
je obmodje ,brez lukenj.“ ObiCajno za taka obmocja raje uporabljamo izraz, da je enostavno
povezano.
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Odprto mnozico 2 C R? (lahko tudi 2 C R?) bomo imenovali enostavno povezano, ¢e lahko
vsako sklenjeno krivuljo I' C Q stisnemo v toc¢ko, ne da bi pri tem zapustili mnozice (2.
V ravnini so enostavno povezane tiste mnozice, ki nimajo lukenj. V prostoru imamo malce ve¢

Slika 20: DvE MNozIiCI v R?. LEVA JE ENOSTAVNO POVEZANA. DESNA NI — CRTKANO KRIVULJO, KI
OBKROZA LUKNJO NE MOREMO NIKAKOR STISNITI V TOCKO, NE DA BI PRI TEM ZAPUSTILI MNOZICE 2.

svobode: Npr. krogla, ki ji odvzamemo koncentricno kroglo polovico manjsega polmera, je Se
vedno enostavno povezana. Pa¢ pa krogla, ki jo prebodemo s premico, ni enostavno povezana.

Slika 21: DvE opprri MNOZICI V R?. LEVI MANJKA CELOTNO SREDISCE, VENDAR JE VSEENO ENO-
STAVNO POVEZANA. DESNI MANJKA ZGOLJ PREMICA, A NI ENOSTAVNO POVEZANA: KRIVULJO, KI
OBKROZI SEVERNI POL NE MOREMO STISNITI V TOCKO, NE DA BI ZAPUSTILI 2.

Sedaj pa koncno formulirajmo izrek o skalarnem potencialu.

Izrek 58 (O skalarnem potencialu). Naj bo Q C R? enostavno povezana odprta mnoZica in na
njej definirano gladko polje F : Q — R3. Tedaj so naslednje stiri trditve ekvivalentne:

(i) Cirkulacija polja je nic, tj. EﬁEFdr = 0 za vsako enostavno sklenjeno odsekoma gladko

CA)
ortentirano krivuljo I

(11) Krivuljni integral gﬁﬁFdr ni odvisen od oblike krivulje f, ki povezuje dve izbrani tock:
A, B e

(i1i) Polje F je potencialno: Obstaja skalarno polje u: Q2 — R, da F = Gradu
(iv) RotF = 0.

Zgled 59. Dolo¢i skalarni potencial polja F = (2zy, 22 + 22, 2y2).

31



(Naloga: Najprej preveri, da je Rot F = 0). Skalarni potencial bomo iskali v obliki krivuljnega
integrala. Poljubno izberemo zatetno tocko, npr. A = (0,0,0). Nato pa definiramo skalarno

funkcijo
T(z,y,2)
u(zx,y, z) ::/ Fdr,
A

kjer integriramo po opljubni orientirani krivulji f, ki povezuje totki A in T(x,y,z). Izrek o
skalarnem potencialu (iv) = (i1) zagotavlja, da bomo vsaki¢ dobili isti rezultat. Ker je rezultat
neodvisen od oblike krivulje si pa¢ izberimo taksno, da ba racun ¢imlazji: Torej je

T
.y

Slika 22: ISKANJE SKALARNEGA POLJA. INTEGRIRAMO PO ODSEKOMA GLADKI KRIVULJI, KI PO
KOORDINATNIH OSEH POVEZUJE A = (0,0,0) PREKO M = (2,0,0) IN N = (z,4,0) S KONCNO TOCKO
T=T(z,y,2z).

M (z,0,0) N(z,y,0) T(z,y,2)
u(az,y,z):/ Fdr—i—/ Fdr—i—/ Fdr.
A M(z,0,0) N(z,y,0)

Krivulja, ki povezuje A(0,0,0) in M(x,0,0) ima parametrizacijo v1(t) := (¢,0,0); t € [0,x],
krivulja ki povezuje M(z,0,0) in N(z,y,0) ima parametrizacijo v2(s) := (z,t,0); s € [0,y],
tretja krivulja pa je parametrizirana z ~y3(t) := (z,y,t); t € [0, z]. Dobimo torej, da

T Yy
u(a;,y,z):/o (2t~0,t2+02,0)~(1,0,0)dt+/0 (2xs, x2 + 0%, 25-0) - (0,1,0) ds+

z
+/ (2xy, 2 + %, 2yt) - (0,0,1) dt
0

Y z
:0+/ :172d8~|—/ ut dt = 2%y + y2°
0 0

Naloga. Preveri, da je Grad(z?y + yz?) = F.

Dokaz izreka o skalarnem potencialu. R R
(1) = (4i): Vzemimo dve orientirani krivulji 'y in T'9, ki povezujeta isti tocki A in B. Tedaj
je I':=T'1 — Iy orientirana sklenjena krivulja. Po (i) je

O:§£‘Fdr:/\ Fdr—/\ Fdr.
T T Ty
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Slika 23: DVE RAZLICNI KRIVULJI KI POVEZUJETA ISTI TOCKI. ENI KRIVULJI OBRNIMO ORIENTACLIO,
PA DOBIMO ,,ZANKO“ — SKLENJENO KRIVULJO. KRIVULJNI INTEGRAL PO SKLENJENI KRIVULJI PA JE
CIRKULACIJA POLJA, TOREJ PRI NAS ENAK NIC.

(i1) = (i19) Izberimo neko zaletno tocko A = (xq,yo, 20) € 2. Definirajmo

T(z,y,2)
u(z,y, z) ::/ F dr,

A

kjer integriramo po poljubni orientirani krivulji, ki znotraj 2 povezuje A z T(x,y,z). Zaradi
(ii) je integral neodvisen od oblike krivulje. Na tak na¢in imamo nedvoumno definirano skalarno
polje u = u(x,y, z). Pokazati moramo le Se, da je u skalarni potencial polja F = (F}, Fy, F3).

Preveriti je potrebno troje: (a) g—g = F1, (b) g—Z = I} ter % = F3. Najprej preverimo (a):

_ T(z+h.y,z) T(z,y,2)
@: lmu(x—i_h‘?y?’z) u(x7y7z) __1 1</ Fdr_/ Fdr)

Ox h—0 h h—>0h A
T(w+h,y, 1 z+h 1 z+h

=1 Fdr = lim — F(t 1 dt = li Fi(t dt
hli’l%)h/m—khyz r h1—>InOh . (7y7 ) ( 00) lmh 1(,y,22)
. hFl(&aZ/? )

= _ < €<
lim s (@s&<ath)

:Fl(ﬂf,y,Z)-

Slika 24: INTEGRAL 0D A DO T(x + h,y,2) RACUNAMO PO KRIVULJI, KI SESTOJI IZ KRIVULJE [' TER
DALJICE, KI POVEZUJE T(z,y,z) IN T(x + h,y, 2).

Naloga 60. Preveri Se tocki (b)—(c).

(i41) = (iv) Ze poznano iz Leme
(tv) = (i) Dokaz tukaj spustimo; naredili ga bomo po Stokesovem izreku. O
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V primeru ravninskega polja, torej ¢e F = (F, Fy,0), kjer sta Fy, F, odvisna zgolj od z,y
ni¢ pa od spremenljivke z, lahko tocko (iv) = (i) dokaZemo s pomocjo Greenove formule, za
katero se bo kasneje izkazalo, da je le poseben primer Stokesovega izreka.

Spomnimo, da je krivulja I' C R? odsekoma gladka in enostavno sklenjena, e je sestavljena iz
gladkih kosov, in nima samopresecisc, ter je sklenjena. Natancneje: Obstaja vsaj ena preslikava
r:[0,1] — T, ki je (i) zvezna, (ii) odsekoma zvezno odvedljiva, (iii) © # 0, v tockah kjer pa
odvoda ni, pa zahtevamo, da sta levi in desni odvod nenicelna, (iv) sklenjenost podaja zahteva
r(0) = r(1), in (v) v primeru ko ¢t < s je r(t) = r(s) mozno le, e t = s, alicet =0in s = 1
(nima samopresecisc).

Ce odsekoma je gladka krivulja rob nekega ravninskega lika, bomo malce povrsno rekli, da
je orientirano pozitivno, ¢e pri obhodu leva roka kaze v ravninski lik. Kaj natan¢no ta nazorna
,definicija“ pomeni, tukaj ne bomo razlagali. Naj samo omenimo, da je iz nase intuitivne, nazorne
ydefinicije* vCasih tezko odkriti, ali je robna krivulja orientirana pozitivno ali ne.

Slika 25: POZITIVNO ORIENTIRAN ROB OBMOCJA. CE HOGEMO, DA LEVA ROKA KAZE V NOTRANJOST
OBMOCJA, SE MORAMO PO ZUNANJI KRIVULJI GIBATI V OBRATNI SMERI URINEGA KAZALCA, PO NOTRA-
NJIH KRIVULJAH PA V SMERI URINEGA KAZALCA. NA DESNI SLIKI VIDIMO, DA JE VGASIH TO NAZORNO
»,DEFINICIJO* TEZKO UPORABITI.

Izrek 61 (Greenova Formula). Bodi Q C R? omejena odprta povezana mmoZica, katere rob,
00 sestoji iz koncno odsekoma gladkih, enostavno sklenjenih krivulj. Orientirajmo jih pozitivno
glede na Q. Ce je F = (P,Q) : G — R? gladka funkcija, definirana na neki odprti mnoZici
G D Q= QU Meja, potem velja

/8—Q—8—dedy: . Pdr+Qdy
o O0r Oy o0

Naloga 62. Pokazi, da lahko Greenovo formulo zapisSemo tudi takole:

// RotF-Ndxdyz%ﬂ F - dr,
Q 0

kjer je F = (P,Q,0) vektorsko polje, in je N = (0,0,1) normalni vektor na ravnino z = 0.
Naloga 63. Preveri Greenovo formulo za krivulyni integral

%(Z:Ey — :132) dx + (z + y2) dy,
T

2

kjer je T' robna krivulja obmocja, omejenega 2z y = % in y> = x.
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11,1
Resitev.

Kot vedno nam precej pomaga dobra skica. Rav-
ninski krivulji y = 22 in y?> = x se sekata v os
tockah 7°(0,0) on T'(1,1). Krivuljni integral raz-  ,,
delimo na dva dela. Vzdolz y = 22 je njegova
vrednost

0. 2| X2y

0.2 0.4 0.6 0.8 1

/ml ((22)(2*)—2?) da+(z+(2*)?) d(2?) = /01(2333_5172)'1-1-(117—1—334)'2117 dr =T

=0
Vzdolz y? = z pa
0 2 2\2 2 2 2 0 4 2
/ 1(2(y )y — (¥°)?) d(y )Jr((y)er)dy:/1 (2y° —y") -2y + (29%) - Ldy = 5F-
y:

Vrednost krivuljnega integrala je torej = % — % = %. Po drugi strani pa je

- (2522

Q
//( — 2xy) d:ndy—/ dm/ (1—-2x)d
ZBQ
/ (y — 2xy) |f2da:
=0 y=e
1
/x1/2—2x2/3—x2+2x3da::%
0

Zgled 64. Obravnavajmo integral

xdy — ydx
I:= 2 .2
r Tty
v odvisnosti od sklenjene krivulje T".

Polje F = (P, Q,0) je sedaj podano z P(x,y) = 2+y2 ter Q(z,y) = 2z V tocki 7(0,0) ni
definirano, niti ga ne moremo definirati, da bi bilo zvezno povsod. Zatorej bomo lo¢ili 3 moznosti
glede polozaja krivulje I'.

(i) Krivulja I' ne obkroz tocke 7'(0,0). Tedaj je F zvezno odvedljivo znotraj I', in lahko
uporabimo Greenovo formulo. Rezultat:

://Q<a% (ﬁ)_%Q%yQ)) d:pdy://Qdedy:O

(ii) Krivulja I' obkrozi 7'(0,0). Sedaj ne moremo uporabiti Greenove formule, saj polje F
ni niti definirano, niti ga ne moremo zvezno razsiriti, da bi bilo definirano znotraj I'.
Pomagamo si tako, da iz obmodja izrezemo tocko 7°(0,0) s majhnim krogom K. polmera
e. Na dobljenem obmodju je polje F zvezno odvedljivo. Na tako obrezanem obmodcju €/
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Slika 26: RAZLICNI POLOZAJI KRIVULJE I'. (I) LAHKO NE OBKROZI TOCKO T'(0,0), (II) LAHKO JO
OBKROZI—TEDAJ 1Z OBMOCJA IZREZEMO MAJHEN KROG, ALI (III) LAHKO POTUJE NATANKO SKOZI
T(0,0)—NA TRETJI SLIKI VIDIMO, DA IMA TAM OST, POD KOTOM ¢2 — ¢1.

pa torej lahko uporabimo Greenovo formulo:

B azdy ydx xdy — ydz
_< R a+y? >_§£ 22 4y
B xdy — ydz xdy — ydz

B / x2 +y? §£“ 2%+

K.
0 xdy — ydx xdy — ydx
) - 2 (o)) dray -, v f iyl
, ay T +y Oxr \T 224y2 f?s 3:2—|—y2 f?s 3:2—|—y2
B xdy — ydx
- 7§“ w2+ y?
Preostali krivuljni integral ra¢unamo po definiciji: Izberimo orientacijo ohranjajoco para-

metrizacijo kroZznice K., npr. &(t) := e(cost,sint), oz. x = ecost, y = esint. Potem
je

/ xdy — ydx /2” (ecost)d(esint) — (esint)d(ecost) /27r
I'= | —5—5 = : = 1dt
Lot y? =0 (ecost)? + (esint)? 0

2 2 2 2 i 2

g“cos“t — (—e“sin“t

:/ (2 )dt:27r.
0 19

e Krivulja I" gre natanko skozi totko 7(0,0). Sedaj pa vrednost integrala I zavisi od oblike
krivulje v blizini tocke T'(0,0). Najlazje to vidimo, ¢e izberemo parametrizacijo s polara-
nimi koordinatami: r = r(¢), oziroma r(¢) = r(¢)(cos ¢,sin ¢); ¢ € [¢1, Pp2]. Zahtevajmo
Se, da r(¢1) = (0,0) = r(¢2). Pri ¢ = ¢1 imamo opravka z izlimitiranim integralom, prav
tako pri ¢ = ¢o:

[ 9271 1(p) cos ¢ - (r(¢) cos p + 1/ (¢) sin @) — () sing - (1'(¢) cos ¢ — r(¢) sin @)
= lim
o Jores (@)’

p2—1

—im [ 1dé=dr—an
228 o149

dg

Rezultat je torej enak kotu, pod katerim krivulja poteka skozi tocko 7°(0,0). Ta kot je
enak kotu med tangentama pri parametrih ¢ in ¢2. Ce je krivulja v tocki T7'(0,0) gladka,
je ustrezni kot 7. Ce pa ima v T'(0,0) ost, je ustrezni kot bodisi manjsi, bodisi vedji.
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Dokaz Greenove formule. Krivuljni integral razbijmo na dva dela:

yﬂ\ Pdx+Qdy = 55{\ Pdx+ @ Qdy,
o0 o0 o0
nato pa obravnavajmo vsak del posebe;j.
Za zacetek privzemimo, da je 9 tako preprosta krivulja, da jo vsaka navpi¢na premica
x = const seka v najve¢ dveh tockah, in isto naj velja za vsako vodoravno premico y = const.

Vv

Vzemimo poljubno navpitno premico z = x. NajniZje preseciiCe oznacimo z f(xg), najvi§jega

Slika 27: PREPROSTA MEJNA KRIVULJA. VSAKA NAVPOICNA PREMICA JO SEKA NAJVEC V DVEH
TOCKAH. STEVILI, KJER JO SEKA V ENI SAMI TOCKI, OZNACIMO Z a IN b. PODOBNO ZA VODORAVNE
PREMICE

pa z g(xp). Torej je mnozica €2, ki lezi znotraj krivulje 02 enaka
Q={(z,y); z€(ab), g(z) <y < f(x)},

orientirana krivulja o0 pa je sestavljena iz dveh kosov; spodnji ima parametrizacijo ri(t) :=
(t,g(t)); t € [a,b], zgornji kos pa je parametriziran z ro(t) := (¢, f(ut)), in se t spusta od b proti
a. S tem pa je

yé?zpdx_< " Pt D+ | P(t £(1) dt> /Ptg P, (1) dt

/dt/ tsds— /dt/ tsd—// (t,s)dtds,
s=f(t) s=g(t)

kjer smo nazadnje racunali po Fubinniju.

Za integral druge komponente, tj || 5o DA upostevajmo, da tudi vsaka vodoravna premica seka
krivuljo 99 v najve¢ dveh tockah. Najmanjse vodoravno presedis¢e oznacimo z c, najvecjega z
d, in kot prej lahko najdemo funkciji B(y) < v(y), definirani za y € [¢,d], da je

Q={(z,y); y€(cd), Bly) <z <y}

Sedaj pa parametrizacijo orientirane krivulje o0 sestavljata desni del ri(7) := (y(7),7); 7 € [¢, d]
ter levi del ri(7) := (5(7'),7') ko se 7 spusta od d proti ¢. Torej je

(4)

b Q- Tyt + / Qs >dT) - / L Q). 7) - QU 7Y dr

v(7) V(T)
/ / —QZ,T)dZ:/ dT/ 6—Q // (z,7)dr dz.
9 c z=0(T) 8Z
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Pristejmo e (@), pa dobimo

yi Pd:E—Qdy:// 0Q (z,7 dez—// (t,s)dtds // P(:E y) dz dy.
o0 o 0z Os oy

Naloga 65. Pokazi, da velja Greenova formula tudi za bolj komplicirana obmocja.
(Nasvet: RazreZi jih na enostavna obmocja.) O

jG%

Slika 28: KOMPLICIRANA OBMOGCJA RAZREZEMO NA ENOSTAVNA. PO KRIVULJAH RAZREZA SE ENKRAT
GIBLJEMO V ENI, DRUGIC PA V NASPROTNI SMERI. OBA PRISPEVKA SE IZNICITA. OSTANEJO LE
PRISPEVKI PO PRVOTNIH KRIVULJAH.

Posledica 66. Ce enostavno sklenjena, pozitivno orientirana, gladka krivulja o0 C R ograjuje
mnoZico Q, in je r(t) := (z(t),y(t)) njena orientacijo ohranjajoca reqularna parametrizacija, je

ploscina Q0 enaka
1 18
ploscina ) = 3 / xy — Ty dt

a

Dokaz. V Greenovo formulo vstavimo P(x,y) := —y ter Q(x,y) := x. Na levi strani Greenove

enacbe dobimo //

b b
%ﬂ Pdx+ Qdy = / (—y(@)d(z(t)) + (z(t)) d(y(t)) = / xy — 2y dt.
o0 a a

da: dy = // 2 dx dy = 2 plo$cina €2,
Q

na desni pa

Izenacimo, in delimo z 2, pa smo posledico dokazali. [

Naloga 67. Izracunaj ploscino srénice, tj. lika, ki ga ograja krivulja v polarnih koordinatah
r(¢) = 1+ cos ¢.

Resitev.

Polarne koordinate ustrezajo naslednji parame-
trizaciji: r(¢) = r(¢)(cosg,sing) = (1 +
cos p)(cos p,sin ).  Torej je z(¢p) = (1 + e
cos¢)cos ¢ in y(¢) = (1 + cos¢)sing. Odtod

pa hitro dobimo

-0.5
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2m 2
plos¢ina = % /¢>:0 xy — Ty dp = % /0 ((1 + cos @) cos ¢ d((1 + cos ¢) sin ¢)—
— (14 cos @) sin pd((1 + cos @) cos @) dqb)

1 21
25/ 1+ 2cos ¢ + cos? ¢ do
0

o 2w
:%/ 1+2cos¢+l+%s(2¢)d¢=—%—2Sin(¢)_ism(2¢)
0

Naloga 68. Kolika pa je doZina krivulje, ki omejuje srénico?

S pomodjo Greenove formule lahko delno pokazemo tudi manjkajoco tocko (iv) = (i) iz
izreka o skalarnem potencialu. Vendar zaenkrat le v primeru ravninskih polje F = (Fy, f2,0),
kjer k= Fl(xay) in Fy = FQ(‘Tay)

Naloga 69. Denimo, da je ravninsko polje F = (F1,F»,0); Fy = Fi(z,y) in F» = Fy(x,y)
definirano na neki enostavni povezani mnozici (x,y) € Q. Privzemimo Se, da RotF = 0. Pokazi,
da je potem cirkulacija tega polja enaka nic.

(Nasvet: RotF = (0,0, % - %1;1) = (0,0,0). Ker je polje definirano na mnoZici ,,brez lukenj*,
lahko cirkulacijo SEEF ~dr = 55qu1 dx + F5 dy lahko izracuna$ iz Greenove formule.)

Zgled 70. Greenova formula pa ne velja nujno, ¢e ima mnozica 2 kaksno ,luknjo,* torej Ce ni
enostavno povezana. Protiprimere lahko najdemo Ze, ¢e ji manjka zgolj ena sama tocka. Npr.
za = K7(0,0)\ {(0,0)} vzemimo kar punktiran odprti enotski disk, na njej pa vzemimo polje

P s s s a4 a4~ v v NN
’

iz Zgleda [64. Torej je F = (P,Q,0), kjer P = ﬁ ter Q@ = z1,z- Robna krivulja obmodja je
(-5~ > )
X2 +y2' x24y2
L N e e e T T A I 4
P’ P P s 4 4 a4 a4 = ~w ™~ A >
r » A A A4 a4 a4 = v W A T
r o’ P’ P A a4 - = W A L N
r o VRV I A 2 T T N N N
ror TR A L T N Y
vy r oy L
vy vy :/‘7 W L R
v vy k I
A | LR 4 4 4 4
11 AN ¢ 4 4 4 4
AR Y AN <« 4 4 4
1A v ¢ 4 4
AR “« 4
AR v ¢

’

Slika 29: VEKTORSKO POLJE Z ROTORJEM NIC, PA KLJUB TEMU NIMA SKALARNEGA POTENCIALA.
NA DEFINICIJSKEM OBMOCJU NIMA VRTINCEV. KLJUB TEMU SE CELOTNO POLJE VRTI, VENDAR OKOLI
TOCKE, KJER NI DEFINIRANO. ZATO JE CIRKULACIJA POLJA PO KRIVULJI, KI OBKROZI TO TOCKO
NENICELNA — KRIVULJA BI SE V TEM POLJU VRTELA.

sedaj enotska kroznica, in obkrozi tocko 7°(0,0). V Zgledu 64l smo pod tocko (ii) ze izracunali,
da je krivuljni integral po robni krivulji enak

yngdx—FQdy:%r,
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in prav tako smo dobili tudi levo stran Greenove enacbe:
0 P
// 9Q _OP .y
T 633‘ 6

Katera predpostavka v izreku o Greenovi formuli pa tukaj ni bila izpolnjena? Cisto tazadnja:
polje F = (ﬁ, ﬁ) je sicer definirano na odprti mnozici 2. Toda v Greenovi formuli smo
zahtevali, da lahko polje F zvezno razsirimo da bo definirano na neki odprti mnozici G, ki vsebuje
2 in vse njene robne tocke. Ena robnih toc¢k mnozice § je tudi 7(0,0). Mi pa vemo (naloga:
pokaZzi to!), da se polja F ne da razsiriti tako, da bi bilo definirano in zvezno tudi e v 7°(0,0).

S pomocjo Greenove formule lahko dokazemo tudi SibkejSo razlic¢ico izreka o substituciji v
dvojni integral, in sicer za konstantno funkcijo.

Enacaja torej res nimamo!

Naloga 71. Denimo, da (parcialno zvezno odvedljiva) transformacija = ( g(u v))
preslika ravninsko obmocje 9 bijektivno na ravninsko obmocje 2 in da de =" £ 0 okazz da
tedaj

// d:ndy:/ |det #=| dudv
9 Vi

Resitev. Bodi I' pozitivno orientirana robna krivulja obmocja Z. Tedaj je po posledici

1
// da:dy:—/xdy—yda:
2 2 Jr

Transformacija = nam (x,y) preslika v x = f(u,v), de = &dt = (afu + )dt oziroma v

y=g(u,v), dy = (%a + %i}) dt. S to zamenjavo spremenljivk v enojnem 1ntegralu dobimo

5 frtr—vie=g [ (graut ghan) —o(ggau+ gan)

_ 99 of dg  Of
_2/11,< ou 8u)d +( o 8v)dv
kjer je I preslikana krivulja T'. Po Greenovi formuli je dalje
[ of dg  Of
/( u 8u)d +< v 81})
1 89 of d (.09 Of
2//18u ov gav) 81)( ou 8u) dudv
B 0f dg  Of Og
_i///(‘)uav 81)8ud udv
= :l:/ det 7= dudv
_@/
na desni strani integriramo po notranjosti krivulje I''; vzamemo pa +1, ¢e je IV = Z(T") tudi

pozitivno orientirana, sicer pa vzamemo —1. Ker je det #=z # 0, je determinanta bodisi povsod
pozitivna, bodisi povsod negativna. Integriramo torej funkcijo, ki ne spreminja predznaka. Zato

je
1
// da:dy:—/xdy—yda::j:// det/;dudv:/ |det #=|dudv,
@ 2 1—‘ ol @/

nazadnje smo vzeli absolutno vrednost, ker vemo, da je leva stran nenegativna.
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Naloga 72. Ob predpostavkah iz prejsnje naloge pokazi, da

|| oty = || #(E000). Zalw. o) det gz dudo
9 74
Za konec si oglejmo Se eno letalsko:

Naloga 73. Awion se v brezvrtinénem in casovno konstantnem vetrovnem polju v giblje s kon-
stantno hitrostjo 1 glede na zrak. Pri tem preleti sklenjeno pot Koper-Portoroz-Koper ne da bi
spremingjal nadmorsko visino. PokaZi, da bo ¢as potovanja nagmanjsi natanko takrat, ko ni vetra,
3., ko je v = 0.

Regitev. Naj bo wy hitrost, s katero se avion giblje glede na tla (mislimo si, da je opoldan in

Slika 30: KROZNA POT AVIONA V VETROVNEM POLJU GLEDE NA TLA.

sonce sije navpitno — tedaj je w4 hitrost sence aviona). Hitrost glede na tla se spreminja vzdolz
poti, na razdalji s od zacetka potovanja je enaka w4 = wy4(s). Tudi vetrovno polje se krajevno
spreminja: v = v(s). Veljati mora naslednje:

e Vektor hitrosti w4(s) vedno lezi v smeri tangente na krivuljo potovanja, torej wa(s) =
wa(s)T(s).

e Letalo ohranja viSino. Torej navpi¢na komponenta vetra ne vpliva na hitrost letala glede
na tla. Nanjo vplivata edino komponenta v;(s) v smeri tangente in komponenta vs(s) v
smeri normale.

e Vektorji hitrosti se sesStevajo. Torej je relativna hitrost aviona glede na zrak enaka 1 =
vV (wa(s) 4+ v1(s))2 + va(s)2. Sklepamo, da

wA:—’Ul—i-\/l—U%. (5)

41




o Ce ho¢emo, da bo opisano potovanje sploh mozno, mora vedno biti w4(s) > 0.

e Hitrost je odvod poti po ¢asu, torej wa(s) = %. Odtod: delcek poti ds avion opravi v

o _d o .
Casu dt = w,js)' Celoten cas leta je potemtakem

dolz poti ds
/0 wa(s) /r wa(s)

enacaj velja, ker je s naravni parameter.

e Kdaj bo ¢as najmanjsi? Preoblikujmo (B):

1

1 v1(s)? + va(s)?
wa(s) 2 )

2wA(S)

(wA(s)—i- ) +’l)1(8)+

1
wa(s)

(Obratna pot je lazja — Ce gornji v gornjem izrazu odpravis ulomke, pride$ hitro do (@l)).
Zaradi wy(s) > 0 je drugi sumand pozitiven, torej

1 1 v1(s)? +va(s)? _ 1
== A TR > o 0.
RORE (wal(s) + ’LUA(S)) +v1(s) + 204(5) 235 (wa(s) + ’LUA(S)) +v1(s) +
Toda %(m + %) > 1 za vsak pozitiven z, in v posebnem tudi za = := wy(s). Sklepamo, da
wAl(S) > 1+ wvi(s), in torej )
>1 .
’LUA(S) > +vl(s)

Se vee: Cim bi bilo % > 0, bi tudi zgoraj veljala stroga neenakost. Odtod pa je

t:ijis) zAlds+Av1(s)ds.
/Fvl(s)ds:/Fv(s)-T(s)ds:gévdrzo,

saj vetrovno polje nima vrtincev, torej je njegova cirkulacija nic¢elna. Kon¢no dobimo

t:/ ds Z/MS,
rwa(s) r

in enacaj velja le, Ce %

e Upostevajmo Se, da

=0, oz., ¢e je v(s) = 0.
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