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0. UVOD

Leta 1964 je prof.I.Vidav na predavanju v okviru po-
diplomskega seminarja podal definicijo homogenosti za ope-
ratorje in spektralne mere, pokazal eksistenco in nekaj last-
nosti homogenih operatorjev in homogenih spektralnih mer, kar
bomo v tem delu tudi navedli. Glavni namen tega dela je do-
biti kakSno karakterizacijo za homogene operatorje in homo-
gene spektralne mere.

V razdelku 1 bomo navedli definicijo homogenosti in
formulacijo problema in to najprej za sebi adjungirane ope-
ratorje v Hilbertovem prostoru. Seveda lahko raz3irimo de-
finicijo homogenosti tudi na normalne in unitarne operatorje.
TeZi%¢e dela pa je na sebi adjungiranih operatorjih, za ka-
tere je uspelo dobiti nekaj karakterizacij; homogene sebi

adjungirane operatorje obravnavamo v razdelku 4.

Za homogene unitarne operatorje se da po analogni po-
ti dobiti skoraj iste rezultate kakor za homogene sebi adjun-
girane operatorje in zato homogene unitarne operatorije le
na kratko obravnavamo v razdelku 5. Nekaj lastnosti homoge-
nih normalnih operatorjev pokaZemo v razdelku 6, vendar take
karakterizacije za homogene normalne operatorje, kakor jo
dobimo za sebi adjungirane operatorje, ni uspelo dobiti, ker
za neomejene normalne operatorje ni izdelana teorija o ure-

jeni spektralni reprezentaciji.

Pojem homogenosti se da posplo$iti Se na spektralne
mere in o homogenih spektralnih merah govorimo v razdelku 7.

V delu uporabljamo sredstva funkcionalne analize in
teorije mere, zato navajamo v razdelku 2 nekaj pojmov in
izrekov iz teorije mere, realne in funkcionalne analize in
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teorije spektralne in urejene reprezentacije glede na sebi

adjungirane operatorje.

Za obdelavo homogenih spektralnih mer tudi potrebujemo
teorijo o spektralni in urejeni reprezentaciji za spektralne
mere, ki %e ni bila izdelana, temelji pa na taki teoriji za
omejene normalne operatorje. Navajamo jo v razdelku 3.



1. FORMULACIJA PROBLEMA

Namen tega dela je, da bi dobili karakterizacijo za

homogene operatorje in kasneje Ze za homogene spektralne mere.

Navedimo najprej definicijo homogenosti za operatorje in za-
&nimo s sebi adjungiranimi operatorji iz separabilnega Hilber
-tovega prostora.

DEFINICIJA : Sebi adjungiran operator A, ki bodi definiran
v nekem separabilnem Hilbertovem prostoru, ime-
nujmo homogen, &e je ekvivalenten razliki A - I

pri poljubnem realnem Ftevilu A.

Ce je torej operator A homogen, po definiciji pomeni,
da eksistira za vsak AeR tak unitaren operator U()), da je

A = AI = U(X)AU*(}). (1)

Poglejmo kakSne lastnosti ima tako definiran homogen
operator. Znano je, da imajo ekvivalentni operatorji isti
spekter. Operatorja A in A - AI imata za A vzporedno premak-
njen spekter. Ce je to&ka Ao v spektru operatorja A, tedaj
ja za vsak AeR tudi toékalo + A v spektru operatorja A,
Spekter tako obsega vso realno premico R in homogen operator
je oditno neomejen. Zaradi neomejenosti operatorjev A - AI
in A moramo ena¢bo (1) razumeti tako, da imata leva ih desna
stran isto definicijsko obmo&je. Tako je za neki x, ki je v
definicijskem obmo&ju operatorja A, xeD(A), tudi U*(A)x iz
definicijskega obmo&ja operatorja A.

Nadaljna lastnost, ki sledi iz definicije homogenosti
da homogen operator v separabilnem Hilbertovem prostoru nima
lastnih vrednosti. Ce bi bila na primer lo lastna vrednost
homogenega operatorja A z lastnim vektorjem e, [e| = 1, bi
bila tudi Ao + A za vsak AeR lastna vrednost, ki ji pripada

je,
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lastni vektor U(A)e. Zaznamujmo U(A)e = f in ker velja Ae =Aoe,

imamo

(A = AI)(U(X)e) = U(N)AU*(A)U(N)e =

=U()Ae =UM)Arje = A (UM)e) = £,

odtod je (A - AI)f = Aof oziroma Af (xo+x)f, torej je A°+1
lastna vrednost operatorja A in to za vsak AeR. Tako bi imel
homogen operator nes3tevno lastnih vrednosti. V separabilnem
Hilbertovem prostoru sebi adjungiran ali normalen operator

ne more imeti neXtevno lastnih vrednosti. Od tod sledi 3e ena
pomembna lastnost: homogen sebi adjungiran operator ima le
zvezni spekter, vsa realna premica R leZi v zveznem spektru.

Ali kak homogen operator sploh eksistira? PokaZimo
primer homogenega operatorja. Naj bo Lz(-m,m) prostor vseh
funkcij x(t), ki so na intervalu (-«,») merljive po Lelfsqu,
kvadrat njihove absolutne vrednosti pa je integrabilen. Potem
je operator mnoZenja z neodvisno spremenljivko t

Ax(t) = tx(t)

homogen operator. Hitro se preprifamo, da za pripadajoce uni-
tarne operatorje U()A) lahko vzamemo na primer

UA)x(t) = x(t-1r).
Operator U*(A) deluje takole
U*(A)x(t) = x(t+r).

Tako definiran operator U ohranja skalarni produkt, poglejmo

(Uf,Ug) = 5 f(t-A)g(E-N)dt = if(t‘)ETE’)dt' = (£,9).



PokaZimo, da operator mnoZenja izpolnjuje pogoje homogenosti.
(UA)AU* (X)) x(t) = (UM)Ax(t+L) = UL)tx(t+r) =
= (t=A)x(t) = (A - AI)x(t).

Tako smo ugotovili, da je v prostoru Lz(ﬂw,w) operator
mnoZenja z neodvisno spremenljivko homogen operator v smislu
postavljene definicije in homogenl operatorji eksistirajo.

Sedaj, ko smo vpeljali pojem homogenega operatorja in
ko smo hoteli pokazati eksistenco takega operatorja, smo ugo-
tovili, da je na primer homogen operator kar operator mnoZen-

ja v prostoru L Postavimo osrednje vpraSanje:

2.
ali je morda vsak homogen sebi adjungiran operator ekvivalen-

ten operatorju mnoZenja z neodvisno spremenljivko v prostoru L2?

Odggovor na postavljeno vpraSanje bomo dali najprej za
sebi adjungirane operatorje. Posrefilo se je pokazati, da je
vsak homogen sebi adjungiran operator v separabilnem Hilberto-

vem prostoru ekvivalenten operatorju mnoZenja v prostoru Lz{—w,w).

Na zgornje vpra$anje bomo skuSali odgovoriti tudi za
homogene unitarne in homogene normalne operatorje.

Pojavi se Ze vpraSanje, kdaj je v prostoru L,(-«,») ho-
mogen operator mnoZenja z zvezno funkcijo, oziroma mnoZenja
s poljubnim homeomorfizmom na Stevilski premici?

Ostalo je odprto vpra3anje,ali eksdstirajo Se kak3ni
drugi homogeni operatorji, ki bi bili razli¢ni od operator-
ja mnoZenja.

Pojem homogenosti se da raz3Siriti na spektralne mere in
za homogene spektralne mere postavimo podobno vpra3anje, kot
za homogene operatorje: alti je veaka homogena spektralna mera
E(e) v separabilnem Hilbertovem prostoru ekvivalentna opera-
torju mnoZenja 8 karakteristidno funkeijo mnoZice e v pro-
satoru La(m,Rg), to. je prostoru vseh po Lebesgz merljivih s
kvadratom integrabilnih funkeij v proetoru R 7
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2. SREDSTVA IZ FUNKCIONALNE ANALIZE IN TEORIJE MERE

V tem delu uporabljamo sredstva funkcionalne analize in
teorije mere, zato navedimo najbolj pogoste pojme iz teorije
mere in nekaj izrekov realne in funkcionalne analize ([14], [7]
Bal)

Naj bo X poljubna mnoZica. DruZino podmnoZic m < P (X)
naj sestavlja o-algebro v X. MnoZice Me 7L imenujemo merljive
mnoZice in X imenujemo merljivi prostor, &e v X eksistira
kaka o-algebra M.

Naj bo X topolos$ki prostor. Najmanj%o o-algebro v X,
ki vsebuje vse odprte mnoZice, zaznamujmo z R . DruZzino mno-
¥ic iz B imenujemo Borelove mnoZice iz X. Iz definicije o-
algebre sledi, da so tudi zaprte mnoZice Borelove mnoZice in
tudi vse Stevne unije zaprtih mnoZic in Stevni preseki od=-
prtih mnoZic. Torej je ® neka o-algebra v X in imamo X za
merljivi prostor, kjer so merljive mnoZice Borelove mnoZice.

Pozitivna mera y je funkcija, definirana na o-algebri
M., z zalogo vrednosti na intervalu [0,2] in &tevno aditivna.
Mero p , ki je definirana na o-algebri vseh Borelovih mnoZic
v lokalno kompaktnem Hausdorffovem prostoru X, imenujemo

Borelovo mero.

Merljivi prostor, ki ima pozitivno mero p definirano
na o-algebri M merljivih mno%ic ozna&imo kot trojico

(X, m; lJ)-

Pozitivno Borelovo mero u , definirano na o-algebri
mo 6 , ki ima lastnosti

a) u(E) = inf {p(V) : E ¢V, V odprta mno¥ica za vsak Ee M }
in
b) u(E) = sup {p(K) : K < E, K kompaktna mnoZica, za vsako

odprto mnoZico E in p(E) < = },

imenujemo regularno mero.
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Pri ugotavljanju reqgularnosti mer bomo uporabljali ta
izrek ([14],Th.2.18):

Naj bo X lokalno kompakten Hausdorffov prostor, v kate-
rem je vsaka odprta mnoZica o-kompaktna. Naj bo u pozitivna
Borelova mera na X in taka, da je p(K)<» za vsako kompak-
tno mnoZico K. Potem je p regularna mera.

MnoZica E v danem merskem prostoru z mero y ima o-
konéno mero, &e je E §tevna'unija mnoZic Ei' da je p(Ei)<m
za vsak 1.

Naj bo y pozitivna mera na g-algebri T in A poljubna
pozitivna mera na 7 . Pravimo, da je mera )\ absolutno zve-
zna glede na mero yu, kar zapiSemo takole

A <<y,

e je A(E) = 0 za vsako mnoZico Eg M. , za katero je p (E)=0.
Ce za meri y in A velja

<< A in A <<y,

potem pravimo, da sta meri p in A ekvivalentni, to je abso-
lutno zvezni druga glede na drugo, kar bomo zaznamovali

u;x.

Pravimo, da je mera y skoncentrirana na mnoZici A, &e
eksistira taka mnoZica Ae M, da je uw(E) = w(ANE) za vsako
mnoZico Eg M.

Recimo, da imamo meri p in A na M in da eksistira par
takih disjunktnih mnoZic A in B, da je y skoncentrirana na A,
mera A pa na B; potem pravimo, da sta meri p in A medsebojno
singularni, kar zapifemo u | A .

Omenimo %e Lebesgovo dekompozicijo mere. Naj bosta u
in A\ pozitivni in o-kon&ni meri na o-algebri M v X. Po-
tem eksistira enolino dolofen par mer A, in A_ na m, da je
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A=A, A, A << in A 1 .
Meri la in AB se imenujeta absolutno zvezni del in singularni
del mere A; Aa in As sta tudi pozitivni in medsebojno singu-
larni meri.

Izrek, ki uporablja absolutno zveznost in ki ga bomo
tudi potrebovali, je Radon-Nikodymov izrek, ki pravi:

Ce sta p in A pozitivni omejeni meri, M o-algebra v X
in A << u , potem eksistira funkcija geLl(u), da je

A(E) = S g dp
E
za vsak Ee M.

V primeru, ko sta meri p in A pozitivni in o-konéni,
zgornji izrek tudi velja, le da eksistira funkcija g, ki je

lokalno v prostoru Ll' geL , to pomeni, da eksistira tako

lloc
zaporedje mnoZic E z lastnostjo E = LJEn, kjer je

u(En)<w in ltEn)<w zan=1,2,... , da je

S gdy < o
En
za vsak n.

Ob koncu tega pregleda definicij iz teorije mere ome-
nimo 3e odvod mere. Naj bo 2 druZina odprtih mnoZic v k-dimen-
zionalnem evklidskem prostoru Rk z lastnostmi:

a) eksistira konstanta B<= , da je vsaka mnoZica E € Q vsebo-
vana v neki odprti krogli B, pri &emer velja :

m(B) < B m(E) oziroma %%%% < B,

kjer je m Lebesgova mera, in
b) wvsakemu xeRk in 6§ >0 eksistira EeQl , da je xeE in premer
mnoZice E je manj3i od §
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diam E = sup{|x-y| : xeE, yeE } < §.
Tako druZino mnoZic imenujemo Vitalijevo druZino.

Naj bo Q poljubna Vitalijeva druZina, xeRk. Ce jeﬁ%a-
zitivna Borelova mera na Rk, potem lahko definiramo zgornji
in spodnji odvod mere py za vsako tod&ko ngk. Za vsak r > 0
postavimo

Ar(x) = sup( p(E) t xeE, EeQ , diam E < r } (*)
m (E)

in definirajmo zgornji odvod mere y za x takole:

(Bu) (x) = lim K_(x)
r+0

Ce v izrazu (*) zamenjamo supremum z infimum, dobimo ar(x)
in definiramo spodnji odvod mere

(Du) (x) = lim A _(x).
r+0

Torej re¥emo, da je mera p odvedljiva in ima odvod (Dy) (x)
pri nekem x tedaj in le tedaj, &e sta izraza (D) (x) in
(Du) (x) enaka in kon&na, to je

(Dp) (x) = (Dp) (x) = (Dp) (x).

Zvezo med Radon-Nikodymovim odvodom in odvodom v prav-
kar definiranem smislu podaja tale izrek ([14],Th.8.6):

Naj bo y kompleksna Borelova mera na RX, @ poljubna

Vitalijeva druZina, potem velja:

a) mera p je odvedljiva skoraj za vsak xeRk;

b) naj bo u= Mg + U, tedaj je (Dus)(x) = 0 skoraj povsod in

Radon-Nikodymov odvod g%(x) je enak (Du) (x) skoraj povsod,




du

aﬁé(x) = (Du) (x) skoraj povsod glede na m,

Iz dzreka opazimo, da so trditve v bistvu neodvisne od izbi-
re Vitalijeve druZine Q .

Poleg do sedaj navedenih pojmov iz teorije mere bomo
potrebovali pri nekaterih dokazovanjih 3e izreke, ki govore
o spremembi integracijske spremenljivke ([14],[7]). Preden
navedemo tak izrek, podajmo definicijo N-funkcije:

Naj ima funkcija f domeno [a,b] cR in zalogo vrednosti
v [a,B] ¢ R. Ce za vse Borelove podmno%ice E c [a,b] m(E)=0
implicira m(£f(E)) = 0, imenujemo funkcijo £ N-funkcijo.

Izrek 1 ([7],20.4): Naj bo [a,b] interval na realni premici

R. Funkcija £ bodi nekonstantna, realna, zvezna in N-funkcija
na intervalu [a,b]. Interval[o,B] naj preslika funkcija f na
interval [a,b] . Potem eksistira nenegativna, realna po Borelu
merljiva funkcija w na intervalu [a,b] tako, da je za vse

geL, ([a,8],M ,m) tudi (g.f).weL, ([a,b],M ,m) in

b

]
S g(y)dy = j g.f(x)w(x)dx
a a

Tu smo z Mm zaznamovali po Lebesgu merljive mnoZice in m
je Lebesgova mera.

V primeru, ko je funkcija £ monotona, zvezna, dobimo
klasi&no obliko izreka o integraciji s substitucijo.
Izrek 2 ([7],20.5): Naj bo f monotona, zvezna, N-funkcija z
domeno na [a,b] in zalogo vrednosti nal[a,B]. Potem je f abso-
lutno zvezna funkcija in funkcija w iz izreka 1 je kar |f°|
skoraj povsod glede na mero m na intervalu [a,b]. Tako je za
geth[a,B]) tudi (g.f)|f'|eL1([a,b]) in

B b
g g(y)dy = 5 g.£(x) | £%(x)]dx.
a a
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Pri dokazowvanju, da je homogen sebi adjungiran opera-
tor ekvivalenten operatorju mnoZenja z neodvisne spremenljivko
v prostoru sz-w,m), potrebujemo teorijo o spektralni repre-
zentaciji neomejenih sebi adjungiranih operatorjev. Ta teori-
ja je podrobno izdelana za omejene normalne operatorje ([3],
pogl.X). Ker je rezolventa sebi adjungiranega operatorja nor-
malen omejen operator, lahko teorijo o spektralni reprezen-
taciji razSirimo na neomejene sebi adjungirane operatorije
([3], pogl.x1I).

Pripravimo najprej definicijo spektralne reprezentaci-
je. Raz&lenitev enote sebi adjungiranega operatorja A zazna-
mujmo z E,. Vzemimo vektor ae 3 , z 1&3 oznadimo po@prostor
iz ¥ , ki sestoji iz veeh vektorjev oblike f(A)a, kjer f
pretefe vse Borelovo merljive funkcije, za katere je
aeD(f(A)) . Funkcija Mo

ua(e) = (E(e)a,a), ee@

predstavlja regularno mero, definirano na Borelovih mnoZicah
drufine B v ravnini.

Prostor lﬂa je Hilbertov prostor in je glede na presli-
kavo

f(A)a +—— f

ekvivalenten prostoru L, (u,), ([3], pgl.XII,Lema 1).

Dalje velja tole ([3], XII,Lema 2): eksistira taka mno-
2ica A, da je
ek,
acft
Torej, &e vzamemo x € &, potem x_ predstavlja komponento od
x v podprostoru I«Ea,
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Omeniti moramo e, da je za vsako Borelovo funkcijo £
- ﬁ 2
D(E(A)) = { x : x_eD(£(A)), aevl , | [£(A)x, | <= }
a

in (f(A)x)a = f(A)xa za vsak x iz D(£f(A)) in vsak aedl F
([3], XII,Lema 3).

Sedaj lahko podamo definicijo spektralne reprezentacije:

Definicija 3: Naj bo A neomejen sebi adjungiran operator v
Hilbertovem prostoru ¥ in {ua}druiina kon&nih pozitivnih mer,
ki so definirane na Borelovih mnoZicah ravnine in so enake

ni& izven spektra operatorja A. Naj bo U izomorfizem prosto=-

ra £ na ves prostor E ® thua). Izomorfizem U naj 3e ohra-
a -
nja skalarni produkt. Operator V = UAU 5 je sebi adjungiran

v Je Lz‘“a)' Preslikavo U imenujemo spektralno reprezenta-
a
cijo prostora ¥ na ] @ Lz(“q) glede na operator A, e sta

izpolnjena pogoja: ©°

a) za vsako Borelovo funkcijo f, ki je definirana na spektru
o (A) operatorja A, je

D(£(V)) = {x :xe J®L,(u )] S ]f(t)xa(t)lzuadt<m 1,
a

o
o (A)
ac

in
b) (f(V)xa)(t) = f(t)xa{t) za xeD(f(V)) in skoraj vse t gle-

de na mero M-

Izrek 4 ([3], XII,Th.3.5): Vsak Hilbertov prostor ima spektral-
no reprezentacijo glede na poljuben sebi adjungiran operator.

Drugi pomemben pojem iz teorije spektralne reprezenta-
cije je pojem urejene reprezentacije.

Defihicija 5: Naj bo y pozitivna mera, definirana na druZi-
ni Borelovih mno¥ic (B kompleksne ravnine in {e,} padajole

zaporedje Borelovih mnoZic, pri &emer naj bo prvi element e,




=15=-

vsa ravnina. Ce je za poljubno Borelovo mnoZico e C e
uk(e) =u(eﬁek), ee® , x=1,2,...,

potem imenujemo spektralno reprezentacijo prostora ¥ na
oo

1 @ L,(n,) glede na sebi adjungiran operator A, urejeno re-
K=1

prezentacijo. Pri tem se mera p imenuje mera urejene repre-
zentacije. MnoZice €y bomo imenovali mnoZice velkratnosti
urejene reprezentacije. Ce je uie) > 0 in u(ek+1) =0,
pravimo, da ima urejena reprezentacija ve&kratnost k. Kadar
je u(ek) > 0 za vse k, potem ima urejena reprezentacija ne-
skon&no ved&kratnost.

Povejmo Ze, kdaj sta dve urejeni reprezentaciji ekvi-
valentni.

Definicija 6: Dve urejeni reprezentaciji U in U” prostbora pé
glede na sebi adjungirana operatorja A in A° in z merama yu
in p° in mnoZicami ve&kratnosti {en} in {eé} , sta ekviva-
lentni, &e je

L

u=u" in Mledey ) = u’(gley) =0 za k = 1,2,..

Kon&ajmo navedeni del teorije spektralne reprezentacije
s pomembnim izrekom ([3], XII, Th.3.16).

Izrek 7: . Separabilen Hilbertov prostor ¥ ima urejeno re-
prezentacijo U glede na sebi adjungiran operator A v ¥ . Dva
sebi adjungirana operatorja iz prostora &£ sta unitarno ekvi-
valentna tedaj in le tedaj, kadar sta ekvivalentni urejeni
reprezentaciji prostora ¥ glede na ta dva operatorja.
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3. UREJENA REPREZENTACIJA ZA
SPEKTRALNE MERE

Pri obravnavanju homogenih spektralnih mer bomo potre-
bovali teorijo o spektralni in urejeni reprezentaciji glede
na spektralne mere. Ta teorija za spektralne mere v literatu-
ri ni izdelana, zato jo na tem mestu pripravimo in to kar za
primer, ki ga bomo obravnavali, to je za k-dimenzionalen ev-
klidski prostor, o-algebro v tem prostoru pa naj sestavlja
druZina Borelovih mnoZic.

Pri konstrukciji te teorije se opiramo na teorijo o
spektralni in urejeni reprezentaciji Hilbertovega prostora gle-
de na omejene normalne operatorje ([3], pogl.X,5).

Najprej podajmo splosno definicijo spektralne mere.

Definicija 8: Naj bo X neprazna mnoiica, M pa neka o-algebra
podmnoiie iz X. ¥ naj bo Hilbertov prostor in
P drufina veeh sebt adjungiranih projektorjev

v prostoru L; Homomorfno preslikavo
E: M— p

imenujemo spektralno mero, de ima lastnosti:
(a) prazni mnoiiet pripada nidelni operator,

E(0) = @ in vsemu prostoru identidni operator

E(X) = I,

(b) E(eNnNf) = E(e) .E(f) =za e,feM;

(¢) E(eUf) = E(e) + E(f), 3e je eNf = @ in
e,f ¢ M;

(d) E je zvezna preslikava, in sicer v tem smi-
elu, da za vsako naraddajode zaporedje mnoiic
e, te, e € M, velja, da zaporedje projektorjev
E(e,) konvergira krepko proti E(e).

Ugotovimo nekaj posledic, ki jih daje ta definicija. Iz
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lastnosti (b), ki je lastnost multiplikativnosti, sledi 3e,
da je spketralna mera komutativna, to pomeni, da je {E(e),
ec M} komutativna mnoZica operatorjev. Projektorja E(e) in
E(f) sta ortogonalna, €e sta mnoZici e in f disjunktni.

V nadaljnem obravnavamo primer, ko je X = Rk, to je

k-dimenzionalen evklidski prostor in M = 8 , dru?ina Bore-
vih mnoZic v prostoru Rk.

Recimo, da imamo dano spektralno mero E(e) za vsak a;@,
ki ima zalogo vrednosti v P, prostoru vseh sebl adjungiranih
projektorjev, ki delujejo v Hilbertovem prostoru X.

Spektralni meri lahko priredimo normalen operator. Po-
glejmo to povezavo! Z M zaznamujemo razred omejenih Borelo-
vo merljivih funkcij f na prostoru Rk. K vsaki funkciji feM
eksistira integral ([1], sec.5;[6],&37), tako imenovani spek-
tralni integral

T(f) = j f dE .
rK

zgornji vektorski integral eksistira v smislu krepke topo-
logije. T(f) je og¢mejen normalen operator, ki je seveda od-
visen od izbire funkcije f£f. Tako imamo korespondenco med
integralom in funkcijami,

f — Jf dE.

Ker je E spektralna mera,velja

S(f+g}dE = Sf dE + _[g dE, &cf)dE = c.if dE in

g f dE = ( gf dE) *, g fg dE = ( S £4E) ( S gdE) za vse
f,geM in

( gde)*( Sf dE) = g|f|2 dE, za feM.
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Vzemimo neki xe ¥. K vektorju x priredimo y na tale na&in

k k

y = ( g f dE)x = S f dEx = T(f)x,
R R

za vsak feM.

Vsl vektorji y, ki jih tako dobimo, sestavljajo line-
arno mnoZico xoz

Xo = (ye & , y = T()x, feM }.

Linearha mnoZica X je predhilbertov prostor, ki je invari-
anten glede na dano spektralno mero E. Pokazati moramo torej,
da je za vsak veX tudi E(e) yeX . V ta namen izracunajmo
E(e)y = E(e)T(f)x; iz prej3njih rezultatov sledi, da je

]

j aE = E(RY) = 1

Rk

oziroma
5 X dE = J.dE = E(e).
Rk e

Tako dobimo

E(e)T(f)x = ( [ xedE)( J f dE)x
k

Rk R

in po#lastnostih, ki smo jih prej navedli, imamo dalje

E(e)T(f)x = J' (xef)dEx = T(xef)x.
k

R
Ker je funkcija xefsM, je tudi E(e)yexo. Torej je X invarian-
ten glede na spektralno mero E.

Vsakemu vektorju xe K pripada s predpisom

(E(e)x,x) = ux(e) ' ee(B
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funkcija My definirana na Borelovih mnoZicah, kjer je E dana
spektralna mera in ta funkcija p, je mera ([1], Th.1). Mera
My je o&itno pozitivna Borelova mera na ®. Dalje je mera

p, tudi omejena:

X

2
u (e < x| %.

za vse ee B in za vsak xe ¥. . Tako definirana mera je tudi
regularna, ker izpolnjuje izrek ([14],Th.2.18), ki smo ga
navedli v razdelku 2, kajti v tem primeru je X = Rk in
celo ux(e) <o za vsako mno¥ico ec B . Vsaki spektralni meri
E in za vsak xe . priredimo lahko druZino mer, definiranih
na prej3nji nadin ([1],sec.3).

Prostor vseh merljivih funkcij, ki ustrezajo pogoju

S 1£]2d(Ex,x) < = ,
g

zaznamujmo z I.2 (ux) , torej
thux) = ({f, S|f|2dux < w } .

Z L(B) zaznamujmo prostor omejenih funkcij v thux) . L(B)

je predhilbertov prostor in zaprtje L(B) je ravno prostor
Lz{ux) » kajti omejene funkcije so povsod goste v prostoru

B, (ux) . Vsaki omejeni funkciji feL(B) pripada neki vektor
yexo, in sicer

y = ( S f dE)x.

Rk

S tem imamo neko linearno preslikavo, ki jo trenutno zazna-
mujmo J, iz L(B) na xo. Preslikava J je izomorfizem. Izra-
€¢unajmo normo elementa yexo! Po prej3njem je

1v)? = g |£]%a (Ex,x) = Kk 1£1% au, .

Rk R
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Zadnji integral je prav kvadrat norme funkcije feszux).
Preslikava

J 3 L) &———> Xs

je zato izometri¥ni izomorfizem, |J} = 1.

Zaprimo prostor Xoe S tem seveda privzamemo 3e vse
limite Cauchyjevih zaporedij {yn} eX, in zaznamujmo zaprtije
io prostora X  z

xo = H(x).

Naj na primer zaporedje {Yn} r YeXg konvergira proti zeH(x).

Fer je preslikava J izomorfizem, eksistira zaporedje funkcij
{fAeL(B), da je A an. Zaporedije {yn) je Cauchyjevo in
zaradi izometri&nosti preslikave J Ze sledi

g, - £ 1= |y, -y, I+ 0, mno>n.

Zaporedje{fn }je tudi Cauchyjevo zaporedje v polnem prostoru
L,(u,), torej konvergira ({(f } pro$ti funkc;ji feL, (u,) .

S tem priredimo zeH(x) funkcijo feLz(ux) in smo tako presli-
kavo J raz$irili na ves prostor H(x),

J : H(x) —— thux).

PokaZimo, da je preslikava J korektno definirana. Naj na pri-
mer tudi zaporedje {y;} konvergira proti zeH(x). K temu za-
poredju pripada zaporedje omejenih funkcij {f;}aL(B). Oce~
nimo "Yn - y£||; ker je

I¥n = Yal < lyg =z *+ ]z - vl

dobimo "Yn - y; | —* 0. zaradi izometri&nosti preslikave J

pa prav tako |f_ - £ | — 0. odtod pa sledi, da & tudi
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zaporedje {f’} konvergira proti f. Seveda je |z | = |£] in
preslikava J je izometri¥ni izomorfizem iz H(x) na L, (u )=

Ugotovili smo, da za poljuben xe ¥ dobimo podpro-
stor H(x) v i,

H(x) = {y ek y = ( g £ dE)x, ||Y||2 - S ‘ﬂzdux

r¥ rR¥

za vsak fethux)'

ki je izometri&no izomorfen prostoru Lz(ux). Tu je ux(e) =
=(E(e)x,x) in projektorju E(e) restringiranemu na podprostor
H(x) ustreza v prostoru L,(u,) mnoZenje s karakteristi&no
funkcijo Xe MnoZice e.

Pojem spektralne reprezentacije in urejene reprezenta-
cije za neomejene sebi adjungirane operatorije smo podali v
razdelku 2, Ta dva pojma podajmo Se za spektralne mere.

Definicija 9: Naj bo E spektralna mera v Hilbertovem prostoru
K in {u,} druZina kondnih pozitivnih mer de-
finiranih na Borelovih mnoZicah ec ® . Naj bo
sedaj J izomorfizem prostora ]ﬂ na ves prosator
IOLE(un). Izomorfizem J naj &e ohranja skalar-
nt produkt. Preslikavo J imenujemo spektralno
reprezentacijo prostora W  na z ] szun)
glede na spektralno mero E, de je tzpolnjena

relacija
J(E(e)xz) (X) = xe(Jx)n(A)

za veak ze.}ﬂ, skoraj za vsak )\ glede na mero

T je karakteristidna funkeija mnoiice ec B.

V naslednji definiciji podajmo Ze pojem urejene reprezentacije
glede na spektralno mero.
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Definteija 10: Naj bo y poazitivna mera definirana na druZint
Borelovih mnoZie B , {ek} padajode zaporedje

Borelovih mnoZic, pri demer naj bo e, ves pro-
stor Hk. Ce je za poljubno Borelovo mnoZico

ECGI

u,(e) = uteNe ), ec® , n=1,2,...

potem imenujemo reprezentacijo prostora % na
18 L,(w ) glede na spektralno mero E, urejeno

reprezentacijo.

Pojem velkratnosti urejene reprezentacije pa se ujema z defi-
nicijo 5 iz razdelka 2.

Sedaj, ko imamo ta dva pojma, lahko zapiSemo naslednjo
lemo.

Lema _11: Sedparabilen Hilbertov prostor ¥ ima urejeno reprezen-
tacijo glede na dano spektralno mero E.

Za dokaz te leme potrebujemo dva pomoZna rezultata, Se prej

pa uvedimo pojem maksimalnega vektorja v prostoru ¥.

Definicija 12: Vektor xze ¥ imenujemo maksimalen glede na da-

no spektralno mero E, &e je vesaka mera oblike
(E(e)y,y), ye X , absolutno zvezna glede na

mero (E(elx,x).

Lema 13: V geparabilnem Hilbertovem prostoru &. eksistira

maksimalen vektor x glede na dano spektralno mero E(e).

Dokaz te leme te¥e enako, kakor prvi del dokaza Leme 7 v [3],
pogl.X,5.
Maksimalen element, ki ga po lemi 13 dobimo v prostoru

¥, zaznamujmo kot zZ, . K temu maksimalnemu elementu na prej
opisani na¢in konstruiramo podprostor H(zl).

Lema 14: V separabilnem Hilbertovem prostoru ¥ naj bo dana
spektralna mera E. Potem eksistira zaporedje [a:n}CIﬂ
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da je ¥ = i @ H(x,) in tako zaporedje {e } Bore-
(=1
lovih mnoZte, da Je

(E{e)xn,zn) = (E(e/len)xl,xl)
za n > 1.

Dokaz: Ce prostor H(zl} ni ves prostor ° , potem v ortogo-
nalnem komplementu H(zl)c eksistira z # 0. Temu vektorju
z pripada podprostor H(z), ki sestoji iz vektorjev oblike

y = S f dEz,

rK

kjer je feL (w), u = (E(e)z,z).
Pokaiimo, da je H(z )€ 1 H(zl). Vzemimo ng(zl)c in
ugotovimo, da je vy | zZ,. Najprej $e ugotovimo, da je prostor

H(zl)c invarianten na spektralno mero. Vzemimo zeH(zllc
neki yeH(zl); izradunajmo skalarni produkt

(E(e)z,y) =(z,E(e)y) = (z,y,) =0,

kjer je, kot smo se prepri&ali, Ele)y = yléH(zl). Torej je

E(e)zeH(zl)c. Sedaj izradunajmo skalarni produkt (y,zl).

(y,zl) = S f d(Ez,zl) =0,
rK

ker je (Ez,zl) = 0.

Sedaj po lemi 13 izberemo maksimalen vektor zng(zl)c.
Spet konstruiramo podprostor H(z ) . Po zgornjem je o&itno,
da sta podprostora H(z,) in H(z ) med seboj ortogonalna. Ce
H(z,) ® H(z,) ni ves prostor'lf » potem iz (H(z,)®H(z, )) €
izberemo element Zqs ki naj bo tu maksimalen in sestavimo
podprostor H(za). Tako lahko zaradi separabilnosti prostora
nadaljujemo najve& Ztevno mnogokrat in dobimo

K=§0H(zi).

i=1
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Zaradi maksimalnosti elementa z, je mera uzte) = (E(e)zz,zz)

zvezna glede na mero p, (e) = (E(e)zl,zl). Splo3no je mera

1

Mosl zvezna glede na mero Mo n>1,

Uporabimo Radon-Nikodymov izrek in zapiZemo

un(e) = g qn(x) d“1'
e

kjer je gn(A)eLI(ul). Ker sta u, in Hp nenegativni meri, lah-
ko vzamemo, da je I tudi nenegativna funkcija. MnoZica e,
naj sestoji iz tistih to&k A, za katere je gntl) > o, torej

e = {A:t g (1) > 0}.

Ker je mera Mp4y ZVezna glede na mero M, Se vidi, da je tudi

ul(en-._1 - en) = 0 takole: e +1

Ker je un(egl = 0, je zaradi zveznosti tudi un+1(e§) = 0.

- e =(:g (A)>0 in g (1)=0}.

n+1

MnoZica e e C.eﬁ in je un(e

n+1“ n

znosti mere p

ntl - en) = 0 in zaradi zve-

n+1 Na mero u ., je tudi un+1(en+1 - en) = 0.

Po Radon-Nikodymovem izreku imamo spet

Mpe1 (e — &) = S 94y (M) Ay, = 0.

en+1—en

Ker je g ., (A) > 0 za Aece ,, - e sledi, da je p,(e . ,-e ) =

= 0. Ce modificiramo funkcijo g na mnoZicah, ki imajo

n+1l

mero u, ni&, in sicer tako

0 , A ege -e

- n+l n
gn+1(1) =

Il sicer
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in popravimo mnoZice e, takole

e, = { As9,(0) >0},
dobimo padajote zaporedje Borelovih mnoZic {en }. Vzemimo S3e,

da je e, ves prostor, e, = Rk.

Za n > 2 naj bo X = lim X k! k + » , kjer je

= ) o017 e
Snk

in
S = L A g (A) > 1/k },

tu smo z z, zaznamovali maksimalne elemente. Najprej pokaZimo,
da ta limita eksistira. Za k>j ocenimo normo

2 1 2

x
Snk_snj

nk X

nj
Ker je d(Ezn,zn) = dun, imamo po Radon-Nikodymovem izreku
dp = gnd My in dalje

2 1 _
I%pk = Xp3d " = S g m M

Snk_snj

= uI(Snk - Snj) £ ul(en - Snj)'

kajti o&itno je Snkt: e, V limiti, ko gresta, k in j + « ,
gre norma “xnk - xnjﬂ+ 0. Sedaj postavimo X, = 2 torej
je xlmaksimalen vektor, za n>1 pa je x = lim X x? k + o ,

In imamo
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2 2
(E(e)x_,x ) = IE(e)x_|° = lim “E(e)xnk“ =
)
- 1 % . TR -
= Lim g g0 9MEz " = lim S g () %n
k+to s, D k+o ans A
nk nk
= 1lim g dy, = lim y,(ens _,) = yu, (efe ) =
k+mgn5nk 1 k 1 nk 1 n

(E(er\en)xl,xl).

Lema 14 da torej padajofe zaporedje Borelovih mnoZic {en},

pri &emer je e, ves prostor, e, = RX. Mere Mpe u,(e) =

1 1
= (E(e)xn,xn), n>1, so mere, ki so z y, povezane kot vidimo

za vsako Borelovo mnoZico e takole:
up(e) =y, (ene ).

Tako lahko spet govorimo o urejeni reprezentaciji separabil-
nega prostora ¥ glede na spektralno mero E in to je trditev

leme 11.

Definteija 15: Dve urejeni reprezentaciji glede na spektralnt

meri E in E z zaporedji Borelovih mno3ic te, )

in {;n} tmenujemo ekvivalentni, &e velja

H= u in u(enﬁan) = ﬁ(enQ;nJ =0, n =1,2,..

Lema 16: Katerikoli dve urejeni reprezentaciji prostora p'd

glede na spektralno mero E sta ekvivalentnti.

Dokaz te leme te&e enako kot dokaz Th.10,pogl.X,5 v [3] ,
le da uporabimo definicijo spektralne reprezentacije (defi-
nicija 9) in urejene reprezentacije (definicija 10) za spek-
tralne mere.
Definteija 17: Spektralni meri E(e) in E(e) imenujemo ekviva-
lentni,de eksistira tak unitaren operator U,
da je E(e)=UE(e)U* za vsako Borelovo mno3ico e.
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Lema 18: Dvema ekvivalentnima spektralnima merama v 8separabil-
nem Hilbertovem prostoru pripadata ekvivalentni ure-
jeni reprezentaciji prostorra W glede na spektralni

" mert.

Dokaa: Naj bosta E in E dve spektralni meri, J in J pripada-
jo&i urejeni reprezentaciji prostora ¥ glede na dani spek-
tralni meri. Torej:

J: ¥ —— JeL,le )

=1

Spektralni meri sta po predpostavki unitarno ekvivalentni, to
je E = UEU™!, kjer je U unitaren operator iz ¥ v ¥ . Poka-
zatli bo treba, da eksistira neka urejena reprezentacija pro-
stora ¥ na Je LZ(EH,E] glede na spektralno mero E.

Sestavimo preslikavo W = JU iz %ﬁ na 29 LZ(En,ﬁ).
Ta preslikava je o&itno izometri&na. Velja relacija, ko upo-
Stevamo definicijo 9,

W(E(e)x) = JU(E(e)x) = J(E(e) (Ux)) =

= xe(EUx) = erx,

torej je W urejena reprezentacija ¥ na X Lz(En,ﬁ) glede
na spektralno mero E. Sedaj uporabimo trditev leme 16 in ure-
jeni reprezentaciji J in J sta ekvivalentni.

ﬁgotovitve, ki smo jih dognali za spektralne mere zapi-
8imo skupaj: Segparabilen Hilbertov prostor ima urejeno re-
prezentacijo glede na dano spektralno mero E. Vse urejene re-
prezentacije glede na isto mero so med seboj ekvivalentne in
ekvivalentnim gpektralnim meram pripadajo ekvivalentne ure-

Jjene reprezentacije.
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4, HOMOGENI SEBI ADJUNGIRANI
OPERATORJI

V tem razdelku bomo iskali karakterizacijo za homogene
sebl adjungirane operatorje. Definicijo in nekaj lastnosti
sebl adjungiranega homogenega operatorja poznamo iz razdelka
1. Kot smo tam omenili, je na$ glavni cilj dokazati domne-
vo, da je vsak homogen sebi adjungiran operator ekvivalenten
operatorju mnoZenja z neodvisno spremenljivko v prostoru
L, (==,=) .

Vzemimo homogen sebi adjungiran operator A, definiran
v separabilnem Hilbertovem prostoru § . Zapi¥imo Ze enkrat,
da je operator A homogen, &e eksistira tak unitaren opera-
tor U()), da je

A - AI = U(M)AU*(A). (1)

Po definiciji homogenosti pripada vsakemu realnemu A vsaj en
unitaren operator U(A). {U(A)} je mnoZica, ki jo dobimo

za vsa realna 5tevila A . Ta mnoZica je %e poljubna, njene
lastnosti %e niso dolo&ene. Vzemimo kar najpreprostejsi pri-
mer, da mnoZica{U(\)} tvori enoparametri&no grupo, ki je
zvezna v krepki topologiji. Ker se omejimo na separabilen
prostor, je celo dovolj, da je enoparmetrina grupa krepko
merljiva v Lebesgovem smislu ([11], [13]).

Po Stoneovem izreku eksistira tak sebi adjungiran ope-
rator B, da je

u(r) = eilB

in operator B je generator grupe. Enalba (1) dobi sedaj obliko
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A = AI = al*Bre~iAB,

Iz te enadbe dobimo dalje, seveda po &isto formalnem rad&unu,
kajti homogen operator A je neomejen, tole

A" AI= ( 1+iAB+ s )A(l-iAB"' « e )

in

in odtod tole zvezo
BA - AB = iI.

Tudi operatorju A pripada enoparametri&na grupa unitarnih
operatorjev ([8],Th.12.3.1), torej

ipyA

e = V().

Operatorji U(A) in V(u) v splo%nem ne komutirajo. Zapi3imo
najprej

vaAur(a) = a - A"

Delimo to enadbo z n! in mnoZimo z (iu)n in nato se3tejemo
preko vseh n, n = 1,2,... in dobimo

vy ettPurn) = W@ - AT

odtod pa

i

UMVIUr() = e Ay )

oziroma

vtV = e Myvmum
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V &lanku [12] je dokazano tole: dva sebi adjungirana
operatorja A in B, ki sta ireducibilna v Hilbertovem prosto-
ru in ki ustrezata pravkar izpeljani zvezi, sta ekvivalentna
operatorju mnoZenja s t oziroma odvajanja 1i(d/dt) v prosto-
ru LZ(-w,w). Na osnovi do sedaj povedanega lahko postavimo
tale izrek.

IZREK I: Ce sestavljajo operatorji U()\) grupo, ki je zvezna
v krepki topologiji im je B generator te grupe in
de operatorja A in B delujeta ireducibilno, potem
Jje homogen operator A ekvivalenten operatorju mno-

Zenja v prostoru Lg(-w,m).

Ker nastopata operatorja A in B in parametra A,u simetri&no,
se hitro vidi, da je tudi operator B homogen operator. Tak
par operatorjev imenujemo konjugirano homogena operatorja.

Ob privzetku, da sestavljajo unitarni operatorji U(A)
grupo, ki je zvezna v krepki topologiji in da na primer vza-
memo, da operator U(\A) deluje tako

UM x(t) = x(t-1),

kakor smo izbrali v razdelku 1, ko smo pokazali eksistenco
homogenega operatorja, potem po Stonovem izreku lahko zapi-
Semo

u(r) = eikB

in dalje

e By i) = x(t=A).

Razvijmo v vrsto

(1 + 1AB + ...)x(t) = x(t) - Ax"(t) + ..

in odtod dobimo
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iBx(t) = -x'(¢t),

torej je operator B operator odvajanja, in sicer -i(d/dt),

v prostoru L2.

Poglejmo 3e, &e so unitarni operatorji, ki nastopajo
pri definiciji homogenosti, enoli&no izbrani?

Po definiciji homogenosti pripada k vsakemu realnemu
Stevilu A neki unitaren operator V(1), da je

V(A)AV*(X) = A - I,

vendar operator V()A) ni enolié&no izbran. K vrednosti )\ vzemi-
mo neki unitaren operator VI(A), ki tudi izpolnjuje relacijo

VI(X)AV;(X) = A - )AL
Iz obeh relacij dobimo
V(AAV*(A) =V, (A)AVE(X),
odtod pa
(VIVOANAE*A)V, (X)) = (VFIVA)AVIIVA))* = A.

Zaznamujmo V;(X)V(A) =W(A), ki kot produkt dveh unitarnih ope-
ratorjev predstavlja spet unitaren operator.

Ce imamo tak unitaren operator W(i), da je
W(A)AW* (L) = A

in operator V,(A), ki ustreza definiciji homogenosti, dobimo
operator V(A) tako

VW) = V.
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PokaZimo, da tudi operator V()A) ustreza ena&bi (l). Torej
V(A)AV* (L) = VI(A)W(A)AW*(A)VEIA) =
= Vl(A)AV{(X] =A - 2AI.

Tako lahko zaklju&imo: &e unitaren operator Vl(A) izpolnjuje
relacijo (1), potem jo izpolnjuje vsak unitaren operator V(1),
ki ga dobimo na ta na&in

V) =V, 0RO,

kjer je W(A) unitaren operator z lastnostjo, da komutira z
operatorjem A,

W(X)AW* (X) = A.

Ugotovili smo, da je v prostoru L2(—m,m) vseh s kva-
dratom integrabilnih funkcij, ki so merljive po Lebesgu,
operator mnoZenja z neodvisno spremenljivko

(Ax) (t) = tx(t) (2)

homogen operator. Zanima nas nekoliko splo3nej5i primer in
se vprasamo, ali je tako definiran operator tudi homogen v
prostoru s splo3nej3o mero ?

Da bi odgovorili na to vpraSanje, vzemimo prostor
Lg(-m.m) s kvadratom integrabilnih funkcij, ki so merljive
s pozitivno Stieltjes-Lebesgovo mero. Naj bo a(t) zvezna,
strogo nara%&ajo®a funkcija, ki jo normiramo a(0) = 0. Taka
funkcija generira Stieltjes-Lebesgovo mero v takole:

vio,t] = a(t), t>0
v[t,0] =-a(t), t<0.
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Prostor Lg(-w,w) sestavljajo funkcije

{x(t) : g |x(t)]2 da (t) < = }

-0

K zgoraj dolo&eni funkciji a(t) = t~ eksistira enoliéna o-
bratna funkcija t = g(t”°), ki je tudi monotona, nara3&ajola

in zvezna. Funkcija x[B(t'}] je o&itno po Lebesgu merljiva in
s kvadratom integrabilna,

Sx[s(t’)]zdt’ < -,
Torej vsaki funkciji x(t)eL} ustreza funkcija x[B(t')]st.
Preslikava

Lg(-‘”r“”) R - L2 (= )

je linearna in ohranja skalarni produkt, saj je

Sx(t) y(t)da(t) = Jx[s(t')] y[B(t)] dt:

Torej je preslikava izomorfizem. Ena&bo (2) zapiSemo sedaj
tako

(Ax) [B(t)] = B(t)x[B(E)]

kjer j¢ x[B(t”")] pomeni, da je x posredno funkcija spremenljiv-
ke t°. Kot neodvisno spremenljivko piZimo spet t in imamo
tole ugotovitev:

Operator mnoZfenja s t v prostoru sz-w,w) Jje homogen
operator tedaj in le tedaj, &e je operator mnoZenja 8 B(t)
v prostoru L,(-=,=) homogen, kjer je alg()] =+
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Tako moramo odgovoriti na vprasanje, kdaj je na
naslednji na¢in definiran operator

(Ax) (t) = £(t)x(t) (3)

homogen, kjer je f(t) po Lebesgu merljiva in monotona funk-
cija in x(t)eLz(—m,w).

Kak$ne dodatne zahteve je treba %e postaviti za funk-
cijo f£(t), da bi bil operator A iz relacije (3) res homogen
operator ? Odgovor da tale izrek.

IZREK II: Operator, definiran z relacijo (3) je homogen ope-

rator v prostoru L de je funkeija f(t) realna,

2-‘
zvezna, striktno monotona, lim f(t) = - ,t+ -,
lim f(t) = e , t+o itnm naj eksitstira od nid raz-
liden odvod v veaki todki, razenm v Stevno mnogo

todkah (v teh ali T ne eksistira, ali pa je f=0).

Dokaz: Konstruirajmo tak unitaren operator V, da bo V*AV
prav operator mnoZenja z neodvisno spremenljivko v prosto-
ru Lz(-w,m). Definirajmo operator V na ta natin:

(vx) () = x[£(t)] /E(t) .

Najprej ugotovimo, da tako definiran operator ohranja normo,
Vx| = l[x] in d4 preslikavo iz L, v L,. Pokazati moramo
namre tole:

g[x(t)|2dt 5[x[f(t)]|2 f(t)dt (4)

Pri tem bomo uporabili pravilo o spremembi integracijske
spremenljivke, in sicer izrek 1, oziroma izrek 2 iz razdel-
ka 2.

Najprej poglejmo, ali ima funkcija f(t) lastnosti, ki
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jih zahteva izrek 2, zatem moramo 3e raz3iriti meje inte-
gracije i1z koné&nosti na neskon&nost. Funkcija f(t) je N-
funkcija, velja namre& tole ([7],18.48b): &e je na kompak-
tnem intervalu [a,b] iz R funkcija f reﬂana funkcija, defi-
nirana na (a,b) in ima kon&ne odvode v vseh, razen v 3tev-
no mnogo tofkah intervala [a,b] , potem je funkcija £ tudi
N-funkcija. Iz predpostavk za funkcijo £ vidimo, da je res
N-funkcija. Znano je tudi, da je monotona N-funkcija abso-
lutno zvezna. Tako so izpolnjeni vsi pogoji izreka 2 in
smemo uporabiti novo integracijsko spremenljivko.

Raz$iriti moramo le %e meje integracije. Ker imamo
nara3fajoco funkcijo, seveda velja f(t)¢-» , ko t + = =,
f(t)4 » , ko t + » in zato a, = f(=n)¢ = =, B, ™ f(n)4 » .
Potem velja za vsak n po izreku 2, ko jea = -n in b =n

tole 8

n n

j g(y)dy = j g(f(t))E(t)dt, y = £(t)  (5)
o -n
To pravilo potrebujemo pri verifikaciji, da operator V ohra-
nja normo.

Poglejmo ena&bo (4), tam nastopa g(t) = |x(t)]2, ki
je v L1 in g(t) > 0. Zato sedaj vzemimo, da je g(y) > 0
in g(y)eLI(-w,w). Definirajmo

gly) e, <Y< B,

gn(y) = {

0 izven

Enatbo (5) lahko zapiSemo v tejle obliki

o0

S g(y) dy = S én(f(tnf(t)dt (6)

Leva stran v ena&bhi (6) ima limito, saj velja
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a) qn(y) + g(y) za vsak fiksen y, ko gre n + = in

b) g (y) ¢ g(y)eLl(-w,w).

Uporabimo Lebesgov izrek o dominantni konvergenci in
imamo

il 3 g, (y)ay Sgty)dy

N+

Za desno stran enadbe (6) vemo, da velja

a) gn(f(t))f(t) > 0 za vse t, za katere f(t) eksistira, to
je po na%ih predpostavkah za vse t, razen za Stevno mnogo; in

b) gn(f(t))étt) = g(f(t))étt) za vsak fikden t,

razen morda za 3tevno t, kjer f ne eksistira.

Po izreku o limiti pozitivnih funkcij velja

jgn(f(tné (t)dt —y [g(f(tnéct)at
n-+o

in ker je

T g, (y)dy — f gl(y)dy
sledi

ufg(y)dy " Tg(f(t))%(t)dt.

Torej je enatba (4) izpolnjena in smo ugotovili, da opera-
tor V ohranja normo.

Ko i3&eémo operator V* potrebujemo inverzno funkcijo
funkcije f(t) = t°, to je ¢(t”) = t. Inverzna funkcija ?(t')
je monotona, odvod eksistira in je kon&en, razen morda ¢ (t”)
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ne eksistira, ker pal f(t) ne eksistira za pripadajoli t,
ali pa ne eksistira, ker je tam f(t) = 0. Toda takih tolk
t” je kvedjemu 3tevno mnogo. Povsod drugod je

£(6(E)) (LT = 1.

Iz do sedaj povedanega sledi, da je tudi ¢(t”) absolutno
zvezna in zato N-funkcija.

Pokazati moramo %e, da operator V* ohranja normo. Sme-
mo spet uporabiti izrek 2 iz razdelka 2 in s pomo&jo njega
ugotovimo, da operator V* res ohranja normo.

Konstruirajmo sedaj adjungirani operator V*., Zapi-
§imo skalarni produkt

(Vx,y) = J x[£(t)] JE(t) ¥(E) at.

POstavimo f(t) = t°, torej t = ¢(t”). O&itno je f[¢(t")] = t
in odtod (df/dt).(d¢/dt”) = 1, oziroma d¢/dt” = 1/(df/dt).

Ker sta f > 0 in ¢ > 0, dobimo dalje

x(t) J1/( ¢(t) FIRTET] ¢(tat” =

]
8 — 8

x(t7) (o (£1]/ 6(£7))  dt” = (x,V*y)

]
8‘-.---"""‘!8

in odtod pa¢ sledi, da operator V* deluje takole:
(V*x) (£) = x[o(t)] /oty .

Za nadalnje dokazovanje ho&emo videti, koliko je izraz
(V*VX) (t) ’
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(V*x) (£(t)v/ £(t) ) =

= /) i) x[£@ ()] =

=/ 6 () E[6(t)] X[£(6(t))]

Ker sta f in ¢ inverzni funkciji druga druge, je f[¢(t)] =t

in £[¢(t)] ¢(t) = 1. Upoitevajmo to v prejinjem izrazu in
dobimo dalje

(Vevx) (£) = / o (D) E[o(£)] x[E(o(t))] =
= 1l.x(t) = x(t).

Prav tako dobimo, da je
(VV*x) (t) = x(t).

Operator V je res unitaren operator.

V naslednjem koraku izradunajmo izraz (V*AV) (x(t))!
Operator V*AV je unitarno transformiran k, operatorju A. Iz
definicij operatorjev A,V in V* dobimo

(AVx) (t) = £(t)/ £(t) x[f(t)]

in dalje

(V*AVx) (£) =/ ¢ (£)E[o ()] £[6(t) ]x[E(6(t))]=

= tx(t).
Odtod sledi, da je v tem primeru operator A ekvivalenten ope-
ratorju mnoZenja s t v prostoru Lz in je zato homogen operator.

Konstruirajmo Ze grupo unitarnih operatorjev V(iA), ki
prevede operator A v A - AI. Operator mnoZenja s t v prostoru



L, zaznamujmo sedaj z A. Ker je operator A homogen, eksi-
stira unitaren operator W(A), da je

W(A)AW* (A) = A - AI (7)
Vzemimo primer, da operator W()A) deluje takole

WA)x(t) = x(t =2 ) 1in
W*(A)x(t) = x(t + 1) (8)

Pravkar smo videli, da je operator A mnoZenja s funkcijo
f(t), ki ima predpisane lastnosti, v prostoru L, unitarno
ekvivalenten operatorju mnoZenja s t v prostoru Lz.

Za unitaren operator

Uux(t) = vV ¢(t) x[o(t)] oz.

U*x(t)= ¥/ £(t) x[£(t)] (9)
dobimo

(UAU*) x (t) = tx(t) = Ax(t)
ali

UAU* = A, (10)

V ena&¢bi (7) uporabimo zvezo (10) in dobimo

W(A) UAU*W* (1) = UAU* - ) (UU*)

PomnoZimo z leve z U*, z desne pa z U in imamo

U*W(A)UAU*W*(A)U = A - AI.

oddtod sledi, da je iskani operator V()A) dan kot

V(X)) = U*W(A)U 4in V#*()) = U*W*(A)U.
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OZitno je
V(X)AV* (L) = A - )I.

Iz definicije operatorja W()), to je enalbe (8) in definicije
operatorja U, to je enalbe (9) sledi

viux(t) =/ £ §[E(&) ] x[o[£(t)+ A]]

ve ) x ()= / £(E) 4 [£(8) =] x[o[£(t) = A]]

Ker tvorijo operatorji W(A) grupo, tvorijo tudi operatorji
V()A) grupo in smo s tem dobili iskano grupo unitarnih ope-
ratorjev.

Na vpraZanje kdaj je v prostoru th—m,w) operator mno-
2enja z zvezno funkcijo homogen, smo vsaj delno odgovorili
2 izrekom II. Omenimo %e, da velja podoben izrek, le da po-
stavimo na funkcijo f(t) nekoliko huj3e zahteve, zahtevamo
namre&, da je funkcija f(t) Ze zvezno odvedljiva.

Pa vzemimo sedaj %e vse homeomorfizme na 3tevilski pre-
mici in postavimo prejinje vpraZanje takole: kdaj je opera-
tor mnoZenja s homeomorfizmom na ¥tevilski premici homogen

operator ?

Homeomorfizem ja povratno enoli&na in v obe smeri zve-
zna preslikava in predstavlja na Ztevilski premici monotono
funkcijo. Potem se to vpraSanje reducira na prej postavljeno
vpra%anje in odgovor lahko zapifemo v malo spremenjeni obliki
izreka II:

Operator definiran z relacijo (3) je homogen operator
v prostoru LZ{-w,w), %e je f poljuben homeomorfizem na Ste-
vilski premici, ki ima od ni& razli%en odvod v vsaki, razen
v 3Stevno mnogo toé&kah.

V drugem delu tega razdelka hodemo pokazati, da je
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vsak homogen operator v separabilnem Hilbertovem prostoru
ekvivalenten operatorju mnoZenja z neodvisno spremenljivko
v prostoru Lz(—m,m), pri tem se naslonimo na teorijo © ure-
jeni reprezentaciji za sebi adjungirane operatorje in teo-~
rijo o kvaziinvariantnih merah.

Najprej bomo Studirali tak homogen sebi adjungiran
operator, ki ima enostavno spektralno veckratnost (izrek III),
zatem bomo pokazali 3e splo3neje, da pridemo do takega re-
zultata, e ima homogen sebi adjungiran operator 3tevno spek-
tralno velkratnost (izrekV).

IZREK III: Naj bo A sebt adjungiran homogen operator v sepa-
rabilnem Hilbertovem prostoru ¥.. Privzemimo, da
ima operator A enostavno spektralno vedkratnost.
Potem je operator A unitarno ekvivalenten operator-

Ju mnoZenja 8 t v prostoru sz—w,m).

Pri dokazu tega izreka bomo uporabili nekaj teorije
spektralne reprezentacije neomejenih sebi adjungiranih ope-
ratorjev in nekaj pojmov in izrekov iz teorije mere (glej
razdelek 2). Povedali smo, da ima separabilen Hilbertov pro-
stor urejeno reprezentacijo U glede na dan sebi adjungiran
operator A v prostoru & . Spektralno reprezentacijo definira
linearna izometrija U,

R age— £°L2(“k"
Kot'aledi iz definicije 3, je operator UAU"1 v prostoru

E % thuk) prav operator mnoZenja z neodvisno spremenljivko

wau~lx) (£) = tx(t).

Torej je homogenemu operatorju A pripadajo&i operator A =
vau~! v prostoru )@ thuk) operator mnoZenja s t.



1

PokaZimo najprej, da je operator X = UAU =~ tudi homo-

gen operator v prostoru J ®L, (1) !

Po definiciji homogenosti eksistira k vsakemu realnemu
A tak unitaren operator S(A), da je

A - AI = S(A)AS*(}).

Konstruirati moramo torej tak unitaren operator S. Z U smo
zaznamovall spektralno reprezentacijo, to je linearno izo-
metrijo iz . — Je® L,(u,) . Ker je A homogen operator, se-
veda velja

A-AI=WO)AW 0,

kjer je W(A) unitaren operator. Zgornjo zvezo pomnoZimo z

leve z U in desne z U™ Y, dobimo

i

vau™! - a1 = uowoaw t oyul.

Sedaj zaznamujemo UW(IMU-1 = S(A) in se prepriamo, da je
S(\A) unitaren operator, s™! = s* in ss”! = 1. Naj bo Ux =

in Uy = n', kjer sta x,y ¢ ¥ in £,ne)@® L, (4, ) . Dalje dobimo

(SE,n) = (UWU™YE,n) = (UWx,Uy) = (Wx,y) =

= x, W ly) = x,owly) = g, 0w lu7in) = (g,87M0)
odtod sledi S* =s~1, o&itno je (uwu™l) (uw lu™}) = I. In kon-
¢no je
A-AI=vau! - a1 =
= uwu lauw~lu! = sast.
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Privzell smo, da ima operator A enostavno spektralno

vefkratnost, to po definiciji 5 pomeni, da so e, prazne mno-
Zice za vse k > 1 in seveda My (e) =0 za k > 1. V direktni

vsoti prostorov L,(y,) imamo le en prostor L,(u,), kjer je
uy(e) = yu(ene,) = y(e), pri Zemer je e =fvsa realna premica.

Eden vaZnej3ih pojmov, ki ga pri tem dokazovanju ve&-
krat uporabimo, je pojem kvaziinvariantnosti mere ([4]) in
podajmo definicijo.

Definicija 19: Naj bo G lokalno kompaktna (kompaktna) komu-

tativna topolodka grupa. Regularno Borelovo
mero y na G itmenujemo kvaziinvariantno, &e Je
za merljivo mno3ico D € G, za katero je u(D)
= 0 tudi p(-z+D) = 0 za veak zeG.

Kot lokalno kompaktno komutativmno topolodko grupo G
vzamemo realno premico R in grupna operacija je sedtevanje.

Lema 20: Poaitivna regularna mera y , ki pripada po tareku
o0 urejent reprezentaciji homogenemu sebi adjungira-
nemu operatorju A, je generirana 8 striktno mono-
tono funkeijo in je kvazitnvariantna.

Dokaz: Po definiciji homogenega operatorja sta operatorja A
in A - )\I unitarno ekvivalentna za vsak realen ). Iz izreka
7 sledi, da sta ekvivalentni pripadajo&i urejeni reprezenta-
ciji. Po definiciji 6 to pomeni, da sta ustrezni meri ekvi-
valentni. Operatorju A pripada mera yu, operatorju A - )\I

pa mera p. Operatorju A - AI pripada v prostoru thul(t))
operator mnoZenja s t - ). Imamo namre® spektralno reprezen-
tacijo u, Uu: L — L,(u,) . Za x(t)eL, (u,) Je

[Ua - ADU %] (8) = (A lx) (8) - Ax(t) =

= Ax(t) = Ax(t) = (t = A)x(t).
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V-prosgoru Lz(u1(5+1)) pa je operator A - AI ekvivalenten
operatorju mnoZenja z neodvisno spremenljivko s. Vsaki funk-
ciji x(t)ethultt)) priredimo funkcijo Vx(s) = x(s+1) ¢
L,(u, (8#1)) in obratno V™ 'y(s) = y(s-A)eL, (s, (s)). O¥itno
je V izometri&ni izomorfizem

vV : Lz(ultt)) —— thul(sﬂt)):

saj je
Ixe))? = S |x(6) | 2au, (&) = S [x(s+2) | 2au, (1) =

= ﬂx(s+l)ﬂ2 = | vx (¢) ] 2.

Operatorju A - AI pripada v prostoru L, (u,(t)) operator mno-
fenja s t - A. Temu operatorju pa pripada v prostoru
thpl(a+x)) operator V(A - AI)V-1 in

VA - AV ly(s) = V(s - A)y(s - A) = sy(s).

Tako pripada v prostoru L (u1(5+1)) operatorju A - AI ope~
rator mnoZenja z s in u1(3+l) je mera, ki po spektralnem izre-
ku pripada operatorju A - )I.

Zaradi ekvivalence operatorjev A in A ~ )AI sta meri y
in 1y ekvivalentni, y = p. Ekvivalentnost mer pa pomeni, da
iz y(D) = 0 sledi u(D) = u(D + A) = 0 in obratno, za D C R,
kar je ravno lastnost kvaziinvariantnosti.

Funkcija g(tf, ki generira mero yu, dg(t), je zve-
zna in monotona funkcija. Skokov funkcija g(t) ne more imeti,
ker bi v tem primeru imel operator A v teh tofkah lastne vred-
nosti, ki jih kot homogen operator nima. Recimo, da bi bila
funkcija g(t) na kakem intervalu (a,b) konstantna. Potem je
mera y mnoZice D C (a,b) enaka ni&, p(D) = 0. Ker sta meri,
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ki pripadata operatorjema A in A - AI zveznl druga glede na
drugo, to je ekvivalentni, sledi, da je p(D) = pu(D + 1) =
= 0 za vsak realen A, kar bi pomenilo, da je p(D) = 0 za
vsako mnoZico D C R.

Vpeljimo 3e pojem konvolucije dveh pozitivnih mer. Naj
bosta sedaj y in p pozitivni, regularni kon&ni Borelovi meri
na kompaktnem prostoru G, ki naj bo kompaktna Abelova topo-
loska grupa. Konvolucija u*p je definirana na G ([5],[9],[15])
z relacijo

E £ d(u*p) =
G

Q) —

( j Eixryyanixi)aslyl ,
G

kjer je f nenegativna po Borelu merljiva funkcija definirana
na G.

Naj bo D Borelova podmnoZica iz G. Za f vzemimo ka-
rakteristi&no funkcijo mnoZice D, Xp* Tako je

S Xp 9(u*p) = (u*p) (D) = S([xD(X+Y)du(x))do(Y)
G G G

Ker. sta meri pozitivni in integrand pozitivna funkcija, velja
Fubinijev izrek in dobimo

o) @ = | ([ x,ttprdoynrau =
G G

= S( S X_x+D(Y)dD(Y))du(x) = j p (-x+D) dy (x) .
G G G

G je Abelova grupa in z uporabo Fubinijevega izreka dobimo
tudi

(u*p) (D) = S u (=x+D) dp (x)
G
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Funkciji u(-x+D) oziroma p(-x+D) sta glede na x po Borelu
mertjivi funkciji, kar tudi dokazuje omenjeni &lanek [9].

Kako pa je s konvolucijo mer na lokalno kompaktni
Abelovi grupi G? Naj bosta y in p regularni kon&ni meri na G.
Iz #lanka [15] se vidi, da tudi sedaj velja vse, kar smo
povedali za primer kompaktne Abelove grupe.

S pomo&jo teh priprav konstruirajmo dalje mero ;o
tako, da bo konvolucija p*p eksistirala in da bo kon&na.
O tem govori naslednja lema.

Lema 21: Ce je mera p dana tako, da je dp = dz/{1+m2) in
u poztitivna, regularna Borelova mera, potem je kon-

voluctija dana takole

(u*p) (D) = S u(-z+D)dz
(1+22)

kondna za omejene mnééice D€ R.
Dokaz: Mero y naj dolo&a monotona, zvezna in nara3&ajola
funkcija g(t), ki je kon&na za kon&en t. Funkcijo g(t) norma-
lizirajmo, da je g(0) = 0. Ker je

p (=x+D) < |g(-®+b) = g(-x+a)| < |g(=x+b) | + |g(-x+a)|

kjer je D < |a,b|, dobimo

- (=x+a)dx
(u*p) (O) < | j' 9%‘}‘, + | jg—rux !
-0 X -0

Oba integrala sta v mejah od -N do N kon&na, N poljubno kon-

&no 3tevilo, ker je funkcija g(-x+b) in g(-x+a) omejena za



-d7=

xe[-N,N]. Da bo prvi sumand kon¥en, je treba oceniti le inte-

grala
-N e«
g 2 ('X"‘b) dx ‘ in , J‘ g (-}H‘a! dx ‘
o8 ifrEx) Ny (1+x)
Ocenimo najprej tale integral
=N
=N -N
g (=x+b)dx g (b-x)dx dx
" = < _2- < o
| S (1+x°) | S (1+x°) .[ (1+x°)
Ocenimo 3e drugi integral in imamo
g (b-x)dx dx
‘ j ( < S -—_-i < o
N (1#x%) < N (14x%)

Enako dobimo ocene tudi za integral

S g(-x+a)dx

(14x2)

Lema 22: Mera p, definirana v prejdnji lemi, je kvaziinva-
riantna.

Dokaz: Naj bo D taka omejena mnoZica na R, da je p(D) = 0.
Videti moramo, da je tudi p(-x+D) = 0 za vsak xeR. Torej

dt
(o)=5 d =J —<E— =
p ) Xp 9p | e
Ker je funkcija h(t),
1
h(t) = D———
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pozitivna funkcija, je m(D) = 0, kjer je m Lebesgova mera.

Ker je h(t)eLl, velja, da je tudi h(t—x)eL1 in imamo

p (=x+D) = j h(t-x) dt = 0 ,
D
ker je m(D) = 0.
S pomo&jo konvolucije lahko pokaZemo odnos med mera-
ma f»in_e.
Lema 23: Ker sta prej opisani meri p in p kvaziinvariantni,

sta zveznt druga glede na drugo, torej ekvivalentnt,

Dokaz: Vzemimo tako mnoZico D € R, da je p(D) = 0. Zapi3imo
konvolucijo

(u*p) (D) = S p (=x+D)dp (x),

Zaradi kvaziinvariantnosti mere p je p(=-x+D) = 0 za vsak x.
Potem je (u*p) (D) = 0, torej u*p << u.

Sedaj vzemimo tako mno%ico D € R, da je (u*p) (D) = 0,
potem je

-]

(u*p) (D) = S n(=x+D)dp(x) = 0.

-00

Meri yu in p sta pozitivni in je yu(-x+D) = 0 skoraj povsod
glede na mero p. Eksistira tak x_, da je u(-xo+D) =0, za-

radi lastnosti kvaziinvariantnosti je u(D) = 0 in u<< p*p.
Tako smo pokazali, da sta meri p in u*p ekvivalentni.

Pokazati ho&emo Ze, da je p = u*p . Spet vzemimo tako
mnoZico D, da je p(D) = 0. Zapi%imo konvolucijo v tej obliki

(u*p) (D) = S p (=x+D) du (x) .
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Ker je p kvaziinvariantna mera, je p(=x+D) = 0 in odtod sledi,
da je (u*p) (D) = 0. PokaZimo obratno. Za mnoZico D, za ka-
tero je (u*p) (D) = 0, jJe

(u*p) (D) = S p (=x+D)dy (x) = 0.

Ker je py pozitivna mera, je p(-x+D) = 0 skoraj povsod glede
na mero p. Eksistira tak Xo da je p(—xo+D) = 0, zaradi
kvagziinvariantnosti pa je p(D) = 0.

Ker ima ekvivalenca lastnost tranzitivnosti, iz obeh

rezultatov sledi: py = p.

Lema 24: Prej iabrana mera p in Lebesgova mera m sta zveznt
druga glede na drugo, p = m.

Dokaz: Vzemimo tako mnoZico D C R, da je p(D) = 0. Pokazati

je treba, da je tudi m(D) = 0. Definirajmo zaporedje pozitiv-

nih funkecij ¢n takole

~ 2
0, = i+ x ) fo\[-n,n]

Ker je funkcija ¢n razli&na od ni& le na mnoZici, ki ima me-
ro p enako ni&, je o&itno

| #u g -0

Imamo nara%&ajole zaporedje pozitivnih, merljivih funkcij
0 0,(x) — ¢(x), n + =, pri Zemer je limitna funkcija

$(x) = (1 + xz) Xp* xeR. Po Lebesgovem izreku o monotoni kon-
vergenci velja, da je tudi ¢ (x) merljiva funkcija in je

qundp R jcpdp 0 > o



-50=-

Odgtod sledi

jq; diy = J (1+x%)  dx
—co D (1+x2)

in odtod pa m(D) = 0. Obratno, da iz m(D) = 0 sledi p(D) = 0,
je o&itno, saj_je funkcija 1/(1+x2)sL1.

Posledica leme 23 in leme 24 je, da sta meri py in Le-
besgova mera m ekvivalentni, p = m.

Lema 25: Ce sta meri u in m ekvivalentni, je operator A =z
lastnostjo, kot smo jo postavili v izreku III, ekvi-
valenten operatorju mnoZenja z neodvisno spremenljiv-

ko v prostoru L2(-w,m).

gokaz: Homogenemu operatorju A po izreku 4 pripada operatoE
A = UltsU"1 v prostoru Lz(ul) = szu). Vemo, da je operator A
tudi homogen operator in da je operator mnoZenja s t v pro-
storu thu). Vzemimo funkcijo yng(m) in xethu); zaradi
ekvivalence mer po Radon-Nikodymovem izreku velja

kjer je h(t) pozitivna funkcija integrabilna na vsakem kon-
¢nem intervalu. Velja tudi

dm = 1/h(t) dp

in 1/h(t)elL . Norma funkcije xaLz(u) je

lloc

|x|{2 = S|xtt) 1% n(t)at
in norma funkcije yeLz(m) pa

lei> = | Iy ? as
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Preslikava V: Ly(y) —— L,(m) naj priredi funkciji x(t}g
thu) funkcijo y(s)ng(m) takole:

y(s) = Vx(s) = x(s) /AT(ET .

Preslikava V je izometri&ni izomorfizem, norma se ohranja

Ix)? = &]x(t)lzh(t)dt = Slx(t, hee) |%at =

- S |y(t)|2dt = ’y|2 = Jvx|2.

Torej je operator A ekvivalenten operatorju mnoZenja z s v
prostoru thm) » kajti

wav'ly)(s) =va ¥(8) . y g ¥x(s)

/R (s) /h(s)
= 3 s yis) . s yl(s).
)

Ker je predpostavka leme 25 izpolnjena, imamo s tem dokazan
izrek III.

VpraSamo se, kako je v primeru, ko imamo homogen sebi
adjungiran operator z ve&kratno speke¢ralno mnogokratnostjo?
Poglejmo najprej primer z dvojno spektralno ve&kratnostjo. Po-
kaZzimo, da velja izrek, ki ga zatem lahko posplodimo.

IZREK IV: Homogen sebi adjungiran operator A v separabilnem
Hilbertovem prostoru naj ima dvojno spektralno ved-
kratnost. Tak operator je ekvivalenten operatorju
mnoZenja 8 t v direktni vsoti dveh prostérov
LZ(-w,w).

Dokas: Po predpostairki vzemimo, da sta neprazni le prvi dve
Borelovi mnoZici iz definicije 5, to je e, = R in ey ostale
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mnoZice e naj bodo za k>3 prazne. V razdelku 2 smo omenili,
da sebi adjungiranemu operatorju pripada neka pozitivna mera

u , takoimenovana mera urejene reprezentacije in u(e1)>0,
u(ez)>0. Meri ulte) inuzte). kjer je e Borelova mnoZica iz e,,
sta definirani (definicija 5) tako

u,(€) = ule) in y,(e) = ylene,).
Po izreku 4 eksistira izometrié&ni izomorfizem U,
Us: . —— L,(n,) @ L,(u,)

Operator A je ekvivalenten operatorju mnoZenja s t, za

A(xltt):xzft)) = (txl(t)ftxzft))r
kjer je A = UAU™! in U prej omenjeni izomorfizem. Operator=-
ju A unitarno ekvivalenten operator A - A\I je ekvivalenten

operatorju mnoZenja s t-A v prostoru L,(u,) ® L, (u,) s to-

rej

(A = AD) (x; (£) %, (£)) = ((£=2)x, (£), (£=2) %, (£)) .

Po izreku 7 pripada operatorju A - AI neka mera y urejene
reprezentacije in Borelovi mnoZici f1 = R in fz, fI:) f2
in ﬁ(fk)>0 za k = 1,2 in ﬁ(fk) = 0 za k>3, kajti unitarno
ekvivalentna operatorja imata enako velkratnost.

Operator A - AI je tudi ekvivalenten operatorju mno=
Zenja s t v direktni vsoti prostorov L, z mero y, (t+)) ozi-

roma u,(t+1) in ule) =y, (e+r).

7

Ker sta po definiciji homogenosti operatorja A in
A = AI unitarno ekvivalentna, velja, da sta pripadajo&i ure-
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jeni reprezentaciji ekvivalentni, to pomeni (definicija 6)
WE W An uleAf,) = u(eAf) = 0,k=1,2

MnoZica fk je v tem primeru za )\ premaknjena mnoZica €y
fk f ey - A. Ker je e, = f1 = R, je pogoj u(elafl) =
= u(elﬂfl) = 0 o&itno izpolnjen in ostane le

T i in u(EZAfz) = u(ezafz) =0,

PokaZimo tole trditev:
Borelova mnoZica e, Je kar enaka vsej realni premici
R skoraj povsod glede na Lebesgovo mero.

Zaznamujmo s ¢ (t) karakteristi¥no funkcijo mnoZice
e, in karakteristi®no funkcijo mnoZice f2 =e, -\ pas
¢ (t+1) . Karakteristi®na funkcija simetri&ne diference'ezﬂ £,
je  ¢(t) + ¢(t+)r) - 24 (t) ¢ (t+)r). Mera p, ki pripada opera-
torju A je po lemi 20 kvaziinvariantna in je, kakor smo se
prepridali, ekvivalentna Lebesgovi meri m. Potem sledi iz
u(ezbfz) = 0, da je tudi m(ezafz) = 0, kjer smo z m kot vedno,
zaznamovali Lebesgovo mero. Odtod sledi, da pri vsakem \AeR
velja

d(t) + ¢p(t+)) - 2¢(t)p(t+)) =0

skoraj povsod. Tako dobimo

-]

S £(t) [¢(t)+ ¢ (t+r) =24 ()¢ (t+r)]dt = 0,

za poljubno po Lebesgu merljivo funkcijo f(t). ZapiSimo
zgornjo enakost takole

Sf(t) [26 (£)-1] ¢ (t+1)dt = j £(t) ¢ (t)dt.
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Izraz 2¢(t) -1 lahko zavzame vrednost 1 ali -1; vpeljimo
funkcijo g(t), in sdcer g(t) = f(t) [2¢ft) - 1]. O&itno je
tudi funkcija g(t) merljiva in poljubna, &e ptimerno izbe-
remo f(t). Dalje je

F(t)o(t) = g(t) —2 (&)

in ulomek v zgornjem izrazu ima za tge2 vrednost 1, za tée2
pa 0 in je torej karakteristi¢na funkcija mnoZice e,. Tako

f(t)op (t) = g(t)e (L),

S tem dobimo dalje

5 g(t) ¢ (t+1)dt = j g(t)¢ (t)dt,

oziroma

g g(t) [¢(t+r)-¢(t)] at = 0,

za poljubno merljivo funkcijo g(t); odg¥d dobimo tole po-
membno zvezo

¢ (t+2) = ¢(t) =0 (11)

Ta enaba velja pri poljubnem ) skoraj za vsak t glede na me-
ro m. Funkcija ¢(t) je merljiva, zato eksistira integral

X

S ¢ (t) dt = £ (x)

0

za vsak realen x. Tu je f£(x) zvezna funkcija spremenljivke x

in je f(o) = 0. Dalje je
X+ )\

f(x+1) = ¢ (t)dt.



Sedaj namesto integracijske spremenljivke t vzemimo t+) in
imamo
X
£ (x+1) = i 6 (t+1) dt.

Upostevajmo zvezo (11) in dobimo
X
£ (x+1) = j 6 (t) dt,
=-A

ko razdelimo integracijski interval pa

X |
fxen) = [ emar - | s(orae,
0 0
odtod sledi
fx+1) = £(x) - £(-}).
Vstavimo x=0, dobimo £(A) = - £(-\) in kon&no imamo

f(x+r) = £(x) + £(1).

Ker je f(x) zvezna funkcija, ima ta funkcionalna ena¥ba samo
reSitve f(x) = c.x, kjer je c konstanta.

Znano je, da iz enadbe (12) sledi, da je funkcija £ (x)
odvedljiva in njen odvod je skoraj povsod enak integrandu,
torej

£'(x) = ¢(x).

Ker je f£'(x) = ¢, je ¢(x) konstantna skoraj povsod. Torej
ima funkcija ¢ (t) konstantno vrednost na poljubnem intervalu
skoraj za vsak t glede na mero m. Ker je ¢ karakteristi€na
funkcija, je ¢(t) ali 0 ali 1 skoraj za vsak t glede na mero
m. Tako je e, = R skoraj povsod glede na m, ali pa e, = /]

2
skoraj povsod. V drugem prémeru bi imel operator A le enostav-
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no spektralno velkratnost, kar nasprotuje privzetku.

Ker je e, = R skoraj povsod, je torej uz(e) = yf(e ne2)=
= 1y (e) za poljubno Borelovo mnofico e € R. Tako je uz(e) =
= uI(e) in enakoukakor pri dokazovanju izreka III, ugotovimo,
da je operator A]Lz(uz) unitarno ekvivalenten operatorju
mnoZenja s t v prostoru th—m,w). Tako je homogen operator
A z dvojno spektralno vedkratnostjo ekvivalenten operatorju
mnoZenja s t v direktni vsoti prostorov Lz(-m,w) ® th-m.w).

Rezultat, ki smo ga pravkar dobili, lahko analogno
razSirimo na homogene sebi adjungirane operatorje s poljub-
no spektralno vedkratnostjo.

IZREK V: Sebi adjungiran homogen operator v separabilmem Hil-.
bertovem proatoru'x—je ekvivalenten operatorju mno-
Zenja 8 t v direktni vsoti prostorov LZ(-m,w), td.

] ® Ly(-w,=). Sumandov v tej direktni vsoti je toli-

K
ko, kolikrdna je spektralna vedkratnost operatorja.

Podobno kakor prej bi se prepricali, da so Borelove
mnoZice ey iz definicije 5 enake R skoraj povsod glede na mero
m. Tako je y, (e) = u(ef\ek) = ule) = y,(e). Zatem lahko .
enako kakor ¥ izreku IV ugotovimo, da je operator A = UAU
restringiran na prostor LZ(“k)' K=1,2,... unitarno ekvi-

valenten operatorju mnoZenja s t v prostoru Lz(-m,m).

Pokazali smo, da je vsak homogen operator A z enostav-
no spektralno velkratnostjo ekvivalenten operatorju mnoZen-
Ja z neodvisno spremenljivko t v prostoru L, (-ey=), (izrek III).
MnoZica unitarnih operatorjev { U(A), AeR}, ki pripadajo
operatorju A po definiciji homogenosti, v splo¥nem ne sestav-
ljajo grupe unitarnih operatorjev. Operator U()A) pri danem
A ni enoli&no izbran, kot smo pokazali. Ker je homogen ope=
rator A ekvivalenten operatorju mnoZenja s t, za katerega pa
lahko izberemo mnoZico {V(A), AeR} tako, da je {V()A)} grupa.
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Potem tudi za homogen operator A z enostavno spektralno veé&-
kratnostjo lahko izberemo mnoZico unitarnih operatorjev

fu(r), Ae-R} tako, da je tudi |U(L)] grupa. V izreku I smo
trdili: &e je A homogen ireducibilen sebi adjungiran operator-
in &e je mogo&e izbrati mnoZico {U(A), AeR|{ tako, da je to
grupa, potem je operator A ekvivalenten operatorju mnoZen-
ja v prostoru th—wpﬂ.

Veljavnost izreka I sledi torej iz izreka III in zgo-
raj povedanega, e se le 3e prepridamo, da iz ireducibilno-
stl operatorja A sledi enostavna spektralna ve&kratnost.

O tem se preprifamo takole: &e ima neki sebi adjungiran ope-
rator spektralno ve&kratnost ve&jo ali enako 2, potem ima
ta operator najmanj dva invariantna podprostora in zato. ni
ireducibilen,
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5. HOMOGENI UNITARNI OPERATORJI

V prejSnjem razdelku smo dobili nekaj rezultatov za
homogene sebi adjungirane operatorje. Tu Zelimo nakazati,da
se da dobitl podobne rezultate za preprostejsi tip operator-
jev, to je za unitarne operatorje. Do teh rezultatov pride-
mo po podobni poti kakor pri sebi adjungiranih operatorjih.
Podajmo najprej definicijo homogenosti za unitarne operatorje.

Definicija 26: Unitaren operator U, definiran v separabilnem

Hilbertovem prostoru imenujmo homogen, &e je

. - 1’
ekvivalenten operatorju e %y za vsak as,0<o<ln.

Po zgornji definiciji za vsak ag[o,zn]obstaja unitaren
operator V(a), da je

el = v (q)UV* () (1)
oziroma

eV (q) = V(a)U.

Najprej zopet poglejmo, ali kak homogen unitaren ope-
rator sploh eksistira. V prostoru LZ(K}, kjer K pomeni enot-
no kroZnico v kompleksni ravnini, eksistira homogen unitaren

operator U, dan s predpisom

Ux(z) = zx(z) = ei¢x(ei¢):

kjer je x(z)eL,(K) in z = e'?,

Pripadajo&i unitarni operator V(a) izberimo na pri-

mer takole

V(ia)x(z) = e_iujzx(eiaz)

_ e—ia/Z x(ei(¢+“)),
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iCI./z i(@'a)).

Vk(a)x(z) = e x(e

Poka%imo, da s tako izbranimi operatorji velja zveza (1):

ei“Ux(z) = el(¢+a) x (el?) = &lo, x(z),
in

iaf2 i(¢-a}) =

V(a)UV*(a)x(2z) = V(a)Ue x (e

Vig) el ela/2y (oi(0=a)y _ ~1a/2 1(s+a) da/2, 14y _

elaid x(ei¢) = el%; x(2).

Unitaren operator je normalen operator in ima spekter na kro-
Znicil K. Homogen unitaren operator ima samo zvezen spekter,
. torej je vsa kroZnica K zvezen spekter.

O tej trditvi se prepriamo v dveh korakih. V prvem ko-
raku pokaZimo, da homogen unitaren operator nima lastnih vred-
bosti. Recimo, da je eiB lastna vrednost operatorja U. Ob-
staja torej lastna funkcija x(z), da je

ig

Ux(z) = e x(z) .

Uporabimo lastnost homogenosti:
ia : *
e Ux(z) = V(8)UV*(a)x(2)
in imamo

el (0*8) x(2) = Vi UV* (@) x(2),
pomnoZimo zgornje z leve z V*(a), dobimo
el O¥8)  ya(a)x(2) = UW*(a)x(2)).

Zaznamujmo V*(a)x(z) = y(z;a) in dobimo
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ei(“+B)y(Z;a) = Uy(z;a),

1(a*B) 441 lastna vrednost operatorja U in to za

torej je e
poljuben a. Tako bi imel homogen unitaren operator ne$tevno
lastnih vrednosti, kar v separabilnem Hilbertovem prostoru

ni mogole.

V drugem koraku pokaZimo e, da na kroZnici K ni re-
gularnih to&k homogenega unitarnega operatorja U. Pa reci-
mo, da je A = eiB regularna todka operatorja U, to pomeni,
da je operator (U - elfr)~! omejen operator. Potem je
V(a) (U - eiBI)-IV*(a). kjer je V(a) unitaren operator iz
enat¢be (1), tudi omejen operator. Zapi¥imo

1

Vie) (U - )" lvw(a) = Vi) (v - elBryvria)]”.

UpoStevajmo 3e relacijo homogenosti in dobimo

V@) U - eBn)ve(@)]™! = Wi uvr(a) - )7t =

-

- o™ 10y « gt (B0)gy"1

Ker je o&itno operator [(U - ej‘(B_“‘)I‘]-1 omejen operator, je

fudi sl(8=a) regularna to¥ka, in to za vsak ®. Tako bi bila
vsaka toka na kro¥nici regularna, sicer bi bil spekter pra-
zna mnoZica in odtod zaklju&imo, da na kroZnici K ni regu-
larnih to&k homogenega unitarnega operatorja U,

Iz obojega do sedaj povedanega, da homogen unitaren
operator U nima Pstnih vrednosti in da na K ni regularnih toé&k,
sledi, da je vsa kroZnica K zvezni spekter.

Kot smo omenili, je unitaren operator omejen normalen
operator, za take operatorje je izdelana teorija spektralne
in urejene reprezentacije ([3],pogl.X.5); veljajo seveda po-
dobni izreki kakor pri omenjeni teoriji za sebi adjungirane
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operatorje. Eksistira izometri&ni izomorfizem iz Hilberto-
vega prostora ¥ na Z ® thuk), kjer so My pozitivne regular-
ne Borelove mere na kroZnici. Iz teorije o kvaziinvariantnih
merah, ki pa so sedaj definirane na kompaktni komutativni to-
poleSki grupi - kroZnici K (definicija 19), sledi po analog-
ni poti, kot pri sebi adjungiranih operatorjih, da je na kroZ-
nici vsaka kvaziinvariantna mera ekvivalentna Lebesgovi meri
M na kroZnici.

Podobno kot v razdelku 4 dokaZemo, da homogenemu uni-
tarnemu operatorju z enostavno spektralno velkratnostjo pri-
pada po urejeni spektralni reprezentaciji mera, ki je kvazi-
invariantna.

Sedaj na podoben nad&in kakor pri homogenih sebi adjun-
giranih operatorjih dobimo rezultat, da je homogen unitaren
operator v separabilnem Hilbertovem prostoru unitarno ekviva-
lenten operatorju mno¥enja z neodvisno spremenljivko z,|z| =1,
v prostoru LZ(K,ﬁ), oziroma sploino:

Homogen unitaren operator v geparabilnem Hilbertovem
progstoru je ekvivalenten operatorju mno3enja z neodviano
spremenljivko 3, |z| & 1, v direktni vsoti prostorov szx,%};
§tevilo sumandov direktne vsote se ujema 8 spektralno ved-
kratnostjo operatorja.
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6. HOMOGENI NORMALNI OPERATORJI

Pojem homogenosti lahko razSirimo iz sebi adjungira-
nih in unitarnih operatorjev tudi na normalne operatorje.

Definicija 27: Normalen operator A v separabilnem Hilbertovem

prostoru imenujmo homogen, &e je ekvivalenten
razliki A - AI za vsako kompleksno &tevilo ).

Iz definicije sledi spet nekaj lastnosti homogenega
normalnega operatorja. Homogen normalen operator je neomejen
in €e je definiran v separabilnem Hilbertovem prostoru, nima
nobene lastne vrednosti. Razlogi za to so seveda isti kakor
pri homogenih sebi adjungiranih operatorjih. Zvezni spekter
v tem primeru predstavlja vsa ravnina kompleksnih Ztevil.

Preprid¢ajmo se o eksistenci homogenega normalnega ope-
ratorja! Vzemimo spet prostor L2 vseh v Lebesgovem smislu
merljivih funkcij x(t,r) dveh spremenljivk. Operator mnoZen-
ja s t + it je homogen operator,

(Ax) (€,t) = (t+it)x(t,1).

Grupa unitarnih operatorjev U()), ki prevedejo normalen ope-
rator A v A - AI, je doloCena s predpisom

(U(A)x) (£,1) = x(t"‘llr T"'lz) r
kjer je A = 1, +112. Hitro se preprifamo, da je z zgoraj uve-
denim unitarnim operatorjem izpolnjena relacija homogenosti,

kajti

((A = AD)x) (£,1) = ((t=);) + L(r=2,))x(t,1)

in
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((U(A)AU* (M) x) (t,T1) = (Ax) (t=1) ,1=2,) =

= (t-l1 + 1(T—Az))x(t—xl.r-xz) =

= ((t-ll) + 1(1-12))x(t.t).

Podajmo sedaj normalen operator A ¥e v obliki

A = Al + 1 AZ'
kjer sta Al in A, sebl adjungirana operatorja, ki komutirata.
Trdimo tole: &e je normalen operator A homogen, potem sta
tudi sebi adjungirana operatorja A
hitro lahko prepri&amo.

1 in A2 homegena. O tem se

Sebi adjungiran operator Al se izraZa takole

Ker je normalen operator A homogen, potem za operator A* velja
tale relacija

>
*
]
>
o ]
il

U(A)A*U*())
oziroma
U(X)A*U*(X).

o
*
i

et

=
||

Poglejmo, kako je z relacijo homogenosti za operator All

A - AL = 2((A = AI) + (A* - AD)) =

1

(U(X)AU* (A) + U(X)A*U*(})).

N =

Ker pa je operator A, sebi adjungiran, je A realno 3tevilo in
imamo

A - a1 = v R ur ) = vooauron,



torej je sebi adjungiran operator A, homogen. Enako se pre-
priamo o homogenosti sebi adjungiranega operatorja Az.

Podobnega rezultats, kakor ga imamo pri sebi adjungiranih
homgendh operatorjih, da je namre& homogen normalen operator
ekvivalenten operatorju mnoZenja s t + it v direktni vsoti
prostorov Lz, kjer se 3tevilo sumandov direktne vsote ujema
8 spektralno velkratnostjo normalnega operatorja, pa ni
uspelo dobiti. Potrebovali bi spektralni teorem in teorijo o
urejeni spektralni reprezentaciji za normalne operatorje, &e
bi seveda delali po podobni poti kakor pri sebi adjungiranih
operatorjih. Tu nastopi teZava, kajti spektralno reprezen-
tacijo Hilbertovega prostora imamo le za omejene normalne
operatorje ([3],pogl.X; [1]), homogen normalen operator pa

je neomejen.
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7. HOMOGENE SPEKTRALNE MERE

Znano je, da vsakemu sebil adjungiranemu operatorju
pripada enoparametri&na druZina {E(A)}. Iz spektralne druZi-
ne {E(\))} sebi adjungiranega operatorja moremo konstruirati
spektralno mero operatorja, saj lahko vsaki Borelovi mnoZi-
ci e na realni premici priredimo projektor E(e). Za odprti
interval (a,b) definiramo E((a,b)) takole:

E((a,b)) = E(b-0) - E(a).

Za poljubno Borelovo mnoZico e je narejena konstrukcija v
[11}VII/3. Dobljeno druZino {E(e) ,ec % } imenujemo spek-
tralno mero sebi adjungiranega operatorja A.

Iz homogenosti operatorja A sledi, da ima spektralna

mera to lastnost:
E(tre) = U(t)E(e)U*(7), ec ®,

kjer pomeni t paralelni premik mnoZice e, U(t) je unitarni
operator. Spektralno mero, ki zado%&a zgornji enacbi, imenu-

jemo homogeno spektralno mero.

Do sedaj povedano povzemimo v tejle ugotovitvi: homo-
genemu sebi adjungiranemu operatorju A pripada homogena spek-
tralna mera. Tako poleg homogenih operatorjev lahko 3tudi-

ramo tudi homogene spektralne mere.

Splo3no definicijo spektralne mere smo podali v raz-
delku 3, tam so zbrana tudi sredstva, ki jih potrebujemo pri
Studiju homogenih spektralnih mer. '

Uvedimo pojem homogenosti pri spektralnih merah! Kot

do sedaj naj pomeni & druZino vseh Borelovih mnoZic iz Rk,

. P linearno mnoZico vseh sebi adjungiranih projektorjev v da=-
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nem Hilbertovem prostoru L. Zaznamujmo s T grupo vseh tran-
slacij T v prostoru Rk in te je mnoZica, v katero preide
mnoZica e po translaciji r.

Definieija 28: Spektralmno mero Efe),

Efe) : B —s P

itmenujmo homogeno (za translacijo), 3e je spek-
tralna mera E(te) ekvivalentna meri E(e) za vea-
ko translacijo t in za vsako mnoZico ec(B; to-

rej eksistira tak unitaren operator U(t), da je
E(te) = U(Tt)E(e)U*(t)
za vsako Borelove mnoZico e.

Recimo, da imamo dano homogeno spektralno mero E. Pred-
postavimo najprej, da imamo enostavno spektralno velkratnost.
Torej naj bodo vse mnoZice iz zaporedja Borelovih mnoZic {ek],
ki nastopajo pri urejeni reprezentaciji, prazne mnoZice, le
e, = Rk. Eksistira tak maksimalni vektor xe ¥, da je H(x)
ves prostor ¥ in Ry = g ™ M
Lema 29: Zgoraj definirana mera y je kvaziinvaritantna in

ekvivalentna Lebesgovi meri m, u = m.

Dokaz: Pri dokazu bomo uporabili rezultate, ki smo jih do-
bili %e pri homogenih sebi adjungiranih operatorjih v razdel-
ku 4. Za&nimo s kvaziinvariantnostjo. Da ugotovimo kvaziin-
variantnost mere, po definiciji 19 potrebujemo, da je mera
na lokalno kompaktni komutativni topolo3ki grupi regularna
Borelova mera. Mera p ima na prostoru Rk te lastnosti. Ker
je spektralna mera E(e) homogena, je ekvivalentna spektralni
meri E(re) = E(e). Po lemi 18 iz razdelka 3 sledi, da sta
pripadajo&i urejeni reprezentaciji ekvivalentni, to po de-
finiciji 15 pomeni, da sta meri y in p , ki pripadata spek-
tralnima merama E(e) in E(e), ekvivalentni. V tem primeru je

E(e) = E(te) in pn(e) = n(re).
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Iz ekvivalence mer sledi, da za mnoZico e C Rk, za katero je
u(e) = 0, je tudi u(e) = p(rte) = 0 in obratno. S tem ima-
mo prav lastnost kvaziinvariantnosti mere.

Spet potrebujemo pojem konvolucije dveh mer. Po &lanku
[15] je definirana za pozitivni kon&ni regularni meri kon-
volucija takih mer na lokalno komapktni grupi G takole:

(u*p) (D) = E u (-x+D) dp (x)
G

za vsako podmnoZico D cCG.

V nasSem primeru vzamemo za G evklidski prostor Rk. Me-
ra y je dolodena s spektralno mero E, medtem ko mero p Zeli-
mo izbrati tako, da bo to pozitivna, regularna Borelova in
kon&na mgra, obenem pa Se taka, da bo integral, ki nastopa
v konvoluciji, konden. Definirajmo mero p tako

ple) = S f(r) dm,
e

kjer bomo za £(r) izbrali primerno zvezno funkcijo iz pro-

1/2. Z m zaznamujemo k-dimenzio-

stora L;. Tu je r = (] |x,])
nalno Lebesgovo mero%=1 Tako definirana mera p je absolutno

zvezna glede na mero m. Vpeljimo sferi&ne koordinate in imamo

k=1

5 f(r)dm = Qk Xr f(r)dr,

Rk 0

kjer je nk povridna krogle v Rk. Funkcijo f£(r) izberemo 3e

tako, da bo

5 f(r) dm < o ;

rK

vzemimo na primer, da je

£x) = — 7
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[--]

S rk_} dr
1 + rk'*'1

k+1

tedaj velija

0
Torej je dp = dm/(1 + r
potrebne lastnosti, je pozitivna, Borelova, kon&na in tudi

) . Tako dolodena mera ima vse

regularna mera. Konvolucija je kon&na, ocenimo

| (u*p) (D) | < u(Rk) S do , De(®

rK

Mera p je tudl kvaziinvariantna, o Cemer se prepri&amo po-
dobno kakor v lemi 22. Ker sta meri p in p kvaziinvariantni,
dobimo po lemi 23, da sta meri ekvivalentni, to je zvezni
druga glede na drugo.

Pokazati bi bilo e treba, da je mera m absolutno zve-
zna glede na mero p. Dokaz tele podobno kakor v lemi 24, Dg=-
bili smo vmesni rezultat: p = m.

Zaradi tranzitivnosti relacije ekvivalence sta meri y
in m ekvivaletni,y = m.

Ko imamo ta rezultat, lahko zapi$emo izrek, ki je
analogen izreku III za sebi adjungirane operatorje.

IZREK VI: Naj bo E(e) homogena spektralna mera z enostavno
spektralno vedkratnostjo v eeparabilnem Hilbertovem
prostoruge. Potem eksistira tak dzometridni izo0-
morfizem ¥ — szm,Rk), da projektorju
Ele): ¥+ ¥ wustreza v prostoru szm,Rk) operator

mnoZenja 8 karakteristidno funkeijo Xg'

Dokaz: Pokazali smo, da imamo urejeno reprezentacijo z eno-
stavno spektralno velkratnostjo v separabilnem Hilbertovem
prostoru glede na mero E, torej

J : H(x) +—— Lz(ux).
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Vemo tudi, da projektorju, ki deluje v H(x), ustreza v pro-
storu Lz(ux) mnoZenje s karakteristi&no funkcijo Xe+ VZe-
mimo fng(ux). Zaradi ekvivalence mere y,  in Lebesgove mere
imamo po Radon-Nikodymovem izreku

dy = h(t) dt,

kjer je h(t) pozitivna in h(t)elL Izradunajmo normo £,

lloc®

leh? = S €12 ay, = E |£8)] 2n(erat
Rk Rk
Preslikava V,
VvV : thux) — L2(m)
dana s predpisom

VE = £/ h

je o&itno izomorfizem in je tudi izometri¥na, saj je po

g Lz(m)a

zgornjem ra&unu
l£12 = pvel? = |al*.

@zradunajmo Se
-1
(VE(e)V ")g = VE(e)f = Vxe f = xeg

in vidimo, da pripada projektorju E(e) mnoZenje s karakteris-

ti&no funkcijo Xe: ¥ prostoru Lz(m,Rk), prodtoru vseh po Le-

besgu merljivih in s kvadratom integrabilnih funkcij v prosto-
k

ru R,

V izreku VI smo predpostavili, da imamo enojno spek-
tralno vedkratnost. Spet skufajmo posploiti in vzemimo naj-
rej, da imamo dvojno spektralno velkratnost urejene repre-
zentacije glede na dano homogeno spektralno mero E, na primer
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k

e, = R, u(e2) > 0, ey = f§ za k > 3, Po lemi 11 imamo v tem

1
primeru

T = H(x,) & H(x,)

in u,(e) =u (ene,), e CR", kjer je u,(e) = (E(e)x,,x,) in
uz(e) = (E(e)xz,xz). Pokazalil smo, da imamo izometri&ni izo-

morfizem J,

. N R k k
J: ¥« * L,(uy;sR7) @ L,(u,,R7).

Lema 30: Urejena reprezentacija z dvojno spektralno vedkrat-
nostjo glede na homogeno spektralmno mero ima to last-
nost, da je tudi mnoZica e, kar ves prostor Rk skoraj
povsod glede na Lebesgovo mero in potem je
uzfe) = "1(3) = ufle).

Dokaz: Ker sta zaradi homogenosti za vsak premik t spektral-
ni meri E{e) in E(te) unitarno ekvivalentni, veija, da sta
pripadajo&i urejeni reprezentaciji ekvivalentni,

M =u in u(enafn) = u(enﬁfn) =0, n=1,2,

MnoZice fn so Borelove, ki pripadajo po urejeni reprezenta-
ciji spektralni meri E(te). MnoZica f2 je translatirana mno-
fica €y f2 =1 e,. Enako kakor pri sebi adjungiranih opera-
torjih zaznamujmo s ¢ (t) karakteristi&no funkcijo mnoZice

ey,r (L) = Xez in ¢ (t+1) = xfz = xtez' Prav tako velja za

karakteristi&no funkcijo simetri&ne diference e, fz, da je

d(t) + ¢(t+t) - 2¢(t) ¢ (t+1) = y S te,
2

Tu je 1t = (11,12,... ’Tk) in t = (tl,tz,...,tk). Zaradi ekvi-

valence mere u in merem sledi iz u(ezafz) = 0, da je tudi

m(ezﬁfz) = 0., Potem imamo



g £(£)To () +¢ (t+1) = 2¢ (£)¢ (t+7)]dm = 0

gk

za vsak tin za vsako merljivo funkcijo £. Zgornjo enalbo za=-
piSemo v tej obliki

& £(£)[26 (1) = 1]6 (t+r)dm = S £ ()¢ (t)dm, (1)

k k

R R

Vpeljemo funkcijo g(t) = £(t)[2¢(t) - 1] , ki je o&itno mer=-
ljiva funkcija in po enakem razmisleku, kakor v razdelku 4
dobimo relacijo

fF(t)p(t) = g(t)e(t).

V desno stran enalbe (1) vstavimo desno stran zgornjega iz-
raza in je

8 g(t)¢ (t+r)dm = K g(t)¢e (t) dm

Rk Rk

odtod pa

S g(t) [¢ (t+1) = ¢ (t)]dm = O,

Rk

za poljubno merljivo funkciijo g(t).
Sedaj dobimo zopet zvezo

6 (t+1) ¢ (t) = 0, (2)

ki velja pri poljubnem 1 in skoraj za vsak téRk glede na mero m.

Nadaljne razmi%ljanje omejimo najprej na ravnind R2.
Funkcija ¢(t) je merljiva in poglejmo integral po pravokot-
niku Q(x), kjer je x = (X,,x,) oglisZe pravokotnika, ki le-
Zi izven koordinatnih osi (slika).



(x,.%,)

th‘]

w

Vpeljimo funkcijo F(x) takole

S ¢(t) dm = F(x).
Q(x)

Definirajmo mero v s predpisom

vie) = g ¢ dm,

e

Mera v je absolutno zvezna glede na mero m in imamo

v(Q(x)) = g ¢ dm = F(xl.xz).
Q(x)

O&itno je F(0) = 0. Napravimo sedaj premik v smeri spre-

menljivke x, za Ty Potem imamo dalje

1

F(x1+rl,x2) = g ¢(t1,t2) dm ,
Q{x1+11,x2)

Z zamenjavo integracijske spremenljivke t1 z t1+r1 dobimo
F(x1+11,x2) = g ¢(t1+ti,t2)-dm

integracijsko obmo&je je pravokotnik Q(x1+11,x2) premaknjen

za -1, Vv smeri osi x,. Upoitevamo enadbo (2) in je

1

F(x1 +11,x2) = S ¢Xt1,t2) dm =



-, .

Q(xl pxz) Q(-Tl,le

Odptod dobimo
F(xl+11,xz) = F(xl 'xz) L F(_Tl ;xz) .

Ker je F(O,xz) = 0, imamo iz zgornje enaclbe, ko vzamemo

xl = 0 tole

F(Tlfxz) = = F(_Tl'xz) .
Z uposStevanjem tega dobimo tole funkcionalno ena&bo
F(x1+11,x2) = F(xl,xzj + F(TI,xz) .

X.. Reditev

Funkcija F je zvezna funkcija spremenljivk x 9

1'
zgornje funkcionalne enacbe je

F(xl,xz) = c(xz).xl.
Istl postopek napravimo za spremenljivko Xyt to je premik v
smeri Xy Za T,e Enako kakor prej bi pri3li do tele funkcio-
nalne enacbe

in ngena resitev je

F(xl,xzj = k(xl).xz.

Postavimo x
dobimo tole

1 8 1 in dobimo c(xz) = k(l)x2 za vsak xz. S tem

F(xl,xz) = k X%, . (3)
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Ker je funkcija F(xl,xz) mera y pravokotnikov, poif&imo
odvod mere. Za elemente Vitalijeve druZine N vzemimo kar
kvadrate Q s stranico 2a in sredis&em v to&ki x = (xl,xz)
(slika).

b 4

Xy

Omejimo se na primer, da je (xl,xz) v prvem kvadrantu in da
je a dovolj majhen. Iz definicije odvoda (razdelek 2) sledi

F’'(x) = lim v(9)

a+0 m(Q)
_ limv(x1+a,x2+a) - v(x1+a,x2-a) - v(xl-a,x2+a) 4 v(xl-a,xz-a)
a-+0 4a2
F(x1+a,x2+a)-F{x1+a,x2-a)-F(xl-a,x2+a)+F(xl-a,x2-a)
= lim
a-+0 4a2

Upo8tevajmo ena&bo (3) in dobimo dalje

(x1+a)(x2+a)—(x1+a)(xz—iz-(xl-a)(x2+a)+(x1—a)(xz-a)

F'(0 = k 3ip 2

4a
2
= k 1im -‘3-?-2=k.
a»+0 4da

Torej je F’(x) = ¢(x) = k.
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Funkcija ¢ (x) je konstantna skoraj povsod. Ker je ¢ (t)
karakteristi&na funkcija mnoZice €y ima vrednost 0 ali 1 za
vsak t glede na mero m in ker je m(ez) >0, je ¢(t) = 1 sko-
raj povsod. Torej je

m(e, - rR¥%) = 9.

Isto razmisljanje seveda lahko razfirimo na k spremenljivk, na
prostor Rk.

Dosedanji rezultat, ki smo ga izrazili v izreku VI,
lahko posplo$imo na primer dvojne spektralne ve&kratnosti in
zapi$imo izrek v obliki:

IZREK VII: Homogent spektralni meri E(e) z dvojno spektralno
vedkratnostjo v separabilnem Hilbertovem prostoru
¥ ustreza v prostoru L (m, Rk) ] L (m,Rk) mno-
Zenje s karaktertstzéno funkctgo tn prostor
L (m,R ) ® L (m, R ) Je ekvtvalenten Hilbertovemu

prostoru ¥.

Dokaz: Ko smo v prejsSnji lemi 30 ugotovili, da je e, = Rk

skoraj povsod in uz(e) = ulte) za poljubno mnoZico ec:Rk,
smo dobili enako situacijo kakor v izreku VI, torej pripada
homogeni spektralni meri E(e) restringirani na prostor thuz)
tudi v prostoru Lz(m) mnoZenje s karakteristié&no funkcijo
Xe* Dalje zaklju&imo, da homogeni spektralni meri z dvojno
spektralno ve&kratnostjo pripada mnoZenje s karakteristi&no
funkcijo v direktni vsoti prostorov Lz(m,Rk) ® Lz(m,Rk).

Isti rezultat lahko raztegnemo na primer poljubne
spektralne velkratnosti in po enaki poti ugotovimo, da so
vse Borelove mnoZice Ew ki Eastopajo pri urejeni reprezen-
taciji, kar enake prostoru R". Tako lahko formuliramo splo-
§ni izrek, ki je analogen izreku V, ki smo ga dobili pri
homogenih sebi adjungiranih operatorjih.



IZREX VIII: Homogeni spektralni meri E(e) v separabilnem

Hilbertovem prostoru ¥ ustreza mnoZenje s ka-
rakteristidno funketijo Xg ¥ direktni vsoti pro-
storov | @ Lgfm,RkJ, sumandov pa je toliko,
kolikrdna je spektralna vedkratnoet spektralne

mere.

Do sedaj smo definirali homogenost spektralne mera za
translacijo. Ali je spektralna mera, ki je homogena za tran-
slacijo, homogena tudi za rotacijo?

Vzemimo najprej preprost primer, spektralno mero v
prostoru LZ(Rk). Tu konstruiramo primer spektralne mere E(e)
na primer tako:

E(e)f(t) = xe(t)f(t)o
f(t)sLZ(Rk). Taka spektralna mera je, kot smo videli, homo-
gena za translacijo. Hitro se prepri&amo, da je tako izbrana
spektralna mera homogena tudi za rotacijo. Veljati mora tedaj
relacija

E(ce) = U(o)E(e)U* (o)

za vsako rotacijo ¢ in Borelovo mnoZico e.

Unitarni operator U(g) naj deluje takole

U E() = £(o"1t) in U*(g) E£(t) = £(ot).
Potem imamo

[U(a)B(e)U* (o) J£(t) = Ulofx,(t)E(at)]=

= x(0TTRIE(t) = x__(E)E(t) = E(ge)£(t).
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Pokazali smo, da je tako izbrana spektralna mera v prostoru
Lz(Rk) homogena za poljubno gibanje.

Dobljeni rezultat pokaZimo ¥e v splo3nem primeru. Vze-
mimo spektralno mero E(e) v separabilnem HilbertoVem prosto-
ru , ki naj ima enostavno spektralno vedkratnost in ki naj
bo homogena za translacijo, e pa Borelova mnoZica v k-dimen=-
zionalnem evklidskem prostoru. Da bi bila ta mera hoﬁogena tu-
di za rotacijo, mora biti izpolnjena relacija

E(oe) = U(o)E(e)U* (o)

za vsako rotacijo o in vsako Borelovo mnoZico e.

Vemo, da eksistira izometrié&ni izomorfizem J iz pro-
stora & na thRk). Pa konstruirajmo unitarni operator U(g) ta-
kole:

ulo) = 3 v a,
kjer operator V(o) deluje na funkcije f(t)aLz(Rk), in sicer
V(o) £(t) = £(ot).
Verificirajmo zgornjo relacijo homogenosti za rotacijo! Iz
izreka VI vemoy da je spektralna mera E(e) unitarno ekviva-

lentna operatorju mnoZenja s karakteristi&no funkcijo; vze-
mimo ue . in torej velja

E(e)u = J°} Xg (t)Ju

Dalje potem imamo

U@ E(e)U*(6)u = (37'V(0)3) (37 x D) (3T VA () Du =
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- (J“l(V(o)xev*(a))Ju - g1 XyoJu = E(0e)u

Pri predzadnjem ena&aju smo uporabili rezultat iz zafetka
tega razmisljanja. Iz do sedaj povedanega dobimo tole po-
sledico:

Veaka spektralna mera, ki je homogena za translacijo
v prostoru Rk, je homogena tudi za poljubno gibanje v pro-
atoru Rk.

Analogno velja v splo3nem primeru, ko ima homogena spek-=
tralna mera E(e) v separabilnem Hilbertovem prostoru poljub-
no vedkratnost.

Na koncu omenimo Se eno posploSitev: Vzemimo tranzi-
tivno grupo homeomorfizmov v k-dimenzionalnem evklidskem
prostoru. Spet definiramo homogeno spektralno mero, to po-
meni, da za vsak homeomorfizem ¢ iz grupe eksistira unita-
ren operator U(co), da je izpolnjena relacija

E(oce) = U(o)E(e)U* (o)

za vsako Borelovo mnoZico e.

All se da tudi sedaj dokazati domneva, da je homoge-
na spektralna mera ekvivalentna operatorju mnoZenja s kara-
kteristi€no funkcijo v prostoru Lz(m,Rk)?

To vpraSanje ostane odprto, nastopita dve teZavi:
topoloska grupa homeomorfizmov v Rk se ne da identificira-
ti s k-dimenzionalnim prostorom in tranzitivna grupa homeo-
morfizmov ni komutativna grupa, komutativnost smo pa pri
dosedanjih dokazih tudi potrebovali. '
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