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MRTENATIAA

DIOFANTSKE ENACBE V ELEMENTARNI GEOMETRUI

Diofantske enacbe so enacbe, ki jih reSujemo v okviru celih tevil. Ogledali
si bomo nekaj takih enaéb s tremi neznankami, ki imajo svoj izvor ali pa pona-
zoritev v elementarni geometriji. Proucili bomo nekatere nelinearne enaébe in
posku3ali najti vsaj nekaj reSitev za vsak primer.

V prvih petih problemih bomo naleteli na enacbe oblike

X% 4yt =20

kjer bo a zavzel nekatere racionalne vrednosti.

Problem 1. Doloéi trojico naravnih
stevil (x, y, z), ki predstavljajo dolzi-

3 ; . z
no stranic pravokotnega trikotnika. X
¥
Iz slike takoj razberemo enaébo za neznane koligine
xXt+yt=2* (1)

Gre za iskanje znamenitih pitagorejskih trojic, ustrezni trikotnik imenujemo
pitagorejski trikotnik. Trojica (x, y, z) je primitivna, ¢e Stevila v njej nimajo
skupnega delitelja. Vse primitivne pitagorejske trojice dobimo iz zvez

x=u?—-Vv?, y=2uv, z=u*++’ (1a)

(u,vEIN, u>v in tuji)

kjer IN pomeni mnozico naravnih §tevil. Ker so ti obrazci zelo poznani, jih tu
ne bomo izpeljevali. Nekaj takih trojic je: (3, 4, 5), (5, 12, 13), (15, 8, 17), ...
Vse pitagorejske trojice dobimo z veckratniki primitivnih. O pitagorejskih
trojicah je tudi Presek Ze nekajkrat pisal.

Obstaja Se vrsta drugih obrazcev, ki dajo nekaj reSitev zgornje enacbe. Ce
na primer vstavimo z = y + k v zgornjo enagbo, dobimo x* = 2yk + k*. Izberi-
mo najprej kK = 1, tedaj je x> =2y + 1, torej mora biti x liho §tevilo x = 2n + 1
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insledi y = (x2 —1)/2=2n*>+2n,z=y+ 1=2n% + 2n + 1. Dobimo pita-
gorejske trojice

x=2n+1,y=2n*42n,z=2n"+2n+1,nEN (1b)

Lahko si zapomnimo tudi naslednji praktiéni napotek: izberi poljubno liho
Stevilo / = 3 in izradunaj x =/, y = (12 —1)/2,z = (/* + 1)/2. Mimogrede smo
dokazali Se dve trditvi:
1) Za vsako liho 3tevilo / =3 obstaja pitagorejski trikotnik, ki ima za dolzino
katete to Stevilo.
2) Obstaja neskonéno pitagorejskih trikotnikov, katerih hipotenuza je za 1
vecja, kot meri ena od katet.
Podobno bi dobili pri & = 2 pitagorejske trojice

x=4n, y=4n* -1, z=4n>+1, n€EN (1c)
Problem 2. Doloéi pravokotni triko-
tnik, ki bo imel za kateti in za vi§ino

na hipotenuzi celostevilsko vrednost.

Cq €2

o 5 g 5o 2o il
Zapi&imo znane zveze za pravokotni trikotnik (glej sliko): x* + y? =¢?,
x? = cyc, y? = ¢y¢, 28 = ¢,¢,5. |z njih sledi zveza x*y® = ¢,c,¢* oziroma

x2y? = 2% (x? + y?). Po deljenju z x*y*z* (saj so vsi # 0) dobimo

4 1
e (2

Pois¢imo nekaj trojic, ki redijo to enacbo v naravnih §tevilih. Iz prej$nje
enacbe najprej izrazimo z = xy/r/ x* + y in opazimo, da mora biti izraz
x% + y? popoln kvadrat. Reitev i$¢imo torej v obliki zvez, ki smo jih srecali
v prejnjem problemu: x = k(u? — v?), y =k2uv, k, u, v € IN. Sledi
z = 2uviu® — v*)k/(u* + v*) in tudi z bo celo §tevilo, &e izberemo k = u? + v2.
S tem dobimo naslednjo dvoparametriéno druzino resitev

x=u* —v*, y=2uvlu®+v?), z=2uvit® —v*); uvEN,u>v (2a)

Tako sta na primer (15, 20, 12) in (65, 156, 60) dve taki reitvi. Opazimo, da
je tudi ¢ celogtevilski, in sicer je enak ¢ = (u? + v?)?. Zgoraj bi lahko uporabili
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tudi nastavek, ki smo ga sreéali v prejinji todki: x = t./, y = t.(/* — 1)/2, kjer
je / liho $tevilo (=3) int € IN, nato pa z = t./ (/> — 1)/(/* + 1). Ce izberemo
t=(/* +1)/2, dobimo trojice

x=NP+1/2, y=(r"=1)/4, z=K*=1)/2; 1=2j+1,jJEIN  (2b)

Problem 3. Poi$&i naravna 3tevila x, y g
in z tako, da bosta x in y dolZini stra- : “‘n{
nic trikotnika, ki oklepata kot 120°, 2 Pl
dolzi imetrale t kota. b 4
z pa dolZina simetrale tega kota : y Ao \e0° .
\ z
1
A D 8

Ce stranico BC podaljsamo za y (glej sliko), sta og&itno trikotnika ABE in
DBC podobna. Sledi z : x =y : (x + y) oziroma z = xy/(x + y) ali

1 1 1
—_— e e
X v 4 (3)

Poskusimo najti nekaj resitev te enacbe v naravnih 3tevilih. Uvedimo novi
neznanki X in Y, ki sta s prejinjima v zvezi X =x +y, Y = x — y. lzrazimo
stari spremenljivki z novima x = (X + Y)/2,y = (X — Y)/2 in izraza vstavimo v
naso enacbo (X # Y, ker y # 0). Po kratkem ra¢unu dobimo 4Xz = X* — Y?
ali Y* + 4z* = (X — 22)*. Opazimo, da moramo za Y, 2z in X — 2z izbrati
ravno pitagorejsko trojico. Ker je 2z sodo 3tevilo, postavimo iz (1a): ¥ =
ur —v2,2z=2uv in X —2z=u?+v2. Torej X =u® +v® +2uv, Y = u?* — vV*,
z =uv in za prvotne neznanke dobimo resitve

x=ulu+v), y=viu+v), z=uv;, u,vEN (3a)

Spotoma smo opazili, da sta X in Y Ze bila take parnosti, da sta tudi x in y
celostevilska. Zapisimo nekaj konkretnih reditev za (x, y, 2): (2,2, 1), (6, 3, 2),
(12,4,3), ...

Problem 4. Doloé&i tri naravna Stevila,

ki so enaka radijem treh krogov, ki se

drug drugega dotikajo; vsi krogi pa se X
dotikajo Se skupne premice.
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Iz slike razberemo zveze:

AC2+(x—y)=(x+y)?, AB2+(x—2)?= (x+2)?, BC*+(y—2)*=
= (y +2)*. Sledi AC =2+/xy, AB =2+/xz in BC =2+/yz. Prvarazdalja je
vsota drugih dveh, zato v/ xy =+/ xz + \/yz Po deljenju s +/ xyz dobimo

VX Wy vz
Neskoné&no resitev te enagbe v naravnih $tevilih dobimo, ée pisemo kar x = X2,

y =Y? inz=2? in enatbo prevedemo na prejinjo. 1z mnozice reditev (3a) tako
dobimo naslednje resitve enacbe (4)

x=viu+v)?, y=Vu+wv?, z=u** u,vEN (4a)

Nekaj trojic za iskane radije je tako: (4,4, 1), (36, 9, 4), (144, 16, 9), ... Seveda
pa so vsi veékratniki teh reditev zopet resitve.

Problem 5. Trapez ABCD diagonali
razdelita na 5tiri dele. Doloéi naravna
Stevila py, p,, P, P4 in p tako, da
bodo pomenila po vrsti ploi&ine po-
sameznih delov in skupno ploséino.

Oé&itno je, da je py + ps = p; + pa, torej pg = p3. Tako zadoica poiskati
le Stiri med njimi. Pri tem je p =p; + p; + 2p;. Hitro se lahko prepri¢amo, da
¢im dosezemo za tri med njimi, da so naravna Stevila, je tudi ¢etrto tako. To ni
¢isto ocitno le v primeru, ko zagotovimo p;, p», p € IN, p3 pa izraunamo iz
zapisane zveze. Pa vzemimo ravno ta primer. Poi§¢imo zvezo med p,, p, inp.
Ce oznaéimo z v, in v, visini trikotnikov ABE oziroma ECD (glej sliko), velja
p1 =avy/2,p, =cvy/2inp = (a + ¢)(v; +v,)/2. Upostevajmo Se podobnost
omenjenih dveh trikotnikov pa dobimo av, = cv,. Od tod sledi p,p, =
= avyev, /4 = av, /2).(evy /2). Produkt enakih koli¢in je enak izrazu pp,,
zato je av,/2 = cv;/2 = \/ pyp,. Ce to upoitevamo v izrazu za p, dobimo
p =p1 +pz +2+/p1p,, kar pa lahko zapidemo tudi v obliki v/p; +vp, =/p.

e pisemo x =p,, y = p, inz=p, i§¢emo torej reditve diofantske enaébe

Vx+\ly=vz (5)
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Nekaj resitev lahko takoj zapisemo, ¢e postavimo
x=u?, y=v*, z=(u+v)*; u,vEN (5a)

Veckratniki teh so seveda tudi reditve. IzkaZe se, da v resnici dobimo z zgornji-
mi zvezami vse primitivne trojice, ¢e sta v in v tuji, vendar tega tu ne utegnemo
dokazovati. DolZni smo Se odgovor, ali je tudi p; € IN. Zanj imamo dve zvezi,
ki ju opazimo zgoraj: p3 = (p — p; — p,)/2 = \/7552, od koder sledi, da je
tudi p; € IN. Nekaj &etvork za iskane ploséine (py, p2, p3, p) je: (1,1,1,4),
(4,1,2,9),(9,1,3,16), ...

V zadnjih dveh problemih si bomo ogledali $e primer kvadratne diofantske
enacbe z meSanim ¢lenom.

Problem 6. Poii¢i trojico naravnih
Stevil, ki pomenijo dolZine stranic tri-
kotnika z enim kotom 120°.

Iz slike razberemo z? — % +y)?= (52 »4/3)? odkoder sledi enaéba

x2+xy+y?=2° (6)

V 3. letniku Preseka je bilo opisanih nekaj metod, ki so dale nekatere celojte-
vilske reditve te enacbe. Tokrat bomo izpeljali obrazce za resitve, ki bodo po-
dobni obrazcem (1a). Zgornjo enaébo bomo prevedli na enaébo (1) z uvedbo
novih neznank X, Y in Z, ki naj bodo s prej$njimi v zvezi: x = X,
y=(=X+2Y+2)/2,z= (Y +22)/2.S preprostim raéunom potem preverimo
Zvezo

4(x2+xy+y* —2%)=3(X*+Y?-2%)
Od tod takoj sledi, da x, y in z zado$§¢ajo enacbi (6) natanko tedaj, ko za X, ¥
in Z velja enagba (1). Zato iz (1a) postavimo: X = u? — v2, Y = 2uv, Z =
=u? + v*, Od tod po kratkem raéunu dobimo izraze za nase neznanke

x=ut—v?, y=2uv+Vv?, z=ut+uv+v: u,vEIN,u>v (6a)

Naj pripomnimo, da bi bila obratna izbira za X in Y slab3a, ker y in z ne bi bila
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vedno celostevilska. Nekaj konkretnih resitev zgornje enacbe je (x, y, z) =
(3,5,7),18,7, 13),(5, 16, 19), ...

Problem 7. Doloéimo naravna $tevila
X, y in z tako, da bodo dolzine stra-
nic trikotnika z enim kotom 60°,

1z slike takoj razberemo x? — (5)? = 25 $)?, kar nam po ureditvi da

X*—xy+y? =22 (7)

Cejex =y, je tudi z = y, s ¢emer dobimo enakostrani¢ne trikotnike. Za x # y
bi lahko na podoben nacin kot v prejinjem primeru problem prevedli na prve-
ga. Vendar tokrat problem prevedimo neposredno na prej$njega. BeZen pogled
na spodnji sliki pove: ¢e x <y, je (x, y—x, z) trojica, ki pomeni re§itev proble-

ma 6 (s kotom 120°%), &e pa je x > v, ie (x—y, y, z) taka trojica. Torej imamo
iz obrazcev (6a): x =uv? —v?.y —x=2uv+v?*, z=u* +tuv+v* alipax—y=
=u? =2,y =2uv+v?, z=u? +uv+v?. Od tod dobimo skupaj z enakostra-
niénimi trikotniki troje obrazcev za resitve diofantske enacbe (7)

x=u, y=u,z=u; u€N (7a)
x=u*—V?, y=ut+2uv, z=u* +uv+v*; u,vEN, u>v (7b)
x=ul+2uv, y=v*+2uv, z=u* +uv+v?*, u,vEN,u>v (7c)
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Zapisimo nekaj resitev, ki jih dobimo po izmeniéni uporabi zgornjih izrazov.
(x,y, 20 =11,1,1),1(3,8,7),1(8,5,7), (2, 2, 2), (8, 15, 13), (15, 7, 13), ...

Za konec poskusi na podlagi zgornjih ugotovitev resiti naslednje naloge.

Ce se bi kjer zataknilo, si oglej nasvete na str. 302 .

e

2

Pokazi, da je v pitagorejskem trikotniku tudi polmer vértanega kroga
naravno §tevilo.
Ce je (x, y, 2) pitagorejska trojica, dokazi, da je potem produkt xyz vedno
deljiv s 60.
Pois¢i nekaj pitagorejskih trikotnikov, ki imajo tudi za dolzine ene od si-
metral ostrega kota naravno §tevilo.
Preveri, da naletimo na enacbo (3) tudi v primeru, ko i§¢emo trikotnik,
ki ima za stranice naravna $tevila, ena njegovih vi§in pa je enaka vsoti
drugih dveh vigin.
PoiS¢i nekaj celostevilskih trikotnikov (dolZine stranic so naravna §tevila)
z enim kotom 120°, pri katerih je tudi dolzina simetrale ob tem kotu na-
ravno §tevilo.
Dokazi, da je lahko vsako liho Stevilo 7 = 3 dolZina stranice celostevilskega
trikotnika z enim kotom 120°.
Dokazi trditev: &e je (x, y, z) primitivna trojica naravnih 3tevil, ki resi
enacbo (6), so vsa tri 3tevila liha, ali pa je natanko eno med njimi veé-
kratnik $tevila 8.

Edvard Kramar
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