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Povzetek V naravi imamo veliko geometrijskih objektov, ki so
nepravilni in jih ni mogoce opisati s klasicno evklidsko geome-
trijo. Zato potrebujemo novo metodo za opis nepravilnosti takih
objektov. Taka nova metoda je fraktalna geometrija. V zadnjem
¢asu je koncept fraktalne geometrije, ki je bil prvotno razvit za
analizo nepravilnih znacilnosti v naravi, nasel vse ve¢jo uporabo
na podrocju naravoslovija tudi za karakterizacijo oblik naravnega
terena. Kljuc¢ fraktalne geometrije je fraktalna dimenzija, ki opisu-
je kompleksnost fraktalov in geometrijsko nepravilnost objektov.
Merjenje fraktalnih dimenzij je postalo obicajna praksa za opis
strukturnih lastnosti kot je na primer hrapavost povisine.
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1 Uvod

Vprasajmo se kaj je dimenzija prostora? Dimenzija matemati¢nega prostora (ali pred-
meta) je dolocena kot najmanjse $tevilo koordinat, potrebnih za doloéitev katere koli
tocke znotraj nje. Primer, to¢ka ima dimenzijo 0, premica ima dimenzijo 1, ravnina ima
dimenzijo 2, prostor ima dimenzijo 3, hiper-prostor ima dimenzijo 4, itd.

Kako pa dolociti dimenzijo oblikam, ki niso matemati¢no pravilne?

Fraktalna geometrija temelji na ideji invariantnosti povecave, kar pomeni, da je opazo-
vana slika enaka ne glede na to, pod kako mo¢nim mikroskopom jo gledamo. Fraktal
je izpeljanka iz latinske besede fractus, kar v prevodu pomeni zlomljen, razlomljen ali
nepovezan. Natanéno definicijo frakeala in fraktalne dimenzije je tezko podati. Bese-
da frakeal pomeni, da objekti kazejo samo-podobnost pri razli¢nih povecavah in imajo
frakalno dimenzijo. Vendar pa je zanimivo, da je veéina fraktalnih objektov v naravi
samo-afinih, kar pomeni, da niso ustvarjeni po deterministi¢nih pravilih, kot recimo
trikotnik Sierpinskega. Stevilni objekti v naravi niso samo-podobni, ampak so statisti¢no
samo-podobni. Statisti¢tna samo-podobnost pa pomeni, da so objekti samo-podobni le
na dolo¢enem mestu pri razliénih povecavah. Takim fraktalom pravimo samo-afini (sa-
mo-sorodni) fraktali. Self-afini fraktali so fraktali, ki niso samo-podobni, lahko pa tako

lastnost dosezejo s ustreznim transformiranjem.

Pri transformaciji vseh dimenzij objekta ne pove¢amo ali zmanj$amo z istim razmerjem,
temve¢ z razli¢nimi. Zato potrebujemo dve dimenziji za njihov opis. Primer samo-afinih
fraktalov so povrsine terena. Fraktalna dimenzija je vrednost, ki nam daje vpogled v ko-
lik$ni meri fraktalne zapolni prostor, v katerem se nahaja. Fraktalna dimenzija je lastnost
frakrala, ki se ohranja prek vseh povecav in je zato dobro definirana, poleg tega nam pa
tudi pove, kako kompleksen je fraktal. Fraktalne dimenzije se v splosnem ne da racunati
za objekte v naravi, saj je to mogoce le na ¢istih matemati¢nih konstrukeih, ki pa jih v
naravi ni. Fraktalna dimenzija je objektivno sredstvo za primerjavo fraktalov. Uvedena je
bila kot karakeeristi¢na znacilnost kompleksnih naravnih in abstrakenih sistemov. Frakeal
je skupek tock katerih je fraktalna dimenzija ve¢ja od topoloske dimenzije. Temeljita raz-
laga frakrala je torej samopodoba. Ce bi pa naredili najbolj preprosto definicijo fraktala,
bi se glasila nekako takole: Fraktal je nekaj kar se ponavlja v neskon¢nost. Nekaj, kar se
nikoli ne konc¢a in se spreminja z istim procesom znova in znova. Lahko bi rekli, da je
fraktal grafi¢na resitev matemati¢ne enacbe ali algoritma v kompleksi ravnini.

Stevilni naravni pojavi imajo statistiéno podobnost, ki jo lahko modeliramo s pomo¢jo
fraktalne povrsine. Prave pokrajine imajo statisti¢ne vzorce razli¢no od kraja do kraja, na
primer pes¢ene plaze ne kazejo enakih frakealnih lastnosti kot gorske verige. Vsak realen
pristop k modeliranju pokrajin zahteva zmoznost prostorskega modeliranja fraktalnega
vzorca. Tehni¢no gledano ima vsaka povisina v tridimenzionalnem prostoru topolosko di-
menzijo 2, zato ima vsaka fraktalna povrsina v tridimenzionalnem prostoru Hausdorffovo
dimenzijo med 2 in 3. Frakeali so oblike, ki so v osnovi enake na vseh lestvicah povecave;
so samo-podobne. Statisti¢na samopodoba fraktalnih oblik je znacilna za naravni svet in
jo je mogoce uporabiti za simuliranje naravnih procesov. V tem delu predstavljamo resitev



M. Babic: Kako dolociti dimenzijo 3D kompleksnim strukturam oblike reliefa? 3

odprtega problema »kako opisati kompleksnost razli¢nih povrsin terena«. Nasa hipoteza je:
Z znanimi koordinatami povrine terena lahko opisemo njegovo kompleksno strukturo.
Hurstov eksponent H se razume kot korelacija med naklju¢nimi koraki X, in X, ki
ji sledi ¢asovna ali prostorska razlika t. Ena izmed najpogosteje uporabljenih statisti¢-
nih podatkov za opis Sibkega stacionarnega stohasti¢nega procesa, ki ima dolg spomin,
je ravno Hurstov eksponent H. Studije, ki vklju¢ujejo Hurstov eksponent H, so bile
prvotno razvite v hidrologiji za prakti¢no doloditev optimalne velikosti nasipa za spre-
menljive reke Nil deZja in suse, ki so jih opazili v daljsem obdobju. Hurstov eksponent
H se pojavlja na ve¢ podro¢jih uporabne matematike, vklju¢no s frakeali in teorijo kaosa
in spektralno analizo. Hurstov eksponent H se uporablja na podro¢jih od biofizike do
racunalniskega omreZja. Vendar sodobne tehnike ocenjevanja Hurstovega eksponenta H
izhajajo iz fraktalne matematike.

Nakljuéni postopek se statisti¢no ovrednoti s Hurstovim eksponentom H ali z dolo-
¢itvijo porazdelitvene funkcije. Hurstovega eksponenta H kot kriterijev podobnosti ni
mogode natanno izracunati, ampak ga je mogoce le oceniti. Obstaja ve¢ razli¢nih me-
tod za oceno parametra H, ki skupaj bolj ali manj odstopajo. Pri tem nimamo meril, ki
bi dolocali, katera metoda nam daje najboljsi rezultat. Metode za ocenjevanje Hurstov
parameter H lahko ,,grobo® razdelimo na dve kategoriji, in sicer oceno v ¢asovni domeni
in oceno v frekvenénem ali valovnem prostoru. R/S (Rescaled range analysis) metoda je
prilagojena metoda spremenjenega obsega ali prilagojena lestvica, ki je grafitna metoda
in temelji na lastnostih Hurstovega pojava.

2 Metodologija

Rescaled range analysis je statisti¢na metoda, ki jo je razvil Hurst leta 1965, da bi ugo-
tovil ali je pritok vode (slika ) (ne)naklju¢ni proces. Hurst je podatke o gibanju re¢nega
vodostaja razvrstil v ve¢ odsekov in izratunal kumulativni odklon Z od letnega povpredja

za doloceno $tevilo let.

Najprej izracunamo povprecni pretok m vode v obdobju X=X, X, ..., X :
— 1 E?l X
1)m = n &k=14

2)Z¢ Xy—1(X; —m)

kjer je
X. ... pretok vode v enem letu
n ... $tevilo let

X - .

P ;
X No.o
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Potem izra¢cunamo razpon R med najve¢jo in najmanj$o vrednostjo spremenljivke X_

3)R(n)=max(Z,, Z,,...,Z)-min(Z , Z,...,Z.)

Nato izra¢unamo $e standardni odklon:

2) - Jiztzl(xf —m)

Hurst je ugotovil, da je razmerje R/S zelo dobro opisano za Stevilne naravne pojave z
naslednjo zvezo:

=)
s M2
kjer je H Hurstov eksponent.

Razmerje med fraktalno dimenzijo D in H Hurst parametrom je podana z enacbo D =
2-H za 2D objekte in D = 3-H za 3D objekte. To pomeni, da moramo najprej dolociti
eksponent H za 3D objekte.

Predstavljam metodo za ocenitev fraktalne dimenzije v 3D prostoru z estimacijo Hursto-
vega eksponentna H. V prispevku analiziram razli¢ne povrsine terena z dvema metoda-
ma in ju primerjam.

Za dolotitev dimenzije najprej potrebujemo koordinate 3D objekta. Ko imamo koordi-
nate 3D objekta, imamo dve moznosti. Najprej ocenimo Hurstov eksponent H,, za 3D
objekte po grafih v smeri xz.

Najprej transformiramo koordinate (xi, y1, zi) v koordinate (xi, zi) za Vi. Te koordinate
predstavljajo graf prostorske komponente y1. Nato transformiramo koordinate (xi, y2, zi)
v koordinate (xi, zi) za Vi. Te koordinate predstavljajo graf prostorske komponente y2. Ta
postopek ponovimo za yj za Vj. Tako dobimo j grafov prostorskih komponent. Vse te grafe
prostorskih komponent zaporedoma zlepimo v eno sam graf prostorske komponente. Torej k
grafu prostorske komponente y1 zlepimo graf prostorske komponente y2, k grafu prostorske
komponente y2 zlepimo graf prostorske komponente y3 itd. Tako dobljen graf zlepljenih
prostorskih komponent predstavlja graf prostorske komponente celotnega 3D objekta. Nato
ocenimo Hurstov eksponent H za graf prostorske komponente celotnega 3D objekta z me-
todo Rescaled range analysis. Tako dobljen Hurstov eksponent H predstavlja H,, v smeri xz.
Ko imamo Hurstov eksponent H,_, lahko izracunamo dimenzijo D=3-H,.

Postopek ponovimo v smeri yz, torej ocenimo Hurstov eksponent H,, za 3D objekte po
grafih v smeri yz.

Najprej transformiramo koordinate (x1, yi, zi) v koordinate (yi, zi) za Vi. Te koordinate
predstavljajo graf prostorske komponente x1. Nato transformiramo koordinate (x2, yi, zi)
v koordinate (yi, zi) za Vi. Te koordinate predstavljajo graf prostorske komponente x2.
Ta postopek ponovimo za xj za Vj. Tako dobimo j grafov prostorskih komponent. Vse te
grafe prostorskih komponent zaporedoma zlepimo v eno sam graf prostorske komponente.
Torej k grafu prostorske komponente x1 zlepimo graf prostorske komponente x2, k grafu
prostorske komponente y2 zlepimo graf prostorske komponente x3 itd. Tako dobljen graf
zlepljenih prostorskih komponent predstavlja graf prostorske komponente celotnega 3D
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objekta. Nato ocenimo Hurstov eksponent H za graf prostorske komponente celotnega 3D
objekta z metodo Rescaled range analysis. Tako dobljen Hurstov eksponent H predstavlja

H,, v smeri yz. Ko imamo Hurstov eksponent H,, lahko izracunamo dimenzijo D=3-H_,.

Y2’
3 Primeri iz prakse

Primer te Studije je zelo uporaben za analizo povisin terena. Ocenjujemo Hurstov ekspo-
nent /1 za razli¢ne povrsine terena. S predstavljeno metodo fraktalne geometrije opisu-
jemo nepravilno in zapleteno strukturo razliénih povrsinskih terenov, in sicer; povrsina
terena kraterja lune, povrsina terena puscave, povrsina kosti in povrsina vr$aja. V spo-
dnjih primerih lahko vidimo, kako pomembna je analiza povrSine terena, saj ima vsaka
povrsina terena razli¢no vrednost Hurstovega eksponenta H in posledi¢no tudi razli¢no
fraktalno dimenzijo oz kompleksnost.

Veliko $tevilo kraterjev vpliva na teksturo povrsine. Na povrsinah so razirjeni majhni
svezi lunarni kraterji z razli¢nimi geometrijskimi oblikami, kot so ravno dno, krogle in
elipsoidi. Lunina povr$ina ima $tevilne zanimive lastnosti, vkljuéno z razli¢nimi kraterji,

grebeni in terenci, od mo¢no zaprtih do skoraj brez kraterjev. Povrsina kraterja Lune je
prikazana na sliki 4 in ima fraktalno dimenzijo FD,, 2.68 ter FD,, 2.65.

Slika 4: Povrsinski teren kraterjev lune
Vir: https://ts2.space/sl/novo-mozaik-slike-juznega-pola-lune-razkriva/

Pus¢avska povrsina je prekrita s tesno zapakiranimi in prepletajo¢imi kotnimi ali zaoblje-
nimi kamnitimi drobci kamenckov. Formalno opredeljeno, gre za dolo¢eno vrsto terena,
ki je znan zaradi svoje suhosti zaradi pomanjkanja dezja. Tako eksogene sile v naravi
vplivajo na oblikovanje geometrijskih povrsin. V' zadnjih letih je povrsinsko fraktalno
raziskovanje pokazalo posebne prednosti in uspe$ne aplikacije na $tevilnih podro¢jih za
preucevanje strukture povrsine puscav. Terenska povrs$ina puscave je prikazana na sliki 5
in ima fraktalno dimenzijo FD,, 2.38 in FD,, 2.37.
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Mikrostruktura trabekularne kosti je pomemben dejavnik, ki vpliva na trdnost kosti, kar
je najpomembnejsi kostni parameter, ki kaZe na tveganje zloma kosti. Mikroarhitekturno
slikanje kosti je nedestruktiven, neinvaziven in natan¢en postopek, s katerim je mogoce
v eni meritvi oceniti tako navidezno gostoto kot tudi trabekularno mikrostrukturo nepo-
$kodovanih kosti in vzorcev kosti. Postopek lahko pomaga izboljsati napovedi tveganja za
zlom, razjasniti patofiziologijo skeletnih bolezni in dolo¢iti odziv na terapijo in posege.
Povrsina kosti je zelo zapletena, zato za njeno opisovanje lahko uporabimo metodo za
oceno fraktalne dimenzije v 3D prostoru. Terenska povrsina kosti je prikazana na sliki 6
in ima fraktalno dimenzijo FD,, 2.55 in FD,, 2.53.

Slika 5: Pus¢avska povrsina
Vir: hteps://www.hippopx.com/sl/desert-ground-cracked-drought-summer-145698

ee;f
Slika 6: Povrsina kosti
Vir: https://viva.bhc.si/8991559/Novost-pri-ugotavljanju-kakovosti-in-trdnosti-kosti-Metoda-TBS
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4 Zakljucek

Vecina terena je zelo zapletena in tezko merljiva. Fraktali se uporabljajo v mnogih oblikah
za ustvarjanje teksturiranih pokrajin. Mogoce je ustvariti vse vrste realisti¢nih frakcalnih
ponaredkov, podob naravnih prizorov, kot so lunarne pokrajine, gorske verige in obale,
e natejemo le nekaj. Metoda za ocenitev Hurstovega eksponenta H in njegova uporaba
v 2D prostoru je znana, vendar v tem ¢lanku predstavljamo metodo za oceno Hurstovega
eksponente H in njegovo uporabo za analizo 3D kompleksnih strukeur, povrsin razli¢nih
terenov. Za nadaljevanje raziskovanja prostora je veliko dobrih razlogov. Eden izmed zna-
nih objektov v vesolju je luna. Predstavljena metoda je uporabna pri raziskavi topografije
terenska povrsine kraterja lune. Na Zemlji imamo veliko razli¢nih povrsin, ki jih $e nis-
mo odkrili. Ena od takih so povrsine terena puscave. S pomodjo predstavljene metode
lahko modeliramo, kako eksogene in endogene sile vplivajo na relief povrsin terena na
zemlji. Druga uporaba predstavljene metode je v strojni$tvu za modeliranje topografskih
lastnosti materialov po postopku toplotne obdelave. Na zadnjem predstavljamo uporabo
metode v medicini. Eden od tezav v medicini je, kako zapleten je zlom kosti. S pred-
stavljenimi metodami lahko ocenimo zapletenost zloma kosti. Predstavljeno metodo za
oceno frakealne dimenzije v 3D prostoru lahko uporabimo $e na mnogih drugih mestih.
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