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PREDGOVOR

Pred Vami so zapiski predavanj pri predmetu Statika | na prvi Bolonjski stopniji univerzitetnega Studija
Gradbenistva in Gospodarskega inzenirstva na Fakulteti za gradbeniStvo Univerze v Mariboru.
Avtorja zapiskov predavanj sva skuSala zahtevnost vsebine prilagoditi priCakovanemu nivoju znanja
matematike in fizike sluSateljev drugega semestra prvega letnika univerzitetnega Studija na FG, kjer
sva predpostavila poznavanje osnov diferencialnega in integralskega racuna ter osnovnih zakonitosti

Newton-ove mehanike. V kakSni meri nama je to uspelo naj presodi bralec.

Zapiski predavanj ob predstavitvi teoreticnih osnov obsegajo Se Stevilne redene prakticne primere

katerih zahtevnost je podobna zahtevnosti nalog pri pisnem delu izpita pri predmetu Statika .

V prvem poglavju so obravnavani osnovni Newton-ovi zakoni ter pojmi: koordinatni sistem, sile in

navori v ravnini in prostoru, model togega telesa ter njegove znacilnosti.

Drugo poglavje obravnava sisteme sil v ravnini in prostoru, ravnotezne pogoje ter sestavljanje,

razstavljanje in uravnotezenje poljubnih sistemov sil.

Tretje poglavje je hamenjeno spoznavanju pojma vezanega in prostega telesa, spoznavanju tipov
podpor in vezi v statiki, podpornih in veznih sil ter statiCne doloCenosti in kinematiéne stabilnosti

sistemov togih teles.

Cetrto poglavje obravnava notranje statiéne koli¢ine, diferencialne zveze med obteZbami in notranjimi
stati€nimi koli¢inami ter dolo¢anje poteka notranjih stati¢nih koli€in po metodi prereza za ravne in

ukrivljene stati¢no dolo¢ene linijske konstrukcije v ravnini in prostoru.

V petem poglavju so prikazane osnovne zakonitosti najenostavnejSih vrvnih in loénih konstrukcij v

ravnini.

Sesto poglavje obravnava statine metode izvrednotenja vplivnic za ravninske statiéno dologene

linijske konstrukcije.
Sedmo poglavje obravnava primere trenja in lepenja v statiki.
V osmem poglavju pa so podane osnove statike povrsin.

Vsebina predmeta Statika | predstavija le osnovna znanja iz gradbene mehanike, ki so nujna za
uspesno nadaljevanje Studija gradbene mehanike pri predmetih v vi§jih letnikih univerzitetnega Studija

na Fakulteti za gradbenis$tvo Univerze v Mariboru.

Avtorja Zeliva slusSateljem obilo zadovoljstva in uspehov pri studiju.
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1 OSNOVNI POJMI

1.1 Newton-ova mehanika

Sir Isaac Newton je v svojem zgodovinskem delu (Sir Isaac Newton, Philosophiae
naturalis principia mathematica, »The Principia, 1687) prikazal osnovne zakone
mehanike, ki predstavljajo temelje mehanski analizi inZenirskih problemov in jo zato
Imenujemo inzenirska mehanika.

Osnovni mehanski zakoni (Newton-ovi zakoni) opisujejo gibanje idealiziranega telesa
(materialnega delca oz. masne tocke), ki v nekaterih primerih lahko ponazarja gibanje
togega telesa. Pojem delec oznacuje idealizirano telo neskonéno majhne prostornine
s koncno veliko maso m ter ga imenujemo tudi tockasto telo.

Pri reSevanju nekaterih problemov mehanike veckrat uporabljamo priblizni mehanski
model, kjer maso kon¢no velikega realnega telesa zdruzimo v znacilno tocko telesa

(najveckrat v tezis€no toCko) in nato pri mehanskih analizah telo obravnavamo kot
brezdimenzijski delec — toCkasto telo, ki mu pravimo tudi masna tocka.

1. Newton-ov zakon

V kolikor na masno to¢ko ne delujejo zunanje sile ali kadar so sile, ki nanjo delujejo v
ravnotezju, se lahko masna to¢ka giblje le premocrtno s konstantno hitrostjo ali pa
miruje.

1. Newtonov zakon velja tudi v obratni smeri: kadar delec miruje ali se giblje
premocCrtno s konstantno hitrostjo, je vsota vseh zunanijih sil, ki nanj delujejo enaka 0.
Ta zakon mehanike izraza pogoj ravnoteZja sil, ki predstavlja osnovo statike, ki ga
zapiSemo v matemati¢ni obliki:

F+F+F+..+F, =YF =0 (1.1)

n

kjer Z F oznacuje vsoto n zunanijih sil, ki na obravnavani materialni delec delujejo.
i=1

2. Newton-ov zakon

Kadar na delec (masno tocko) delujejo zunanje sile, ki niso v ravnoteZju, se delec
giblje s pospeskom, ki je po velikosti sorazmeren z velikostjo vsote (rezultante) sil in
ima smer rezultante vseh sil. Zakon zapiSemo z vektorsko enacbo:

ma:_z”;ﬁi [N:kgm/sz] (1.2)

Vektor @ oznaCuje pospeSek masne tocke in m maso delca. 2. Newton-ov zakon
lahko uporabimo tudi pri sklepanju v obratni smeri: kadar se delec giblje s pospeskom
delujejo nanj sile, katerih vsota je po velikosti premo sorazmerna pospesku ter deluje
V njegovi smeri.

3. Newton-ov zakon

Sila s katero deluje delec na sosednjega, je nasprotno enaka sili s katero drugi delec
deluje na prvega.
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To pomeni, da se pri vsaki sili, ki na prvo telo deluje, pojavi enaka in nasprotno
usmerjena reakcijska sila, ki deluje na drugo telo (Slika 1.1). Ta mehanski zakon je
osnova za analizo prenaSanja vplivov med posameznimi konstrukcijskimi elementi.

= < — =
FUll Fll/l

Slika 1.1: Akcijske in reakcijske sile

Medsebojno delovanje dveh teles se odraza z delovanjem dveh sil enakih po
velikosti, delujo€ih na isti u€inkovalnici ter nasprotno usmerjenih.

l:||/| = _F|/|| (1.3)

Newton je utemeljil tudi zakon o gravitacijski sili (Newton-ov zakon gravitacije). Po
tem mehanskem zakonu se dve materialni tocki privlacita ena proti drugi, v smeri
premice na kateri se nahajata, s silo, ki je proporcionalna produktu obeh mas in
obratno sorazmerna kvadratu njune medsebojna razdalje (Slika 1.2).

. N —

m F F m,
o— —Q

Slika 1.2: Medsebojna priviaénost mas (Newton-ov zakon gravitacije)
F=x(m,m,)/r? (1.4)

Kjer je « gravitacijska konstanta in r razdalja med delcema. Gravitacijska konstanta
je neodvisna od mase delcev, lege delcev v vesolju in razdalje med njimi. DoloCena je
z rezultati natancnih meritev ter priblizno znasa « ~ 6.67*10**(m®/ kgs?) .

Ce upostevamo maso Zemlje M =5.976*10**kg in njen polmer r=6371*10° m,
znaSa teZza mase 1 kg na njeni povrsini:

F = 6.67+10 NKkg2m** (5976%10* kg*1kg) / (6.371°+10° m?) = 9.82N

Kasneje je bilo ugotovljeno, da pri mehaniki gibanja zelo majhnih delcev (atomi,
elektroni itd.) oz. tudi pri zelo velikih hitrostih gibanja (primerljivih s svetlobno
hitrostjo), Newton-ove reSitve ne dajejo povsem natancnih rezultatov. Zato gibanja
zelo majhnih delcev natancnejSe obravnava KVANTNA ter gibanja z zelo velikimi
(svetlobnimi) hitrostmi RELATIVISTICNA mehanika.

V okviru realnih razmer lo¢imo razlicna podro¢ja Newton-ove mehanike (Preglednica
1.1).
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Preglednica 1.1: Delitev Newton-ove mehanike

MEHANIKA
TRDNIH TELES FLUIDOV
Toga telesa Deformabilna telesa TekocCine Pline
Statika Trdnost Hidrostatika Aerostatika
Kinematika Teorija elasti¢nosti Hidrodinamika Aerodinamika
Dinamika Mehanika kontinuumov

1.2 Mehanske koli¢ine

Koli¢ine v mehaniki delimo z ozirom na njihove lastnosti v VEKTORSKE in
SKALARNE. Skalarne koli¢ine so dolo¢ene le z numeriéno vrednostjo (dolzZina,
povrSina, prostornina, masa itd.). Vektorske koli¢ine dolo¢a numeri¢na vrednost
(velikost), smer delovanja (u€inkovalnica) in prijemaliS¢e (to¢ka na ucinkovalnici). V
mehaniki so najpomembnejSe vektorske koli€ine sile, momenti, premiki, hitrosti itd. Pri
mehanskih analizah smemo uporabljati le dogovorjene enote posameznih mehanskih
koli€¢in. V Republiki Sloveniji se obvezno uporablja Mednarodni sistem enot (Sl) ze
od 1. januarja 1980. Enote osnovnih mehanskih koli€in so: dolzina L (m), masa M (kg)
inc¢as T (s).

DOLZINA: je merilo oddaljenosti dveh toék. Enota je meter (m).

MASA: je kvantitativna mera koliCine materije. Enota je kilogram (kg). Po definiciji je
1 kg mase tista koliina materije, ki jo sila 1 N pospesi s pospeSkom 1 m/s®.

CAS: je merilo ¢asovnega poteka posameznih procesov. Enota je sekunda (s). Cas je
vedno pozitivha in enakomerno naras€ajoca koli€ina.

SILA: je merilo delovanja (u€inka) enega telesa na drugo telo. Prenasa se z direktnim
kontaktom dveh teles ali na ve€jo medsebojno razdaljo (gravitacija, magnetne sile
itd.). Sila je povsem doloCena kadar poznamo njeno velikost, smer in prijemaliSCe.
Merska enota je NEWTON (N). Po definiciji je 1N sila, ki pospesi telo mase 1kg s
pospeskom 1 m/s?.

Nekatere pomembnejSe mehanske koli€ine prikazuje Preglednica 1.2.

Preglednica 1.2: Nekatere pomembnejSe mehanske koli¢ine

Mehanska koli¢ina Definicija Enota
MOMENT M=TxE (Nm)
HITROST v = dF/dt (ms™)
POSPESEK 5 = d2F/dt> (ms?)
GIBALNA KOLICINA B=mv (Ns) (masna tocka)
B =[]/ vdm (Ns) (porazdeljena masa)
\%
B=Mv, (Ns) (togo telo)
IMPULZ SILE - 2,
S,, = | Fdt (Ns)
1
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VRTILNA KOLICINA

6 =T xmv (Nms) (masna tocka)
b= [ T x vdm (Nms) (porazdeljena masa)
b= T, x Mv, (Nms) (togo telo)
DELO 2
W, = [Fdf (Nm)
1
MOC P = dwW/dt (Nms™)
KINETICNA ENERGIJA E, =mv®/2 (Nm)
POTENCIALNA ENERGIJA Ep = Gy (Nm)
PROZNOSTNA ENERGIJA E —kx/2 (Nm)

Nekatere pomembnejSe izpeljane mehanske enote prikazuje Preglednica 1.3 ter

dopustne predpone za okrajSano izraZzanje vrednosti Preglednica 1.4.

Preglednica 1.3: Nekatere izpeljane mehanske enote

SILA F (kgms ?)=IN (Newton)
DELO w (Nm)=1J (Joule)
ENERGIJA E (Nm)=1J

MOC P (Nms™)=1W (Wat)
PRITISK p (Nm™?)=1Pa (Pascal)
FREKVENCA | f (s)=1Hz (Hertz)

Preglednica 1.4: Nekatere predpone za Stevil¢no izvrednotenje

deka da 10 deci d 10
hekto h 102 centi c 102
kilo k 10° mili m 10
mega | M 10¢ mikro u 10
giga G 10° nano n 10
tera T 10v piko p 10
peta P 10 femto f 10
eksa E 10 ato a 10

1.3 Koordinatni sistem

Za zapis vektorskih koli¢in uporabljamo kartezi¢ni desnosuéni koordinatni sistem.
Dolo¢en je s koordinatnim izhodis¢em (0) in s tremi med sabo pravokotnimi
koordinatnimi osmi (X, y, z). Smeri izbranih koordinatnih osi so dolo€ene z enotskimi

vektorji (€,,¢, in €,), ki predstavljajo ortonormirano bazo.

Izbrani koordinatni sistem je desnosucni, ker pri rotaciji vektorja €, proti vektorju €, v
smeri $tirih prstov desne roke kaze palec smer enotskega vektorja €, (Slika 1.3).
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Slika 1.3: Desnosucéni koordinatni sistem

Krajevni vektor T, je vektor, ki povezuje izhodiSCe koordinatnega sistema 0 s poljubno
tocko T; v prostoru. Razstavimo, ga lahko na vektorje T, =x€,, T, =y, in T, =Z§,

vzdolz posameznih koordinatnih osi. Koordinate x;, y; in z; doloCajo lego tocke T; v
prostoru (Slika 1.4):

T =X€ +VY€ +Z§E, (1.5)

T

Slika 1.4: (a) Krajevni vektor T. in (b) Sila F v koordinatnem sistemu €,.€,in €,

Kjer a, B in y oznacujejo pripadajoCe kote med koordinatnimi osmi x, y in z ter smerjo
sile F oz. kote med enotnimi baznimi vektoriji &, ,€, In €, ter enotnim vektorjem €, ki

ima smer delovanja sile F.

— -

Tudi poljubno silo F lahko vedno razstavimo na komponente F, =F&_, F,=Fg, in

F, =F,€, v smereh baznih vektorjev &, €, N E,.

—

F=F@&, +Fz8, +F8 =Fé, (1.6)

kjer F oznacCuje velikost oz. jakost sile ter €. enotni vektor v smeri delovanja sile F.
Komponente F,, F, in F, ter jakost oz. intenziteto sile F dologimo:

Fy =Fcosa, F,=Fcosp, F,=Fcosy, F=|F|=VFeF=FZ+F +F (1.7)

Kosinusom kotov a, B in y pravimo tudi smerni kosinusi, ki jih dolo€imo:

Coso.=€, €. COSPB=€,6e€. COSY=E, ®€; (1.8)
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Ker so posamezne komponente sile F med sabo pravokotne velja:

Fl=vFeF = JF? +F2 + F2 =JF?(cos? o+ cos? B+ cos? y) = F (1.9)
X % z

Poljubna sila F je v prostoru enoliéno doloéena kadar poznamo:
1.) Smer &_, jakost sile F in prijemaliSCe sile s koordinatami x, y in z;

2.) Dva smerna kosinusa npr. coso in cosf ter predznak preostalega smernega
kosinusa npr. cosy (pri dolo¢anju tretjiega smernega kosinusa upostevamo Se

znano zvezo cos® o+ cos’ B+ cos®y =1), jakost sile F in prijemalid&e sile x, y in
Z;

3) Dve komponenti sile npr. F, in F, ter predznak preostale npr. F, (upostevamo
znano zvezo ‘IE‘ = JFi +F/ +F/ =F), jakost sile F ter prijemali$¢e podano s

koordinatami X, y in z.

Primer 1.1

Dolo¢i vsoto sil 151 = {5,—1,—1} n Fz = {— 1,3, 2}, ki delujeta v tocki T, = {1, 2, 2}.

Sile so vektorske koli¢ine ter jih lahko seStevamo po pravilih vektorskega racuna (zaviti
oklepaj oznacuje vektorsko koli¢ino).

FR = Fl + F2 - FlXéX + Flyéy + FlZéZ + FZXéX + Fzyéy + FZZéZ - (le + FZX)éX + (Fly + Fzy)éy

+(Fyy +Fyy )€, = Freby + Fry€y + Fr, €, = 14,21

Nedvomno se rezultantna sila F, nahaja v ravnini v kateri se nahajata tudi sili F, in F, ter
ima prijemalisce v tocki Ty,
—

A F2

1
z iF,,
1
T
’I
/FZy
/,T
«_-Y<_ L2
I:2>< :
)
21
X
g
A A
z LY 7
et Xy

(@) (b)

Slika 1.5: (a) Nacért sil s silnim paralelogramom in (b) Trikotnik sil

Vsoto oz. rezultanto dveh sil F, inF,, ki imata skupno prijemalii¢e v tocki T, lahko

prikazemo grafi¢no kot diagonalo paralelograma (Slika 1.5a), ki ga dolo¢ata sili F, in F, ter se
nahaja v ravnini 7, ki jo dolocata u¢inkovalnici obeh sil. Paralelogram lahko nadomestimo
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tudi z ekvivalentnim trikotnikom sil (Slika 1.5b), ki se prav tako nahaja v ravnini . Velikost
rezultante lahko dolo¢imo z uporabo kosinusovega ali sinusnega izreka:

F. =F?+F2+2FF,cosa, F/sina,=F,/sina, =F,/sina
1.4 Navor —vrtilni moment sile

Lo¢imo pojem vrtiinega momenta na izbrano tocko B ter pojem momenta okrog
poljubno izbrane osi npr. t v prostoru, ki jo dolo¢a enotni vektor &, .

Sila F deluje na telo v toc¢ki A, radij vektor med izbrano to¢ko B ter prijemali§éem sile
A ozna€imo z Ty, , =T, — Ty (Slika 1.6).

Moment sile na izbrano toCko je vektorska koli€ina, ki jo doloCa vektorski produkt radij
vektorja T in sile F:

€, €, €, (Ya —Ye)F, —(z4 —Z5)F,
M® =T a xF=Ita — Ty Tay—Tay Ty —Tes| =1 (Za —Z5)F —(Xa —X5)F, (1.10)
Fx I:y Fz (XA _XB)Fy _(yA _yB)Fx

Slika 1.6: Definicija momenta sile s prijemaliS§€em v to¢ki A na izbrano toCko B v prostoru

Z ozirom na lastnosti vektorskega produkta lahko zaklju¢imo, da je momentni vektor

pravokoten na ravnino, ki jo dolo€ata vektorja 13, in F.
Velikost momentnega vektorja lahko dolo€imo:

M® =|M®| = |F || Ty ] Sin(Ty 0, F) = Frig o sin o = Fd (1.11)
Absolutna velikost vektorja M® je enaka produktu velikosti sile F in pravokotne
oddaljenosti med tocko B in u€inkovalnico sile (produkt sile in rocice).

Kadar se to¢ka B nahaja na uginkovalnici sile F (Slika 1.7a) je moment te sile M®
enak 0.
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@) (b) (©)

Slika 1.7: (a) Moment sile F na togko B, ki se nahaja na uginkovalnici sile; (b) Moment sile F na
toCki A in B, ki se nahajata na skupni premici, ki je vzporedna u&inkovalnici sile in

(c) Moment dveh vzporednih sil Iq:1 in IEZ, ki se nahajata na skupni u€inkovalnici na
poljubno to¢ko B v prostoru

Momenta sile F na dve poljubni togki B in C (Slika 1.7b), ki se nahajata na premici
vzporedni u€inkovalnici sile sta enaka.

MB =T, xF=(fy,c +To 0 )XF=Tyc xF+T, , xF=T,,, xF (1.12)

V zgornjem izrazu smo upostevali, da je vektorski produkt dveh vzporednih vektorjev
enak 0.
Dve sili F, oz. F, delujeta na skupni uginkovalnici s prijemalidéem v tocki A oz. C

(Slika 1.7c), njun navor na to€¢ko B je neodvisen od prijemali§€a posamezne sile na
skupni u€inkovalnici.

M® = [ rzl +1Tg/c ¥ IEz =Tg/a ¥ rzl +(Fg/a +Tasc) % f:z =Tg/a ¥ (I_fl + r:2) (1.13)
Moment poljubnega Stevila sil Iq:I i=1..,nna izbrano to¢ko 0 je nedvomno enak

vektorski vsoti momentov posameznih sil na to to¢ko ter jo imenujemo rezultanta
momentov ali tudi rezultantni moment M$ na izbrano togko 0.

YH :il\?l?:iﬁxﬁi (1.14)
i=1 i=1

Na telo deluje sila F v togki A, hkrati pa je na telesu podana $e os t, ki poteka skozi
toCko 0 ter je doloCena z enotskim vektorjem tudi €, (Slika 1.8).

Slika 1.8: Moment sile na poljubno os (t) v prostoru

Polozaj izbrane osi oz. premice (t) v prostoru doloCa to¢ka 0 oz. B ter izbrana smer, ki

jo doloCa enotski vektor € =e. €, +¢ € +€,€,. Moment sile glede na tocko O je

pravokoten na ravnino, ki jo doloCata vektorja 1, in F ter ga lahko izvrednotimo:
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M°® =T, xF (1.15)

Moment, ki vrti okrog izbrane osi (t) ima vektorsko smer izbrane osi ter ga predstavlja
skalarni produkt momenta M°in enotskega vektorja €,:

€ix €ty €tz

MO =8, eM? =&, o (fa xF) =[X5 Ya Za|=M? cos(&,M?) (1.16)
FFy R

Zgoraj prikazani skalarni produkt predstavlja pravokotno projekcijo momentnega

vektorja M°na uginkovalnico enotnega vektorja €,. Enaki rezultat lahko dobimo z
izraCunom momenta na to¢ko B (Slika 1.8).

M2 =8, e MPB =&, o (Fg ;o xF) =&, o ((Fs —T3) xF) (1.17)

Moment ?er:je pravokoten na enotski vektor € in zato je njegova pravokotna
projekcija na os t enaka 0. lzraz éto(FAxlf) predstavlja mesSani produkt treh
vektorjev.

Zato je moment sile na izbrano os zagotovo neodvisen od izbire tocke na osi na
katero ga raCunamo.

ME =M% =M, =€, o(F, xF) (1.18)

V kolikor os t sovpada s koordinatno osjo z (Slika 1.9a) in sila F deluje v toc¢ki A na
osi X, ki je za razdaljo d odmaknjena od koordinatnega izhodiS¢a lahko navor na to¢ko
0 izvrednotimo:

M° =T, xF=d&, xF (1.19)
0 0 1

M, =8 ¢(d& xF)=§,¢(d& xF)=|d 0 0|=dF, (1.20)
X I:y I:z

Slika 1.9: Sile in momenti v prostoru; (a) Moment na izbrano os t, ki sovpada s koordinatno osjo
ét = éz, (b) Moment na koordinatne osi x, y in z ter (¢) Moment sile na poljubno os t v
prostoru
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Ugotovimo lahko, da je moment na izbrano os t v prostoru enak produktu razdalje od

priiemali$éa sile od osi t ter velikosti projekcije sile F v normalo na ravnino, ki jo
dolo¢ata os t ter prijemalisce sile oz. t¢. A (Slika 1.9a). Prav tako lahko ugotovimo, da
je moment sile na poljubno os v prostoru, ki je vzporedna sili enak 0.

Moment na poljubno os je definiran z meSanim produktom &, o (FxF) ter zato lahko

za osi t izberemo tudi posamezne koordinatne osi (Slika 1.9b) ter momente na tri med
sabo pravokotne koordinatne osi izvrednotimo:

1 0 0
M, =8 e(fxF)=|x y z|=yF-zF, (1.21)
F,F, F
0 1 0
M, =8 e(fxF)=|x y z|=zF -xF, (1.22)
F,F F
0 1
M, =6 e(fxF) =[x y z|=xF -yF (1.23)
FF F

Slika 1.9c prikazuje poljubno smer osi t v prostoru, ki poteka skozi koordinatno
izhodi§&e 0, smer premice doloda enotski vektor €, doloamo moment sile F s

prijemalisem v toCki T s koordinatami (x ,y ,z) na os t oz. moment, ki vrti okrog
izbrane osi.

cosa. COosf cosy
M, =€ o(TxF)=| x y z |=cosa(yF, —zF,)+cosp(zF, - XF,) +cosy(xF, —yF,)

F, F, F,
(1.24)
Moment sile F na koordinatno izhodigce (Slika 1.9b) izvrednotimo:
€, € &,
M®=(FxF)=|x y z|=8§(yF —zF)+§,(zF —xF,)+&,(xF, —-yF)=
FE F, F
. (1.25)
MX
MSE, + MJE, + M€, = MJ
MO
Vidimo, da lahko moment sile na poljubno os t dolo¢imo tudi z izrazom:
M, = M coso.+ M cos B+ M? cosy (1.26)

Predznaki momentov na poljubne osi v prostoru so po definiciji pozitivni v kolikor so
usmerjeni v smereh pozitivnih enotskih vektorjev na izbrane osi.
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1.5 Sistem delcev, notranje in zunanje sile, trdno in togo telo

Pojem sistem masnih toCk (delcev) oznacuje mnozico gibajocih se ali mirujocih delcev
Z masami mg, m,,....m, Delci so lahko prosti ali pa so med sabo povezani z
brezteznimi vezmi [2]. Med posameznimi delci sistema lahko delujejo le pari enako
velikih in nasproti usmerjenih sil (Slika 1.10).

S, =-S. (i,j=12,....,n) (1.27)

1 n

ki jih imenujemo notranje sile sistema. Notranje sile sistema lahko predstavljajo
priviaCne sile med posameznimi masnimi toCkami (3. Newton-ov zakon) ter tudi
notranje obremenitve elementov nosilnih konstrukcij, ki jih povzro€ajo zunanje
obtezbe (sile teze — gravitacijska sila Zemlje, koristne obtezbe, potresne sile itd.).

Notranja sila obravnavanega sistema §ki je sila s katero delec z maso my deluje na
delec z maso m;. Posamezni delci (npr. delec m;) sam nase ne deluje in zato velja

S, =0, (i=12,...,n). (1.28)

Hkrati z notranjimi silami lahko na posamezne delce sistema delujejo tudi zunanje sile
lﬁ:i ,(i=12,.....,n). To so rezultantne sile vseh zunanjih vplivov na posamezne delce, ki

so lahko posledica vplivov neposrednega kontakta delcev iz okolice ter tudi posledice
vpliva drugih sistemov na daljavo iz sosescine.
I-:‘ m, m,

k

Slika 1.10: Sistem masnih to¢k (delcev) ter pripadajoCe zunanje sile IQ:i ter pari notranjih sil sistema

Sij = _Sji

Kadar ima sistem masnih to¢k (Slika 1.10) neskonéno Stevilo delcev in med dvema
poljubnima delcema vedno obstaja Se vsaj eden dodatni delec lahko sklepamo, da so
masni delci v sistemu zvezno porazdeljeni [2]. V takSnem primeru je masa
posameznega delca zagotovo neskoncno majhna.

Sistem z zvezno porazdeljenimi masnimi delci je radunski model telesa, ki mu
pravimo kontinuum. Gradbene konstrukcije praviloma obravnavamo kot trdna telesa z
zvezno (kontinuirano) porazdeljeno maso oz. materijo.

Kadar se v trdnem telesu razdalie med posameznimi delci pri delovanju obtezb
spreminjajo, govorimo o modelu deformabilnega telesa.
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Model nedeformabilnega ali togega telesa je model pri_katerem so vezi med
poljubnima delcema telesa povsem toge. Zato model togega telesa ne dovoljuje
sprememb oblike in velikosti telesa. Oddaljenosti med poljubnimi (vsemi) delci togega
telesa ostanejo pri__delovanju _poljubnih obremenitev__sistema _stalne oz.
nespremenjene.

V statiki preu€ujemo pogoje ravnotezja ter medsebojne vplive posameznih teles, ki se
odrazajo s kontaktnimi silami ali pa z ucCinki, ki se prenasajo na telesa na daljavo.
Primer taksnih sil so gravitacijske in seizmiCne sile. Ker so notranje sile v telesih med
sabo v ravnotezju zagotovo ne morejo vplivati na ravnoteZje telesa oz. sistema teles.

Delovanje nekega telesa na drugo telo se odraza z razli¢nimi silami, ki so lahko:

- Toékovni vpliv oz. koncentrirana obtezba F, ki nastane kadar se dve telesi
dotikata v eni sami to¢ki. Takemu vplivu pravimo sila, njena merska enota je Newton

(N).
- Linijska obtezba { nastane kadar se dve telesi dotikata vzdolz neke krivulje.

Intenziteto takSno zvezne obtezbe izrazamo z enoto Newton na meter dolzine
kontaktne krivulje (N/m).

- Povrsinska obtezba p, ki lahko nastane kadar se dve telesi stikata vzdolz dela

svojih zunanijih povrsin. Merska enota takSne obtezbe je Newton na kvadratni meter
kontaktne povr§ine (N/m?).

- Prostorninska o0z. volumenska obtezba v oznacuje silo, ki pripada enoti
prostornine telesa ter deluje v teziS€u obravnavanega dela prostornine V telesa z
mersko enoto Newton na kubiéni meter (N/m®).

Tockovne, linijske, povrSinske in prostorninske obtezbe so namre€¢ samo racunski
modeli za opisovanje medsebojnih vplivov posameznih teles. Tocko v kateri sila
deluje na telo imenujemo prijemaliS€e sile. Smernica sile je premica, ki poteka
skozi prijemalisCe sile in vzdolz katere sila deluje na telo.

Sistem sil je mnoZica vseh sil, ki delujejo na telo. Kadar imata dva sistema sil enaki
vpliv na gibanje togega telesa pravimo, da sta mehansko oz. stati€no enakovredna.

Rezultanto sistema sil predstavlja novi sistem sil z rezultantno silo in rezultantnim
momentom, ki je statiéno enakovreden celotnemu sistemu sil, ki dejansko deluje na
obravnavano telo. Dolo¢anju rezultantnega sistema sil pravimo sestavljanje sil.

Razstavljanje sile pomeni dolo¢anje novega sistema sil, ki je staticno enakovreden
prvotni sili.

1.6 Inzenirsko modeliranje

Standardni postopek pri analizi inzenirskih problemov vkljuCuje naslednje faze:

a) Vsaki problem sku$amo idealizirati s pripadajoim enostavnim mehanskim in
pripadajoCim raCunskim modelom. V modelu skuSamo upoStevati le tiste
parametre, ki pomembno vplivajo na rezultate mehanskih izraCunov (za
obravnavani primer upoStevamo le najpomembnejSe parametre realnega
problema).

b) Na osnovi sistemov enacb ali poznanih analiti¢nih reSitev opiSemo zveze med
najpomembnejSimi parametri problema. Tako mehanski problem prevedemo v
matematicnega.
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c) Z upostevanjem robnih in zaCetnih pogojev z matematiCnimi sredstvi dolo¢imo
reSitve problema z dolocitvijo neznanih parametrov bodisi v analiticni ali v
numeri¢ni obliki.

d) Dobljene resitve je nato potrebno kriti€éno preveriti in oceniti predvsem z vidika ali
smo v izbranem raCunskem modelu uposStevali vse bistvene prvine
obravnavanega mehanskega problema kot tudi iz vidika pravilnosti matemati¢nih
reSitev ter natanCnosti dobljenih rezultatov. Zavedati se moramo, da je
pomembna le tolikSna natancnost numericnih resitev kot so natancni podatki, ki
jih v izraCunih uposStevamo. Z vidika potrjevanja ustreznosti uporabljenega
modela je potrebno pridobljene rezultate primerjati z rezultati eksperimentalnih
raziskav in preizkusov ali z rezultati pridobljenimi z izraCuni na drugih Ze
uveljavljenih racunskih modelih oz. tudi z razli¢nimi racunalniSkimi programi.

Pri izbiri raCunskih modelov so zlasti pri kompleksnih objektih potrebne bogate
izkuSnje projektantov ter uposStevanje znanstvenih spoznanj in izkusenj pridobljenih
pri nacrtovanju podobnih objektov.

Tako v praksi realno deformabilno telo v nekaterih primerih obravnavamo kot sistem
masnih tock, lahko tudi z modelom togega telesa, Ceprav je Se najustreznejsi realni
prostorski model deformabilnih teles.

Slika 1.11 prikazuje primer AB stebra vpetega v AB preklado nad odprtino v ope¢nem
zidu.

Nedvoumno je v tem primeru najbolj realni 3D model deformabilnega telesa, kjer
lahko upoStevamo triosni sistem morebitnih obtezb ter napetosti in deformacij v
konstrukciji in podporah. Prav tako je zlasti v primerih h>>d, in/ali d;>>d, prej
navedeni 3D model najbolj sprejemljiv oz. mehansko najustreznejsi.

A 4
A
Y
A
\ 4
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F
N vV N togi nosilec l

T i

F
elasticni nosilec
T \—deformirana 0s nosiIcaT
(b) (c)
Slika 1.11: (a) AB prekladni 3D nosilec, ki prenasa obtezbo z AB stebrom preko preklade na obe
podpori — opecna zidova; (b) 3D model prekladnega nosilca ter model obtezbe (stebra) in
reakcijskih si v podporah (opeéna zidova) v obliki enakomernih povrsinskih obremenitev

ter (c) razlicna modela linijskega prekladnega nosilca (togo in deformabilno telo) z
raCunskima modeloma obtezbe in podpor v obliki koncentriranih sil

Slika 1.11b prikazuje 3D model AB prekladnega nosilca, vpliv vertikalnega stebra in
vpliv podpor je v raCunskem modelu upostevan s pripadajo€imi gibkimi povrSinskimi
obtezbami. TakSen model je vsekakor precej priblizen vendar sprejemljiv, saj so tako
doloCene obremenitve 3D nosilca priblizno realne oz. celo vec€je od realnih oz.
dolocenih na 3D modelu deformabilnega telesa.

Slika 1.11c prikazuje Se bolj poenostavljena raCunska modela prekladnega nosilca s
togim in elasticnim modelom linijskega nosilca ter s poenostavitvijo racunskega
modela obteZbe in obeh podpor s koncentriranimi silami. TakSna poenostavitev je
realna v kolikor je h<<d; in d,<<d;. V praksi je takSna poenostavitev mnogokrat
dopustna, ker izkuSenemu projektantu rezultati analiz na obravhavanem modelu
omogocajo nacrtovanje dovolj zanesljivih konstrukcijskih resitev.

Racunski model lahko opiSemo z enacbami v matemati¢ni obliki. Primer linijskega
modela togega prekladnega nosilca je mehanski model s podporami in obtezbo, ki ga
prikazuje Slika 1.12a. Pri raCunskem modelu (Slika 1.12b) podpore odstranimo ter
njihov vpliv nadomestimo s podpornimi silami (raunskemu modelu pravimo tudi
prosto telo [3]).

Slika 1.12: (a) Mehanski model in (b) Racunski model prostoleZze€ega nosilca

Velikost reakcijskih sil izraCunamo z upostevanjem ravnoteznih enacb:

> MA=Fa-Y,(a+b)=0, Y,=Fal(a+bh)=Fa/¢

D F =Y\ +Y,—F=0, Y,=F-Y,=F(1-a/¢)=F(b/¢)

Vrednosti Y, in Yg predstavljata rezultantni sili s katerima deluje opec¢ni zid na AB
nosilec in obratno.

Kot drugi primer tukaj obravnavamo Se konstrukcijo mostu vpetega v AB krajni
podpori (opornika) z vzdolznimi AB krili temeljenega na uvrtanih AB pilotih. Prerez
obravnavanega objekta prikazuje Slika 1.13a. NajpomembnejSa znacilnost takSnega
kompleksnega objekta je dejstvo, da je obremenjen z lastno tezo konstrukcije,
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koristno obteZbo na voziS€u in na zalednih nasipih ter e z vplivi prikljuénih zemeljskih
nasipov.

F2 a
I VYVVYVYVYVVVVYYVVYYVYY

b oo, o e - o o0
=yt ls i ' S o
%g(’rﬂag AB ukrivljena prekladna =P
25 =|i konstrukcija Py
-|stena opornika
B - o Y . oo ~ —
AB pilotnaf > K D~ - g <
greda > k21 S~ <
uvrtani piloti :""'""' '"”'”"I
)wmm mmm*
I >
> e

(a) o (b)

Slika 1.13: Vzdolzni prerez kompleksnega premostitvenega objekta; (a) Prerez realnega objekta in (b)
Mehanski model za analizo konstrukcije

Hkrati z zapletenimi pogoji zunanjih obremenitev so tudi podpore objekta prostorsko
zasnovane (AB krila) ter hkrati tudi premi¢ne zaradi moznih premikov v horizontalni in
vertikalni smeri. Ker je prekladna konstrukcija vpeta v premi¢ne podpore so
obremenitve posameznih konstrukcijskih elementov odvisne tudi od premikov podpor
in zato uporaba modela togega telesa ni veC sprejemljiva. Zato za vse konstrukcijske
elemente tokrat uporabimo model deformabilnega trdnega telesa, podajnost temeljnih
tal pa v modelu upostevamo s sistemom elasti¢nih vzmeti katerih togost je odvisna od
geometrijskih pogojev in lastnosti tal v katerih bomo temeljili objekt.

1.7 Znacilnosti modela togih teles

Model togega telesa se pogosto uporablja v inZenirski mehaniki vendar je uporaba
tega sicer najbolj preprostega modela dopustna le v primerih kadar deformacije
posameznih elementov sistema togih teles pomembno ne vplivajo na rezultate
mehanskih izraCunov.

Telo je prosto v kolikor ga pri premikanju ne ovirajo sosednja telesa. Posebnim
konstrukcijskim elementom, ki ovirajo oz. preprecujejo gibanje teles pravimo podpore.
Sistem predstavlja ve€¢ med sabo povezanih togih teles. Telesa sistema so med sabo
povezana z vezmi, Ki preprecujejo relativhe premike posameznih elementov sistema v
izbranih to¢kah. Primer dveh Clenkasto povezanih togih teles prikazuje Slika 1.14.

nepremicna (vrtljiva)
. vez dveh togih teles

nepremicna Clenkasta

(vrtljiva) podpora
nepremicna Clenkasta
(vrtljiva) podpora

Slika 1.14: Sistem dveh ¢lenkasto povezanih togih teles (tri¢lenska lo€na konstrukcija)
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Prostostne stopnje posameznega telesa oznacujejo mogofe neodvisne nacine
gibanja teles v ravnini ali prostoru. Nepodprto togo telo v ravnini ima tri neodvisne
nacine gibanja, ki jih obi¢ajno izrazimo z dvema translacijama in eno rotacijo okrog
poljubne toCke v prostoru.

Nedvomno se lahko prosto nevezano telo v ravnini premakne za premika uy 0z. uy
vzdolz x oz. y osi ter zarotira za kot ¢, okrog z osi v ravnini X-y. Premik togega telesa

prikazuje Slika 1.15.

A 3
y
T T T T T T 1
I 1
1 1 4 2
I 1
I I
: 1" : (O
L oo e e e - I
A konéna lega
togega telesa
u 7N\
1 7.0 N 0
R K
/K. 1 1
// \\ 1 1
AN L7 Cetna lega ! :
. 1,7 togega telesa ! !
N ’ (Pz1 1 1' !
e N A
— y_ R 0 I !
e 1 2
y |y1 X
_\) ”
e, ux1

\ 4

Slika 1.15: Neodvisni nacini gibanja togega telesa v ravnini x-y

Navedeni trije razlicni nacini gibanja (uy, u, in @,) v ravnini x-y so po definiciji
neodvisni, ker npr. rotacije telesa ¢, ni v nobenem primeru mogocCe izraziti z
kombinacijo ostalih dveh nacinov gibanja t.. s translatornima premikoma uy in u,. Prav
zato velja tudi, da lahko poljubni premik prostega togega telesa v ravnini x-y vedno
izrazimo kot linearno kombinacijo prej navedenih neodvisnih nacinov gibanja (uy, uy in
®,)-

Za podprta toga telesa in za sisteme vezanih togih teles pa hkrati velja, da so vsi
mozni premiki teles prepreceni v kolikor so prepreceni vsi neodvisni nacini gibanja
posameznih teles.

Stevilo vseh prostostnih stopenj telesa je hkrati tudi enako Stevilu skalarnih
spremenljivk (neodvisnih nacinov gibanja), ki enolicno dolo¢ajo lego telesa oz.
lego sistema teles v prostoru.

Masna toCka v prostoru ima tri prostostne stopnje. Lego toCke v prostoru dolocajo tri
koordinate (X, y in z) oz. krajSe njen krajevni vektor T; (Slika 1.16a). Masna toCka
katere gibanje je omejeno na ravnino (x-y) ima le dve prostostni stopnji, ker je polozZaj
toCke enoli¢no doloen z x in y koordinato to¢ke T v ravnini (Slika 1.16b). Masna
toCka, ki se lahko giblje le po premici t (Slika 1.16c) pa ima po definiciji eno samo
prostostno stopnjo. (Ker je po definiciji vsa masa skoncentrirana v brezdimenzionalni
tocki, rotacija takSnega elementa nima mehanskega pomena).
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(@) (b) (c)

Slika 1.16: Lega masne toc¢ke; (a) v prostoru, (b) v ravnini in (c) na premici t

Kot smo Ze spoznali ima togo telo katerega gibanje je vezano na ravnino le tri
prostorske stopnje. Lega togega telesa v ravnini je doloCena z lego dveh tock (s
Stirimi koordinatami), katere so dodatno povezane s pogojem, da se medsebojna
razdalja teh dveh toCk ne more spremeniti (Slika 1.17).

Polozaj dveh toCk v ravnini je sicer doloCen s Stirimi koordinatami (X,,YA,Xg,Ys)

vendar jih povezuje tudi dodatni pogoj (1.29) tako, da preostanejo le tri neodvisne
koordinate.

A_B:|FA/B|:\/(XB_XA)2 +(yB_yA)2 = konst. (1.29)

Lega togega telesa v prostoru je natancno dolo¢ena s koordinatami treh tock telesa,
ki se ne smejo nahajati na isti premici (v kolikor bi se nahajale na skupni premici bi
lahko telo Se vedno zarotiralo okrog te toCke in lega telesa zato Se ni natanéno
doloCena). Ker pa so pri togem telesu medsebojne razdalje posameznih tock
konstantne so tudi koordinate posameznih tock A, B in C na telesu (Slika 1.17b) med
sabo povezane 0z. odvisnhe.

AB=|Ty 5] =/ (X5 —X,)? + (Y5 —Ya)* + (25 —2,)" = konst (1.30)
AC=|Tyc|=1/(Xc =X4)? + (Yo —Ya)? +(2c —24)* = konst (1.31)
BC :|FB/C| = \/(XC ~Xg)* +(Yc —Ys)® +(zc —25)" =konst (1.32)

Z izrazi (1.30), (1.31) in (1.32) smo dokazali, da med devetimi koordinatami
(Xa1YarZar X5, Ye:2Z5:Xe Yo, Ze ) Obstajajo Se tri dodatne zveze zaradi lastnosti togega

telesa. Zato pravimo, da ima togo telo v prostoru Sest (9-3=6) prostostnih stopenj
gibanja.

Gibanje telesa v prostoru obi¢ajno opiSemo z vektorjem premika (1.33) in z vektorjem
rotacije (1.34) izbrane toCke telesa, ki obi¢ajno predstavlja teziS¢no tocko C telesa.

U =U,c +U,+U,c =U,cE +U,E +U,E, (1.33)
(T)C = (_ISXC + (T)yc + (T)ZC = (chéx + (pycéy + (pzc_éz (134)

Ker vektorja U.in ¢.oznacujeta premik teziS¢ne toCke in rotacijo togega telesa okrog
teZiS¢ne toCke togega telesa C v prostoru.
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Slika 1.17: (a) Togo telo v ravnini in (b) Togo telo v prostoru

S podporami lahko omejimo Stevilo moznih neodvisnih nacinov gibanja togega telesa.
V kolikor prepreCimo gibanje telesa v tocki A (Slika 1.18a) prepre€imo telesu tri
neodvisne nacine gibanja (6-3=3) in telo lahko le Se rotira okrog toCke A. Preostali so
Se trije neodvisni nacini gibanja in to so tri rotacije ¢,,, @ IN @4

V kolikor s podporami prepreCimo premike dveh tocCk telesa A in B (Slika 1.18b) smo
preprecili (6-5=1) pet neodvisnih nacinov gibanja togega telesa in preostala je le Se
rotacija togega telesa okrog osi t, ki predstavlja zveznico tock A in B.

“Z AZ AZ
t
~ ~~ A $
7 t
0 S.,.B >
T ~
y y
X X

(b) (©)

Slika 1.18: Stevilo neodvisnih naginov gibanja togega telesa; (a) Prepregeno gibanje toske A
(preprecene tri prostostne stopnje, omogocen poljubni zasuk okrog pola A);
(b) Prepreceno gibanje tock A in B (preprecenih pet prostostnih stopenj, omogocen je le Se

zasuk okrog premice A_B) in (c) Prepreceno gibanje v treh nekolinearnih to¢kah A, Bin C
(preprecenih je vseh Sest neodvisnih naCinov gibanja togega telesa)

V kolikor s podporami prepre¢imo premike treh nekolinearnih tock telesa A, B in C
(Slika 1.18c) smo preprecili (6-6=0) vse neodvisne nacine gibanja in takSno telo
miruje, ker so prepre€eni vsi mozni nacini gibanja telesa.

1.8 Nosilne konstrukcije

Med nosilne konstrukcije pristevamo vse vrste sistemov teles, ki lahko prenasSajo
razlicne vrste obremenitev na podpore ali na temeljna tla. V kolikor deformacije
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posameznih konstrukcijskih elementov nimajo pomembnega vpliva na rezultate
mehanskih analiz lahko za mehanski model realnih konstrukcij uporabimo model togih
teles. V tem primeru predpostavimo, da se konstrukcije ob prevzemanju in
prenasanju dodatnih obremenitev ne deformirajo ter, da so stabilno podprte in se ob
obremenjevanju ne morejo premikati. Model togih teles mora biti zasnovan tako, da
SO vsi neodvisni nacini gibanja vseh elementov sistema prepreCeni. Torej mora biti
vedno prepre¢ena moznost premikanja sistema oz. vseh elementov sistema kot togih
teles.

V gradbeni praksi so vse konstrukcije dejansko prostorske (tridimenzionalne, 3D).
Glede na geometrijske razmere, pogoje podpiranja in zunanje obremenitve
posameznih konstrukcij pa razlikujemo:

1.8.1 Prostorske konstrukcije

Med prostorske konstrukcije priStevamo vse gradbene konstrukcije, kjer so dimenzije
(dolzina, Sirina in debelina konstrukcijskih elementov) enakega velikostnega razreda.
Primer izgradnje 3D konstrukcije povezanih temeljev in stebrov viadukta prikazuje
Slika 1.19.

Slika 1.19: Primer 3D konstrukcije podpore viadukta Rebernice pri Vipavi

1.8.2 Ploskovne konstrukcije

Znacilnost ploskovnih konstrukcij je, da imajo eno izmed dimenzij (debelino) bistveno
manjSo od dolZzine in Sirine konstrukcije. Zato jih pri geomehanskih analizah
modeliramo s ploskovnimi elementi v srediSCni ploskvi konstrukcije. V kolikor d
oznacuje debelino konstrukcije v smeri normale na srediS¢no ploskev ter 7 in b
dolZino in Sirino konstrukcije mora biti izpolnjen pogoj:

d<</¢, d<<b (1.35)

SrediS¢na ploskev s pripadajoCimi podporami predstavlja mehanski model
konstrukcije. Kadar je srediSCna ploskev ukrivljena in vedno kadar je obremenjena v
poljubni smeri takSno konstrukcijo imenujemo lupina (Slika 1.20).
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Primer lupinaste konstrukcije pokritega vkopa med gradnjo HC Razdrto — Vipava
prikazuje Slika 1.21.

Slika 1.20: Lupine in mehanska modela; (a) Primer tunelske cevi in (b) Primer AB konstrukcije krajne
podpore viadukta

Slika 1.21: Lupinasta konstrukcija dvopasovnega pokritega vkopa Rebernice 1
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Kadar je obravnavana konstrukcija obremenjena le v smeri pravokotno na osrednjo
ravnino jo imenujemo plos¢a (Slika 1.22a) ter kadar se obteZba nahaja le v osrednji
ravnini konstrukcije imamo opravka s stenasto konstrukcijo (Slika 1.22b).

Slika 1.23 prikazuje primer vozi$éne plo$&e na viaduktu Sumljak pri Razdrtem.

(@)

-

. STROP ;
Q -
q %
/
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/

F, <
TEMELJ
” (b)

Slika 1.22: PloSCe in stene; (a) Primer AB ploSc¢e na prepustu in (b) Primer stene pri objektih visokih
gradenj

. omad

Slika 1.23: Prekladna konstrukcija (plo$&a spremenljive debeline) viadukta Sumljak
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1.8.3 Linijske konstrukcije

K linijskim konstrukcijam priStevamo vse gradbene konstrukcije sestavljene iz linijskih
elementov. Linijski elementi imajo eno dimenzijo t.j. dolzino ¢ bistveno vecjo od Sirine
b in debeline d.

d<</, b<</t (1.36)

Mehanski model linijskih konstrukcij je enodimenzionalen v smeri dolzine konstrukcije
¢. Os linijskih elementov je lahko ravna ali ukrivljena. Obremenitve elementov so
lahko v eni, dveh ali v vseh treh dimenzijah (prostorski problemi). Glavni linijski
elementi so vrvi, palice, nosilci, lo¢ni elementi itd.

NajpreprostejSi mehanski model je model idealne vrvi (Slika 1.24a). Idealna vrv je
lahko obremenjena le z natezno silo ter je v smeri svoje 0si za natezne sile povsem
toga (neraztegljiva) ter ne more prevzemati tlaCnih obremenitev, ker je za tlatne osne
sile povsem podajna (model Zice oz. vrvi). Tudi v obeh pre¢nih smereh je povsem
gibka.

Palica je mehanski model realnega trdnega telesa, ki lahko prevzame tlacne in
natezne osne sile v vzdolzni smeri konstrukcijskega elementa (Slika 1.24b). Nosilec
je bolj splosni konstrukcijski element (greda), ki prenasa poljubne osne in pre¢ne sile
ter upogibne obremenitve. Lahko ga obravnavamo v dveh (2D) ali treh (3D)
dimenzijah (Slika 1.24c).

Lok je posebni konstrukcijski element, ki je oblikovan tako, da dejanska obtezba v
lo€ni konstrukciji povzrocCa le tlacne osne sile (v svojem bistvu je to le inverzni model
idealne vrvi, Slika 1.24d).

(© (d)

Slika 1.24: Elementi linijskih konstrukcij; (a) Idealna vrv — natezni element (b) Palica — tlaéno natezni
element, (c) Gredni element — natezno tlacni in upogibni element ter (d) Lo¢ni — tlagni
element

Posebna vrsta gradbenih konstrukcij so pali¢ja (predalcja), ki so sestavljena iz samih

palic, ki so med sabo Clenkasto povezane. Primer prostorskega paliCja prikazuje Slika

1.25.
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Slika 1.25: Primer prostorskega paligja, ki je predstavljalo nosilno konstrukcijo opaza pri gradniji
viadukta Borst 1 pri Vipavi

Vezi in podpore so pri pali¢jin praviloma Clenkaste, ki prepreCujejo medsebojne

premike posameznih elementov, dovoljujejo pa povsem neovirane zasuke

posameznih palic tako, da so v palicah praviloma (kot prevladujoCe obteZbe) le osne

sile. Na Ccista (osnovna) pali¢ja lahko obteZzbe delujejo le preko vozlis€¢ na

konstrukcijo.

Posebni primer so branaste konstrukcije. Pri taksnih konstrukcijah se sistem
povezanih grednih elementov (nosilcev) nahaja v eni ravnini obteZzbe pa delujejo le v
pravokotni smeri na posamezne konstrukcijske elemente.

Slika 1.26 prikazuje realno konstrukcijo sestavljeno iz upogibnih elementov (vertikalni
piloti in horizontalne AB grede) ter iz vrvnih elementov (geotehni¢na prednapeta
sidra).
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Slika 1.26: Realna konstrukcija sestavljena iz linijskih elementov — pilotna stena OZ 10 na AC Razdrto
- Vipava
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2 SISTEMI SIL V RAVNINI IN PROSTORU

2.1 Splosni sistem sil

Mnozici vseh sil F (i=12,.....,n), ki delujejo na telo pravimo sistem sil (Slika 2.1a). V
sploSnem primeru je lahko telo obteZeno z razliénimi silami, ki so lahko koncentrirane
sile v oZzjem pomenu, ¢rtno, povrsinsko in prostorninsko zvezno porazdeljene sile ter
koncentrirani momenti.

Slika 2.1: Sistemi sil: (a) Poljubni sistem sil, ki deluje na telo in (b) Dvoijica sil

Za stanje mirovanja, ravnotezja in gibanja togega telesa je porazdelitev sil v telesu
manj pomembna, ker je stanje gibanja oz. mirovanja telesa odvisno le od skupnega
(rezultantnega) vpliva vseh sil, ki delujejo na telo. Doloanju rezultantnega vpliva
vseh sil na telo pravimo sestavljanje sil.

Koncentrirani vrtilni moment (navor) je rezultantni vpliv dveh vzporednih, enako
velikih ter nasprotno usmerjenih sil (F, in F, =—F,), ki delujeta na obravnavano telo
(Slika 2.1b). TakS§nemu sistemu sil v mehaniki pravimo dvojica sil.

Vsoto obeh sil izrazimo z njunima velikostima ter enotskim vektorjem €., ki doloCa
smer delovanja obeh sil.

F.=F +F, =F&, +F6. =(F,—F)8. =0 (2.1)

Ugotovili smo, da je vsota vseh sil, ki delujejo na telo enaka 0. Preostal je le Se navor
obeh sil na poljubno to¢ko v prostoru, ki ga dolo€imo na izhodiS€¢e koordinatnega
sistema 0 ter na poljubno to¢ko v prostoru A.

0 - = L =
Mg =1 xF +T, xF, =

|
|

_?2)Xl_il :_?1/2Xr:1 =—FT,, <€ (2.2)

1><|—:>1+ zx(_rzl):(

=
=
=

il

'\7'2 =(T:1_FA)Xr:1+(_.2 _FA)Xl_iz Z(Fl_FA)xﬁl+(F2 _FA)X(_I_:.I)Z

(2.3)

(AT T +1)xF=-1,xF =-FT,, <&

Dokazali smo, da je rezultantni vpliv dvojice sil vrtilni moment I\7I‘R, ki je neodvisen od
toCke v prostoru na katero ga izraCunamo (I\7I§ = I\7I’F§ = I\7I‘R). Smer koncentriranega
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momenta M), je vedno pravokotna na skupno ravnino, ki jo dologata vzporedni
u&inkovalnici sil F, in F,.

2.2  Sestavljanje sil in momentov

V kolikor na poljubno telo v prostoru deluje mnozica sil in momentov vizualno ni
vedno mogoCe oceniti skupnega vpliva vseh teh koli¢in na stanje gibanja oz.
mirovanja telesa, ki ga v mehaniki analiziramo (Slika 2.1). Pri sestavljanju
(sestevanju) sil neki poljubni splosni sistem sil in momentov nadomestimo z bolj
pregledno (nazorno in enostavno) toda statiéno enakovredno mehansko koli¢ino.

n
Vsoto vseh n sil v ozjem pomenu ZFi , ki delujejo na telo, imenujemo rezultanta oz.
i=1

rezultantna sila ter jo oznaCimo z F;.
FR=>F (2.9
i=1

n
Vsoto vseh momentov (navorov) Zﬁ xF,izraCunanih na koordinatno izhodisCe 0
i=1
imenujemo rezultanto momentov ali tudi rezultantni vrtilni moment, ki ga ozna€imo
M? (v izrazu 2.5 je upostevano, da so koncentrirani navori podani z dvojicami sil).

M2 =iﬁxl3i =i|\7|? (2.5)
i=1 i=1

kjer oznaka I\7Ii0 oznacuje vrtilni moment sile T:i na tocko O telesa. Vplivi vseh sil
F (i=12,....,n) in skupne rezultante Fyin M% na telo so statiéno enakovredni
kadar smernica rezultantne sile F, poteka skozi toéko 0 na katero smo
mehanski vpliv rezultante momentov MY izradunali oz. dologili. Mehanski

uginek rezultantnega momenta MY na gibanje telesa sicer ni odvisen od tocke
prijemalis¢a momenta (lahko ga poljubno vzporedno premaknemo) vendar bomo pri
vseh analizah upoStevali, da smernica rezultantnega momenta M2 poteka skozi
toCko 0 oz. tudi skozi tocko A na katero smo momentni vektor izraCunali (Slika 2.2).

=

(@) (b)

Slika 2.2: Rezultantna sila in rezultantni moment; (a) Rezultanta poljubnega sistema sil na tocko 0 in
(b) Rezultanta poljubnega sistema sil na poljubno to¢ko A v prostoru
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V kolikor rezultanto F, premaknemo iz koordinatnega izhodis¢a v tocko A moramo za
ohranitev enakih mehanskih vplivov v tocki A dodati moment M4, ki se po velikosti
in/ali smeri lahko povsem razlikuje od momenta |\7|g .

MQ:M%+?A,OXIEQ:|\7I(;—?AXIS€ (2.6)
Izraz (2.6) kaZe, da je rezultantni moment M’ poljubnega sistema sil odvisen od
izbrane toCke A na katero ga dolo¢amo.

Rezultantno silo IER in rezultantni moment |\7|’F§ s skupnim imenom imenujemo
posploSena sila oz. posploSena (generalizirana) rezultanta sistema sil za izhodis¢no
totko A na katero smo rezultantni moment izradunali. Posplogena rezultantna sila F2
je generalizirani vektor s tremi silnimi in tremi momentnimi komponentami.

- _[F. 2.
Fa=i Rb=1, * ) 2.7)
Z(ﬁ _FA)X I:i

i=1
S silo F, in momentom M2 nadomestimo mehanski vpliv mnozZice poljubnih sil, ki
delujejo na togo telo. Za oba sistema sil pravimo, da sta staticho oz. mehansko
enakovredna. Rezultantni sili lahko dolo€imo na poljubno tocko togega telesa.

Rezultantni sili (rezultanto sil in rezultantni vrtilni moment) dolo¢imo v pravokotnem
koordinatnem sistemu:

SF,
i=1

Fr = Fay®y + Fr B, + Fa B, = F +8 Z ,HE Y R, =1>"F, (2.8)
i=1

& z(yl iz | |y
'\7'% :i_'l ><_~i = Xi yi i| = Z(ZI ix | |z = Mg{y (29)
F

Z(XI iy Yi |x

Rezultantno silo F, 0z. rezultantni moment M? lahko predstavimo tudi kot produkt

intenzitete sile o0z. momenta s pripadajoima enotskima vektorjema vzdolz
ucinkovalnic posameznih rezultantnih sil €. oz. €, (Slika 2.2a).

IER = FR€, (2.10)

D!
N Ol

<
_n
<
_1
N

<
T o
N

Mp = M8, (2.11)

Pripadajoca enotska vektorja €. oz. €, dolocimo z izrazoma (2.12) in (2.13).

Frl €, + FRyey + F4,€,

R _
Fr Fr

€ =

=COS g€, +COSPLE, +COSYLE, (2.12)
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"7 0 0% 0z 03

s - My Mg,€, + Mg €, +Mg,E,
Mg _MO - MO
R R

= cosa €, +CosPBy,€E, +CosyyE, (2.13)

kier oy, Bg in y5 0z. a,, Py iN v, pomenijo kote med rezultantno silo F, oz.

rezultantnim momentom M? ter x, y in z osjo kartezijevega koordinatnega sistema.

Kosinusi zgoraj navedenih kotov oznaCujejo posamezne komponente enotskih
vektorjev €. oz. €, (Slika 2.2a).

2.2.1 Vpliv translatornega premika (redukcije) sile

V kolikor poljubno silo F s prijemali§éem v to¢ki B vzporedno premaknemo
(reduciramo) v to€ko A moramo za ohranitev enakih mehanskih ucinkov dodati

moment, ki ga prvotna sila F povzroa na novo prijemali$ée A na togem telesu (Slika

(b)

Slika 2.3: Vzporedna premaknitev sile: (a) Redukcija sile F iz totke A v to¢ko B telesa in (b)
Redukcija (nadomestitev) sistema sil v eno samo silo

Osnovni sistem sil F in novi sistem F,in M4 morata biti mehansko enakovredna:

F=F, T, xF =T, xFy + M4 (2.14)
V kolikor silo F vzporedno premaknemo iz tocke B v toéko A telesa moramo za

zagotovitev enakih uéinkov dodati moment, ki ga sila F s prijemali$éem v toéki
B povzroéa na tocko A telesa M’ = (f, —T,) xF (Slika 2.3a).

V nadaljevanju bomo obravnavali obratni primer, kjer na telo v to¢ki 0 deluje sila F in
koncentrirani navor M° (u&inek dvojice sil). Dologiti je potrebno lego todke A v
prostoru, kjer se sistem sil F in M° reducira v eno samo silo F. (Slika 2.3b).

Predpostavimo, da sta vektorja F in M°® med sabo pravokotna (Fe M° = 0).

F=F,, MA = M° +(-F,)xF=0 (2.15)

Izraz (2.15) zapiSemo v poenostavljeni obliki:

& 8§ &,
M® = MJE, + M, + M, =X, Ya Za (2.16)
FFF, F
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Resitev predstavljajo tri enacbe s tremi neznankami (X, ,y,,2,):

M =y.F, —z,F,, M) =2z,F, —x,F,, M{=x,F,—y,.F (2.17)

ATy ATz

Vendar enacbe (2.17) med sabo niso neodvisne, ker jih povezuje pogoj, da sta
vektorja F in M° med sabo pravokotna:

FeM® =F M) +F,M? +F,M? =0 (2.18)

Zato si lahko v splodnem primeru eno izmed koordinat tocke A poljubno izberemo ter
preostali neznani koordinati dolo€imo z reSitvijo sistema enacb (2.17).

Primer 2.1:

Podan je sistem sil F={4,1,4}, M°={1,4,—2)}, dolo¢i prijemalii¢e sile F, =F={4,1,4},
da bo rezultantna sila F, = FZ', ki deluje v toc¢ki A mehansko enakovredna zadanemu sistemu
sil.

Preverimo ali sta silni in momentni vektor med sabo pravokotna; FeM® =4+4-8=0. Z
uporabo izrazov (2.17) dobimo:

1=4y, -z,, 4=4z, -4X,, —2=X, -4y,

V kolikor dolocamo prijemalis¢e sile A v ravnini y-z najprej lahko izberemo koordinato
X, =0 ter dobimo preostali koordinati z, =1, y, =1/2. Zlahka ugotovimo, da reSitev
ustreza vsem trem zgoraj navedenim enacbam (2.17).

Za posebne primere glavne sile lahko dolo¢imo tudi smernico sile IEQ :

F, =0, x=M}/F, =-MJ/F,, M} =yF, —zF, (2.19)

ki v tem primeru dolo¢a enac¢bo premice t (smernico sile IEF?) Vv ravnini pravokotni na os X.

2.2.2 Sistemi sil v ravnini

Kadar vse sile sistema F (i=12,.....,n) leZijo v eni ravnini se izraza (2.4) in (2.5) za
sesStevanje sil bistveno poenostavita. Koordinatni sistem v takdnih primerih izberemo
tako, da vse smernice sil lezijo v ravnini x-y (Slika 2.4). V taksnih primerih velja, da so
komponente vseh sil F, in koordinate z; vseh prijemaliS¢ sil enake 0.

(@)

Slika 2.4: Sistemi sil: (a) Sistemi sil v ravnini x-y ter (b) Generalizirana sila IEFf , ki nadomesca obe

. LB . K20
komponenti glavne sile F5in M
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Rezultantno silo F, in rezultantni moment na izhodid&e koordinatnega sistema M9

dolo€imo tako, da v izrazih (2.8) in (2.9) upoStevamo posamezne, le od ni¢ razli¢ne,
komponente sil in momentov.

I:Rx = i Fix
i=1
Fry = Zl‘, Fy (2.20)

Mgz = Z(XiFiy -YiFy)
i=1
FRZ = ng = ng :O
Zlahka ugotovimo, da se rezultantna sila F, prav tako nahaja v ravnini x-y, smer

rezultantnega momenta |\7|g je pri ravninskih sistemih sil vedno pravokotna na
ravnino Xx-y.

Ker sta pri ravninskem sistemu sil rezultantna sila F,in M% vedno med sabo
pravokotna ju je mogoée vedno nadomestiti samo z rezultantno silo F,, katere
prijemaliSCe dolo€imo z izrazom:

€, €, 6 €
X y z

M',:Z :Mgz_'_(_FA)XFR =0, Mgz =TaxFr=[Xa Yo O :(XAFRy_yAFRx)_éz (2.21)
Frx FRy 0

Izraz (2.21) doloda enadbo premice t na kateri deluje rezultantna sila F, Ki
nadomesca celotni sistem sil v ravnini (Slika 2.4b). Kadar je komponenta sile F, =0,

lahko uginkovalnico sile dolo¢imo x, = (Mg, +Y.Fx.)/Fs,, kadar pa je komponenta

Fry =0 imay koordinata toCke A konstantno vrednost y, = -M? /F,,.

Primer 2.2:

Podan je sistem sil F={4,1,0}, M°={0,0,-10} (Slika 2.5), dolo¢i prijemaliice sile
IER =F= I#:RA = {4,1, 0}, da bo rezultantna sila IER , ki deluje v tocki A mehansko enakovredna
zadanemu sistemu sil.

Utinkovalnico sile F2 doloa izraz (2.21):

—10=X,1-y,4, Y.(X)=%x,/4+25

L mnozica to¢k na premici t
predstavlja mozna prijemaliS¢a A

=
Fr

X

Slika 2.5: Rezultantna sila Iq:R in moment |\7|‘; ter pripadajoca prijemaliS€a A, pri redukciji sistema sil

. =A -
v eno samo silo F; = Fy
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Rezultanto poljubnega sistema sil v ravnini lahko doloé¢imo tudi grafi€éno z
upostevanjem doslednega matemati€énega pravila sesStevanja vektorjev. V
preteklosti so graditelji mnogih pomembnih zgradb celotne stati¢ne presoje opravili po
grafo — analiti¢nih metodah s kombinacijo grafi¢nih in analitiCnih reSitev.

Danes v dobi racunalniStva se te metode v stroki skoraj veC ne uporabljajo, vendar so
iz akademskega vidika zelo koristne za razumevanje razli¢nih mehanskih problemov.
Pomanijkljivost graficnih metod je predvsem v natancnosti dobljenih rezultatov, ki so
odvisni od natancnosti risanja, velikosti slik in natanénosti odcitkov iz grafiCnih
podlag.

Primer 2.3:

Dolo¢i rezultanto treh sil, ki delujejo v skupnem prijemalis¢u A ter so podane z njihovo
intenziteto in koti med u¢inkovalnico posameznih sil ter x osjo.

F, =50kN, o, =45°
F, =90kN, o, =120°
F, = 75kN, a, =315°

Vsoto sil dolo¢imo grafi¢no tako, da izdelamo nacrt sil ter mnogokotnik (poligon) sil v
ustreznem merilu (Slika 2.6).

Iy
F

0l =55°, Fr = 74 kN

(b)

Slika 2.6: Sestevanije sil s skupnim prijemalis¢em; (a) Nacrt sil in (b) Mnogokotnik sil

Vsoto dveh sil Fy,, = F, +F, dolog¢imo po Ze znanem pravilu sestevanja sil s paralelogramom
ali trikotnikom sil (sile v mnogokotniku morajo biti nacrtane v enakem merilu) nato pa
dolo¢imo novo rezultanto dveh sil F, =F.,+F,. Intenziteto in smer rezultantne sile

odmerimo iz mnogokotnika sil ter dobimo: F, = 74kN in smer o, =55°.

Ker je moment vseh podanih sil (F,F,, F,) na prijemali§¢e sil A enak 0 je tudi
prijemalis$ce rezultantne sile F;, nedvomno v enaki toc¢ki A (Slika 2.6a).

Za potrditev prej podanih rezultatov dolocimo rezultanto podanih sil Se numeri¢no:

F.=F +F, +F, =(F cosa, +F,cosa, +F, cosa,)g, +(F sina, +F,sina, +
43.388}

Fysina, )€, = {60 265
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F, =74.259kN, o, =54.248°

(Opomba: natancnost predstavljene grafiCne reSitve je Se sprejemljiva oz. v
inzenirskem smislu ustrezna)

Primer 2.4:

Dolo¢i rezultanto Stirih sil ter momentov, ki delujejo v to¢kah Ty, T,, Tz in T4 v ravnini
togega telesa grafi¢no in analiti¢no.

F =10kN, M,=5kNm, a,=0°,  T,(4,1)
F,=40kN, M,=0kNm  a,=60°, T,(2.2)
F,=0kN, M, =-60kNm a,=270°, T,(26)
F, =30kN, M,=0kNm  a,=330°, T,(5, 4)

Ker vrtilnih momentov M, in I\7I3 in posameznih sil grafi¢no ni mogoce vektorsko sestevati ju
moramo nadomestiti s statino enakovrednimi sistemi sil. Moment M, nadomestimo s
premikom sile F, v to¢ko T, s koordinatama (4, 0.5) ter silo v premaknjeni legi oznagimo z
F.. Stati¢ni vpliv momenta M, na togo telo nadomestimo z dvojico sil F, in F,., katerih
intenziteto dolo¢imo z izrazom a,F, =M, ter delujeta v nasprotnih smereh (o, =90°in
oy = 270°). V kolikor za sili F, in F,. upostevamo intenziteto F, =F, =30kN morata za
ohranitev enakega vpliva delovati na medsebojni razdalji a, =2.0m (Slika 2.7).

og =19,5° Fg =59 kN

(b)

Slika 2.7: Sestevanje poljubnega sistema sil v ravnini; (a) Nacrt sil in (b) Mnogokotnik sil

Nalogo lahko reSimo po postopku zaporednega seStevanja posameznih sil. Najprej dolo¢imo
prvo delno rezultanto F, +F, = Fy,,, ki deluje v prese&id¢u uéinkovalnic sil F.in F, (totka
T,,, Slika 2.7a). Nato v mnogokotniku sil k prvi delni rezultanti pristejemo naslednjo silo
Fagp + Fy = Fayys - Delna vsota Fy,pn deluje v tocki Ty, (v preseciséu sil Fqy,in Fy. ). K drugi
delni vsoti v mnogokotniku sil vektorsko pristejemo naslednjo silo Fuypq + F, = Fapyey . Tretja

delna vsota deluje v tocki T,.4,, ki je dolocena s prese¢is¢em ucinkovalnic sil Fgp,.in F,. K
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tretji delni vsoti vektorsko pristejemo e zadnjo preostalo silo Fey,q, + Fs = Fy, ki predstavlja
skupno vsoto (rezultanto) zadanega sistema sil.
Kot prijemalis¢e rezultante upostevamo tocko T, ki jo v nacrtu sil doloca presecisce
uéinkovalnic sil Fqy.qyin Fy (Slika 2.7).
Rezultati graficnega postopka so podani v mnogokotniku sil ter so nasledniji:
Fr, =59kN, a; =19.5° T, = (1, 4.25).
Analiti¢na resitev:
F,=F +F, +F, =(Fcosa, +F,cosa, +F, cosa, )&, +(F,sina, +F,sina, +
55.981
19.641}

F. =59.327kN, o =19.333°

Vsoto vseh vrtilnih momentov dolo¢imo z vsoto vplivov koncentriranih momentov in vplivov
sil na koordinatno izhodisce:

F,sina, )€, = {

e, & §&| g, & &

M§ => M, +> (i xF)=56,-608,+H4 1 O0[+/2 2 0|+
= =L 10 0 0| [20 34641 0

&, & &
5 4 0|=-214.6428,
25981 -15 0

Za koordinato prijemaliS¢a lahko izberemo tocko X, =1.0m, preostalo koordinato dolo¢imo

z izrazom enakih mehanskih u¢inkov:
—214.642 = —55.981yTR +19.641xTR in rezultat Yo, = 4.185m

2.2.3 Sistemi vzporednih sil

Kadar so vse sile obravnavanega sistema vzporedne (lezijo na vzporednih
smernicah) se enatbe za doloCitev rezultante in redukcijo sistema sil bistveno
poenostavijo.

V takSnem primeru koordinatni sistem izberemo obiajno tako, da so smernice vseh
sil vzporedne z x osjo (Slika 2.8).

Slika 2.8: Sistem vzporednih sil
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TaksSen sistem sil je podoben sistemu sil v ravnini in zato so momentni vektorji vedno
pravokotni na smer sil in se vedno nahajajo v ravnini y-z.

Rezultanto sil in morebitnih koncentriranin momentov dolodimo:

r:R :Zn:r:i :éxiFi
i=1 i=1

6 8 @ 0
- ) ) . n X y z n
|\7|(|)q =2Mi+z?}xﬁ =Z(Miy_éy+Miz_e>z)+zxi Yi %= Miy+ZiFi (2.22)
i-1 i=L i=1 = F 0 O . M;, —ViF

FRy =Fg, = Mg{x =0
2.3 Ravnotezje sil in momentov

2.3.1 Ravnotezje realnih teles v mehaniki

Kadar realno telo obravnavamo z modelom sistema masnih to¢k [2] v prostoru (Slika
2.9) mora biti celotno telo (vse masne toCke) v ravnoteZju. Zadostni pogoj za
ravnotezje takSnega telesa je, da je vsaka masna to¢ka sistema sama zase v
ravnotezju.

Pri analizi ravnotezja posameznih to€k moramo upostevati zunanje in notranje sile, ki
na posamezno toCko delujejo. Za notranje sile sistema velja:

—

S.=0; (i,j=1....n) (2.23)

S =-S

ij ji?

Slika 2.9:  Sistem masnih tock z notranjimi §i in zunanijimi silami F

Z upostevanjem 1. Newton-ovega zakona velja za vsako masno tocko zase pogoj
ravnoteZzja sil:
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(2.24)

Sy S+ +§. +F =0
S =0

S seStevanjem vseh n enacb sistema (2.24), dobimo:

(S, +S5) +(S;3 +Syy) + e+ (S, +S,) + R +...+F +F, =0.

V kolikor upostevamo dodatni pogoj (§ij =-S ;i) dobimo ravnotezni pogoj za sistem
masnih tock (2.25).

F+F +..+F, =>F =0 (2.25)

i=1

Podobno kot pogoje za ravnotezje vseh sil lahko izrazimo tudi momentne ravnotezne
pogoje vseh masnih to¢k na koordinatno izhodis€e 0. Sistem masnih tock je v
momentnem ravnotezju v kolikor so v ravnotezju vse masne tocke sistema (2.26):

EXxS,+ 6 XS+ . +5 xS, +xF =

XS, + T, XS, +. s +1,xS,, +1,xF, =

............................ Fverrerne Foreneniesnensnenn (2.26)
rjX§11+ﬁX i s +jx§jn+jxfj =0

XS T XS, + +1, xS+ 1 xF, =

xS.=0, (i,j=1....,n) (2.27)

V izrazu (2.27) smo upostevali, da sta vektorja (T, -T,) in S,vzporedna. Zato so

momenti posameznih parov notranjih sil sistema na poljubno to¢ko v prostoru enaki 0.
Ker je vsota momentov posameznih masnih toCk sistema enaki vsoti momentov za
celotno telo, lahko pogoj ravnoteZja telesa podamo:

)

i Xr:i :6 (228)

=

n
fxF + T, x Py By xF o +T, xF =)
i=1

Izraz (2.25) predstavlja silni ravnotezni pogoj ter izraz (2.28) momentni ravnotezni
pogoj za sistem masnih toCk. Oba izraza hkrati (2.29) pa predstavljata potrebna in
zadostna pogoja za ravnotezje sploSnega sistema sil v prostoru.

Zn:ﬁi =0, Y ExF =0 (2.29)

Potrebnost momentnega ravnoteznega pogoja (2.29) dokazemo z dvoijico sil, Ki
predstavlja sistem dveh enako velikih sil, ki delujeta na vzporednih u€inkovalnicah ter
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sta nasprotno usmerjeni. Brez dvoma je pri takSnem sistemu sil izpolnjen silni
ravnotezni pogoj F, +F, =F +(-F)=0, vendar momentni ravnotezni pogoj v tem
primeru ni izpolnjen, ker je rezultantni vpliv dvojice sil Ze poznani vrtilni moment
M= ‘ Iq:l ‘d, kjer d oznacCuje pravokotno razdaljo med vzporednima ucinkovalnicama.

V realnih telesih je masa telesa zvezno porazdeljena in jih zato lahko
obravnavamo s sistemom neskoncCnega Stevila med sabo povezanih masnih tock.
Ugotovimo lahko, da je pri takSnem modelu masa posamezne tocke m, neskoncno
majhna. Ravnotezni pogoji za telesa z zvezno porazdeljeno maso imajo enako obliko
kot v primeru teles s koncnim Stevilom masnih tock (v izrazih 2.24 in 2.26 je potrebno
upostevati Stevilo masnih toCk n=o0) ter jih zato prav tako podamo z vektorskima
enacbama (2.29).

V kolikor sile F, in pripadajoce krajevne vektorje T izrazimo v komponentni obliki z
enotskimi vektorji €,, €, , €, (2.30), ki predstavljajo ortonormirano bazo koordinatnega

sistema z osmi X, y in z lahko vektorski enacbi (2.29) zapiSemo v skalarni obliki z
izrazom (2.31).

z

F=Fg& +F8 +F¢ =X,6, +y€, +28 (2.30)

(2.31)

n n

Zn:(yiFiz_ZiFiy):Q Z(ZiFix_XiFiz):O! Z(XiFiy_yiFix)zoi

i=1 i=1
Enacbam (2.31) pravimo osnovne enacbe statike togega telesa v komponentni
(skalarni) obliki. Imenujemo jih tudi ravnotezne enacbe.

Poljubni sistem sil v prostoru, ki ustreza ravnoteznim enacbam je statien, ker ne
povzroCa gibanja togega telesa (takSno telo miruje oz. se lahko giblije premocrtno
brez pospeska).

2.3.2 Alternativne oblike ravnoteznih enacb

Pri statiki togih teles je mnogokrat mogoce statiCne izraCune precej poenostaviti z
izbiro momentnih ravnoteznih pogojev (2.31) na razlicne toCke telesa. Obravnavamo
splo$ni sistem sil in dvojic sil v prostoru (Slika 2.10).
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Slika 2.10: Nadomestitev osnovnih ravnoteznih pogojev z momentnimi na izbrani tocki A in B togega
telesa

n n

Osnovno obliko ravnoteznih enatb F, => F =0, M} =) T xF =0 zamenjamo z
i=1 i=1

dvema momentnima enacbama na izbrani tocki A in B v prostoru.

Z izraGunom rezultante navorov na obe izbrani tocki dobimo:

MR ZZ(F. —Ta)xF, :Z?A/i xF =0 (2.32)
i1 i1

ter za tocko B:

ME = Z(F. _FB)Xﬁi = Z((_ﬁ —Ta)+(Fy _FB))Xﬁi = MQ +Tg/a XIER =0 (2.33)
i=1 i=1
S primerjavo izrazov (2.32) in (2.33) lahko ugotovimo, da je ob izpolnjenem pogoju
M7 =0 z izrazom (2.33) na prvi pogled izpolnjen tudi prvotni pogoj F, = > F =0, kar
i=1

bi pomenilo, da je z izrazom (2.33) hkrati zagotovljen tudi pogoj silnega ravnotezja.

Vendar izpolnjeni pogoj (2.33) ne zagotavlja vedno silnega ravnotezja sistema sil.
Izraz (2.33) je vedno izpolnjen kadar velja F, =0 in tudi v posebnem primeru F, =0

in Ty | Fr , Ker je vektorski produkt dveh vzporednih vektorjev vedno enak 0.

Zato moramo v primeru zagotavljanja ravnotezja sistemov sil z uporabo
ravnoteznih momentnih pogojev na dve poljubni toéki v prostoru M2 =0 in

I\7IE =0 izpolniti Se dodatni pogoj silnega ravnotezja v smeri premice p, ki ne
sme biti pravokotna na premico t (¢, e¢, #0, Slika 2.10).

Fep =Fr @8, =D F o€ =0, € & #0 (2.34)
i=1
V kolikor bi za dodatni pogoj silnega ravnotezja upostevali vsoto vseh sil v smeri

premice, ki bi bila pravokotna na zveznico A-B ravnotezni pogoji niso vedno in
brezpogojno izpolnjeni, ker je vsota vseh sil v primeru FB,AH F. v smeri pravokotno na
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premico t (Slika 2.10) lahko identicno enaka 0 ter je v tem primeru pogoj (2.34)
trivialen in nima praktiCnega pomena za rezultate mehanskih analiz.

Dodatnemu silnemu ravnoteznemu pogoju se zagotovo izognemo Vv kolikor
upostevamo tri ravnoteZzne momentne pogoje na tri toCke A, B in C, ki se ne nahajajo
na skupni premici (Slika 2.11).

ME = (1 =T xF =0, ME =3 (1 ~T,)xF, =0, M§ =" (F —T,)xF, =0, (2.35)
i=1 i=1

i=1

Trije momentni pogoji (2.35) povsem nadomesScCajo osnovne ravnotezne pogoje
(2.32).

Prej je Ze bilo dokazano, da momentna ravnotezna pogoja na tocki A in B
zagotavljata ravnotezje sistema v vseh primerih razen v kolikor je rezultantna sila Iq:R
vzporedna vektorju T,,;, ker v takSnem posebnem primeru ni izpolnjen osnovni

ravnotezni pogoj F, =0.
V kolikor smernica sile F, sovpada s totkama A in B je z momentnim ravnoteZnim
pogojem na totko C zagotovljena izpolnitev pogoja F, =0. Podobni zakljugki veljajo
tudi v primerih kadar smernica sile F, sovpada z vektorjema T,,. in T, ,.

0

Slika 2.11: Tocke A, B in C, ki ne lezijo na isti premici

Vse tri vektorske oz. vseh devet pripadajoCih skalarnih enacb (2.35) med sabo niso
neodvisne. Povezujejo jih komponente momentnih vektorjev v smeri enotnih vektorjev
€., €,, €, , kjer z momentnimi ena¢bami (2.35) paroma za to¢ki A in B, Bin C ter C in

A izvrednotimo enake komponente momentnih vektorjev okrog izbranih osi s prej
navedenimi enotskimi vektorji.

RavnoteZne enacbe na tri nekolinearne tocke so povezane z naslednjimi izrazi:

M28 =M% e, = ME o&
MEC = ME o€, = MS o¢ (2.36)
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MCA = MIC o, = MA o,

Ki izrazajo oz. doloCajo odvisnost med posameznimi vektorji momentov I\7I’§, I\7I§ in

I\7I§. Zato je v tem primeru od skupaj devetih skalarnih enacb (2.35) le Sest
neodvisnih, ki v celoti ustrezajo pogojem ravnotezja togega telesa v prostoru.

2.3.3 Ravnotezni pogoji za razli¢ne sisteme sil v ravnini in prostoru

Pri posebnih sistemih sil v prostoru se lahko ravnotezni pogoji (2.31) poenostavijo.
Pogoji ravnotezja sil in vrtilnih momentov za splosni prostorski sistem sil (6 enacb)
morajo biti naCeloma vedno izpolnjeni. Vendar pri posebnih sistemih sil povsem
zadostuje analiza omejenega Stevila enacb, ker so preostale enacbe v posebnih
primerih identi€no izpolnjene.

2.3.3.1 Sistem sil s skupnim prijemali§¢em v prostoru (Slika 2.12a).

V tem posebnem primeru za ravnoteZje zadosSCa izpolnitev treh silnih ravnoteznih
pogojev, ker so momentni pogoji na to¢ko A (priiemalisCe sile) identi¢no vedno
izpolnjeni.

anFix =0, Zn:Fiy =0, anFiz =0, (2.37)
i=1 i=1 i=1

Slika 2.12: Posebni sistemi sil; (a) Sistem sil s skupnim prijemaliS€em v prostoru; (b) Sistem sil, ki
sekajo skupno premico v prostoru in (c) Sistem vzporednih sil v prostoru

2.3.3.2 Sistem sil, ki sekajo skupno premico v prostoru (Slika 2.12b).

V tem primeru moramo upostevati tri silne ravnotezne pogoje v prostoru ter dva
momentna ravnotezna pogoja v ravnini, katere normala je premica t. V kolikor
premica t sovpada z x-0sjo je momentni ravnotezni pogoj glede na x-os identi¢no
vedno izpolnjen.

iFix :O’ iFiy =0’ iFiz =0’ iMiy :O' iMiz =0, (238)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

2.3.3.3 Sistem vzporednih sil v prostoru (Slika 2.12c).

Vse sile sistema se morajo nahajati na vzporednih smernicah (t). Pri takSnem sistemu
sil je od ni€ razlicna komponenta sil le v smeri sil, od 0 razlicni momentni komponenti
pa se nahajata v ravnini, ki je pravokotna na smernice sil. V kolikor koordinatni sistem
izberemo tako, da smernice sil sovpadajo z x osjo so zadostni naslednji ravnotezni
pOgoji.
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ZFix = O' ZMiy = 0’ ZMiz = 0, (239)

2.3.3.4 Sistem sil v ravnini x-y (Slika 2.13).

V mehaniki ravnotezne pogoje mnogih realnih ravninskih konstrukcij obravnavamo z
2D modelom togega telesa, ki so obremenjene z razlicnimi sistemi obtezb, ki skupaj
predstavljajo poljubni sistem sil v ravnini oz. v karakteristichem prerezu togega telesa.

V to skupino pristevamo 2D ravninske konstrukcije, stene in tudi mnogo prostorskih
konstrukcij, ki se v vzdolZni smeri ne spreminjajo ter so v vzdolzni smeri enakomerno
obremenjene (podporni zidovi, stene objektov, temelji, cestni nasipi itd.).

Sistem sil v ravnini (Slika 2.13) ter lahko vklju€uje tudi koncentrirane momente, ki jih
upostevamo z modeli ekvivalentnih dvojic sil. Ker se vse sile nahajajo v ravnini x-y so

tri ravnotezne enatbe >'F, =0, > Mj =0, ZI\/I0 =0 identi¢no izpolnjene za vsaki
i=1 i=1

0z. poljubni sistem sil v ravnini. Za zagotowtev ravnotezja morajo biti izpolnjene
preostale tri ravnotezne enacbe:

iFix =0, iFiy =0, Zn:M'OZ =0 (2.40)
i1 i1 io1

A

Slika 2.13: Poljubni sistem sil v ravnini x-y

Momentno ravnotezno enacbo lahko izvrednotimo na poljubno to¢ko v ravnini x-y.

iM Z(XI iy yl |x
DM =706 Xy ~ () ~Ya i) = M =X, 2R, 47, =0 (2.41)

Izraz (2.40) potrjuje, da se vrednosti momentov izraCunane na razlicne tocke v ravnini
x-y za poljubni sistem sil, ki je v silnem ravnoteZju med sabo ne razlikujejo.

Sistem ravnoteznih enacb (2.41) lahko nadomestimo z eno enacbo za ravnoteZje sil
ter z dvema momentnima enacbama na dve poljubni to¢ki A in B v ravnini x-y.
Podobno kot v izrazu (2.41) lahko podamo momentni pogoj na to¢ko B.

ZMg :ZMS_(XB_XA)ZFiy_'_(yB_yA)ZFiX =0 (2.42)
i=1 i=1 i=1 i-1
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Enacba (2.42) kaZe, da je lahko ob Ze zgoraj navedenem pogoju »' M7 = 0izpolnjena
i=1

tudi v primeru kadar pogoj ravnoteZzja vseh sil v celoti ni povsem izpolnjen. Ta primer

se lahko pojavi v kolikor je rezultantna sila sistema F, vzporedna premici na kateri se

nahajata toCki A in B. Zato je potrebno k obema momentnima pogojema dodati Se

pogoj silnega ravnoteZja v smeri premice t, ki ne sme biti pravokotna na zveznico AB
(Slika 2.13). Zato lahko osnovne ravnotezne pogoje (2.40) v celoti ekvivalentno
nadomestimo s pogoji (2.43).

iﬁtzo, iMQzO, imgzo (2.43)
i=1 i=1 i=1

Poljubni sistem v ravnini je vedno v ravnotezju kadar so vsote vseh momentov na tri
poljubne toCke v prostoru enake nic.

V kolikor imamo izpolnjena pogoja » M{, =0, > M =0 e vedno obstaja moZnost,
i=1 i=1
da silni ravnotezni pogoji niso izpolnjeni le v primeru, kadar je rezultantna sila F,

vzporedna zveznici AB. Z izbiro nekolinearne togke C je z izpolnitvijo momentnega
pogoja na to toCko zagotovo zagotovljeno tudi silno ravnotezje sistema sil v ravnini.

Zn:Mgzo, Zn:MQ:O, zn:MF;:o (2.44)
i=1 i=1 i=1

Pri ravninskem sistemu sil je oznacba momentne komponente M? , ki jo povzroca
posamezna sila na koordinatno izhodiS¢e nepotrebna, ker obstaja le ena komponenta

navora (sicer v smeri osi z) ter jo bomo zato v nadaljevanju zapisali M?.

2.3.3.5 Sistem sil, ki se nahajajo na skupni premici (Slika 2.14a).

Kolinearni sistem sil je v bistvu najenostavnejSi, kjer za zagotovitev ravnotezja
sistema zadoSCa le pogoj silnega ravnotezZja v smeri skupne premice. V kolikor
ucinkovalnica vseh sil sovpada z x osjo ga lahko zapiSemo:

SF, =0 (2.45)

V primeru kolinearnih sil pogoj (2.45) zagotavlja identicno izpolnjevanje vseh ostalih
pet ravnoteznih pogojev za sistem sil v prostoru.

(b) (c)

Slika 2.14: (a) Kolinearni sistem sil, (b) Sistem sil s skupnim prijemaliS¢em v ravnini x-y in (c) Sistem
vzporednih sil v ravnini
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2.3.3.6 Sistem sil s skupnim prijemali§¢em v ravnini x-y (Slika 2.14b).

Za ravnotezje sistema sil s skupnim prijemaliS$€em v ravnini zadostujeta le dva
osnovna silna ravnotezna pogoja. V kolikor sta izpolnjena oba silna pogoja je vedno
hkrati oz. identi¢no izpolnjen tudi momentni ravnotezni pogoj na os, ki je pravokotna
na ravnino v kateri sistem sil deluje.

En: F, =0, Z F, =0 (2.46)
i=1 i=1

2.3.3.7 Sistem vzporednih sil v ravnini x-y (Slika 2.14c).

Za ravnotezje sistema vzporednih sil v ravnini zadostujeta le dva ravnotezna pogoja
in sicer pogoj ravnotezja sil v smeri delovanja vzporednih sil in pogoj ravnotezja
momentov na os, ki je pravokotna na ravnino v kateri sistem sil deluje. Za primer na
(Slika 2.14c) velja:

znjFiy =0, zaniZ =0 (2.47)
i=1 i=1

2.4  Uravnotezenje sistemov sil

Poljuben sistem sil v prostoru, katerega mehanske vplive na togo telo v celoti doloCa

posplogena (generalizirana) sila F2 = {IER,MQ}T lahko vedno uravnoteZimo z drugim

sistemom sil, ki ima v primerjavi s prvotnim sistemom enake a nasprotno usmerjene
ucinke (2.48).

~ Z y ~
Bl - 2
Ml IS M, > (@ -7 xR | O
k=1 k=1
V izrazu (2.48) vektorja F,,MA oznadujeta rezultantno silo in rezultantni vrtilni

moment doloCen na tocko A prvotnega sistema sil, ki ga uravnotezimo z novim
sistemom sil, ki ga lahko predstavlia m koncentriranih sil F, s prijemalis&i T, ter m

koncentriranih momentov I\7Ik (dvojic sil).

Rezultantni sili F.in rezultantnemu momentu M4 pravimo tudi glavna sila in glavni
moment podanega sistema sil [1].

2.4.1 Sistemi sil v prostoru

1. Kadar sta glavna sila in glavni moment med sabo pravokotna ju lahko
vedno nadomestimo z eno samo silo, ki deluje v tocki C, ki je za razdaljo a
odmaknjena od to¢ke A v ravnini ©t (Slika 2.15).
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Slika 2.15: UravnoteZenje sistema sil, kjer sta glavni sili med sabo pravokotni ( |\7|§ o I#:R =0)

Skozi prijemaliSCe rezultantne sile A polozimo ravnino nt, katere normalo predstavlja
glavni moment M2, glavna sila Iq:R pa se nahaja v ravnini ©. UCinek glavnega
momenta nadomestimo z dvojico sil (-F,, F5), ki se nahaja v ravnini ©. Vsota vseh
sil s prijemalis€em v tocki A je z dodano dvoijico sil identi€no enaka 0, sila lq:R = IEFS, Ki

deluje v toCki C pa hkrati nadomeS€a mehanske vplive glavne sile in glavnega
momenta [1].

Tocka C se nahaja v ravnini « ter je za razdaljo a =‘ MQ‘/‘ IER‘oddanena od tocke A v
smeri pravokotno na smer rezultantne sila (Slika 2.15).

Ker rezultantna sila F, =FS, ki deluje v toéki C predstavlja skupne uéinke
prvotnega sistema sil lahko taksSen sistem sil vedno uravnotezimo le z eno silo
npr. F, =—F, s prijemali$éem v toéki C (Slika 2.15).

2. Druga skrajna lega glavne sile in glavhega momenta nastopi kadar sta
glavna sila in glavni moment med samo vzporedna. Znano je, da takSnega
sistema sil ni ve€ mogoce poenostaviti ter ga imenujemo tudi dinama [1]. V
nadaljevanju bomo dokazali, da je mogoCe mehanske vplive poljubnega
sistema sil vedno nadomestiti z dinamom.

Mehanske vplive poljubnega sistema sil najprej nadomestimo z rezultantno silo F in
rezultantnim momentom M, ki ga dologimo na to¢ko 0 (Slika 2.16).
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Slika 2.16: Nadomestitev sistema sil z dinamom

Rezultantni moment M razstavimo v komponenti in sicer na komponento M2, , ki je

0

vzporedna rezultantni sili lq:R ter I\7IRT, ki je pravokotna na glavno silo, ter se nahaja v

ravnini 7, ki je prav tako pravokotna na glavno silo F, (Slika 2.16).

Moy = Mg €038 = M3, (F o M) /([F=[M3]) = Fe e M /|F| (2.49)

M2, = MY sing = M5 [ — w2,

‘2

(2.50)

Sedaj lahko moment M, nadomestimo z dvojico sil (- F,, F, ) katere prijemalis¢e se
nahaja v tocki C v ravnini © na premici t (Slika 2.16), ki je pravokotna na momentni
vektor M%.. Togka C je za razdaljo a:‘MgT‘/‘ﬁR‘ odmaknjena od to¢ke 0 v smeri
premice tv ravnini x.

Koordinate tocke C, ki predstavlja prijemalie dinama (F,, M2, ) dologimo na osnovi
pogoja ekvivalentnih momentnih u€inkov.

— - — - - — - - |2
Mg =T x Py + My =To xFy + (Fr @ M2)F, /|| (2.51)
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Izraz 2.51 lahko zapiSemo $e v bolj nazorni obliki:

éx _éy _éz FRX
— - — - |2
M?{ —Xe Yo Zc|=(R ’Mg /‘FR‘ ) FRy
I:Rx FRy FRz FRZ

Koordinate toCke C dolo¢imo z resSitvijo treh skalarnih enacb (2.52).

Fp e M
M(l)(x _(YCFRZ _ZCFRy)zR_,—zRFRX
FR
F, e M
My, = (ZcFp =X Fp,) =———"Fy, (2.52)
FR
F, e M!
M(l){z _(XCFRy _YCFRX) :R_.—zRFRZ
FR

Poljubni sistem sil v prostoru lahko vedno uravnotezimo z eno silo in enim
koncentriranim navorom, ki sta po velikosti enaka komponentama dinama, delujeta

na isti u¢inkovalnici ter sta z ozirom na vektorja (I*:R : I\7I‘;N) nasprotno usmerjena.

3. Poljubni sistem sil v prostoru katerega mehanske ucinke Ilahko
izvrednotimo na izhodisCe koordinatnega sistema ter jih predstavimo z

generalizirano silo IEQ:{IER,M‘;} lahko vedno nadomestimo z dvema
koncentriranima silama npr. K, in K,, ki v celoti nadome$cata ucinke
podanega poljubnega sistema sil.
V tem primeru lahko smer in prijemali$&e ene izmed sil (npr. K,) poljubno izberemo,
ter nato prijemali§¢e in uginkovalnico druge sile (npr. K,) ter velikosti obeh sil
dolo€imo z uposStevanjem ravnoteznih pogojev.
Trditev dokaZimo grafo-analiti¢no. Slika 2.17 prikazuje: v tocki 0 delujeta vektorja F,

in M%. Ravnina =, je pravokotna na momentni vektor M% . Sila K, deluje na premici
p, ki poteka skozi koordinatno izhodiS¢e. Premica p in u€inkovalnica rezultantne sile
F, dologata ravnino =, , ki seka ravnino =, v premici t.

Rezultantno silo F, najprej v ravnini n, razstavimo (nadomestimo) s silama K, in s
pomozno silo R’z, ki deluje vzdolz premice t, ki je skupna obema ravninama in zato
sila K, deluje hkrati v obeh ravninah r,in =,.
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Slika 2.17: Nadomestitev vplivov poljubnega sistema sil v prostoru z dvema silama

Sili K, in K, v celoti nadome$éata rezultantno silo F,. Preostali vpliv prvotnega
sistema sil tj. moment M2 nato nadomestimo z dvojico sil (-K,,K, =K,) na
medsebojni razdalji a:‘M%‘/‘KZ‘ v ravnini «,. Tako poljubno izbrana sila K, in sila
RZ, ki deluje v toCki C v celoti nadomesc€ata vplive podanega sploSnega sistema sil v
prostoru (Slika 2.17).

Tak$en sistem sil lahko vedno uravnotezimo z dvema silama npr. F, =-K, in
F, =-K,, ki delujeta v enakih prijemali§gih kot osnovni sili.

Primer 2.5:

Splogni sistem sil z rezultantnimi vplivi Fy ={2 -1 2} in M% ={2 5 4} uravnotezimo z
dvema silama Rl in Rz. Sila Rl naj deluje v tocki A (1, 3, 2) ter ima smer x osi (Slika 2.18).
Sila K, naj deluje v tocki C.

Dologiti je potrebno jakost sile K, tri komponente sile K, in prijemaliiée sile K.
Ravnotezne pogoje tokrat podamo v skalarni obliki:

DR =K +K, +2=0

> F, =K, -1=0

D> R, =K, +2=0;

ZMX =YKy, _Zcsz +2=0

> M, =2K, +2.K,, —x.K,, +5=0

DM, =-3K, +x:K,, —y.K, +4=0
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Slika 2.18: Uravnotezenje sistema sil v prostoru z dvema silama

V ravnoteznih enacbah simbol ZMi oznacuje vsoto momentov vseh sil na os 1, (1i=X,y,z)

koordinatnega sistema. Opravka imamo s Sestimi ravnoteznimi enacbami ter sedmimi
neznankami. Sistem reSimo tako, da si eno izmed neznank ( to je lahko le ena izmed

koordinat prijemali¢a sile K,) poljubno izberemo. V kolikor je komponenta K,, =0 (sila

K, v tem primeru ni vzporedna z ravnino x-y) lahko izberemo koordinato z. =0 ter dobimo

naslednjo resitev:
K, =-19/6,K,, =1,K,, =-2, K, =7/6;
X, =-2216, y, =1

Primer 2.6:

Rezultantni vpliv sistema sil v ravnini x-y je dolocen z rezultantno silo F, ={-30, 30, 0}s
prijemalis¢éem v tocki T,(3,3,0). Sistem je potrebno uravnoteziti s tremi silami
(K., K,, K,), ki delujejo na premicah AB, BC, CA (Slika 2.19), ki jih dologajo koordinate
tock: A(L0,0), B(7,2,0), C(5,6,0).

A

y K, = 34kN, K, = 25kN,
T K, = 23kN,
1 1
| Fr <
1 n ) /

S K3
// ’,/KIV M

0 T ;a1 | | | | X 0  20kN ~ 50kN

=7A ' ' ' ' ' > ' ' ' ' ' '

/

Slika 2.19: Grafiéno uravnoteZenje sistema sil v ravnini s tremi silami
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Tocki I v kateri rezultantna sila Fy seka u¢inkovalnico sile RS pravimo Ritter-jeva tocka. Ker
mora biti celotni sistem sil v ravnotezju mora biti izpolnjen tudi momentni ravnotezni pogoj
na tocko I. Na to totko lahko povzrotata moment le sili K, in K, katerih vsota

K., = K, + K, ima prijemalid¢e v to¢ki B (Slika 2.19). Moment sile K_, na toc¢ko I je lahko

ni¢ le v primeru kadar ta sila deluje na zveznici toc¢k 1B.

Premici, ki jo dolocata tocki I in B pravimo Ritter-jeva premica ter predstavlja u¢inkovalnico
sile K, =K, +K,. Rezultantno silo F, najprej v mnogokotniku sil uravnotezimo s silama

K, in vsoto sil K, +K,. Sili K, in K, S nato dolo¢imo tako, da Ze znano silo K,
razstavimo v dve komponenti po pravilu trikotnika sil (Slika 2.19).

Analitiéno podani sistem sil v ravnini uravnotezimo z upoStevanjem treh momentnih
ravnoteznih pogojev na tri nekolinearne tocke npr. A, B in C.

ZM? = (X, = X)K,sina, — (Y, —Ya)K, cosa, +(Xg _XA)FRy ~(Yr —Ya)Fri =0

K, =(3-30—2--30)/(—4sin 296.565° + 6.c0s 296.565°) = 23.958kN

zMzB = (X, = Xg)Kssina; —(y, —Yg)K; Cosa; + (Xg _XB)FRy —(Yr —¥Ys)Frx =0
K, =(-3-30-0--30)/(2sin 236.31° + 4c0s 236.31°) = 23.179kN

ZMS =(Xa —Xc)K;sina, — (Y4 —Yc)K, cosa, +(Xg _XC)FRy —(Yr —Yc)Frx =0
K, =(-1-30+4--30)/(4sin 18.435° —6c0s18.435°) = 33.882kN
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3 VEZANO IN PROSTO TOGO TELO

Pri statiki gradbenih konstrukcij preu¢ujemo pogoje gibanja in mirovanja ter dejanskih
zunanjih in notranjih obremenitev realnih trdnih teles. Posamezni elementi gradbenih
konstrukcij prevzemajo zunanje obtezbe ter jih prenasajo na podpore, sosednje
konstrukcijske elemente ali na temeljna tla. Pri statiki togih teles obravnavamo le
tak8ne gradbene konstrukcije, ki so stabilno podprte ter se pri obtezitvah s poljubnimi
obteZzbami ne morejo premikati. Za takSna telesa in za mirujoCe sisteme povezanih
togih teles pravimo, da so kinemati¢no stabilni.

Pogoje kinemati¢ne stabilnosti togih teles izpolnimo tako, da posamezna toga telesa
podpremo s podporami ali pa z vezmi povezemo z drugimi togimi telesi tako, da se
sistem togih teles v celoti ne more premikati. Pogoj, da so vsa toga telesa v sistemu
nepremicna je zadosten ter zagotavlja kinematicno stabilnost celotnega sistema togih
teles.

Podpore so posebni konstrukcijski elementi, ki preprecujejo premike togega
telesa v izbrani to€ki. TakSnim podporam pravimo toCkovne podpore ter v
obravnavani toCki prepre€ujejo premike telesa v doloCeni smeri. Slika 3.1 prikazuje
obteZeno togo telo v ravnini. Telo je podprto s podporama, ki prepreCujeta absolutne
premike togega telesa v izbranih podpornih tockah.

|

togo telo (1)

podpora

Slika 3.1: Stabilno podprto togo telo v ravnini (podpori preprecujeta premike telesa v tockah, kjer
prekladna konstrukcija nalega na krajni podpori objekta)

Kadar obravnavamo hkrati vec togih teles, ki so med sabo povezana imamo opravka
s sistemom togih teles. Posebnim elementom, ki povezujejo posamezna toga telesa v
doloCenih toCkah pravimo vezi. Vezi so posebni konstrukcijski elementi, ki v
izbranih tockah preprecujejo relativne premike dveh ali ve¢ togih teles v
doloéeni smeri. Slika 3.2 prikazuje dve togi telesi povezani z vezjo, ki zagotavlja, da
je obravnavani sistem togih teles stabilen.

podpora

Slika 3.2: Sistem dveh povezanih togih teles (podpori preprecujeta relativne premike med temeljema
in togimi telesi 1 in 2, vez v kroni konstrukcije preprecuje relativhe premike obeh togih
teles v skupni tocki)
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3.1 Pomikitogih teles v ravnini

Zato moramo za prenaSanje obtezb togo telo podpreti s podporami, ki omejujejo in
preprecujejo pomike togih teles. Gibanje oz. spremembo lege togega telesa v
prostoru lahko vedno izrazimo s premikom (translacijo) u. poljubne tocke (i) ter

rotacijo telesa @, okrog izbrane toCke (i). Pri togih telesih v ravnini se translatorni
premik U, nahaja v ravnini X-y, vektor rotacije ¢, paima smer osi z (Slika 3.3).

g Ul
7N
—/ (P 4 i
- / - J \\
- , \
- —
kon&na lega / T, U\ "\ A=
/ \ Ui
, \
// - A T-"
Ay / 2 7 - !
, // T = /
/ _ - _ - u/y
~ _—
& /’ n //
/(p /// K.~
i - vmesha lega
TI _ TII // _ — _ -~
i i — e
Y U A 7
U, u | ~— . — R
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I
I
1 > T |
| e K osnovna lega
I
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O - Ti U\r XK >
— — —
iz = O
z
Slika 3.3: Pomik togega telesa v ravnini x-y
Pomik poljubne toCke telesa lahko izrazimo (Slika 3.3):
u=1u, + U(p (3.1)

V kolikor je vektor rotacije telesa okrog toCke i majhen (|(T)i| = 0) ima komponenta

pomika U, v tocki T, smer, ki je pravokotna na vektor T,

, ter velikost, ki je

sorazmerna velikosti zasuka |(pi| in dolzini vektorja ‘FJ‘ (pri majhnih zasukih smer

premikov sovpada s smerjo trenutne hitrosti). Pomik poljubne toCke telesa
izvrednotimo:

U=U, + xT (3.2)
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kjer T oznaCuje vektor med poljubno toCko T na telesu in toCko T, katere premik U,
Zze poznamo. Podobno lahko doloCimo tudi lego toCke T, v kolikor poznamo lego
tocke T;.

Ui =U;+@;x(F =) =U; +¢;x(-T) (3.3)

V izrazu (3.3) upostevamo enakost (3.2) v obliki U; =U; +@; xT; ter dobimo:
Ui =U; + @ x [ +¢; < (1) =U; +(¢; —9;) xT, (3.4)

Enacba (3.4) je lahko izpolnjena le v kolikor sta oba zasuka enaka o0z. iziemoma v
kolikor bi bila vektorja zasukov ¢; in ¢; vzporedna vektorju ;, kar pa ni mogoce, ker
se vektorji zasukov in razdalj nahajajo v dveh razli¢nih ortogonalnih ravninah.

Z enacbo (3.4) smo nedvoumno dokazali, da sta vektorja ¢; in ¢; enaka ter, da
je zasuk togega telesa okrog poljubnih to¢k vedno enak.

Pomik poljubne tocke togega telesa je zato povsem dolocen v kolikor poznamo
translatorni pomik poljubne tocke ter vektor rotacije togega telesa.

Komponente premikov poljubne toCke vzdolz izbranih koordinatnih osi (Slika 3.3)
dolocimo:

ex ey ez uix _yk(pi

— ukx uix
U, = o (= +[0 0 @=qU, + X, (3.5
© "oy 0 0

3.2 Podpore togih teles v ravnini

Vpeta podpora v ravnini povsem preprecCuje vse tri komponente premikov v tocki i
podprte konstrukcije (U, =0). Tak$no telo je v celoti nepomi¢no, $tevilo prostostnih
stopenj je enako 0.

Clenkasta podpora prepreduje oba premika (Ujx =Ujy =0), dopusca pa zasuk telesa
v obravnavani toCki tako, da se togo telo lahko pomakne
U=, ((x-X%;)&, —(Y—V,;)€,) . Taksno telo lahko le zarotira okrog tocke i v ravnini x-y.

Preglednica 3.1: 2D podpore v inzenirski praksi

Vrsta Dovoljeni premiki Stewlov . Shema Simbol
podpore preprecenih | premikov | hodpore (i)
prem. n,
Vpeta 3 y:* %ﬁ
Clenkasta 0, 2 2)* —
Premiéna Uiy 2 " . %}_
nevrtljiva i X
Hix 2 > e
Ya ﬁ___
Premiéna | U;, ?; 1 . AN
vrtljiva aan )
uiy (pi 1 ‘% s %D&

Premiéna nevrtljiva podpora dopus€a premik v smeri osi y ali x ter preprecuje
rotacijo togega telesa. V kolikor dopus€a premik v smeri osi y lahko pomik izrazimo
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U=u,€, ter kadar dopusCa premik v smeri x osi U=u,g€,. Taksni telesi imata po eno
prostostno stopnjo s konstantnim premikom v smeri koordinatnih osi y 0z. x.

Premic¢na vrtljiva podpora dopus¢a premik v smeri osi y ali x in rotacijo togega
telesa v ravnini x - y. V primeru dopustnega premika v smeri osi y pomik izrazimo
u=u,8, +o,((x—x;)€, —(y—V;)€) ter kadar je omogocen premik v smeri x osi z

izrazom U=u;8, +¢;((Xx—x;)€, —(Y—VY;)€,). Taksni telesi imata po dve prostostni
stopniji.

3.3 Dejansko Stevilo prostostnih stopenj in kinemati€éna stabilnost

Racunsko Stevilo prostostnih stopenj togega telesa n, doloCimo tako, da od Stevila
vseh moznih prostostnih stopenj odStejemo Stevilo preprecenih prostostnih stopenj, ki
ji telesu odvzamejo vse podpore. Stevilo vseh moznih prostostnih stopenj togega
telesa v ravnini je enako Stevilu neodvisnih naCinov gibanja (dva premika in ena
rotacija, torej skupaj 3). Za telo v ravnini z n podporami velja:

n,=3->n, (3.6)
i=1

Racunsko Stevilo prostostnih stopenj pa Zal ni vedno enako dejanskemu Stevilu
prostostnih stopenj togega telesa. Prostostne stopnje, ki jih podpore odvzamejo
togemu telesu so lahko med sabo odvisne kar pomeni, da dve ali ve€ podpor telesu
odvzamejo (skusajo prepreciti) isto prostostno stopnjo. Zato velja, da je dejansko
Stevilo prostostnih stopenj vedno vecje ali enako racunskemu Stevilu prostostnih
stopen;.

Ng =N, (3.7)

Racunsko Stevilo prostostnih stopenj je lahko tudi negativno, vendar negativno Stevilo
prostostnih stopenj nima fizikalnega pomena, ker telesu ni mogo€e vecCkrat odvzeti
iste prostostne stopnje. Dejansko Stevilo prostostnih stopenj je zato vedno vecje ali
enako 0.

n,>0 (3.8)

Togo telo zagotovo miruje kadar so premiki vseh toCk telesa pri poljubni obtezbi
prepreceni. Togemu telesu pri katerem so prepreCene vse prostostne stopnje (vsi
mozni neodvisni nacini gibanja) pravimo, da je kinematiéno stabilno.

Zato je pogoj n, <0 le potrebni pogoj za kinematiéno stabilnost telesa, medtem
ko se zadostni pogoj nanasa na dejansko stevilo prostostnih stopenj, ki mora
biti enako 0.

Primer 3.1:
Za togo telo (Slika 3.4) podprto s tremi premi¢nimi in nevrtljivimi podporami preverite za
katere nagibe podpore a je telo kinemati¢no stabilno.

Ay
1 \ 2 i 3

D . — _ X
JAN JAY "’
T7777777- T77777777 a
L . f , =
A A
At

Slika 3.4: Togo telo podprto s tremi podporami
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V obravnavanem primeru ima telo tri podpore in vsaka izmed teh podpor preprecuje
posamezni premik telesa (podpori 1 in 2 preprecujeta premika v smeri y osi ter podpora 3 v
smeri osi t, ki je za kot o odklonjena od y osi).

Racunsko Stevilo prostostnih stopenj dolo¢imo:
3
n,=3->n,=3-(1+1+1)=0
i=1
Za tri neodvisne nacine gibanja izberemo: premika u,,,u,, in zasuk o, .

Resitev mora ustrezati naslednjim kinemati¢nim pogojem:
Uy =U, =0

Ug =Ug, SiNat—U,, cosa=0
Izpolnjene pa morajo biti naslednje kinemati¢ne enacbe:
Upx =Ug = U

X 1x

Uy, =Uy, +¢,-1,=0+¢,1, =0 = ¢, =0;

U =U, +¢ (I, +1,)=0

Ker sta pri obravnavanem podprtem togem telesu premik u, in zasuk ¢, zagotovo
preprecena (identicno enaka 0) nam za analizo preostane le izraz za premik telesa v podpori
3, ki ga zapiSemo:

Uy =U, SiNa=0

Premik telesa u,, =0 oz. je zagotovo preprecen v kolikor je izpolnjen pogoj sino #0.

Zato je obravnavano togo telo kinemati¢no stabilno v primerih o = 0+ Kkt (v teh primerih je
dejansko Stevilo prostostnih stopenj n, =0. Le v primerih a=0in a=m je togo telo
kinemati¢no nestabilno. V teh primerih se lahko togo telo translatorno premakne v smeri x osi
(dejansko Stevilo prostostnih stopenj ni enako racunskemu n, =1).

Primer 3.2:
Za togo telo (Slika 3.5) podprto z dvema podporami preverite za katere nagibe podpore o je
telo kinemati¢no stabilno.

2'

(b)
Slika 3.5: Togo telo v ravnini x - y podprto z dvema podporama; (a) kinemati¢no stabilno
(o #—y +Km) in (b) kinematiéno nestabilno (ot = —y + Km)

Racunsko Stevilo prostostnih stopenj dolo¢imo:

2
n,=3->n,=3-(2+1)=0

i=1
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Za tri neodvisne nacine gibanja izberemo: premika u,, ,u,, in zasuk ¢,.
Kinemati¢ni pogoji:

ulx = u1y =0

Uy =U, Sina—U, cosa =0

Kinemati¢ne enacbe:

Upye = Uy, —@th =—@;h

Uy =Uy @y - l, =g, l;

Pogoj preprecenega premika v smeri t podpore 2 podamo:
U, =—o, hsino—o, -lIcosa =0
ali

o, (tana+1/h) =, (tana+tany) =0

Zgornji izraz ima samo trivialno resitev (¢, =0) kadar velja pogoj (tano+tany =0) in za
vse tak$ne primere je togo telo kinematic¢no stabilno (n, =0) - Slika 3.5a.

Le v primerih (tano +tany =0) obstaja tudi netrivialna resitev (@, = 0) in s tem povezana
kinemati¢na nestabilnost togega telesa (ny =1).

Telo je kinemati¢no nestabilno pri nagibu podpore o =—y+kn (Slika 3.5b). Nedvomno je v

tem primeru preostala rotacija telesa okrog podpore 1, kot edini mozni neodvisni nacin
gibanja (Slika 3.5b).

3.4  Staticna dolo¢enost in prosto telo v ravnini

Pojem statiCne doloCenosti podprtih teles je vezan na Stevilo podpornih sil in Stevilo
ravnoteznih pogojev togega telesa. Zaradi prepreCenih premikov telesa v izbrani tocki
se v podporah v smereh prepre€enih premikov pojavijo podporne (reakcijske) sile. Pri
prepreCenih premikih so to koncentrirane sile (reakcije) ter pri prepreenih zasukih
koncentrirani vrtilni momenti (navori) oz. dvojice sil, ki se pojavijo v posameznih
konstrukcijskih elementih. Stevilo podpornih sil (reakcij in vpetostnih momentov) je
enako Stevilu prepreCenih premikov. Za nekatere podpore v ravnini reakcijske sile in
momenti prikazuje Preglednica 3.2.

Preglednica 3.2: 2D podpore s podpornimi silami

Vrsta Reakcijske sile St.podp. | shema Simbol

podpore sil N;, reakcij podpore A
Ya p

Vpeta Xa Ya Ma 3 Af;_»* éﬁ

Clenkasta | X, Ya 2 A R —
Ya * 7

PremiCna | X, Ma |2 : %}_

nevrtljiva :?"?

Ya  |Ma |2 A | &
Premiéna Ya 1 yi A
vrtljiva - X :
XA 1 —> - > % -

Stopnjo statiCne nedoloCenosti togega telesa v ravnini N, doloCimo tako, da od
Stevila vseh ravnoteznih pogojev odstejemo Stevilo reakcijskih sil, ki je enako Stevilu
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prepredenih premikov v podporah. Stevilo vseh ravnoteznih pogojev togega telesa v
ravnini je enako Stevilu neodvisnih nacinov gibanja (torej skupaj 3). Za telo v ravnini z
n podporami velja:

N, =3->'N, (3.9)

i=1

Z ozirom na stopnjo statiéne nedolo€enosti razlikujemo:

(i) N;>0 Stevilo podpornih sil je manj$e od $tevila ravnoteznih pogojev. Tak$no
togo telo je zunanje stati¢no predoloCeno. Zunanje stati€no predoloCeni
konstrukcijski sistemi so vedno tudi kinemati¢no nestabilni.

(i) N, <0 Stevilo podpornih sil je vegje od $tevila ravnoteznih pogojev. Tak$no

togo telo je zunanje stati¢no nedoloceno.

S

(i) N, =0 Stevilo podpornih sil je enako Stevilu ravnoteznih pogojev. Za
taksno togo telo pravimo, da je zunanje staticno dolo¢eno. Ker pa
je stevilo ravnoteznih pogojev togega telesa enako Stevilu
neodvisnih na€inov gibanja je pri staticCno doloc¢enih togih telesih
tudi racunsko Stevilo prostostnih stopenj n. =0. Hkrati pa je tudi
Stevilo neznanih podpornih sil enako sStevilu ravnoteznih enach.

V kolikor so podprta staticno doloé¢ena toga telesa (Ng=0) hkrati tudi
kinematiéno stabilna (n, =n, =0) lahko podporne (reakcijske) sile doloéimo z
uporabo ravnoteznih pogojev.

Pri staticno dolo€enih in kinemati¢no stabilnih vezanih (podprtih) telesih lahko vplive

podpor (leziS€) nadomestimo s podpornimi (reakcijskimi) silami ter pri nadaljnjih
statiCnih analizah takSno vezano togo telo obremenjeno z obtezbami in reakcijskimi

silami obravnavamo kot prosto telo v ravnini oz. v prostoru.

Ker je pri staticno doloc¢enih in kinemati€no stabilnih togih telesih Stevilo
podpornih sil enako Stevilu preprecenih prostostnih stopenj (skupaj 3 za telesa
v ravnini) je pogoj kinemati¢éne stabilnosti takSnega togega telesa identi¢no
izpolnjen v kolikor so vse tri ravhotezne enacbe togega telesa med sabo
neodvisne. Za taksno telo tudi pravimo, da ostane tudi ob obremenitvi s
poljubno obtezbo v ravnotezju.

V nadaljevanju bomo za prostolezeci nosilec na sliki 3.6 preverili staticno doloCenost,
kinematic¢no stabilnost ter doloCili reakcijske sile v podporah.

B
/AN AN
L a L b L Y, Yg
/1 71 T

(@) (b)

Slika 3.6: Prostolezeci nosilec v ravnini: (a) podprto (vezano) telo in (b) pripadajoCe prosto telo
obremenjeno z zunanjo obtezbo

2
Stati¢na dolodenost: N, =3-> N, =3-(2+1)=0

i=1
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2
Racunsko Stevilo prostostnih stopenj: n, = B—Znip =3-(2+1)=0
i=1

Dejansko $tevilo prostostnih stopenj dolo€imo z upoStevanjem kinemati¢nih pogojev v
podporah A in B ter s kinemati¢nimi enacbami togega telesa v ravnini. Za neodvisne
prostostne stopnje togega telesa (glej nosilca, Slika 3.6) privzamemo premika u,, in

u,, ter zasuk ¢, .

Uya =Uya =0

Ug =Uu, =0
Ujg=U,+0(@+b)=0

Ker je razpetina nosilca a-+b = 0obstaja le trivialna reSitev za vse tri prostostne
stopnje u,, =U,, =@, =0. Dejansko Stevilo prostostnih stopenj je zato enako

racunskemu Stevilu n, =n, =0, podprto telo je zato zagotovo kinemati¢no stabilno.

Reakcijske sile na prostem telesu (Slika 3.6b) dolo¢imo z upoStevanjem ravnoteznih
pogojev:

D Fy=X,—F-cosa=0, X, =F-cosa

3 M = Yy(a+b)-aF-sina=0, Y =F-sina(——)
a+b

. . b
> Fy=Yas+Y,—F-sina=0, Y, =F-smoc(m)

Ravnotezne enacbe lahko zapiSemo v matricni obliki.

10 0 Xa F-cosa
0 0 (a+b)[Y,=1a-F-sinaoz splosno [A[R}
01 1 Yg F-sina

{F} (3.10)

kier [A]oznaguje matriko koeficientov ravnoteznih enacb, {R}vektor reakcijskih sil in
{F} vektor aktivne obtezbe na konstrukcijo.

Vse tri ravhotezne enacbe so po definiciji med sabo neodvisne v kolikor je
determinanta matrike Det[A]=#0. V obravnavanem primeru determinanta
matrike koeficientov ravnoteznih enaéb znasa Det[A]=—(a+b)=0. Zato lahko
zagotovo trdimo, da prostolezeci nosilec ostane v ravnotezju v kolikor ga
obremenimo s kakrsnokoli (tudi poljubno) obtezbo in zato je brez dvoma tudi
kinematiéno stabilen.

3.5 Sistemi togih teles v ravnini
Kadar gradbeno konstrukcijo sestavlja ve€ razlicnih med sabo povezanih elementov
ter v primerih kadar rezultati analiz niso odvisni od deformacij konstrukcije lahko za

mehanske analize uporabimo mehanski model vec€jega Stevila povezanih in podprtih
togih teles. Skupini togih teles, ki so med sabo povezana pravimo sistem togih teles.
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3.5.1 Relativni premiki in kinemati€na stabilnost

Posamezna toga telesa so med sabo povezana z vezmi, ki preprecujejo
relativne premike posameznih teles v dolo¢eni smeri. Zato vezi zmanjSujejo
Stevilo prostostnih stopenj sistemom togih teles.

Slika 3.7a prikazuje zvezo treh togih teles, ki imajo v toCki j naslednje skupne
ine ol 42 _ 3 1_ 2 g : P

prostostne stopnje: uj, =uj, =u; in ¢@;=¢; (indeks zgoraj oznaCuje posamezno

togo telo). Tri toga telesa imajo skupaj 9 prostostnih stopenj z zvezo pa so jim

odvzete skupaj 3 prostostne stopnje. Zato je tako povezanemu sistemu treh togih
teles preostalo le Se 6 neodvisnih naCinov gibanja.

(@) (b)

Slika 3.7: Sistem povezanih togih teles; (a) tri telesa v ravnini, (b) premi¢na in nevrtljiva zveza dveh
teles v ravnini in (c) ¢lenkasta (vrtljiva) zveza treh togih teles

Slika 3.7b prikazuje zvezo dveh togih teles, ki imata v toCki j skupna premika in
zasuka: uj, =u? in ¢; =¢. Nepovezani telesi imata skupaj 6 prostostnih stopenj z

zvezo pa sta jima odvzeti skupaj 2 prostostni stopnji. Zato so tako povezanemu
sistemu dveh togih teles preostali le Se 4 neodvisni nacini gibanja.

Slika 3.7c prikazuje zvezo treh togih teles, ki imajo v tocki j skupne premike:
1 2 3 H 1 2 3 . . . .
u, =Uuj =uj in u, =uj =uj,. Nepovezana telesa imajo skupaj 9 prostostnih
stopenj z zvezo pa so jim odvzete skupaj 4 prostostne stopnje oz. jim je preostalo Se

skupaj pet neodvisnih nacinov gibanja.

Nekatere vezi med posameznimi konstrukcijskimi elementi prikazuje Preglednica 3.3.

Preglednica 3.3: 2D vezi v inZenirski praksi

Naziv Relativni premiki Au; =uf —uj Simbol
vezi v _
tocki (J) Dovoljeni rel. pr. St. prep. Shema dov. | vezj
rel. p.n, | rel.prem.
" Ya
Clenkasta Ag; | 2 NS =
AU AU 1 YL O Cﬁ =
jx jy . e R T
Premiéna v X = =
nevrtljiva Auy, 2 . L =
Ya
AUJX 2 i—yf» "’Q‘!”'F”’%
Ya
Premiéna | AU, Ag; | 1 . e
vrtljiva v x ‘
n G =
Auy, | A | g 4); e

Racunsko Stevilo prostostnih stopenj sistema k togih teles podprtih z n podporami in
med sabo povezanih z m razlicnimi vezmi dolo¢imo:
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nr:?,k—zn:nip—injV (3.11)
i=1 j=1

Dejansko Stevilo prostostnih stopenj sistema je vedno vecje ali enako raunskemu
Stevilo (n, > n,) ter je hkrati lahko le vecje ali enako 0 (n, >0).

Sistem poljubnega Stevila povezanih togih teles je kinemati¢no stabilen v kolikor so
vse prostostne stopnje gibanja sistema kot celote in tudi vseh posameznih teles
sistema preprecene. Pogoj n, =0 je vedno potreben in hkrati zadosten pogoj za

kinematic¢no stabilnost sistema togih teles.

Primer 3.3:
Za togi telesi (Slika 3.8) podprti z dvema nepremi¢nima vrtljivima podporama A in B ter
¢lenkasto povezanima v tocki C preverite pogoje kinemati¢ne stabilnosti sistema togih teles.

(b)

Slika 3.8: Sistem dveh podprtih togih teles (1) in (2), ki sta med sabo ¢lenkasto povezani; (a)
kinemati&no stabilni sistem (b) kinemati¢no nestabilni sistem (tocke A, B in C so
kolinearne)

Racunsko Stevilo prostostnih stopenj dolo¢imo:
2 1
n,=3k-=>n,->n, =32-(2+2)-(2)=0
i=1 i
Za tri neodvisne nacine gibanja posameznih teles izberemo:
- togo telo 1: premika u}, ,u}, inzasuk ¢ ;
- togo telo 2: premika uly, ul, in zasuk @g.
Kinemati¢ni pogoji:
uLA = ulyA =0
uic =—h, ¢,
u;c =1 '(Plx
2 2
Ug, =Ug, =0
uic=—(h, +h,)-op
uic =-1, '(Pfa
Kinemati¢ne enacbe:
Clenkasta zveza prepre¢uje relativna premika obeh togih teles v to¢ki C.
uic —uye =—(h, +h,)@f +h,0, =0
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uic _ulyc = _lz(Plzs _II(P}A =0

Enacbi lahko izrazimo tudi v naslednji obliki:

0 ==, /1,)0,

@n(h, +(h,+h,)(,/1,))=0

Za realne vrednosti ob pogojih 1, >0 in I, >0je zasuk @2 enak O le v primeru kadar je
zasuk ¢} enak 0.

Zasuk ¢, pa je lahko od 0 razli¢en le v kolikor je izpolnjen pogoj:

L/,
1+1, /1,

Ki doloCa polozaj totke C na zveznici tock AB (Slika 3.8b). Zaklju¢imo lahko, da je
obravnavani sistem nestabilen le v kolikor se tocka C nahaja na zveznici tock A in B.

h,+(h, +h,)(1,/1,)=0 oz. h, =—h,(

Primer 3.4:
Za sistem Stirih povezanih in podprtih togih teles (Slika 3.9) analizirajte pogoje kinemati¢ne
stabilnosti sistema.

Racunsko Stevilo prostostnih stopenj dolo¢imo:
2 4

n,=3k=>n,->n, =34-(2+2)-(2+2+2+2)=0
i=1 i

Za tri neodvisne nacine gibanja posameznih teles izberemo:

- zatelo 1: premika u},,u}; in zasuk ;;

- za telo 2: premika u},,ul, in zasuk ¢3;

- za telo 3: premika u3, ,u3, in zasuk ¢3;

- za telo 4: premika uj;,u}; in zasuk ;.
- y =N
_JJ 4 6 F 4 ]
s -y Vo
| | \ | v
h | | | \ o |
i L @
\
| ! Vo |
. 3|c______3®_____::| 4 ¢ \\(_F______3©____\‘_::|
|
| | o1 ] 93]
h, |® | h q| \
| 1@ | \ \
| | Y \
+ 1 | X, 1 2
|
5 | A, 2,
25 -~
L | L
1 Al
(a) (b)

Slika 3.9: Sistem Stirih podprtih togih teles (1), (2), (3) in (4), ki so med sabo ¢lenkasto povezana; (a)
kinemati¢no stabilni sistem (h, # h,) in (b) kinemati¢no nestabilni sistem (h, =h,)

Statika 1 59



Kinemati¢ni pogoji podpor in kinemati¢ne enacbe:

uy = ulyl =0 uy, = uiz =0 Uy = Ul Ugs = Uy
Uy =—h uy, =—h,p3 ui4 =l¢3 u‘yl6 =l¢}
uéy =0 uzzty =0

s =—2h,@, uzs =—(h, +h))o;

uly5 =0 uiﬁ =0

Kinemati¢ni pogoji vezi:
Clenkaste zveze preprecujejo relativne premike posameznih togih teles v tockah 3, 4, 5 in 6.

3 13 1 4 1 _ 4 -
U~ U =ug;+he =0 Uys —Uys =Uys +2hp; =0
3 13 4 4
uy; —uyy=uy; =0 Uys —Uys =Uys =0
3 1 4 1
u; =-he, us = —2h,¢,
2 3 2 1 2 4 2 1
Uy, —Uuyy =—h,0; +h,p; =0 Uy —Uuys =—(h, +h))o; +2h,¢, =0
2 313 2 4 14
uy4 _uy4 _I(P3 _O uy6 _uyé _I(PS _O

Za obravnavani sistem togih teles kinemati¢ni pogoji dolocajo, da je od 12 neodvisnih

premikov vedno 8 izbranih neodvisnih premikov identi¢no enakih 0.

1

.2 .2 _ 3 _ 4 _  3_ 4 _
uxl_uyl_ux2_uy2_uy3_uy5_(p3_q)5_0

Preostale stiri dolocajo izrazi:

3

ug; =—hp) uys =—2h,g;
—h,02+he;=0 —(h,+h)e>+2h,¢; =0
Neznana zasuka dolo¢imo:

¢ =(,/h)e; in @3(2h, —(h,+h,))=0

Netrivialna resitev kinemati¢nega problema (¢ #0) je mogoéa samo v primeru, kadar je
izpolnjen pogoj 2h, =h, +h, oz. kadar sta etazni visini enaki h, =h,. V tak§nem primeru je
sistem S$tirih togih teles kinematicno nestabilen, ker je omogocCena rotacija sistema
(@5 = @; #0). Deformirani sistem togih teles - Slika 3.9b (uporaba taksnega tipa konstrukcij

(Slika 3.9a) v inzenirski praksi ni obicajna, ker je njihova stabilnost manj zanesljiva ter za
konstrukcije - Slika 3.9b - prakti¢no nedopustna).

3.5.2 Vezne sile in stati€na dolo€enost sistemov togih teles

V veznih elementih med posameznimi togimi telesi se v smereh preprecenih relativnih
premikov pojavijo vezne sile. Stevilo veznih sil oz. dvojic sil (vrtilnih momentov) je
enako Stevilu prepreCenih premikov oz. zasukov med posameznimi elementi sistema.

Z ozirom na skupni sistem togih teles predstavljajo vezne sile notranje sile
sistema, zato mora biti vsota vseh veznih sil sistema v ravnotezju oz. identiéno
enaka 0. Kadar pa posamezna toga telesa sistema obravnavamo lo€eno, vezne
sile priStevamo k zunanjim silam ter delujejo v kontaktnih tockah med
posameznimi togimi telesi.

Stevilo in pripadajoge sheme veznih sil pri nekaterih vrstah vezi za 2D sisteme togih
teles prikazuje Preglednica 3.4.
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Preglednica 3.4: 2D vezi in pripadajoCe vezne sile

Naziv Vezne sile: X; =-X}, Y] ==Y}, M; =—M; Simbol
veziv . _ - _
to€ki () | vezne sile S.t. veznih | Shema veznih sil | vezi
sil: Njy
Clenkasta | X; Y, 2 P
D
N cn
Mi |1 R — e B——
Premiéna - e
nevrtljiva | X, M; . = 5 ‘ _cn =
J j i |2 %Eém T ﬁ
Y
YJ MJ 2 | ng . &) | ' =
Premiéna Y, 1 1Y . e =
. e B ! i ————
vrtljiva ~ ; ;
X 1 T ==

Stopnjo staticne nedoloCenosti sistema k togih teles podprtih z n podporami in med
sabo povezanih z m razli€nimi vezmi dolo¢imo:

N, =3k- 3N, - 3N, (3.12)
j=1

i=1
Tudi pri sistemih togih teles lo€imo: staticno nedolocene (N, <0), staticno dolo¢ene
(N, =0) in staticno predoloCene (N, > 0).

V kolikor so podprti staticno dolo€eni sistemi togih teles (N, =0) hkrati tudi
kinematiéno stabilni (n, =n, =0) lahko podporne (reakcijske) vezne sile med
posameznimi elementi sistema dolo€imo le z uporabo ravnoteznih pogojev.

Pri staticno doloCenih in kinemati¢no stabilnih sistemih togih teles lahko ucinke
podpor in vezi med posameznimi telesi nadomestimo s podpornimi (reakcijskimi) in z
veznimi silami ter pri nadaljnjih statiCnih analizah posamezna toga telesa
obremenjena z obtezbami in reakcijskimi ter veznimi silami obravnavamo kot
posamezna prosta telesa v ravnini 0z. v prostoru.

Ker je pri staticCno dolo€enih in kinemati€éno stabilnih sistemih togih teles
skupna vsota Stevila podpornih in veznih sil enaka Stevilu preprecenih
prostostnih stopenj (3 za posamezno togo telo v ravnini) je pogoj kinemati¢ne
stabilnosti takSnega sistema togih teles identiéno izpolnjen v kolikor so vse
ravhotezne enacbe sistema (po 3 enacbe za vsako telo) med sabo neodvisne.
Za taksen sistem togih teles tudi pravimo, da ostane ob obtezitvi s poljubno
obtezbo v ravnotezju.

V nadaljevanju bomo za sistem dveh ¢lenkasto povezanih togih teles (Slika 3.10)
preverili staticno doloCenost, kinematicno stabilnost ter doloCili reakcijske in vezne
sile.
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il 2
(a) (b)
Slika 3.10: Troclenska okvirna konstrukcija: (a) vezani sistem togih teles in (b) sistem prostih togih
teles

V poglavju 3.5.1 je Ze dokazano, da je obravnavana troClenska konstrukcija
kinemati¢no stabilna v vseh primerih kadar je h = 0. Stopnjo staticne nedoloenosti
izraCunamo z izrazom (3.10). Pri izraCunu upoStevamo: k=2 (Stevilo togih teles
sistema), n =2 (Stevilo podpor) in m=1 (Stevilo vezi).

N, =3k-> N, -> N, =3-2-(2+2)-2=0
i=1 j=1

Torej je obravnavani sistem togih teles staticno doloCen in kinematicno stabilen.
Kinemati¢no stabilnost lahko dodatno preverimo tudi z ravnoteznimi enacbami.

Za sistem dveh togih teles v ravnini s Sestimi kinemati¢nimi prostostnimi stopnjami je
mogocCe zagotoviti stabilnost s skupaj Sestimi podpornimi in veznimi silami. V
obravnavanem primeru je primerno za vsako togo telo upoStevati po tri ravnotezne
enacbe (Slika 3.10Db).

ZFi;L(:XA_XC:O ZFii:XC_XB:O
S F =Y\ +Y. =0 D Fe=Yg—Y.-F=0
SML =Y. - /+X.-h=0 SM; =X.-h=Y.-¢-2F¢/3=0

Ravnotezne enacCbe zapiSemo v matricni obliki.

1 0 0 0 -1 07Xa 0
0 0 -1 0 1 0 |VYa 0
o 1 0 0 0 1]|Xg 0
o 0o o 1 0o -1|vg[ |F
0 0 0 0 hit 1 |/Xc 0

0 0 0 0 hir -1]|Yc] |2F/3

Rang matrike [A] (sistem enatb splosno zapisemo [A]JX}={F}) dologimo z
determinanto matrike. Rezultati izraCuna so naslednji:
h/¢=01, Det/A=-2

h/¢=0, Det/A|=0
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Z vet izraduni je mogoGe dokazati, da je determinanta matrike [A] razlicna od ni¢ za

vse primere h/¢ =0 ter samo v primeru h//=0 je determinanta enaka 0. Zato je
vseh Sest enacb sistema neodvisnih v kolikor je h//¢ #0.

Z resitvijo sistema Sestih enacb lahko vedno enolicno dolo€imo vrednosti reakcijskih
in veznih sil sistema. V kolikor je determinanta matrike [A] razliéna od 0 lahko

sistem togih teles obremenimo s poljubno obtezbo ter sistem hkrati ostane v
ravnotezju. Zato pravimo, da je takSen sistem tudi kinematiéno stabilen.

Neznane vrednosti reakcijskih in veznih sil lahko dolo€imo z reSitvijo prej podanega
sistema Sestih enacb s Sestimi neznankami.

V mnogih primerih je mogoc€e s smiselno kombinacijo momentnih in silnih ravnoteznih
enaCb reSevanje sistema Se dodatno poenostaviti. V kolikor so vsa toga telesa
sistema v ravnoteZju je zagotovo tudi celotni sistem v ravnotezju. Zato lahko
uporabimo tudi ravnotezne pogoje za celotni spros€eni sistem povezanih togih teles
(v tem primeru le vplive podpor nadomestimo s podpornimi silami, Slika 3.11a).

(h/1)

-0,
N o
+0,1
hli--SIFII!! I!llflellll1?F
1 Xc
+-0,1
BXBA o I
[ ¢— —~
AL 2l Y 102
L 3 | 3 B
7 A

(a) (b)

Slika 3.11: (a) Sprosceni sistem togih teles in (b) sovisnost vrednosti vezne sile X in razmerja

(h/?)

SM?=Y,-20-F-4//3=0 Yy =2F/3
DR =Y,+Ys—F=0 Y, =F/3
SML=Y, - /-X,h=0 X, =F(/(3h)
DRy =Ya+Ye=0 Y. =—F/3
D R =X,—X. =0 X =Fr/(3h)
D R =X,=X5=0 Xg =F2/(3h)

Resitev sistema Sestih enacb s Sestimi neznankami smo tako prevedli v reSitev Sest
enacb z eno neznanko. Slika 3.11b prikazuje sovisnico vezne sile X. ter razmerja
(h/7), ki kaZe da je sistem stabilen v primerih h >0 in h<0 le pri h=0 horizontalnih
reakcij in veznih sil ni mogoce dolociti, ker vrednosti horizontalnih sil pri vrednosti
(h—>0o0z. pri h —-0) nimajo skupne limite.

Pri troClenskih staticno dolo€enih in kinemati¢no stabilnih konstrukcijah je mogoce
reakcijske in vezne sile dolociti tudi graficno z doslednim upoStevanjem pogojev
ravnoteZzja sil v ravnini.
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Primer 3.4:

Za sistem dveh ¢lenkasto povezanih togih teles (Slika 3.12) obteZenih s silami Iq:1 = {10 kN, O},
T,(3/4,3), F, ={0,—30kN}, T,(2.5,4) in F, =30kN, o, = 243.435° katere u¢inkovalnica
poteka skozi tocko T,(4,1) je potrebno dolociti reakcijske in vezne sile. Podpori in ¢lenkasta
zveza obeh togih so dolo¢ene s koordinatami A(0, 0), B(7, 1) in C(4, 4).

Slika 3.12: Sistem dveh ¢lenkasto povezanih togih teles; (a) Sistem podprtih in povezanih teles ter (b)
Pripadajoci sistem prostih teles s podpornimi in veznimi silami

ANALITICNA RESITEV

Reakcijske in vezne sile dolocimo s smiselnim upoStevanjem Sestih ravnoteznih pogojev.
Resevanje je praviloma najbolj ucinkovito v kolikor najprej uposStevamo momentna
ravnotezna pogoja na tocko A za prosti sistem togih teles (le podpori A in B nadomestimo s
podpornimi silami) in momentni ravnotezni pogoj na tocko C za prosto togo telo 2.

M2 =Y, 7+X,-1-10-3-30-2.5—30-cos 243.435" -1+ 30-sin 243.435" -4 =0
YM? =Y, 3-X,-3+30-c0s243.435 -3 =0

Najprej reSimo sistem dveh enacb z dvema neznankama ter nato izraCunamo preostale
Zunanje staticne koli¢ine:

7-Y, +X, =198.915
3-Y, —3-X, =40.249

Y, =26.541kN, X, = 13.125kN, Y, =30.292kN, X, =16.541kN

X, =26.541 kN, Y, =—0.292kN

R, =34.514kN, ag, =61.363

R, =29.609kN, ag, =116.313

R =26.543kN, o, =0.630" (za vezno silo R¢'" s katero telo 1 deluje na telo 2)

GRAFICNA RESITEV

Pri grafi¢nem uravnotezenju sil moramo lo¢eno obravnavati podsistema sil, ki delujeta na
togo telo 1 oz. 2. Zato najprej v mnogokotniku sil dolo¢imo njune rezultantne vrednosti:

Iﬁ:Rl = Iﬁ:1 + Iﬁ:2 in IER2 = IEB ter ju na¢rtamo v nacrtu sil (Slika 3.13).
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(a) (b)
Slika 3.13: (a) Nacrt sil in (b) Mnogokotnik sil

Najprej uravnoteZzimo podsistem sil F, z reakcijskima silama A'in B*, ki imata prijemalisgi
v to¢kah A in B. V kolikor bi bil celotni sistem obremenjen le s podsistemom sil F,, mora
biti telo 2 v ravnotezju, kar izrazimo z vsoto momentov na to¢ko C za telo 2, ki mora biti
identi¢no enaka 0. Ta pogoj je izpolnjen le v kolikor reakcijska sila B deluje na premici BC.
Tocko kjer uéinkovalnica sile B* seka uinkovalnico sile F., ozna¢imo z I (Slika 3.13a). Ker
pa mora biti celotni sistem dveh povezanih togih teles tudi v momentnem ravnotezju mora
nedvoumno sila A delovati na uginkovalnici, ki poteka skozi tocko 1. Zato u€inkovalnico sile
Aldoloca premica Al. Ker tako poznamo u¢inkovalnici Ain B'lahko rezultantno silo
prvega podsistema F., v mnogokotniku sil uravnotezimo s silama A'in B'. Ugotovimo

lahko, da so lahko tri sile v ravnini v ravnotezju le kadar je trikotnik sil zakljucen (silna
ravnotezna pogoja) in v kolikor se sekajo v skupni tocki (samo v tem primeru je izpolnjen
tudi momentni ravnotezni pogoj).

Po podobnem postopku uravnotezimo tudi sistem sil Fg, s silama A?%in B?, ki imata prav

tako prijemalisc¢i v tockah A in B. Ugotovimo, da ucinkovalnico sile A? doloca premica AC,
dolo&imo tocko II ter, da uginkovalnico sile B?dologa premica BIl. Nato v mnogokotniku sil
rezultantno silo F,, uravnotezimo s silama A?in B? (Slika 3.13b).

Reakcijski sili dolo¢imo s seStevanjem posameznih komponent, ki pripadajo posameznim
podsistemom sil (R, =A' + A? ter R, = B' + B?) ter ju prikaZemo v naértu sil. Velikosti in
smeri posameznih sil nato odmerimo v mnogokotniku sil, ki ga je potrebno nacrtati v
primernem merilu.
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Primer 3.5:

Za sistem $tirih povezanih in podprtih togih teles (dvoetazni okvir, Slika 3.14) analizirajte
pogoje staticne dolocenosti, kinematic¢ne stabilnosti ter dolo€iti reakcije in vezne sile med
posameznimi togimi telesi.

Racunsko Stevilo prostostnih stopenj dolo¢imo:
2 4

n,=3k=>n,->n, =34-(2+2)-(2+2+2+2)=0
i=1 j

V poglavju 3.5.1 je ze dokazano, da je obravnavana tro¢lenska konstrukcija kinemati¢no
stabilna v vseh primerih kadar je h, #h,. Stopnjo staticne nedoloCenosti izratunamo z

izrazom (3.10). Pri izracunu upoStevamo: k=4 (Stevilo togih teles sistema), n =2 (Stevilo
¢lenkastih podpor) in m =4 (Stevilo enojnih ¢lenkastih vezi).

N, =3k-3N, - >N, =3-4-(2+2)-4-2=0

i=1 j=1

. AYs TYe

7 » — o o= 6 AT — XS < ] — — "_>X6 < W
Y5 Y6

Oy

X
7L 1 . BN
2 N "Y1 ._X>2
B
L ' L vYs
A 2
(a) (b)

Slika 3.14: Sistem $tirih podprtih togih teles (1), (2), (3) in (4), ki so med sabo ¢lenkasto povezana; (a)
sistem ¢lenkasto povezanih teles in (b) Prosta toga telesa s podpornimi in veznimi silami

Ker je obravnavani sistem stati¢no dolo¢en ter ima tudi raCunsko Stevilo prostostnih stopenj
n, =0 lahko tudi kinemati¢no stabilnost sistema ocenimo na osnovi §tevila neodvisnih

ravnoteznih enacb. Za vsako togo telo (Slika 3.14b) upostevamo po tri ravnotezne enacbe:

X1+X3+X5+F=0 -Y,+Y;+Y, =0 X;-h,—X,-h,+F-h, =0
-X;+X, =0 -Y,+Y;=0 Y- (=0

-X;+X,=0 -Y,;+Y,=0 Y, (=0

X, =X, =X, =0 Y,+Y,+Y,=0 Xe¢-hy+X,-h,=0
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Sistem enacb zapisemo v matri¢ni obliki:
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h,

Sistem enatb oblike [A}X}={F}ima netrivialno resitev le v primeru determinante
Det[A]# 0, ki zagotavlja tudi kinemati¢no stabilnost sistema.

V primerih h,/h, =1 je sistem stabilen (npr. h,/h, =0.9, Det[A]:—l) ter le v primeru
h,/h, =1 postane sistem C¢lenkasto povezanih togih teles (Slika 3.14) nestabilen z
determinanto Det[A]=0, ker vseh dvanajst ravnoteznih enacb sistema ni neodvisnih ter zato
sistema ni mogoc¢e obremeniti s poljubno obtezbo.

Reakcijske in vezne sile dolo¢imo z resitvijo zgornjega sistema ravnoteznih enacb ter so
naslednje:

Y,=Y,=Y.=Y,=Y,=Y,=0

X, =2F-h /(h, —h),)

Xe¢ =Xy, =—-2F-h, /(h, —h,)

X, =Xy =2F-(h;+hy)/(h, —h,)

X, ==F-(h, +h,)/(h, —h,)

Tudi rezultati izracuna reakcij in veznih sil kazejo, da je pri vrednosti etazne viSine
(h, — h,) stabilnost sistema ogrozena.

3.6 Sistemi togih teles v prostoru

Toga telesa in povezani sistemi teles v ravnini predstavljajo le omejeni model realnih
gradbenih konstrukcij, ki so vedno tri-dimenzionalne oz. prostorske. Uporaba 2D
modelov za nekatere mehanske analize je dopustna le v primerih kadar se vse
obtezbe in vsi konstrukcijski elementi nahajajo v skupni ravnini.

3.6.1 Pomiki togih teles v prostoru

Gibanje oz. spremembo lege togega telesa v prostoru lahko vedno izrazimo s
premikom (translacijo) U, poljubne tocke (i) ter rotacijo telesa ¢, okrog izbrane tocke

(i). Pri togih telesih v prostoru imata vektorja translatornega premika U, in vektor
rotacije ¢, poljubno smer v prostoru x-y-z.

Ker imata oba vektorja premikov togih teles po tri poljubne komponente vzdolz
izbranih koordinatnih osi ima togo telo v prostoru Sest prostostnih stopenj oz. Sest
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neodvisnih nacinov gibanja, ki predstavljajo tri translatorne premike in tri rotacije
okrog izbranih koordinatnih osi (Slika 3.15).

vmesna
lega

konc¢na lega
ZA

osnovna lega

Slika 3.15: Pomik togega telesa v prostoru x-y-z
Pomik poljubne tocke telesa i, lahko izrazimo (Slika 3.15):
U, =1+, (3.13)

J P
V kolikor je vektor rotacije telesa okrog toCke i majhen (|(pi| = 0) ima komponenta
pomika U, v tocki T; smer, ki je pravokotna na ravnino, ki jo doloCata vektorja ¢; in
T, ter velikost, ki je premosorazmerna velikosti zasuka |(pi| in dolzini vektorja m ter

sinusa kota med njima (pri majhnih zasukih smer premikov sovpada s smerjo
trenutne hitrosti). Ker ima vektorski produkt vektorjev ¢; in T, smer normale na

ravnino obeh vektorjev, njegova velikost pa je enaka produktu absolutne vrednosti
obeh vektorjev in sinusa kota med njima, lahko skupni pomik poljubne toCke telesa u
izvrednotimo:

U=1U, +@, xT (3.14)
kjer T oznaCuje vektor med poljubno tocko T na telesu in tocko T, katere premik U,

Ze poznamo. Podobno lahko doloCimo tudi lego tocke T, v kolikor poznamo lego
tocke T;.

U, =0+, x(F —T) =0, +, x(-F,) (3.15)

V izrazu (3.3) upostevamo enakost (3.2) v obliki U; =U; +@; xT; ter dobimo:
Ui =0 + @ x [+ ¢, x (1) =U; +(¢; —9;) xT, (3.16)

Enacba (3.16) je lahko izpolnjena le v kolikor sta oba zasuka enaka o0z. izjemoma v
kolikor bi bila vektorja zasukov ¢; in ¢; vzporedna vektorju T,, kar pa ne vpliva na

rezultate analiz, ker se v tem primeru obe toCki nahajata na skupni premici, ki
sovpada z osjo rotacije togega telesa, kjer so vsi premiki zaradi rotacije identi¢no
enaki 0.

Z enacbo (3.16) smo nedvoumno dokazali, da sta vektorja ¢;in ¢; enaka ter, da
je zasuk togega telesa okrog poljubnih toék vedno enak. Pomik poljubne tocke

Statika 1 68



togega telesa je zato povsem dolo€en v kolikor poznamo vektor translatornega
premika poljubne tocke ter vektor rotacije togega telesa.

Komponente premikov poljubne toCke k vzdolz izbranih koordinatnih osi (Slika 3.15)
dolo€imo:

U,y u

D!

ix _éx y éz Uy + (Piyzk —YPi;
l_jk = uky = uiy +|Pix (Piy P, | = uiy + X Qi; —Z P, (317)
Uy, u;, X Yo Zg Ui, + Y @ix — X, @y

kjer T, oznacuje radij vektor med toCkama k in i v prostoru.

3.6.2 Podpore togih teles v prostoru in kinemati¢na stabilnost

Pri vseh realnih gradbenih konstrukcijah je gibanje le teh omejeno oz. celo v celoti
prepreceno s podporami, ki preprecCujejo premike in rotacije telesa v dolo€enih tockah
in v izbranih smereh. V konstrukterski praksi se uporabljajo razlicne podpore v
prostoru, nekatere izmed njih pa prikazuje Preglednica 3.5.

Preglednica 3.5: 3D podpore v inZenirski praksi

Vrsta Dovoljeni premiki | St PreP- | Shema | simbol
podpore prem. N, | premikov | podpore (i)
Vpeta 6 72 v / ‘ %\

Clenkasta Pi + Py O 3
V..
Elastomerna u, , uiy 1 Qi Piys Oy, 1
[
Nepr. delno | ¢, , o, 4
vrtljiva %
X
Valjcna Ui, , O; 4 “
podpora C Ilfy_,
X
Nihajna Ups Uy @ 200 @, |1 %
podpora S
Del pl’em Uiy,(l)ix 1(Piy1 (PiZ 2
in vrtljiva >

Elastomerna in nihajna podpora sta si podobni le, da pri prvi premike telesa
omogocajo deformacije teflonskih blokov, pri drugi pa nihajna ¢lenkasto priklju¢ena
podporna toga palica. Pomike poljubne toCke s takSno podporo podprtega togega
telesa dolocimo: U =(u;, +¢, (2-2,) =, (Y - Y&, + (U, + ¢, (X=X;) — 9, (2—2,))E, +

+(@n (YY) _(piy(x —X;))E, -
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Racunsko Stevilo prostostnih stopenj togega telesa n, doloCimo tako, da od Stevila

vseh moznih prostostnih stopenj (6 za telo v prostoru) odstejemo Stevilo preprecenih
prostostnih stopen;j, ki ji telesu odvzamejo vseh n podpor.

nrzﬁ—zn:nip (3.18)
i=1

Tudi v primeru 3D konstrukcij je dejansko Stevilo prostostnih stopenj vedno vecje ali

enako raCunskemu Stevilu prostostnih stopen;.

n,>n, (3.19)

Dejansko Stevilo prostostnih stopenj je vedno vecje ali enako 0.

ng=0 (3.20)

Togo telo zagotovo miruje kadar so premiki vseh toCk telesa pri poljubni obtezbi
prepreCeni. Togemu telesu pri katerem so prepreCene vse prostostne stopnje (vsi
mozni neodvisni nacini gibanja) pravimo, da je kinematiéno stabilno.

Primer 3.6:
Za togo telo v prostoru (Slika 3.16) podprto s Sestimi osno nedeformabilnimi palicami bomo
preverili ali ga je mogoce obremeniti s poljubno obtezbo.

n
o

(b)

Slika 3.16: Toga plos¢a podprta s Sestimi nihajnimi palicami: (a) Shema konstrukcije in podpor in (b)
Racunski model prostega togega telesa v prostoru

Clenkasto priklju¢ene toge palice prepreujejo premike togega telesa v smeri osi posameznih
nihajk. Palice 1, 3, 4 in 5 preprecujejo premike togega telesa v tockah 1, 2, 3 in 4 v smeri osi

z. Palici 2 in 3 preprecujeta premik v tocki 1 togega telesa v smeri premice Bl in DI1. Najprej
dolo¢imo smerne kosinuse za smeri preprecenih premikov:

cosa, = (X, —Xg)/Bl=-a/+a’ +c?, cosp, =0, cosy, =(z,—z5)/Bl=c/+a?+c?

coso, =0, cosPg =(y, —Yg)/Dl=—b/vb?+c?, cosy, =(z,—2,)/Dl=c/vb?+c?
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Premik tocke 1 lahko izrazimo v komponentni obliki u, = {uxl,uyl,uZl } ter uposStevamo
kinemati¢ne pogoje podpore s prepre¢enimi premiki v smereh osi vseh treh nihajnih palic:

U =u, =0

Uj, = U, COSQL, +Uy, CosP, +u,, cosy, =0

Ujs =U,, oS0 +uy, cosPs +u, cosy, =0

Preostali enacbi u,,cosa, =0 in u,cosp, =0 imata samo trivialni resitvi v kolikor sta

razdalji a in b razlicni od 0. Zato lahko zagotovo trdimo, da je premik poljubne tocke
togega telesa v celoti preprecen v kolikor so v obravnavani tocki prepreceni premiki v
treh razli¢nih smereh v prostoru.

Za neodvisne naCine gibanja toge ploSCe privzamemo: u,;, Uy, u,;, @y, Py, IN @y, .

Kinemati¢ni pogoji v podporah:

Uy :uyl Uy =Uy;n =U; =Uy =0
Kinemati¢ne enacbe:

U, =4, _a(Ply =0, U,; =U, +b(p1x _a(ply =0, U,y =Uy, +b(P1x =0

Vse tri kinemati¢ne enacbe so zagotovo izpolnjene saj v primeru a =0 in b= 0obstaja le
trivialna resitev ¢,, =¢,, =0. Pogoji kinematicne stabilnosti obravnavane toge plosce pa

niso izpolnjeni, ker obstaja moznost rotacije plos¢e okrog osi z saj Sesti neodvisni nacin
gibanja ¢,, v kinemati¢nih izrazih ne nastopa ter je zato lahko poljuben. Tako podprtega
telesa ni mogoce obremeniti s poljubno obteZzbo.

3.6.3 Stati¢éna dolocéenost in prosto telo v prostoru

Stopnja statiCne nedoloCenosti togega telesa v prostoru je enaka Stevilu ravnoteznih
pogojev togega telesa (skupaj 6) zmanjSanem za Stevilo neznanih reakcijskih sil, ki se
pojavijo v podporah v smereh preprecenih premikov.

Stevilo neznanih podpornih sil (reakcij in vpetostnih momentov) je enako Stevilu
prepreCenih premikov. Za nekatere podpore v prostoru reakcijske sile in momente
prikazuje Preglednica 3.6.

Preglednica 3.6: 3D podpore s podpornimi silami

Vrsta Reakcijske sile St. reak. Shema Simbol
podpore sil. Ny, reakcij podpore (A)
Vpeta XAa YA1 ZA1 MAX’ 6 yd

MAy’ MAz

Clenkasta X

Elastomerna Z, 1

~

<

N

>

w
[ !‘ |
X X X
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=
Nepr. delno Xas Yau Zy, MAy 4 A
vrtljiva X
Valjéna Y., Z.,, M, M, |4 z
podpora y

X
Nihajna Z, 1
podpora .
Del. prem. X, Z, 2
in vrtljiva x

( Nip oznacuje Stevilo reakcijskih sil v i-ti podpori)

Stopnjo staticne nedoloCenosti togega telesa v prostoru N, dolo¢imo tako, da od
stevila vseh ravnoteznih pogojev odstejemo Stevilo reakcijskih sil, ki je enako Stevilu
preprecenih premikov v podporah. Stevilo vseh ravnoteznih pogojev togega telesa v
ravnini je enako Stevilu neodvisnih nacinov gibanja (torej skupaj 6). Za telo v prostoru
z n podporami velja:

N, =6-> N, (3.21)

i=1
Z ozirom na stopnjo statiche nedolocenosti razlikujemo: N, > 0- telo je zunanje
staticno predoloceno, N, <0- telo je zunanje staticho nedoloCeno in N, =0 togo

telo je zunanje statiéno dolo€eno, raunsko Stevilo prostostnih stopenj n, =0,

hkrati pa je tudi Stevilo neznanih podpornih sil enako Stevilu ravnoteznih
enacb.

Pri statiCno dolocenih in kinemati¢no stabilno podprtih telesih v prostoru lahko vedno
vplive podpor nadomestimo s podpornimi (reakcijskimi) silami ter pri nadaljnjih
statiCnih analizah takSno vezano togo telo obremenjeno z obtezbami in reakcijskimi
silami obravnavamo kot prosto telo v prostoru.

Primer 3.7:

Za podobni primer toge plos¢e v prostoru, ki smo jo obravnavali v primeru 3.6 dolo¢imo
reakcijske sile. Ker prej obravnavana toga plos¢a ni kinemati¢no stabilna, moramo spremeniti
lego vsaj ene izmed podpornih palic (toga nihajna palica 4 tokrat poteka vzdolz daljice 2C ).
Slika 3.17 prikazuje plosco, ki je obremenjena s poljubno rezultantno obtezbo

Fr = {Fac Fry s Fre - ki deluje v tocki T, = (a/2, b/2, c).
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P

5,
—
6 S,
S -
2 TSS
—
S
(b)
Slika 3.17: Toga plos€a podprta s Sestimi nihajnimi palicami; (a) podprto telo in (b) prosto telo v

prostoru

Vplive osno nedeformabilnih ¢lenkasto povezanih podpornih palic (nihajk) nadomestimo z
njihovimi osnimi silami:

S,=5,{0,0,1}, S, :Szﬁa/\/a2 +¢?,0,c/+a? +c? } S, =5,{0,0,1}

S, :84{0,—b/\/b2 +c?, c//b? +c? } S, =5,{0,0,1}, S, :SG{O,—b/\/bZ +c?, c//b’ +c2}

S smiselnim izborom ravnoteznih enacb (silne in momentne oz. samo momentne) je mogoce
ravnotezne enacbe togega telesa podati v enostavni obliki:

€, €, €, €, €, g,
> M =T, xS, + T, xS, +T,,, xS, +T,;;, x F; =S,/a 0 0|+S,|a 0 0
001 1 —b/Vb?+c? c/Vb? +c?|
6 6 6| |& & &, S.b+Fe,b/2
+S,/0 b 0|+[a/2b/2 0|={ —S,a-S,ac/vb?+c? —Fga/2 +=0
0 0 1| |Fey Fry Fre| |[—Ssab/vb*+c? +Fa/2—-Fb/2

S, =—F, /2
S, =0.5-F vb? +¢* /b—05-FWb*+c’ /a

S, =05-Fyc/a-05-Fyc/b—05-F,

—-S,alvJa® +c® +F,
SF = —S,b/b? +¢? —Sib/b? +c? +Fy, _
S, +S,c/+a*+¢® +S, +S,c/vVb® +c® +S, +S,c/vb? +c? +Fg,

S, =F,va*+c’/a

ol
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Sg =0.5-FeVb? +¢% /a+0.5-Fy vb? +¢? /b

S, =—(3/2)Fy, (c/a) — (1/ 2)F, (c/b)

3.6.4 Vezi in kinemati¢na stabilnost sistemov teles v prostoru

Posamezna toga telesa v prostoru so lahko med sabo povezana z vezmi, Ki
prepreCujejo relativne premike posameznih teles v doloCeni smeri. Ker ima telo v
prostoru Sest prostostnih stopenj je z razli€énimi vezmi mogoce prepreciti najve¢ Sest
relativnih premikov posameznih togih teles (v takSnem skrajnem primeru, pravimo da
sta konstrukciji kontinuirani ter ju lahko obravnavamo kot eno samo togo telo).

Zato vezi zmanjSujejo Stevilo prostostnih stopenj sistemom togih teles. Preglednica
3.7 prikazuje nekatere mozne vezi konstrukcijskih sistemov v prostoru.

Preglednica 3.7: Nekatere 3D vezi v inZenirski praksi

Naziv
vezi v

tocki (i) | povoljeni rel. pr.

Relativni premiki Au; =u$ —uj Simbol

St. prep. | Shema dov. | vezi
rel. p.ny | rel.prem.

Enojni Ag,, 5
¢lenek

Popolni AQ, Ay, A, 3
¢lenek

N N
< <
X X X x
N AAAAM e, )
A g
N
A
vy

Premiéna | Au, 5

nevrtljiva

Premiéna Au,y, AQj, 4 D

vrtljiva S
naN ¥
AN

Racunsko Stevilo prostostnih stopenj sistema k togih teles podprtih z n podporami in
med sabo povezanih z m razli€nimi vezmi dolo€imo:

nr:6k—zn:nip—injv (3.22)
i=1 j=1

kjer n;, 0znacCuje Stevilo prepreCenih premikov v i —ti podpori, n;, Stevilo preprecenih

I\
relativnih premikov v vezi j, n Stevilo podpor in m tevilo vezi.

Dejansko Stevilo prostostnih stopenj sistema je vedno vecje ali enako raCunskemu
Stevilo (n, = n,) ter je hkrati lahko le vecje ali enako 0 (n, >0).

Pogoj n, =0 je vedno potreben in hkrati zadosten pogoj za kinematicno stabilnost
sistema togih teles.

V praksi so si posebni konstrukcijski elementi tako za podpore kot tudi za vezi med
sabo podobni. V kolikor je eden izmed elementov (npr. steber viadukta povsem
nepremiten) vezni element med stebrom in prekladno konstrukcijo predstavlja
podporo, v kolikor pa se med eksploatacijo objekta lahko oba premikata mu pravimo
vezni element med konstrukcijskimi elementi.
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Slika 3.18 prikazuje deformirano elastomerno leziS€e tipa “Mageba”. Taksna lezis¢a
uporabljamo pri objektih s pricakovanimi velikimi relativnimi premiki zaradi
temperaturnih vplivov ter zlasti Se pri nestabilnih oz. manj zanesljivin podporah, kjer
relativne premike podpor zaradi premikov temeljnih tal in stebrov viaduktov ni
mogoCe Vv naprej zanesljivo napovedati. Slika 3.18 prikazuje lezis¢e, ki ga bo
potrebno sprostiti, ker sicer pri premikih vecjih od 100 mm ne bo ve€ sposobno
opravljati svoje s projektom predvidene funkcije.

Slika 3.18: Deformirano leziS¢e tipa “Mageba” na viaduktu Barnica, HC, Razdrto — Vipava

V praksi obstaja mnogo vrst leziSC katerih kakovost je pogojena predvsem z njihovo

prikazuje v vzdolzni smeri premicno leziSCe ter Slika 3.20 montaZzo leziS€a v inZenirsKi
praksi.
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Slika 3.19: V vzdolzni smeri premi¢no lezis€e “Mageba” na viaduktu Rebernice, HC Razdrto - Vipava

Slika 3.20: Montaza leziS¢a
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Primer 3.8:

Za model branaste konstrukcije (Slika 3.21) preverite pogoje kinemati¢ne stabilnosti sistema
togih teles. V podporah A in B je preprecen premik telesa 1 v smeri osi z, v tocki C so
prepreceni vsi premiki togega telesa 2, delno vrtljiva zveza obeh teles v to¢ki D preprecuje tri
relativne premike ter dva relativna zasuka obeh teles.

Slika 3.21: Sistem dveh podprtih in povezanih togih teles v prostoru Sistem dveh podprtih togih teles
(1) in (2), ki sta med sabo ¢lenkasto povezani; (a) kinemati¢no stabilni sistem (b)
kinemati¢no nestabilni sistem (tocke A, B in C so kolinearne)

. v . . . v 1 1 1
Za neodvisne nacine gibanja togih teles upostevamo: uly, u‘yB, Ulg, Opys Py, IN O, ter ule,

2 2 2 2 2
Ucys Ucr @Pcxs Py IN P, -

Kinemati¢ni pogoji v podporah:

1 1 2 2 2 2 2 2
u,p =0, u, =0, Uic =Uyc =Uy,c =OPcx =Pcy =P, =0
Kinematiéne enacbe:

11 I ol =0
U ) =U,g +COp =CPp, =

1 2 1
uxD _uxD :uxB =0

1 2 1 1
Uyp—Uyp = U +aQy, = 0

1 2 1 1 _
U,p —U,p =U,p +agg, =0

(P}Dy _(Psz = (P}By _(Ptzjy = (P}By =0
(p}Dz _(PzDz = (p}Bz _(p(zjy :(P}Bz =0
Z resitvijo sistema enacb zlahka ugotovimo, da so tudi vsi preostali neodvisni nacini
gibanja prepre¢eni uy,=uy =¢y, =¢y, =0. Obravnavani sistem togih teles je
kinemati¢no stabilen (n, =0).

3.6.5 Vezne sile in stati€na dolo¢enost prostorskih sistemov

V veznih elementih med posameznimi togimi telesi se v smereh preprecenih relativnih
premikov pojavijo vezne sile. Stevilo veznih sil oz. dvojic sil (vrtilnih momentov) je
enako Stevilu preprecenih premikov 0z. zasukov med posameznimi elementi sistema.
V gradbeniski praksi so vezi zelo obcutljivi gradbeni elementi, ker svojo funkcijo
opravljajo le v naprej poznanih oz. doloCenih pogojih kot so: omejeni oz. v naprej
doloCeni najvedji dopustni premiki, ki so doloCeni v specifikaciji polizdelka, ob&asni
pregledi in redno vzdrzevanje.
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V kolikor vsi pogoji za delovanje leziS¢ niso izpolnjeni jih ni dovoljeno vgraditi, ker

lahko odpoved delovanja leziS¢ povzroCi katastrofalne posSkodbe na objektu in
privede celo do porusitve.

Z ozirom na skupni sistem togih teles predstavljajo vezne sile notranje sile
sistema in zato mora biti vsota vseh veznih sil sistema v ravnotezju oz.
identiéno enaka 0.

Stevilo in pripadajoge sheme veznih sil pri nekaterih vrstah vezi za 3D sisteme togih
teles prikazuje Preglednica 3.8.

Preglednica 3.8: 3D vezi in pripadajoCe vezne sile

Naziv vezi | Vezne sile: X =-X{, Yj ==Y}, M; =-M? Simbol

v tocki (j) Vezne sile &t. veznih | Shema veznih sil vezi
sil: Njy

Enojni Xiv Yy Zj My |5

clenek sz

Popolni )(j,YJ_, Z,- 3

¢lenek

Premiéna | Yi» Zi» My My 15
nevrtljiva | M

Y, Z, M, M, |4

Premicna
vrtljiva

jy?

Stopnjo stati¢ne doloCenosti sistema k togih teles podprtih z n podporami in med sabo
povezanih z m razli¢nimi vezmi dolo€imo:

N, =6k->N, - 3N, (3.23)
i=1 j=1

kjer N, oznacuje Stevilo preprecenih premikov v podpori i, N;, Stevilo preprecenih

jv
relativnin premikov za vez j, n Stevilo podpor in m Stevilo vezi.
Tudi pri sistemih togih teles v prostoru razlikujemo: staticno nedoloCene (N, <0),
staticno doloCene (N, =0) in staticno predolocene (N, > 0).

V kolikor so podprti staticno dolo€eni sistemi togih teles (N, =0) hkrati tudi
kinemati€no stabilni (n, =n, =0) lahko podporne (reakcijske) in vezne sile med
posameznimi elementi sistema dolo¢imo le z uporabo ravnoteznih pogojev.

Pri staticno doloCenih in kinematicno stabilnih sistemih togih teles lahko ucinke
podpor in vezi med posameznimi telesi nadomestimo s podpornimi (reakcijskimi) in z
veznimi silami ter pri nadaljnjih statiCnih analizah posamezna toga telesa
obremenjena z obtezbami in reakcijskimi ter veznimi silami obravnavamo kot
posamezna prosta telesa v prostoru.
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Primer 3.9:

Za sistem togih teles (branasto konstrukcijo, Slika 3.17), doloCite stopnjo staticne
nedoloc¢enost.

Sistem lahko obravnavamo kot dve prosti telesi, ki sta med sabo povezani s petimi veznimi
silami ter podprti z osmimi podpornimi silami (Slika 3.22).

Slika 3.22: Primer branaste konstrukcije: (a) Sistem dveh povezanih togih teles v prostoru in (b)
Racunski model s pripadajocimi podpornimi in veznimi silami

Pri analizi stopnje staticne nedolocenosti upostevamo: k=2 (12 ravnoteznih enacb), n=3 (tri
podpore s skupaj osmimi podpornimi silami) in m=1 (ena vez s petimi veznimi silami).
N, =6k—> N, —> N;, =6-2-(1+1+6)—(5) =-1
i=1 j=1
Obravnavani sistem togih teles je 1x staticno nedolocen.

Pri staticno nedolo¢enih konstrukcijskih sistemih uporaba modela togih teles ni
dopustna, ker brez upostevanja deformacijskih pogojev ni mogoce dolo¢iti reakcijskih in
veznih sil.
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4 NOTRANJE STATICNE KOLICINE

Pojem staticna analiza konstrukcijskih elementov obsega analizo pri¢akovanih
obtezb, zasnovo konstrukcije, izbor racunskega modela, reSevanje pripadajoCega
matematicnega modela, oceno dobljenih rezultatov ter predstavitev pri¢akovanih
deformacij, reakcijskih in veznih sil ter notranjih obremenitev posameznih elementov v
vseh karakteristi¢nih prerezih, ki so osnova za dimenzioniranje.

Analiziranje posameznih konstrukcijskih sistemov z modelom togih teles je mogoce
in dopustno samo v primerih staticno dolo¢enih in kinemati€no stabilnih
konstrukcijskih sistemov kadar deformacije posameznih elementov niso
pomembne ter ne vplivajo na rezultate stati¢nih analiz.

4.1 Naravni lokalni koordinatni sistem in prerezne sile

Konstrukcijski elementi s svojo togostjo prenasajo zunanje obremenitve na podpore,
sosednje konstrukcije ali na temeljna tla. Zato se zaradi dodatne obtezZitve v samih
konstrukcijah spremenijo medsebojne povezovalne sile (§ij = —§ji) med posameznimi
delci telesa (realno telo sestavlja neskonéno Stevilo med sabo povezanih delcev
materije).

Notranje staticne koliCine (sile in vrtilni momenti) se nahajajo v notranjosti
posameznih konstrukcijskih elementov ter jih lahko dolo€imo le tako, da element v
analiziranem prerezu namisljeno (fiktivno) prerezemo na dva dela (Slika 4.1).

(b)

Slika 4.1: Togo telo v prostoru; (a) Podprto telo A obtezeno z zunanjimi obtezbami in (b) Podprti
telesi A; in A, z zunanjimi obteZbami ter povezani z veznimi silami

viv v

Koordinata “s” oznacCuje dolzino teziSCne osi telesa, A , oznacuje precni prerez telesa
Ay in dA
prerezu A, z ozirom na tezis¢no toCko prereza T doloCa vektor T,, ki se nahaja v

diferencial povrsine preCnega prereza, lego diferenciala povrsine dA g, v
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ravnini prereza A g (zapis A,
s oz. pripadajoco funkcijsko sovisnost).

oznacuje prerez telesa pri izbrani vrednosti parametra

Vsoto vseh notranjin sil na enoto povrSine na obmocju dA, ki jih s fiktivnim

prerezom s-s sprostimo na telesu A; oznacuje napetostni vektor 'T'(S), ki lahko deluje v
poljubni smeri v prostoru ter je odvisen od prereza, polozaja dA Vv prerezu in od

zunanje obtezbe, ki na telo deluje. Prerez v toCki s je doloCen z zunanjo normalo

n =1, ki je pravokotna na prerez A .

Telesu A, pripada prerez A, ki ima v primerjavi s prerezom A, nasprotno

©* (s)
usmerjeno zunanjo normalo A =-f ter zato nasprotno usmerjene pripadajoce

napetostne vektorje. Vsota notranjih sil v obeh prerezih A in A'(S) je identi¢no

enaka 0 kar izhaja iz pogoja ravnoteZja vseh notranjih sil v telesu (S; =-S,).

Zaklju€imo lahko:

1. Prereznim ploskvam 2z nasprotno orientiranimi zunanjimi normalami
pripadajo nasprotno orientirani napetostni vektorji.

Ty ="Tg (4.1)

2. Vsota vseh napetostnih vektorjev 'T'(S) v prerezu A predstavlja notranjo
rezultantno silo v prerezu IE(S), ki je doloCena:

Fo) = ” TodA (4.2)

As)

3. Vsota vrtilnih momentov vseh napetostnih vektorjev T(S) na tezisS¢no tocko
T v prerezu A, predstavlja notranji vrtilni moment (navor) M(S)v prerezu
A telesa, ki ga dolocimo:

M = J. T x T dA (4.3)
As)

4, Smeri notranjih sil F, in M, ki pripadata prerezu A, ter F, in M, ki
pripadata prerezu A'(S) so vezane na smeri zunanjih normal. K ploskvam
(ravnim prerezom) z nasprotno orientirano normalo @i =-fi pripadajo
nasprotno usmerjeni vektorji notranjih sil.

Fo ==Fy, My =-M (4.4)

5. Prerezne sile F,, in M, oz. F, in M, predstavljajo vplive telesa A, na
telo A; 0z. obratno.

6. Ker je telo A v ravnotezju, morata biti tudi telesi A; 0z. A, z upoStevanjem
njunih medsebojnih vplivov F in M ¢ OZ. IE(S) in M(S) vsako zase v
ravnotezju.
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7. Ker morata biti za katerikoli preéni prerez s-s uravnotezenega
skupnega telesa A oba dobljena dela telesa A; in A, z uposStevanjem

njunih medsebojnih vplivov v ravnotezju, lahko notranji sili Ifg in
My 0z. F in M
ravnotezja obeh delov telesa A, in A,.

5)
dolo¢imo kot sili, ki sta potrebni za zagotovitev

8. Prerezne sile so razporejene po celotni povrsini prereza A, oz. A'(S),
vendar lahko njihov celotni vpliv na togi telesi A; 0z. A, nadomestimo z eno
samo generalizirano silo IE(I)z{IE(S),M(S)} oz. EL=-Fl, ki jo vedno
izvrednotimo na tezis¢no tocko T analiziranega prereza.

Za potrebe dimenzioniranja posameznih konstrukcijskih elementov moramo dolo€iti
intenzitete notranjih sil v naravnem (lokalnem) koordinatnem sistemu, ki ga doloc¢ajo
enotni vektorji vzdolz tangente (€,), normale (€,) in binormale (€;) na os nosilca s

koordinatnim izhodis€em v teZiS€u prereza.
TeziS¢no os togega telesa lahko podamo v parametri¢ni obliki (Slika 4.2).
o) =Xe€x T Y58 +248, (4.5)

Vv v

kjer so X, Y, in z, koordinate teziSCne osi konstrukcije v odvisnosti od parametra

s, ki predstavlja dolzino teziSCne osi ter jo obi€ajno merimo od podpore oz. vezi
elementa, ki ga analiziramo (Slika 4.2).

A
z . MT(S)
1 .
M
% - -i(s) 2 (s)
y M2(s B
et // X1
\® d
\\ \\Z 76*’\
| A\ 76/\/ E
0 ,Zl L —=\T (s)
/ S(J) B =\ _ é
Y e e BT eB A //
o J " N
#
e >
A -
€1 A {0 V@) V)
0 ex> >

-

Slika 4.2: Prerez telesa z naravnim lokalnim koordinatnim sistemom (€, €,,€5)

Enotne vektorje naravnega lokalnega koordinatnega sistema s koordinatnimi osmi
(X, ¥;, z;) v smeri tangente, normale in binormale na teZiS¢no os obravnavanega

togega telesa dolo¢imo v parametri¢ni obliki:

8,=df, /ds=T,, €+ =1 (tangentni vektor na os nosilca, =€, ) (4.6)

_ 8. PR _ . . - .

CNES ﬁ =T /[Te) €y| =1 (normalni vektor na os nosilca, & =€, ) (4.7)
T

8,=6.x8,, €s| =1 (binormalni vektor, &,=€, ) (4.8)
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Pozitivni predznaki osi x,, y, in z, so vedno vezani na smer zunanje normale n na
prerez A, . Na prerezu A'(S) Z nasprotno normalo ﬁ;s) =-1, (Slika 4.1) so tudi smeri
X,, Yy, in z, in pripadajogi enotni vektorji nasprotno usmerjeni (€; =—&,, &, =—§€, in
€, = —€5).

Za prostorsko ukrivljene konstrukcije lahko definiramo Se radij fleksijske ukrivljenosti
R, in radij torzijske ukrivljenosti ali zvitosti B, teziScne osi v tocki T analiziranega
prereza.

R, =L/[i)| =1/{J(x())” +(vi) +(z(,))? (4.9)

Xo Yo Zes
B = ((X(s))2 + (Y(s))2 +(Z(s))2)/x(s) Yo Ze (4.10)

Xo Yo Zes

PosploSeno prerezno silo IE(Z) lahko razstavimo v Sest komponent v smereh treh osi
lokalnega koordinatnega sistema (x,,y,,z,), ki ga doloCajo enotni vektorji (€,
€y, €5 ) Z izhodiSCem v teziSCu analiziranega prereza.

F(S)

—

=N €1 + V€ + Vi Cx (4.11)

)
My =M€ + My 8y + My € (4.12)
Za posamezne komponente notranjih sil (v stroki jim pravimo tudi notranje staticne
koli¢ine) imamo v naprej dolo€ena oz. dogovorjena imena:
N osna sila, ki deluje v smeri tangente na os nosilca (&, =§, );

1

V.

26) precna sila v smeri glavne normale (€, =€, );

Vi precna sila v smeri binormale (€; =€, );

M1 torzijski moment, ki deluje v smeri tangente na os nosilca (€; =¢€, );

My upogibni moment okrog osi y,, ki deluje v smeri glavne normale v
prerezu (€, =€, ),

My upogibni moment okrog osi z,, ki deluje v smeri binormale v prerezu

telesa (€; =€,).

4.2 Ekvivalentne notranje sile

Prerezne sile (notranje stati¢ne koliine) so rezultantne sile in rezultantni momenti, ki
jih v analiziranih pre¢nih prerezih povzroc¢ajo notranje napetosti, ki so razporejene po
celotnem prerezu A , obremenjene konstrukcije.

Slika 4.3 prikazuje prerez A, obremenjene konstrukcije z naravnim koordinatnim
sistemom (X,,Y,,Z,) z izhodiS€¢em v teziS¢ni toCki T analiziranega prereza.

Na delcu povrsine prereza dA , deluje napetostni vektor 'T'(s),

v tri komponente (povrSinske koordinatne napetosti) vzdolz koordinatnih osi
naravnega lokalnega koordinatnega sistema:

ki ga lahko razstavimo
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T,=0,6 +1, .6 +1 86 (4.13)

() 7 XXy X X1y1 V1 X1y "7y
kjer o, , 0znacuje normalno napetost v smeri tangente na teziscno os konstrukcije oz.
VvV smeri zunanje normale n na prerez A ter t, 0z. t,, komponenti strizne

napetosti na delcu prereza dA , v smeri lokalne koordinatne osi y, oz. z, (Slika 4.3).

(s)

Slika 4.3: Napetosti in notranje sile v analiziranem prerezu obremenjene konstrukcije

Zveze med notranjimi silami in povrSinskimi napetostmi na prerezu A doloCata
izraza (4.14) in (4.15):

Fo =Ner + Vo ex + Vi €5 = 1{! (O &y T Ty, €y, T Ty, €, )AA, (4.14)
ey €,
My =Mrg8r + My By + My &g f z, dA, (4.15)

A
o X1X1 T X1Y1 T X121

S primerjavo leve in desne strani v izrazu (4.14) oz. (4.15) lahko dolo¢imo posamezne
komponente notranje sile 0z. notranjega momenta v analiziranem prerezu.

N(S) = J] lexldAS ! 2(“) J.J"[:X Wi dA 3(S) .”Txlzl s (416)
A5

My = _” (ylrxlzl 24Ty, XA, My = J] Z,Gy dA;, My, = ﬁ Y10,.x, dA, (4.17)
As

Izrazi (4.16) in (4.17) podajajo zveze med rezultantnimi vrednostmi notranjih sil ter
tremi komponentami povrsinskih napetosti v prerezu analizirane konstrukcije. Zveze
med rezultantnimi vrednostmi notranjin sil in napetostmi v prerezih obtezenih
konstrukcij bodo v mehaniki podrobno obravnavane pri trdnosti.

4.3 Metoda prereza in notranja stati€éna nedolo¢enost

Najprej obravnavamo model prostolezeCega nosilca v prostoru (Slika 4.4). Nosilec je
stabilno podprt z nepremi¢no ¢lenkasto podporo v toCki A ter s tremi nihajnimi
palicami v tocki B, ki preprecujejo premike v smeri y in z osi ter rotacijo telesa okrog x
osi. Nosilec naj bo obteZen s poljubnim sistemom sil v prostoru.
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Slika 4.4: Model prostoleZe€ega nosilca v ravnini x-y; (a) Stabilno podprto togo telo, ki ga z r prerezi
razdelimo v (r+1) togo telo ter (b) Prerezne sile na i tem elementu nosilca

Z r prerezi obravnavano konstrukcijo razdelimo na (r+1) togih elementov. V vseh r
prerezih moramo zato sprostiti 6r razlicnih komponent neznanih notranjih sil med
posameznimi elementi.

Stopnja stati¢ne nedoloCenosti je tokrat vezana na notranje sile med posameznimi
elementi in je enaka razliki med Stevilom ravnoteznih pogojev za vsa toga telesa in
Stevilom neznanih sil, ki delujejo na vsa telesa sistema. Stopnjo stati¢ne
nedolo€enosti sistema ocenimo z izrazom (3.10), kjer moramo upostevati:

Stevilo togih teles k=r+1;
Stevilo podpor n=2vsakas po N;, =3 neznanimi podpornimi silami;
Stevilo vezi m=r vsaka s po N;, =6 neznanimi komponentami notranjih sil.

N, =6k—-> N, —> N, =6-(r+1)—(3+3)-r-6=0
i=1 =1
Ugotovimo lahko, da je fiktivni sistem togih teles (Slika 4.4) stati¢no dolocen ter zato
lahko notranje sile med posameznimi togimi elementi sistema doloimo na osnovi
ravnoteznih enacb.

Konstrukcijam, ki z enim prerezom razpadejo na dva povsem loCena dela pravimo, da
so enkrat povezane ter lahko zaklju€imo:

1. Za zunanje staticno dolocéene nosilne sisteme (Stevilo neznanih sil je
enako Stevilu ravnoteznih enacb) pravimo, da so tudi notranje
staticno dolo€eni v kolikor so le enkrat povezani. V kolikor so taksni
nosilni sistemi tudi kinemati€no stabilni je za takSne sisteme na
osnovi ravnoteznih enacb vedno mogoce dolociti vse komponente
notranjih sil (Slika 4.5). (Pri poljubnem prerezu zunanje uravnotezene
konstrukcije se v prerezu pojavi 6 komponent notranjih sil (3 silne in
3 momentne komponente), ki jih je mogoce dolo€iti z uporabo 6
ravnoteznih pogojev).

Statika 1 85



A .
4 \
S
y \
MA s=0 I:n \
/ \ \
Y \ IVl(s)
. I -
v T\
n \
J / — _J I .
< \\ I:(S)
\
eA € r F ) M(J) \
z 1)) \
A - Mn X&

Slika 4.5: Dolo¢anje notranjih stati¢nih koli¢in po metodi prereza

Komponente notranjih sil dolo€amo 2z izpolnitvijo silnega in momentnega
ravnoteznega pogoja, ki ga obicajno izvrednotimo na tezis¢no tocko T analiziranega
prereza (Slika 4.5).

A+ZF+ 5 =0 (4.18)

M, + (T, —r)xA+ZC r)xF+ZM +M, =0 (4.19)

viv v

Pri obravnavani ravni konstrukciji (Slika 4.4) teziS¢na os prereza sovpada z X 0Sjo
izbranega koordinatnega sistema in koordinata x hkrati oznaCuje vrednost parametra
S.

Za togo telo (i) mora biti izpolnjen pogoj silnega in momentnega ravnotezja na
prijemalisée sile F, (Slika 4.4b).

F(x) + (X+AX) + FI F(x) + Fx) +AF(X) + F 0 (420)

M, + M(MX) +M, = M,y +M,, +AM,, +M; =0 (4.21)

Z reSitvijo enacb (4.20) in (4.21) dolo€imo spremembi notranje sile in notranjega
momenta v prijemalisSCu sile Iﬁ:i :

AN(x) =—F, AMT(X) =-M,
AF,, =-F oz AV,, =-F, AM ,, = -M; 0z. AM,,, =-M,, (4.22)
AV, =F, AM3(><) = Miy

Ker pri nosilcih z ravno osjo glavna normala ni definirana (vse normale na os nosilca
so namre€ hkrati tudi glavne normale) je za smer glavne normale v izrazih (4.22)
upoStevana smer osi z (€, =€,) ter za smer binormale na os nosilca smer nasprotna

osiy (€g =—€,). Na osnovi izrazov (4.20) in (4.21) lahko zakljuCimo:

2. V prerezu x=Xx;, kjer na telo deluje koncentrirana sila F. ima notranja sila
F preskok, ki je enak negativni vrednosti sile —
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3. V prerezu x=x;, kjer na telo deluje koncentrirani moment M, ima
notranji moment M(X) preskok, ki je enak negativni vrednosti v tej tocki

delujoéega momenta — M.

V nadaljevanju bomo dolocili naravni koordinatni sistem ter zunanje in notranje
statiCne koliCine ukrivljenega nosilca obteZzenega s prostorskim sistemom sil.
Obravnavamo loc¢ni nosilec kroZzne oblike z radijem R z vpeto podporo v tocki A ter z

obteZitvijo s koncentrirano silo F v temenski togki B (Slika 4.6).

Slika 4.6: Loc¢ni nosilec v prostoru; (a) Podprto telo, (b) UravnoteZeno prosto telo in (c) Prerezani
telesi z notranjimi in zunanjimi silami

V obravnavanem primeru se teziS¢na os konstrukcije nahaja v ravnini x-y vendar v
konstrukciji zaradi izven ravninske obtezbe nastane prostorsko napetostno stanje.

Reakcijske sile v podpori A dolo¢imo v glavhem koordinathnem sistemu na osnovi
ravnoteznih pogojev za prostorske konstrukcije.

M, +T,xF=0, A+F=0
Ax _Fx
A=A, t=1-F,
Az _Fz
Muy| |6 8 &, —RF,
M, =¢M,, t=[-R -R 0|= RF,
M, ) |F F, F| |-RF,+RF,

Notranje staticne koliCine vedno dolo€amo v naravnem lokalnem koordinatnem

sistemu. Koordinate tezis¢ne osi dolo¢imo v odvisnosti od parametra s, Ki izraza

Vv v

dolzino teziSCne osi, ki jo merimo od tocke A na konstrukciji ter jo izrazimo s kotom ¢
(Slika 4.6c), ki dolo€a poljubno to¢ko T na lo€ni konstrukcije.

SZR(P, (P=S/R T(S) :X(s)éx +y(s)§y
X =R@—-cosp) =R(1-cos(s/R)) Y =Rsing=Rsin(s/R)
€, =dr, /ds=sin(s/R)E, +cos(s/R)€,

&, =(dé; /ds)/|de; /ds| = cos(s/R)&, —sin(s/R)g,

Statika 1 87



€ € €

X y z
€; =€; x€, =|sin(s/R) cos(s/R) 0O|=-¢,
cos(s/R) —sin(s/R) 0

Ker so notranje statiCne koliine definirane v lokalnem koordinatnem sistemu je
potrebno najprej opraviti transformacijo obtezb in radij vektorjev v naravni koordinatni
sistem, dopustno pa je tudi dolocCiti prerezne sile v osnovhem koordinatnem sistemu
in nato rezultate transformirati v naravni koordinatni sistem.

Za levi (spodniji) del nosilca (Slika 4.6c) lahko zapiSemo ravnotezna pogoja v glavhem
koordinatnem sistemu (oznacba * pomeni notranje sile v glavhem koordinatnem
sistemu):

— —

A+F, =0 My + My +Tp 0 xA=0
Fo=-A=1F
) ) g, g, €, F,R—-F,Rsing
My, =-M, —|-R(L-cos¢) —Rsing 0 |= -F,R+F,R(1-cos¢)
~F, -F, -F| |FRR-FR-FR(l-cosg)+FRsing

Notranje statiCne koliCine transformiramo v naravni koordinatni sistem tako, da
vektorje podane v glavnem koordinatnem sistemu pomnozimo z matriko smernih
kosinusov, ki jih doloCajo koti med enotnimi vektorji naravnega in glavnega
koordinatnega sistema.

N sing cos¢o O ||F, F, sinp+F, coso
13(5): Vyg p=|cos@ —sing 0 |KF ¢=JF cosp—F sing
Vi 0 0 —1||E, -F,
M| [sine cose O F,R(1-sing) —-F,R(1-sing)
M =4 M, =[cose —sing 0 —F,Rcos ¢ = F,RCcos ¢
M 0 0 -1|-FKR(@-sing)+FRcose F.R-sing)—F Rcos¢e

Enako reSitev dobimo za desni (zgornji del nosilca) le, da moramo v tem primeru
upoStevati nasprotno usmerjene notranje sile ter nasprotno usmerjeni naravni
koordinatni sistem.

Feo +F=0 Mg, +Tpjg xF=0
_Fx
Fo=-F=1-F
_Fz
) g, €, g, -F,R(1-sino)
M, =—[Rcose R(1-sing) 0|= +F,Rcoso)
F F, F| |-FRcose+FR(1-sing)
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N —sing —cos¢g O|[—F, F,sing+F, coso
F('s): V2'(5) =|—cos@ sing O —Fy =<F, COS(p—Fy sin
Vl;(s) 0 0 1||-F, -F,
Mg | [-sine —cose 0 —F,R(L-sin¢) ~F,R(-sing)
M =My f=| —cose sing 0 F,Rcos ¢ = F,Rcos ¢
My 0 0 1||FR@-sing)-F,Rcosop| |FR(L-sing)—F,Rcose

Vidimo, da sta za zagotovitev ravnotezja obeh delov konstrukcije potrebni enaki
notranji sili.
Primer 4.1:

Obravnavamo prostolezec¢i nosilec v ravnini x-y. Os nosilca in obtezba ter reakcijske sile se
nahajajo v eni oz. skupni ravnini (Slika 4.7) in zato lahko konstrukcijo obravnavamo kot
ravninski 2D primer.

Konstrukcija je zagotovo kinemati¢no stabilna ter zato togo telo najprej zunanje
uravnotezimo (izraCunamo reakcijske sile) ter ga v nadaljnjih izraCunih obravnavamo kot
prosto telo v ravnini.

Za dolocitev reakcij togega telesa v ravnini razpolagamo s tremi ravnoteznimi pogoji (Slika
4.7):

> F, =X, —Fcosa=0 X, =Fcosa

>M* =Y,(a+b)—Fsinaa=0 Y, =Fsina(a/(a+b))

2F, =Y, +Yy;—Fsina=0 Y, =Fsina(b/(a+b))

Tezis¢no os nosilca podamo parametri¢no z izrazom:
T =SE€, =X, 6, =dr/ds=dr/dx=¢8, &€, :(déT/dx)/|déT/dX|:0/O

Pri nosilcih z ravno osjo normala €, in binormala €, na tezi$¢no os nista natan¢no definirani

(vse normale na os nosilca so v bistvu hkrati glavne normale) ter ju zato lahko definiramo po
dogovoru.

Izbrati ju moramo vedno tako, da enotni vektorji na levem delu nosilca tvorijo desnosué¢ni
koordinatni sistem. Ker ima tangentni vektor €, =€, smer X osi izberemo normalo €, =€,

v smeri osi z ter binormalo €; =€, v smeri, ki je nasprotna y osi glavnega koordinatnega
sistema.

Vv v

Ker morajo biti pri vseh ravninskih primerih vsi silni vektorji v ravnini teziS€ne osi telesa ter
momentni vektorji pravokotni na to ravnino se pri 2D primerih pojavijo le tri notranje staticne
koli¢ine (tri komponente notranjih sil):

Ny =N =N
M, =M =M
Vi =V =V

V2(s) = MT(S) = M3(s) =0
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Notranjim stati¢énim koli¢inam N, V in M pri 2D primerih v stroki kraj$e pravimo osna sila,
precna sila in upogibni moment.

Ay

g o ¢
X, = F cos o | | !
— - _—
IKYA—FsinOL(?b-)i 5 TYB_FS'na(m)
L X L
1 A
rzp
» Y1
- Vix M
XA T N(X) =N X4 0 (X"
e —— =, el
fYA A 1 N'X)T TYB
Wl Va = Vix) ,

Fsino (o TYB
Y

Slika 4.7: ProstoleZec€i nosilec v ravnini x-y, podporne sile, lokalni koordinatni sistem in diagrami
notranjih stati¢nih koli¢in

Izbor lokalnega koordinatnega sistema pri 2D primerih nosilcev z ravno osjo prikazemo z
izbiro pozitivne strani nosilca, ki je po definiciji tista stran na kateri pozitivnhi moment
M,y =M,y =M povzroca natezne napetosti (na obravnavanem primeru je to spodnja stran
nosilca, ki je zato oznacena s ¢rtkano ¢rto, Slika 4.7).
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Vse tri komponente notranjih staticnih koli¢in za zunanje in notranje staticno dolocene in
kinemati¢no stabilne konstrukcije lahko dolo¢imo z upoStevanjem ravnoteznih pogojev za
poljubne izrezane dele konstrukcije.

Levi del (Slika4.7): O<x<a

2F, =X, =Ny =0 N,,, =—X, =-Fcosa =konst. (0<x <a)

2F, =Y, -V, =0 Vi =Y, =Fsina(b/(a+b)) =konst. (0<x<a)
SM'=M,, -Y,x=0 M, =Fsina-b-x/(a+b)

Upogibni moment M,,, na obmoc¢ju 0<x<a poteka po linearni funkciji (premici) z
mejnima vrednostma (Slika 4.7).

Mg =0 M. =Fsina-a-b/(a+b)

Desni del (Slika 4.7): 0<x <b

Z:Fi)( =N(X') =O
YF, =V, +Y;=0 Viy ==Y =—Fsina-(a/(a+b)) =konst (0< X <b)
ZMT' IM(X')_YB‘X':O M(x') =Fsinoc-a-x'/(a+b)

Upogibni moment M,,, na obmoc¢ju 0<x'<b poteka po linearni funkciji (premici).
M-y =Fsina-a-b/(a+b) Mgy =0
Potek notranjih stati¢nih koli¢in (N, V,,in M,;) po dolzini teZiS¢ne osi nosilca vedno

prikazemo z diagrami, kjer praviloma izraCunane vrednosti nanaSamo pravokotno na os
nosilca v primerno izbranem merilu.

Na osnovi prikazanih rezultatov (Slika 4.7) lahko za nosilce z ravno osjo zaklju¢imo:

1. Pri nosilcih z ravno osjo obtezenih s koncentriranimi silami potekata diagrama
osnihsil N ,, in pre¢nih sil V,; v obliki stopnicaste funkcije.

2. V prerezu x=00z. X =0 (v prijemali§¢u podpornih sil) se pojavi preskok v
vrednostih notranjih sil AN, _,, =-Fcosa 0z. AV, = A, ter AV, =B,.

3. V prerezu X =a 0z. X =b (v prijemali$¢u aktivne sile F) se pojavi preskok v
vrednostih notranjih sil AN, _,, =Fcosa in AV, _,) =-Fsina.

4. Upogibni momenti M, potekajo po zvezni vendar ne zvezno odvedljivi funkciji.

Ob vrtljivih podporah so upogibni momenti identi¢no enaki 0, momentna krivulja
ob vrtljivih podporah ni zvezno odvedljiva.

5. Upogibni momenti M,,, potekajo linearno in so linearna funkcija razpetine
nosilca in intenzitete precne obtezbe.
6. Na posameznih odsekih ravnih nosilcev, kjer nanje ne delujejo precne oz.

vzdolzne obtezbe, potekajo preCne sile V 0z. osne sile N, po premici s
konstantno ordinato (imajo konstantne vrednosti).
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Primer 4.2:

Obravnavamo ravninski primer prostolezecega nosilca razpetine 7.0 m v ravnini x-y, ki je
obtezen le z vertikalno koncentrirano silo F =60 kN (Slika 4.8). Po pravilih grafostatike je
potrebno dolociti reakcijske sile in diagrame notranjih stati¢nih koliCin.

0 20kN
Y [ : :

Slika 4.8: Dispozicija prostoleZzeega nosilca s podporami in podpornimi silami, mnogokotnik
(poligon) sil, reducirani diagram upogibnih momentov ter pripadajo&i diagram precnih sil

40kN

Pri prostolezeCem nosilcu obtezenem z vertikalno obtezbo se aktivirata le vertikalni
komponenti reakcij Y, in Y. Ker je obtezba z vertikalno silo F vzporedna z reakcijama jo

moramo nadomestiti z ekvivalentnim sistemom sil (silo F v poligonu nadomestimo z vsoto
sil 0in 1, ki predstavljata nadomestni sistem sil v kolikor se vse tri sile F in Oter 1 v naértu
sil sekajo v skupni tocki).

Reakciji dolo¢imo z upoStevanjem ravnotezZnega pogoja, da mora biti skupni sistem sil Y, ,
Y, 0in 1 vravnotezju.

Pogoji ravnotezja sistemov sil v ravnini so vedno izpolnjeni v kolikor je poligon sil zaklju¢en
ter je hkrati izpolnjen Se momentni ravnotezni pogoj na poljubno toc¢ko v ravnini x-y.

V tocki II (Slika 4.8) se sekata sili Y, in 1. Za vzpostavitev momentnega ravnotezja na to¢ko
Il je potreben in zadostni pogoj za ravnotezje sistema sil v kolikor rezultanta sil Y, +0=S,
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deluje na premici s, ki lezi na zveznici tock I (presecisce sil Y, in 0) in Il. Vzporednica
premice s v nacrtu sil oz. na dispoziciji nosilca dolo¢a v poligonu sil intenziteti reakcij Y, in
Y, (Slika 4.8).

Za doloc¢anje notranjih stati¢nih koli¢in naértamo novi poligon sil s horizontalno lego
nadomestne sile S v ustreznem merilo (na sliki 4.8 je izbrana vrednost S = 40kN ).

V kolikor ponovno silo F v poligonu sil in na naértu sil nadomestimo z vsoto sil 0'in 1 ter
upostevamo momentni ravnotezni pogoj, ki ga izpolnimo tako, da vzporednico sili S

vvvvv

S =40KkN reducirani diagram upogibnih momentov katerega ordinato ozna¢imo z y,, (Slika
4.8).

Pri nacrtovanju diagrama v dispoziciji konstrukcije (pravimo tudi v nacrtu sil) moramo
upostevati pravilo, da se poljubne tri sile, ki v poligonu sil predstavljajo trikotnik sil, v nacrtu
sil sekajo v skupni tocki, ker poteka rezultanta dveh poljubnih sil s skupnim prijemalis¢em
vedno skozi njuno skupno tocko (prijemalisée rezultante sistemov sil s skupnim
prijemalis¢em).

Upogibne momente v izbranem prerezu dolo¢imo tako, da iz diagrama odmerimo pripadajoc¢o
vrednost y,, ter jo pomnozimo z vrednostjo sile S =40kN .

Nedvomno najve¢ji moment nastopi v prerezu X=a S pripadajoo vrednostjo
Ymex,) = 2-83m (Slika 4.8).

Najvecji moment v obravnavanem primeru znasa M, =2.83m-40kN =113.2kNm.

Pre¢no silo 'V, na odseku (0O<x<a) predstavlja negativna vrednost vertikalne komponente

(x)
sile 0, ki je v tem primeru enaka sili Y, ter na odseku (a<x<a+bh) vertikalna
komponenta sile 1, ki je enaka vrednosti —Y, (Slika 4.8). Pre¢na sila V, V prerezih

x =0, a, a+b ni natancno dolocljiva, ker ima obravnavana funkcijska sovisnost v tockah,

kjer na konstrukcijo delujejo koncentrirane preéne obtezbe preskok (limitni vrednosti z desne
in leve strani nista enaki).

4.4  Paliéne konstrukcije

Konstrukcije sestavljene iz samih ¢lenkasto povezanih pali¢nih elementov imenujemo
palicne ali predalcne konstrukcije. V kolikor so vse palice ravnhe, med seboj povezane
z brezmomentnimi €lenki in kadar Se vse obtezbe delujejo preko vozlis¢ (Clenkov) na
konstrukcijo imamo opravka s popolnimi predalénimi sistemi (pali¢nimi
konstrukcijami).

Za moment v ¢lenku i mora biti izpolnjen naslednji pogoj (Slika 4.9):

M' =T, xS, =[F, [Ssina; =0 (4.23)
Pogoj (4.24) je izpolnjen le v primeru o;=0+kn, kjer je k poljubno celo Stevilo.
Notranje staticne koliine v palici dolo€imo:

F, =N & +V,,&, +Vy,& =Se, (4.24)

My =M€ + My, +M; €, =€, xS, =0 (4.25)
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V posameznih palicah pri popolnih (Cistih) pali¢nih konstrukcijah se pojavijo samo
osne sile N, =N, ki so lahko natezne oz. tlacne pri a; =0 0z. a; =r.

Slika 4.9: Zunanje in notranje sile v ravnih pali¢nih elementih

4.4.1 Staticna doloc¢enost in kinemati¢na stabilnost

Obravnavamo stabilno podprto pali¢no konstrukcijo, kjer se lahko pri poljubni obtezbi
pri ravninskih konstrukcijah aktivira najmanj 3 ter pri palicnih konstrukcijah v prostoru
najmanj 6 reakcijskih sil. Slika 4.10 prikazuje primer kinemati¢no stabilne in stati¢no
dolocCene ravninske pali¢ne konstrukcije.

F
Yy VI 42 w43 VI
@
) 6 % ®@
| v X

W@II@III@IV@%'

Slika 4.10: Primer ravninske pali¢ne konstrukcije

Slika 4.10 prikazuje palicno konstrukcijo, ki jo sestavlja N, =13 ravnih palic
povezanih preko N, =8 brezmomentnih vozliS¢.

Vsaka palicna konstrukcija je v ravnoteZju v kolikor so v ravnotezju vsa njena
vozli§€a. V kolikor vplive posameznih palic nadomestimo z njihovimi osnimi silami, je

ravnotezje 2D palicnih konstrukcij zagotovljeno v kolikor sta v vsakem izmed vozliS¢
konstrukcije izpolnjena po dva silna ravnotezna pogoja.

Stopnjo statiCne nedoloCenosti dolo¢a razlika med Stevilom neznanih zunanjih in
notranjin sil v konstrukciji ter Stevilom ravnoteznih enacb, ki jo za 2D pali¢ne
konstrukcije dolo€imo:

N, =2N, —(N, +N,) (4.26)

kijer 2N, oznacuje Stevilo ravnoteznih pogojev v vseh vozlis€ih konstrukcije, N,
Stevilo neznanih sil v palicah ter N Stevilo neznanih reakcijskih sil.

V kolikor je poljubna 2D paliéna konstrukcija stabilno podprta je tudi
kinematiéno stabilna v kolikor je sestavljena iz samih trikotnih celic (Slika 4.10
in Slika 4.11).
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(b)

Slika 4.11: Osnovna stabilna oblika paligja; (a) Stiri in ve¢kotne oblike (celice) predalgja so praviloma
nestabilne in (b) Trikotna Sipa (tri ¢lenkasto povezane palice) predstavlja osnovno stabilno
obliko pali€ja v ravnini

Za staticno dolocene in kinematiéno stabilne paliéne konstrukcije pravimo, da
so tudi notranje staticno doloc¢ene v kolikor z enimi namisljenim prerezom treh
palic razpadejo na dva povsem lo¢ena dela

Pri staticno doloCenih in stabilno podprtih 3D pali¢nih konstrukcijah v prostoru se v
podporah pojavi N, reakcijskih sil (najmanj 6), v posameznih vozlisCih pa moramo
izpolniti po 3 silne ravnotezne pogoje. Za 3D palicne konstrukcije stopnjo statiCne
nedolo¢enosti ocenimo:

N, =3N, —(N, +N,) (4.27)

Stabilno podprte prostorske paliéne konstrukcije pa so zagotovo kinemati¢no
stabilne v kolikor so sestavljene iz posameznih celic v obliki tristrani¢nih
piramid.

4.4.2 Statiéna analiza pali¢nih konstrukcij

StatiCha analiza pali€nih konstrukcij obsega doloCitev reakcij ter osnih sil v
posameznih palicah. V kolikor so predalcne konstrukcije kinemati¢no stabilne in
staticno doloCene lahko reakcije in sile v posameznih palicah (predalkah) dolo¢imo na
osnovi ravnoteznih pogojev. Pogoj staticne doloCenosti za paliCne konstrukcije v
ravnini podamo z izrazom (4.284.28) ter za konstrukcije v prostoru z izrazom (4.29).

N, = 2N, - N, (4.28)
N, =3N, - N, (4.29)

kier N, pomeni Stevilo palic, N, Stevilo vozlis¢ ter N, Stevilo podpornih sil na
konstrukciji.

4.4.3 Metoda vozliSénega ravnotezja

Pri staticno dolo€enih in kinemati¢no stabilnih pali¢nih konstrukcijah najprej pri 2D oz.
3D konstrukcijah vplive podpor nadomestimo z najmanj tremi oz. najmanj Sestimi
podpornimi silami. Pri doloCanju osnih sil v posameznih palicah nato pali¢no
konstrukcijo obravnavamo kot togo telo obtezeno z aktivnimi in reaktivnimi silami.

Posamezno vozlis¢e nato izrezemo iz konstrukcije, vplive posameznih palic v
obravnavanem vozliS€u nadomestimo z njihovimi osnimi silami ter na osnovi
ravnoteznih pogojev za sistem sil s skupnim prijemaliS¢em dolo€imo sile v palicah
katerih osnih sil Se ne poznamo.
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Pri 2D primerih lahko v obravnavanem vozliS€u delujeta najveC dve palici katerih
osnih sil ne poznamo ter pri 3D primerih najvec tri palice z neznanimi osnimi silami. V
kolikor pri 3D konstrukcijah v enem vozliS€u delujejo tri palice z neznanimi osnimi
silami mora biti izpolnjen dodatni pogoj saj se vse tri neznane sile ne smejo nahajati v
skupni ravnini.

Primer 4.3:

Obravnavamo ravninski primer pali¢ne konstrukcije, ki je v podpori A podprta z nepremi¢no
vrtljivo ter v podpori B s horizontalno premic¢no in vrtljivo podporo ter je obteZena s tremi
koncentriranimi silami v vozlis¢ih konstrukcije (Slika 4.12).

F,=20kNy| 41 VI

. Y Y 5
CF=10kN&AB - A A v p
?ll' 3 /il @ |V & _AB IS5
T S
| - Y 1
3.0 D 5 F,=60kN | '8
o \
Ss 1S9 &
Xy H’A BN BANV F. v Sy Suwvi
. S, |V 3. °Ss y m ’\2[3
Al 20 |, 20 | 20 | K s 5 ls, X Sev S8
(a) (b)

Slika 4.12: 2D primer pali¢ne konstrukcije; (a) Pali€na konstrukcija s podporami in zunanjimi silami in
(b) Vozlis¢a konstrukcije s pripadajo€imi zunanjimi in notranjimi silami

Slika 4.12a prikazuje stabilno podprto ter kinemati¢no stabilno konstrukcijo, ker jo
sestavljajo same trikotne celice. Celotna konstrukcija je eno samo togo telo (Sipa), ki se pod
vplivi poljubnih obtezb (ob predpostavki togih pali¢nih elementov) ne more deformirati.

Konstrukcijo sestavlja N, =1lelementov, N, =7 vozli§¢ ter ima prepreene tri neodvisne
premike oz. se lahko aktivirajo tri reakcijske (podporne) sile N, = 3. Konstrukcija je stati¢no
doloc¢ena:

N, =2N, —(N,+N;)=2-7-(11+3)=0

Konstrukcijo najprej zunanje staticno uravnotezimo:

>E =-X,+F +F, =0 X, =F +F, =30kN

Y>M* =Y, -6-F -3-F,-45-F,-4=0 Y, =360/6=60kN

>E, =Y, +Y;-F =0 Y, =0

Na zunanje uravnoteZeni pali¢ni konstrukciji posamezna vozlis¢a izrezemo iz konstrukcije.
Osne sile v palicah katerih osnih sil ne poznamo predpostavimo kot natezne, ki delujejo v osi
posameznih palic v smeri od analiziranega vozlis¢a (Slika 4.11b). S postopkom uravnoteZenja

posameznih vozli§¢ pricnemo vedno v vozliscu, kjer se sekata dve palici z neznanimi osnimi
silami.

Vozlisce I (Slika 4.12b)

>E =S,sina—-X, =0

S, =X, /sino.=30/(2/~/13) =15-4/13 = 54.083kN (natezna sila)
> F, =S +S,c050=0
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S, =-S,cosa=-X, cota=-30-3/2 =—-45.000kN (tlacna sila)
Vozlisce 11

D> R, =-S,+SssinB=0

S, =S, /sinp =—-45-4/6.25/1.5=—75.000kN (tlak)

D> R =F +S;+S,c0sp=0

S, =—F —S,cosp=-10+75- 2/~/6.25 = 50.000kN (natezna sila)
Vozlisce 111

D> F,=-S,cosa+S, =0

S, =S, cosa =15-/13-3/+/13 = 45.000kN (natezna sila)

D> Ry =-S,sina—S,+S, =0

S, =S, sina+S, =15-4/13-2/4/13 +50 = 80.000kN (natezna sila)
Vozlis¢e VI

D R, =-SsinB—S, —S,sinp=0

S, =—S, —S, /sinB =75-45-/6.25/1.5 = 0.000kN

> F=F,—Sssinp+S,,=0

S,, =S, cosp—F, =—75-2/~/6.25 —20 = —80.000kN (tlak)
Vozlisée IV

> F,=S,—F,=0

S, = F, =60.000kN (natezna sila)

D R =-S,+S,=0

S, =S, =80.000kN (natezna sila)

Vozlis¢e V

YE, =Y, +S,,sinp=0

S,, =Y, /sinp =—60-6.25/1.5 = —100.000kN (tlak)

>F, =-S5 —S,, 005 =-80+100-2/+/6.25 = 0 (verifikacija izra¢una)

Primer 4.4:

Obravnavamo prostorski primer palicne konstrukcije, ki je v podporah A, B in C podprta z
nepremi¢nimi vrtljivimi prostorskimi podporami ter v toCki D obtezena s poljubno
koncentrirano silo, ki se preko vozlisa prenasa na konstrukcijo (Slika 4.13). Pali¢na
konstrukcija je kinemati¢no stabilna, ker jo sestavlja ena sama prostorska celica v obliki
tristrani¢ne piramide (podpore v tockah A, B in C so nepremicne ter zato nadomescajo
povezovalne palice vzdolz premic AB, BC in AC).

Pri obravnavani konstrukciji upostevamo 9 komponent reakcijskih sil, tri ¢lenkasto povezane
palice N, =3 ter Stiri vozlis¢a N, =4. Stopnjo staticne dolocenosti ocenimo:
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N, =3N, (N, +N,)=3-4—(3+9)=0

Obravnavana prostorska pali¢na konstrukcija je kinemati¢no stabilna in stati¢no dolocena.

A

Slika 4.13: Prostorsko paligje: (a) Skica prostorske konstrukcije in (b) Izrez vozlis¢a D s pripadajogimi
zunanjimi in notranjimi silami

(b)

V vozlis€u D se sekajo tri palice katerih osnih sil ne poznamo. Ker se vse tri palice ne
nahajajo v skupni ravnini lahko vozlis¢e D izrezemo iz konstrukcije (Slika 4.13b) ter z
uravnotezenjem dolo¢imo osne sile v vseh treh palicah prostorske konstrukcije. DolocCitev
podpornih sil pred dolofanjem notranjih sil v tem primeru ni nujno potrebno. Za
predpostavljene natezne osne sile S;, S, in S;, Ki v izrezanem vozlis¢u delujejo vzdolz osi

posameznih palic (v smeri od vozlis¢a) najprej v lokalnem koordinatnem sistemu x4, i, Z3
(Slika 4.13b) dolo¢imo koordinate posameznih tock, dolzine posameznih palic ter smerne
kosinuse posameznih osnih sil v palicah.

¢, =b*+c? +d? X,z =—b Yig =—C 2, =—d

coso, =—b/ /¢, cosP,=—-c/¢, cosy,=-d//,
€2=Vb2+C2+d2 X1C=_b Yic =C Z =—d
cosa, =—h/?, cosp,=c/¢,  cosy,=-d/l,
l,=+(@a+b)’+d* x,=—(a+b) y,=0 Z,, =—d
coso, =—(a+b)/¢, cosP,=0 cosy, =—d//,

Vozlis¢e D mora biti v ravnotezju (Slika 4.13b), pogoj zapisemo v vektorski in matri¢ni
obliki:

S,+S,+S,+F=0

-b/t, —ble, —(a+b)/ 1, |[S, -F,
—c/t, cle, 0 S,p=1-F
-d/¢, —-d/e, —dle, S, -F,

Sistem treh enacb s tremi neznankami reSimo po Cramer-jul.
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—b/e, —ble, —(a+b)/ e,
Det[A]=Det| —c/¢, c/¢, 0 = —2acd /(¢,0,0,)
—d/¢, —d/e, —dle,

Konstrukcija je kinemati¢no stabilna v kolikor so razdalje a, ¢ in d razli¢cne od 0.

Sile v posameznih palicah dolo¢imo s poddeterminantami:
-F, —b/l, —(a+b)/ 7,
S, =Det[A, |/ Det[A]=Det| -F, c/¢, 0 / Det[A]=—F, Ly F, L, F £,(a+b)
2a 2C 2ad
-F, —d/¢, —d//,

~b/¢, —F, —(a+b)/¢,
gZ

14 /,(a+h)
S, =Det|A, |/ Det|A|=Det| —c/¢, —F 0 /Det|A|=-F -2 —-F -2 4+F -2~/
2 [ 2] [ ] 1 y [ ] x2a y2C z 2ad
—-d/¢, -F, —d/,

~b/¢, —ble, —F,
S, =Det[A, |/ Det[A]=Det| —c/¢, c/¢, —F, |IDet|A]=F,
~d/¢, —d/¢, —F,

fa_p L
a ad

Reakcijske sile v podporah A, B in C morajo biti v ravnotezju z osnimi silami v posameznih
palicah, ki so ¢lenkasto povezane s posameznimi podporami. Izvrednoti jih lahko bralec sam.

4.4.4 ResSevanje ravninskih primerov po grafostati¢ni metodi

Iz zgodovine mehanike je poznano, da je mogoCe vrsto problemov s podrocja
gradbene statike reSiti po grafostaticnih metodah. Pri pali¢nih konstrukcijah je
mnogokrat vsaj za razumevanje problematike uporabna ter zelo koristna grafi€na
metoda vozliS¢nega ravnoteZja, ki ji pravimo tudi postopek po Cremoni.

Primer 4.5:

S postopkom po Cremoni bomo dolo€ili reakcije ter osne sile v palicah za palicno
konstrukcijo, ki je ze analizirana (primer 4.3).

Najprej nacrtamo pali¢no konstrukcijo s podporami v primernem merilu ter oznacimo
podpore, posamezne palice in vozlis¢a konstrukcije (Slika 4.14).

Palicno konstrukcijo najprej uravnotezimo z reakcijskimi silami. V poligonu sil dolo¢imo
rezultanto vseh znanih sil, ki delujejo na konstrukcijo. Dolo¢imo delno vsoto sil

Fe, =F, +F,, ki deluje v vozlis¢u VII ter v togki D seka uginkovalnico sile F,. Rezultanto
vseh znanih sil dolo¢imo Iq:R231 = I#:st +F,, ki deluje v Ze omenjeni tocki D .

S premico vzporedno rezultanti vseh znanih sil IERm, ki poteka skozi tocko D, dolo¢imo tocko
C v kateri deluje vsota sil FRB] +Y, . Ker je preostala le $e reakcijska sila A =X, +Y, mora

tudi ta potekati skozi tocko C ter deluje na premici AC. Z uravnoteZenjem vsote vseh znanih
sil IERmS silama A in Y, katerih u¢inkovalnice poznamo, dolo&mo v poligonu sil velikosti
obeh reakcijskih sil (Slika 4.14).
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Pri paliénih konstrukcijah v ravnini dolo¢amo osne sile v palicah tako, da postopoma
uravnotezimo vsa vozlis€a konstrukcije. S postopkom pri¢nemo v vozlis¢u v katerem se
sekata najve¢ dve palici katerih osnih sil ne poznamo. Najprej vse znane sile v obravnavanem
vozlis¢u grafi€no seStejemo ter dobljeno rezultanto uravnoteZimo (zaklju¢imo poligon) z
dvema preostalima silama katerih ucinkovalnice poznamo. Dobljene smeri neznanih sil
zacrtamo v nacrt sil. Osne sile so natezne oz. tlaéne v kolikor delujejo od oz. k obravnavanem
vozlis¢u konstrukcije.

Velikosti neznanih sil odmerimo iz poligona sil ter jih prikazemo v tabeli (Slika 4.14).

YB E'\ F2
\\
\\
%%
\ A
\ ‘.\
L X
\
\ N
|
\ s
\@ % o
N
\ &>
\ F3 ",\
<XA uF1
0 20kN 40kN
kN
SILAITLAK | NATEG
S, 45
S, 54
S, 50
S, 80
S: 80
Sg 75
S, 45
Sg 0 0
Sq 60
Sio| 100
Sy 80

Slika 4.14: Prerez pali¢ne konstrukcije, poligoni sil in rezultati staticne analize pali¢ja po grafostati¢ni
metodi po Cremoni

Postopek po Cremoni pricnemo v vozlis¢u I (poligon sil, Slika 4.14). Zafrtamo znano
reakcijsko silo A' ter jo uravnotezimo s silama S} in S;. Sila S} deluje od vozlis¢a (zato je

natezna) ter sila S, k vozlis¢u (tladna). Intenziteti obeh sil odmerimo iz poligona sil ter sta
prikazani v priloZeni tabeli.

Postopek nadaljujemo za vozlisée II. V to&ki II v poligonu sil najprej sestejemo znani sili F

in S, ter ju uravnotezimo z natezno silo S} ter tlaéno silo S; .
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Za uravnotezenje vozlis¢a III v poligonu sil v to¢ki III nanesemo znano silo S}', k njej

pristejemo silo S)' ter njuno vsoto uravnotezimo z nateznima silama S}' ter S!'',

Za vozlisée VI najprej v poligonu sil setejemo sile F)', SY' in SY' ter njihovo vsoto
uravnotezimo s tla¢no silo S, in ugotovimo, da je osna sila Sy identiéno enaka 0 . Postopek

nato ponavljamo za preostala vozlis¢a dokler niso izpolnjeni ravnotezni pogoji vseh vozlis¢
na konstrukciji.

4.4.5 Metoda prereza (Ritter-jev postopek)

V kolikor poljubno pali¢no konstrukcijo z enim prerezom razdelimo v dva loCena dela
ter medsebojne ucinke povezanih palic nadomestimo z njihovimi osnimi silami (Slika
4.15) morata biti oba prerezana dela konstrukcije v ravnotezju.

N
F,=20kN.vi 47 | VI Fo=20kNy1 S Sy
|
‘ \8
15 6 201 | N\ S s,
' F1:1O§N | v x F4=10kN > V_ X
3 /il @1 v 35 _A g [ s, S, |V
| - Ys
3.0 D 6 ‘_VF3:60kN vF3=60kN
XA
Al —
20 | 20 | 20 | Ya
(a) (b)

Slika 4.15: Pali¢na konstrukcija: (a) Zunanje in notranje stati¢no dolo€ena konstrukcija ter (b) Levi in
desni del uravnotezene paliéne konstrukcije ter sile v prerezanih palicah

V kolikor je obravnavana palicha konstrukcija kinematicno stabilna ter zunanje in
notranje staticno doloCena lahko sile v prerezanih palicah dolo€imo na osnovi
ravnoteznih pogojev za levi in/ali za desni del prerezane konstrukcije.

Pri 2D primerih lahko sile v prerezih doloCimo kadar hkrati prerezemo le tri palice
katerih osnih sil ne poznamo ter v kolikor se najveC dve neznani sili sekata v skupni
tocki.

Pri prostorskih 3D primerih je sistem resljiv samo kadar hkrati prerezemo najvec Sest
palic katerih osnih sil ne poznamo ter od katerih lahko najvec tri sile delujejo v skupni
tocki.

Metoda prereza je uporabna zlasti v primerih kadar dolo€amo osne sile samo v
nekaterih (kriti¢nih) palicah konstrukcije. Postopek za reSevanje 2D primerov je bil v
zgodovini mehanike imenovan tudi Ritter-jev, ker je temeljil na graficnem postopku
uravnotezenja rezultante poljubnega sistema sil v ravnini s tremi nekolinearnimi silami
po metodi s Culmann-ovo premico.

Za prikazani primer so ze v poglavju 4.3.3. doloCene reakcijske sile, ki so z ozirom na
oznake na sliki Slika 4.15b naslednje:

X, =—30kN Y, =0 Y, = 60kN

Za levi in desni del prerezane konstrukcije (Slika 4.15) lahko uporabimo po tri
poljubne ravnotezne pogoje, za levi del so lahko naslednii:

Statika 1 101



SF, =8, =0
SMY' =X, -45+F,-1.5+S,-1.5=0 S, =—(F,-1.5+ X, -4.5)/1.5 = 80.000kN
2E, =F+E +X,+5,+S§,,=0 S,,=—F —F, =X, —S, = -80.000kN

Preostale osne sile v posameznih palicah lahko dolo€imo z novimi oz. dodatnimi
prerezi konstrukcije.

4.5 Diferencialne zveze med notranjimi stati€nimi in zunanjimi obtezbami

Obravnavamo infinitezimalno majhen del konstrukcije dolZzine As na katerega
delujeta vektorja notranjih sil (—=F,,—M) in (Fq.,Mg.) ter zunanja zvezno

S+As)

razporejena obtezba in zvezno razporejeni momenti m, (Slika 4.16)

Slika 4.16: Infinitezimalno majhen del konstrukcije: (a) Zunanje obtezbe ter (b) Notranje sile in enotni
vektoriji lokalnega koordinatnega sistema na delcu konstrukcije dolzine AS

Obtezbene vektorje, ki delujejo na tezis¢no os (Slika 4.16a) na delu konstrukcije
dolzine As izrazimo v naravnhem lokalnem koordinatnem sistemu:

0 =N.€, +0,€, +0s€, (KN/m) (4.30)
M =M€, +mM,€, +m.€, (KNm/m) (4.31)

Kadar je As dovolj majhen (As —ds) lahko posamezne vektorje (Slika 4.16)
nadomestimo s prvima ¢lenoma Taylor-jeve vrste:

— —

Fe.qs = Fs) + (R, /ds)ds M c.q9 =M, + (M, /ds)ds (4.32)

U(sia9 = U5y +(d0 ) / ds)ds Msia9 = Mgy + (M) /ds)ds (4.33)

Statika 1 102



Ts.ag = I + (dr, /ds)ds (4.34)

Ker mora biti vsaki del konstrukcije v ravnotezju ta pogoj velja tudi za del konstrukcije
dolZine As.

Z I_:)i = I_:’(s+ds) - I_:’(s) + (1/ 2)(261 ) T dq (s) /dS)dS 26
(dFysy / ds)ds + G ds + (1/ 2)(cd ) / ds)dsds =0

o _ 4 (4.35)

g - o :
Odvod prerezne sile po dolzini teziSéne osi nosilca je enak negativni vrednosti
precne obtezbe (vpliv produkta odvoda in diferenciala dolZzine elementa je
zanemarljivo majhen).

DM =-M +M, +(dM, /ds)ds T, x F, + (T, + (dFy, /ds)ds) x (F, + (dF, /ds)ds) +

(F, +(1/2)(dF,,, /ds)ds) x (G, +(1/2)(dd, / ds)ds)ds + i, ds+ (L/ 2)(df ., / ds)dsds = 0

V momentni enacbi opustimo poljubno majhne vrednost produktov diferencialov ter
dobimo:

(dM, /ds)ds + (T, /ds)dsx F, + T, x (dF, /ds)ds + T, x T, ds + M, ds =0 (4.36)

V izrazu (4.36) upoStevamo enakost (4.35) ter tako dobljeno sovisnost nato krajSamo
z ds:
dM(s) = iy = = 5 b

s Mo~ g~ Fp =My —&r xF (4.37)

Izraz (4.36) zapiSemo z upoStevanjem izraza (4.12):

ds ds
(de(s) /ds)ey + Voo (dey /ds) +(dV,

€1 + Vo By + Ty 83) = (AN, /ds)e; + N (d&, /ds) +

© © (4.38)

o /48)€ + Vi (d&y /ds) = —n €1 —q,8y —q;&y

viv v

Odvode enotnih vektorjev po dolzini teziS€ne osi izrazimo v odvisnosti od radijev
fleksijske in torzijske ukrivljenosti (Slika 4.17).

Z ozirom na prikazani rotaciji koordinatnega sistema (Slika 4.17) odvode enotnih
vektorjev definiramo:

€

de, /ds =N (4.39)
R
§ @
de, /ds=—ST4 % 4.40
fds =4 28 (4.40)
déB/ds:—eEN (4.42)

kjer R oz. BoznacCujeta radij fleksijske oz. torzijske ukrivljenosti teZiS€ne osi nosilca,
ki sta definirana z izrazoma (4.9) oz. (4.10). Izrazi (4.39), (4.40) in (4.41) so v literaturi
poznani kot Frenet-ove formule.
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(b)

Slika 4.17: Fleksijska in torzijska ukrivljenost osi nosilca; (a) Fleksijsko ukrivljenost ponazarja rotacija
koordinatnega sistema okrog binormale in parcialno (b) Torzijska ukrivljenost prikazana
kot rotacija koordinatnega sistema okrog tangente na teziS¢no os nosilca

Vektorsko enacbo (4.38) z upostevanjem izrazov (4.39), (4.40) in (4.41) zapiSemo s
tremi skalarnimi izrazi:

dN \Y%
© _ g2 (4.42)
ds R
dVy Ny | Vi
R R ORISR (O} 4.43
s ©L-H g (4.43)
dVy) Vi
=—q;———— 4.44
ds q; B ( )
Tudi izraz (4.37) lahko prikazemo v razSirjeni obliki z upoStevanjem izraza (4.12):
dM d dM dé. dM
() _ = = 2y T 2s) =
N &(MT(S)GT + M, 8y + My €)= 5o + My, d—ST+ - +
e ¢ ¢ 4.45
d_e.N dM3(S) - déB ~ - - T N B ( )
MZ(S)E—F ds €5 +M3(5)K=—mTeT —m,ey —MmM,;Cy — 1 0 0
Ny Vo Vi

Vektorsko enacbo (4.45) z upostevanjem izrazov (4.42), (4.43) in (4.44) podamo v
bolj pregledni skalarni obliki.

dM;e me 4+ My

- . (4.46)
dM2(s) MT(s) M3(s)
T =-m, + V3(S) - R + ? (4.47)
dM3(s) Mz(s)
T =-m, — VZ(s) — B (4.48)

Skalarni izrazi (4.42), (4.43) in (4.44) ter (4.46), (4.47) in (4.48) doloCajo diferencialne
zveze med notranjimi statiCnimi koliCinami za ukrivljene prostorske konstrukcije. V
stroki jim pravimo diferencialne enacbe notranijih stati¢nih kolicin.

Diferencialne enacbe se poenostavijo pri ravninskih ukrivljenih nosilcih (Slika 4.18).

Pri takSnih konstrukcijah se teziS€na os, obtezbe, reakcijske sile ter enotna vektorja

Vv v

€, in €, nahajajo v ravnini x-y, torzijska ukrivljenost teziS¢ne osi je pri nosilcih v
ravnini enaka 0 (1/B=0).
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Z
Slika 4.18: Ukrivljeni nosilec v ravnini x-y

Zlahka lahko ugotovimo, da se tudi izrazi za obteZbe in notranje sile poenostavijo:
G=ng +q,8,, M=mg, in E,={N,, Vy,, 0f ter M, =1{0,0 M, | Zlahka

ugotovimo, da imamo pri ravninskih primerih le tri diferencialne enacbe notranjih
stati¢nih koligin;

dN V.
6 _ —n, + 2(s) (4.49)

ds R

dVy N,

G O ) 450
ds 4P} R ( )

dM

— 3 —m;, -V, (4.51)
ds

Pri konstrukcijah z ravno osjo v ravnini x-y (Slika 4.19) je ob torzijski hkrati tudi
fleksijska ukrivljenost enaka 0 (1/R =0).

Slika 4.19: Nosilec z ravno 0sjo v ravnini x-y

Pri nosilcih z ravno osjo definiramo glavno normalo po dogovoru. Lokalni koordinatni
sistem (X, y, z) izberemo tako, da os x sovpada s teziS€no osjo nosilca, smer glavne
normale €, pa doloCa pozitivna stran ravnega nosilca, ki jo izberemo tako, da
pozitivni upogibni moment, ki deluje v smeri glavne normale, povzro€a v vlaknih
konstrukcije na pozitivni strani natezne napetosti.

V kolikor je pozitivha stran spodaj (Crtkana ¢rta, Slika 4.19), smer glavhe normale
sovpada s smerjo z osi lokalnega koordinatnega sistema. V taksnih primerih je tudi
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parameter s, ki dolo€a dolZino teziS¢ne osi nosilca enak x koordinati lokalnega
koordinatnega sistema.

V takSnem najenostavnejSem primeru so obtezbe in notranje sile odvisne le od

koordinate x: G=0,=n€; +0,€, M=M, =m, €, in F :{N(x), 0, V(X)} ter

I\7I(X) :{O, My O}. Tako pri konstrukcijah z ravno osjo preostanejo le naslednje tri

bistveno poenostavljene diferencialne zveze (enacbe):

Mo (4.52)
dx )
dv,,,
dx ) (4.53)
My _ —m,, +V,, (4.54)
dx
V kolikor izraz 4.55 Se dodatno odvajamo po dolzini ravhega nosilca dobimo:
2
% = dix(_mm + Vi) =—m,, + % =-m, —q, (4.55)

V strokovni praksi je najveckrat tudi zvezno razporejeni upogibni moment m,, =0 in

za tak3Sne najpreprostejSe primere lahko za konstrukcije oz. nosilce z vsaj odsekovno
ravnimi osmi zaklju€imo:

1. Prvi odvod osne sile N, , po dolzini teziS¢ne osi ravnega nosilca je enak

()

negativni vrednosti obtezbe n,, v smeri tangente na os nosilca:
) _

dN
o

2. Prvi odvod precne sile V,

negativni vrednosti pre¢ne obtezbe (,, v smeri binormale na os nosilca:
dv,,

dx

3. Prviodvod upogibnega momenta M,, po dolzini teziSéne osi ravnega nosilca je

po dolzini teziSéne osi ravnega nosilca je enak

= A

enak vrednosti precne sile V!
dM,,, _v
ICS!
dx
4. Drugi odvod upogibnega momenta M,,, po dolzini teZiS¢ne osi ravnega nosilca

je enak negativni vrednosti precne obtezbe (,,:

5. V tocki x=X;, kjer sta preCna obtezba ¢, oz. vzdolzna obtezba n,enaka O

imata pre€na sila V,) oz. osnasila N,, ekstremni vrednosti.
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6. Vtocki X =X;, kjer imata precna obtezba q,, oz. vzdolzna obtezba n ,, preskok

imata diagrama preénih sil V_, o0z. osnih sil N

) o lom oz. obe funkciji v tocki

X = X; nista zvezno odvedljivi.

7. Vtocki X =X, kjer sta precna obtezba (,, oz. vzdolZzna obtezba n,, singularni

(delujeta koncentrirani sili) imata diagrama preé¢nih sil V_. o0z. osnih sil N

(x) (x)
preskok (levi in desni vrednosti funkcij notranjih staticnih koli¢in v tocki x =X,

nista enaki).

8. V tocki x=x,, kjer je pre€na sila V., enaka 0 ima upogibni moment M,

ekstrem (maksimum oz. minimum).

9. Vtocki x=X,, kjer ima pre¢na sila V, lom

(v Preskok ima upogibni moment M

(x)
(funkcija M,, ni zvezno odvedljiva).

10. V tocki x=X,, kjer je precna sila V, singularna (deluje koncentrirani moment)
ima upogibni moment M,, preskok (leva in desna vrednost funkcije upogibnega
momenta M,, vtoCki x =X, nista enaki).

4.6 Integracija diferencialnih ena¢b notranjih stati¢nih koli€in

Diferencialne enacbe notranjih stati¢nih koli¢in lahko za nosilce z ravno oz. vsaj
odsekovno ravno teZiS¢no osjo brez vecjega napora integriramo. Slika 4.20 prikazuje
izsek ravnega nosilca dolzine X—Xx, obteZzen s precCno obtezbo q,, s pripadajocimi

prereznimi silami.

M(XQ),

\4 \ \ \ Ii“m,_;

M(X) V
L X - XO (X)

< Y

Slika 4.20: 1zsek ravnega nosilca na odseku med x —Xx,,

Izraz 4.53 uporabimo v obliki dN,, =-n,,dx ter na odseku x—x, integriramo.

IdN(X) :—In(x)dx N =N, :—In(x)dx (4.56)

Xo Xo Xo

Sprememba osne sile na odseku x-—Xx, je enaka negativni vrednosti vsote projekcij
vseh sil, ki delujejo na odseku x—X, v smeri tangente na teziS¢no os nosilca.

Na podobni nacin integriramo izraza (4.54) in (4.55).

JdVi =—1qdx Vio = Vg =~ [ dx (4.57)
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Sprememba prec¢ne sile na odseku x—X, je enaka negativni vrednosti vsote projekcij
vseh sil, ki delujejo na odseku x—X, v smeri binormale na teziS¢no os nosilca.

JdM,,, = JV dx M

(x) ) = .[(V x) Iq(x)dx)dx (4.58)

(x) -M

Sprememba upogibnega momenta na odseku x-X, je enaka vsoti upogibnih

momentov zaradi vplivov pre€ne sile v tocki x, in preCne obtezbe, ki deluje na
odseku x—X, v smeri binormale na teziS¢no os nosilca.

V kolikor v izrazih (4.56), (4.57) in (4.58) za obmocje integracije upostevamo celotno

dolzino teZiS¢ne osi (Slika 4.21) lahko na osnovi integralskih izrazov dolo€imo
notranje staticne koli€ine v poljubnem prerezu obravnavane konstrukcije.

DELOVNA SHEMA
NOTRANJIH SIL

Slika 4.21: Prerezana dela konstrukcije in delovna shema (pozitivni predznak) za dolo€anje notranjih
stati¢nih koli¢in na osnovi integracije diferencialnih enacb notranjih stati¢nih kolic¢in

V kolikor v izrazu (4.56) upostevamo obmocje integracije X, =0—AXx je vrednost osne
sile na spodnji meji integracijskega intervala N, , =0, ker se toCka Xx,=0-Ax
nahaja izven konstrukcije, ter ga lahko podamo v skrajSani obliki.

N = fnmdx (4.59)

Xo

Na osnovi izraza (4.59) zaklju€imo:

Osna sila N,,v obravnavanem prerezu x konstrukcije je enaka negativni vrednosti

vsote projekcije vseh sil v smeri tangente na os nosilca, ki delujejo na levi ali desni
del obravnavanega nosilca. V kolikor pa upostevamo pozitivni predznak (delovna
shema notranjih sil, Slika 4.21) lahko definicijo Se poenostavimo:

Osna sila N ,v obravnavanem prerezu x konstrukcije je enaka vsoti projekcij

()
vseh sil, ki delujejo na levi del nosilca v smeri pozitivnega predznaka N, 0
vsoti projekcij vseh sil, ki delujejo na desni del nosilca v smeri predznaka N(x)
(Slika 4.21).

Podobna prakti¢na definicija velja tudi za pre¢no silo in upogibni moment. V kolikor za
spodnjo mejo integracijskega obmocja upostevamo Xx,=0-Ax (spodnja meja
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viv v

integracijskega obmocja se nahaja izven teziS¢ne osi nosilca) izraz (4.57) podamo v
enostavnejsi obliki:

Vi =—1qdx (4.60)

(V precCni obtezbi q,, je potrebno upostevati tudi komponente koncentriranih sil v
smeri binormale na os nosilca).

Precna sila V

vseh sil, ki delujejo na levi del nosilca v smeri pozitivhega predznaka pre¢ne

sile V,,,, 0z. vsoti projekcij vseh sil, ki delujejo na desni del nosilca v smeri

pozitivhega predznaka prec¢ne sile V('X) (Slika 4.21).

v obravnavanem prerezu x konstrukcije je enaka vsoti projekcij

Podobno lahko z izbiro spodnje meje integracijskega intervala poenostavimo tudi
izraz (4.58) za upogibne momente:

M, = I(—jq(x)dx)dx (4.61)

lzraz (4.61) tudi dolo¢a, da je upogibni moment v poljubnem prerezu x nosilca enak
povrsini diagrama precnih sil na izbranem intervalu med koordinatama x, =0—-Ax ter
X. (Pri dolo¢anju povrSine diagrama precnih sil je potrebno tudi dosledno upostevati
vplive koncentriranih momentov, ki so enaki intenziteti koncentriranih momentov).

Zato lahko tudi ugotovimo, da zvezna porazdelitev precne obtezbe g, vpliva na

intenziteto upogibnih momentov le na obmocju porazdelitve, medtem, ko je njen vpliv
v robnih tockah integracijskega obmocja odvisen le od skupne vsote precne obtezbe
in njenega prijemaliS¢a na obmocju porazdelitve.

Upogibni moment M, v obravnavanem prerezu x konstrukcije je enak vsoti
momentov na glavno normalo prereza €, vseh sil, ki delujejo na levi del
nosilca v smeri pozitivnhega predznaka M,,,, 0z. vsoti momentov na glavno
normalo €, prereza vseh sil, ki delujejo na desni del nosilca v smeri

pozitivhega predznaka momenta M'(X) (Slika 4.21).

Primer 4.6:

Za prostolezeCi nosilec z razpetino ¢ obremenjen z vertikalno trikotno zvezno razporejeno
obtezbo (Slika 4.22) je potrebno dolociti reakcije ter diagrame poteka notranjih stati¢nih
kolicin. Posamezne zvezno porazdeljene obtezbe najveCkrat nadomestimo z ekvivalentno

nadomestno obtezbo S, ki deluje v teZi§¢u zvezno razporejene obtezbe. Intenziteto
nadomestne sile dolo¢imo:

X'=¢
S = j(qO 10)X'dX = (q,/£)¢*12=0q,012
x'=0
Prijemali§¢e sile S je za razdaljo a oddaljeno od tocke B (Slika 4.22). Razdaljo a dolo¢imo
na osnovi pogoja enakih momentov dveh stati¢no ekvivalentnih sistemov sil.
X'=(
S.a= j(qolf)x'x'dx:qoﬁz/i% a=2(/3
x'=0
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Slika 4.22: Dispozicija prostoleZze€ega nosilca obteZenega s trikotno zvezno obteZbo, uravnotezeno
prosto telo ter pripadajoCa diagrama notranijih sil

Ker porazdelitev obtezbe na dolzini / ne vpliva na vrednosti notranjih sil v tockah A in B
(robni tocki porazdeljene obtezbe) lahko reakcijske sile doloCimo z upoStevanjem

nadomestne sile S.

SM* =Y, (-S¢/3=0 Y, =S /3=q,//6
YE, =Y, -S +Y; =0 Y, =S -Y,=q,//3
>F, =X, =0 X, =0

Diagram poteka notranjih sil vzdolz teziS¢ne osi doloCimo z upoStevanjem nadomestne
obtezbe in pozitivnega predznaka (Slika 4.22).
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V(x=0+Ax) = VAD =Y, =q,//3 V(x=€/3fo) = VlL =Y, =q,¢/3

V

(x:ff/3+Ax) = VID =Y, - S = —q,l/6= V(x:,ﬁfo) = VBD

Potek precnih sil V,,, prikazemo z diagramom (Slika 4.22), ki je na obmocju porazdeljene

trikotne pre¢ne obteZbe nacrtan s tanko ¢rtkano Crto, ker pre¢ne sile na obmocju porazdeljene
obtezbe Se niso dokon¢ne (pravilne), ker je v izraCunu upoStevana nadomestna obtezba s
koncentrirano silo. Pravilni potek precnih sil lahko dolo¢imo numeri¢no z upoStevanjem
pozitivnega simbola za desni del nosilca v prerezu 1-1:

Vi, ==Y +(q,/0)xx /2
Ugotovimo, da precna sila na obmocju trikotne zvezne obtezbe poteka po zakonu kvadratne

parabole. V obeh robnih tockah A in B ima precna sila ze pravi vrednosti. Smerna

koeficienta tangent na graf preéne sile v to¢kah A" in B" dolo¢imo na osnovi diferencialnih
Z\Vez.

dv, dv,,,

(x) —— q — _q
dX () |x=0+Ax 0
x=0+Ax x=/—Ax

- _q(x) x=/—-Ax - 0
pre¢nih sil ter ugotovimo, da se obe tangenti sekata v to¢ki 2, ki se nahaja na polovici

obmod¢ja trikotne zvezne obtezbe. Hkrati naértamo e zveznico tock A'B  za katero lahko
dokazemo, da ima enaki smerni koeficient kot tangenta na graf precnih sil v tocki 2, Ki se
nahaja pri x=1/0/2.

dv,,
|, T
X x=(/2
Tangenti tq,, t, in zveznica tock A'B" predstavljajo karakteristi¢ni trikotnik diagrama

precnih sil pod trikotno zvezno obtezbo v katerem potekajo pre¢ne sile po zakonu kvadratne
parabole. Ker poznamo vrednosti pre¢nih sil v to¢kah A in B ter tudi obe tangenti v teh
toCkah lahko kvadratno parabolo povsem dolo¢imo. Dolo¢imo si Se vrednost precne sile v
tocki 2:

\% ==Y, +(q,/ 00’ /8=—q,l/6+q,l/8=—q,l/24

x'=0/2)

Tocka 2 v diagramu precnih sil, ki doloca velikost precne sile v tem prerezu se nahaja na

simetrali zveznice tock 22 0z. na simetrali teZid¢nice karakteristiénega trikotnika.

Vzporednica premici AB" v diagramu pre¢nih sil dolo¢a tangento na graf pre¢ne sile v tocki
2 (z vrednostmi precnih sil v treh tockah ter s tremi tangentami lahko Ze nacrtamo dovolj
natancen graf precnih sil).

Tudi graf upogibnih momentov najprej nacrtamo za primer prostega telesa (Slika 4.22)
obtezenega z nadomestno koncentrirano silo. Z upoStevanjem pozitivnega predznaka
ugotovimo:

M0y =M =0 M

(x=0) —

Mg =0 =M, =Y,20/3=q,*/9(p)

(x'=20/3)

Oznaka (p) pomeni, da tako izraCunani upogibni moment pod razporejeno obtezbo ne
predstavlja prave vrednosti upogibnega momenta temve¢ le pomozno vrednost pri
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nacrtovanju grafa upogibnih momentov vzdolz tezi§¢ne osi nosilca. Za nadomestno obtezbo
nosilca s koncentrirano silo S* graf upogibnih momentov poteka po zakonu premice:

M . =Yx =qfx /6 (0<x <2¢/3) M, =Y, x=q,lx/3 (0<x<//3)

Ker 7e poznamo vrednosti treh toc¢kah (A, 1 in B) graf nacrtamo ter ga predstavimo s
karakteristi¢nim trikotnikom (Slika 4.21). V toc¢ki 1 z upostevanjem pozitivnega predznaka
dolo¢imo pravo vrednost upogibnih momentov:

=0ol%19-qy4¢? /181=5q,¢% /81

M . =Ypx —(qy/0)xxx /6 (x'=2013)

V grafu dolo¢a pravo vrednost upogibnega momenta to¢ka 1, ki jo dobimo tako, da razdaljo

11" razdelimo v razmerju 5/4 ter razdalja 11 predstavlja 5 ter 11" 4 enote. Prava vrednost
upogibnega momenta predstavlja namre¢ 5/9 pomozne vrednosti.

4.7  Sistemi linijskih konstrukcij

Med sisteme linijskih konstrukcij priStevamo vse tipe konstrukcijskih reSitev
sestavljenih iz veC med sabo povezanih relativno togih elementov. To so praviloma
zahtevnejSe gradbene konstrukcije, ki so najveCkrat tudi zunanje in/ali notranje
staticno nedoloCene. V okviru mehanike togih teles bomo obravnavali le kinemati¢no
stabilne ter zunanje in notranje staticno dolo¢ene konstrukcijske sisteme. Nekateri tipi
standardnih konstrukcijskih sistemov imajo v stroki posebna imena.

4.7.1 Gerber-jeve konstrukcije

V praksi se v zgodovini inZenirstva pogosto uporabljale pri gradnji premostitvenih
objektov na podrodjih slabo nosilnih temeljnih tal, kjer geoloSko-geomehanski pogoji
niso omogocali izgradnje togih — nepremicnih podpor. Z vidika statike so to stati¢no
doloCene in kinemati¢no stabilne konstrukcije z ravno osjo sestavljene iz ve€ ravnih
ter med sabo Clenkasto povezanih grednih (upogibnih) konstrukcijskih elementov
(Slika 4.23).

Prednosti staticno doloCenih konstrukcij se odrazajo predvsem v dejstvu, da manjSi
neenakomerni premiki podpor ne vplivajo na obremenitve oz. na notranje statiCne
koli€¢ine v nosilnih konstrukcijskih elementih. Hkrati pa vsaka ¢lenkasta zveza pomeni
kritichno toCko konstrukcije z vidika poveCanih stroskov vzdrzevanja ter lahko
posledi¢no vpliva tudi na trajnost zgrajene konstrukcije (vpliv soli, korozija, zamakanje
itd.).

Ker so Gerberjeve konstrukcije staticno doloCene jih lahko vedno analiziramo z
uporabo modela togega telesa. Pri takSnih konstrukcijah najprej dolo¢imo podporne in
vezne sile.

Slika 4.23 prikazuje primer, za katerega najprej dolo€imo stopnjo statiCne
nedoloCenosti. UpoStevamo Stevilo togih teles k=3, Stevilo podpor n=4, Stevilo
podpornih sil N,, =2, Ny, =1, N, =1in N, =1 ter Stevilo vezi m =2, Stevilo veznih

sil Ng, =2 in N, =2.
2

4
N, =3k—> Ny —> N;, =3-3-(2+1+1+1)—(2+2) =0
i=1

=
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Slika 4.23: Gerber-jev nosilec sestavljen iz treh &lenkasto povezanih elementov; (a) Gerber-jeva
konstrukcija, (b) Primarni nosilec AE, (c) Sekundarni nosilec FD in (d) Sekundarni
nosilec EF

Vsak togo telo pri analizi obravhavamo loc¢eno, vplive podpor in vezi nadomestimo s
podpornimi in veznimi silami. Tako konstrukcijo razstavimo na veC previsnih in
prostolezecih nosilcev (Slika 4.23) ter reakcijske in vezne sile dolo€imo na osnovi treh
ravnoteznih pogojev za toga telesa v ravnini. Posamezna toga telesa razdelimo na
primarne in sekundarne nosilce. Primarni so tisti, ki so stabilno podprti s podporami
ter bi lahko prevzemali obtezbe tudi v kolikor posamezni nosilci ne bi bili povezani

med sabo (Slika 4.23 prikazuje primarni nosilec AE ter za vertikalno obteZbo tudi

nosilec ﬁ)). Togi element EF predstavlja sekundarni nosilec, ker mu stabilnost
zagotavljata primarna nosilca. Z doloCanjem reakcij in veznih sil pricnemo vedno na
sekundarnih nosilcih iz katerih se obtezbe prenasajo na primarne nosilce.

Pri takSnih konstrukcijskih sistemih se obteZzbe ne morejo prenasati iz primarnih na
sekundarne nosilce konstrukcijskega sistema.

4.7.2 Okvirne konstrukcije

V to skupino konstrukcijskih sistemov uvrS€amo vse vrste konstrukcij z lomljeno,
vendar po krajSih odsekih (odsekovno) ravno osjo. Tak8ne konstrukcije so lahko
bodisi ravninske ali prostorske ter staticno doloCene ali nedoloCene. Slika 4.24
prikazuje tri osnovne tipe enoetazne okvirne konstrukcije.

Za vse tri prikazane okvirne konstrukcije je znacilno eno togo telo podprto z razli¢nimi
podporami. Nedvomno so vse tri konstrukcije kinemati¢no stabilne, ker imajo
prepreCene vse tri neodvisne nacine gibanje. Pri obojestransko vpeti okvirni
konstrukciji (Slika 4.24a) imamo v podporah preprecenih Sest premikov, ki povzrocajo
aktiviranje Sestih podpornih sil. Stopnjo stati¢ne nedolo¢enosti dolo¢imo:

N, =3k-> N, =3-1-(3+3)=-3
i=1

Okvirna konstrukcija je 3 krat staticno nedoloCena ter zato na osnovi ravnoteznih
pogojev ni mogocCe dolociti vrednosti podpornih sil. Pri staticho nedoloCenih
konstrukcijah uporaba modela togega telesa ni dopustna.
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Slika 4.24: Enoetazne ravninske okvirne konstrukcije; (a) Obojestransko vpeta, (b) Obojestransko
nepremi¢no podprta in (c) Prostoleze€a enoetazna okvirna konstrukcija

Pri obojestransko nepremi¢no podprti okvirni konstrukciji (Slika 4.24b) se lahko
aktivirajo Stiri reakcijske sile in zato je ta konstrukcija N, =3-1-(2+2)=-1 enkrat

statiéno nedoloéena.

Pri prostolezeCem okvirju (Slika 4.24c) se lahko aktivirajo le tri podporne sile in zato
je prikazana konstrukcija staticno doloCena. V nadaljevanju bomo obravnavali
enoetazni prostolezeCi okvir razpetine ¢ in viSine h, ki je obtezen le z enakomerno
zvezno obtezbo g vzdolz celotne dolzine konstrukcije (Slika 4.25).

2
M., Al
ﬂy ) |V(X) : 3|
Ny STl 9 ©=q"!
YLYYVYVYYVYYYY 1wHHvH ¢wv3
Jpinaia T 1 = 2 %
g | | =
1-Zs 11 | n : PO, L I
3 | |
= | |
S | { { W
A L 3 . BAT ?
L | T Ya Yg
1 1
(@) (b)

R |

q! g
2 2
(c) (d) (e)

Slika 4.25: Enoetazni ravninski prostoleZeci okvir obtezen z enakomerno zvezno obtezbo;
(a) Dispozicija podpor, obtezbe in konstrukcije s pozitivnimi predznaki notranjih stati¢nih
koli¢in, (b) Uravnotezeno prosto telo, (c) Diagram upogibnih momentov, (d) Pre¢ne in
(e) Osne sile na konstrukciji

Smeri notranjih staticnih koli€in v prerezih na konstrukciji prikazujejo delovanje sil, ki
imajo pozitivni prispevek k obravnavani notraniji staticni koliCini.
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Enakomerno zvezno obteZbo nadomestimo z ekvivalentno koncentrirano silo S =q¢,

ki deluje v teziS€u enakomerne zvezne obteZbe t.j. na razdalji //2 od podpore A v
toCki 2 na konstrukciji (Slika 4.25b). Najprej dolo¢imo reakcijske sile.

SMA =Y, - (-S¢/2=0 Y,=S/2=ql/2
YF, =Y, -S +Y,=0 Y,=S -Y,=ql/2
2E =X,=0 X, =0

Vv v

Diagram poteka notranjin sil vzdolz teziS¢ne osi (odsekovno ravne) okvirne
konstrukcije doloimo z upoStevanjem nadomestne obtezbe. Notranje statiCne

koligine na levem stebru Al dolo&imo na osnovi sheme in pozitivhega predznaka za
prerez 1-1 (Slika 4.25a), (O<x<h):

N, =-Y, =-ql/2=N, =N =konst.

N

M, =-X, -x=0=M, =M —q, =konst.

o =—X,=0=V, =V =konst.

Potek notranijih sil na gredi 13 dologimo po direktni metodi za prereza 2-2 in 3-3.
Prerez 2-2, (0<x</?/2):

N, =—X,=0=N, =N, =0=konst
Vi =Y, =V, =ql/2 v, =ql/2 (p)
M) =Y, x M, = M, =q¢* /4 (p)

Prerez 3-3, (0<x <//2):
Ny =0=N, =N, =0=Kkonst.

N

M, =Yg X' M, =0 M, =q¢*/4(p)

o ="Yg=V, =—ql/2 V, =—ql/2 (p)

Notranje staticne koli€Cine na desnem stebru 3B dologimo z uposStevanjem pozitivnega
predznaka v prerezu 4-4 za desni oz. spodnji del stebra (Slika 4.25b), (0<x <h):

Ny =—Yp =—qf/2 =Ny =N, =konst.

V(X')

My =0=Mj; =M, =konst.

=0=V,; =V, =konst.

Diagram upogibnih momentov je od 0 razlicen le na vzdolznem nosilcu. Najprej
nacrtamo potek upogibnih momentov za primer obtezitve konstrukcije z ekvivalentno

koncentrirano silo S =q/. Upogibni momenti za primer obteZbe s koncentriranimi

silami (nadomestna obtezba) potekajo linearno v obliki trikotnega diagrama 1-2"-3.
Vrednost upogibnega momenta v to¢ki M, je oznaCena s simbolom (p), ker Se ni

dokonc€na, saj se dejansko nahaja v obmocju enakomerne zvezne obtezbe.
Dejanski upogibni moment v prerezu 2-2 dolo€imo z izrazom:
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M, =Y, Xx—qxx/2=q/x/2—qx*/2 My iz =M, =qr*/8

Dokazali smo, da upogibni momenti pod enakomerno zvezno obtezbo potekajo po
zakonu kvadratne funkcije. Dejanski upogibni moment pri enakomerni zvezni obtezbi
pod nadomestno ekvivalentno obtezbo pa je v tem primeru enak %2 vrednosti
momenta pod nadomestno silo. Razdalja 2-2', ki dolo¢a pravo vrednost upogibnega
momenta je enaka ' razdalje 2-2".

Nagib tangente na graf upogibnih momentov pod nadomestno silo dolo¢a prava
vrednost precne sile v tocki 2, ki jo dolo¢imo:

V| | =(dM,, /dx) =0

x=(/2

x=£/2 (x) x=0/2 (Y, —ax)

Tangenta na graf upogibnih momentov t, v tocki 2 je horizontalna (premica s

konstantno ordinato, Slika 4.25c), diagram pre¢nih sil pod enakomerno zvezno
obtezbo poteka linearno (po enacbi premice).

Premici t, in t,, ki doloCata potek upogibnih momentov v primeru nadomestne

obtezbe potekata skozi robni toCki enakomerne zvezne obtezbe ter zato hkrati
doloCata tangenti na dejanski graf funkcije upogibnih momentov v to¢kah 1 in 3 (Slika
4.25c).

Ker je tangenta upogibnih momentov v tocki 2 horizontalna (odvod momentov je enak
0), ima upogibni moment v tocki 2 ekstrem (maksimum oz. v tem primeru najvecjo
vrednost), ki znasa:

M xrr2) = M. =q/*/8

Graf precnih sil na nosilcu 1-2-3, ki je obtezen z nadomestno koncentrirano silo
poteka po stopnicasti funkciji. Vrednosti pre¢nih sil v to¢kah 1L in 3D, ki se nahajata
na robovih enakomerne zvezne obtezbe sta Ze dokonCni (pravi vrednosti). Precni sili
v to€ka 2L in 2D pa nista pravi vrednosti (oznaCeni sta s simbolom (p)), ker se
nahajata v obmocju zvezno razporejene obtezbe. Ker je graf precnih sil premica
dolo€imo potek dejanskih pre¢nih sil tako, da v grafu pre¢nih sil (Slika 4.25d) med
pravimi vrednostmi prec¢nih sil v to¢kah 1D in 3L nacrtamo linearno funkcijo.

Osne sile se pojavijo le na stebrih, kjer potekajo po premici s konstantno ordinato, ker
na stebra v nasem primeru ne deluje zvezno razporejena obtezba v smeri osi
posameznega stebra (lastna teza stebra v naSem primeru ni upoStevana, Slika
4.25e).

Na osnovi rezultatov staticne analize notranjih sil v nosilcih z ravno osjo in
diferencialnih zvez med notranjimi stati€nimi koli¢inami (izrazi 4.56, 4.57 in 4.58)
lahko v naprej dolo€imo matematicne zakonitosti, ki jim morajo ustrezati grafi
funkcijskih sovisnosti, ki dolo€ajo notranje stati¢ne koli€ine:

X
Osnesile; N, =N, - In(x)dx

Xo

Obtezba v smeri osi nosilca n,,, Potek osnih sil N,,

0 Premica s konstantno ordinato (c)
Premica s konst. ordinato (c) Linearna funkcija (premica v nagibu)
Premica (linearni potek) Kvadratna funkcija (parabola)
Kvadratna funkcija Kubic¢na parabola
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Pre€ne sile in upogibni momenti;

Vo = Vs _qu(x)dx M, =M, +XI(V X) —qu(x)dx)dx

PreCna obtezba q,, Potek precnih sil 'V, Upogibni momenti M,
0 Premica s konst. ordinato (c) Premica

Premica s konst. ordinato (c) Linearna funkcija (premica) Kvadratna parabola
Premica (linearni potek) Kvadratna funkcija (parabola)  Kubi¢na parabola
Kvadratna funkcija Kubi¢na parabola Polinom 4. stopnje

4.7.3 Branaste konstrukcije

V to skupino praviloma uvr§€amo tiste gradbene konstrukcije pri katerih se teziS¢na
os vseh upogibnih konstrukcijskih elementov nahaja v skupni ravnini (npr. v ravnini x-
y) ter so obteZene s sistemom koncentriranih in zvezno razporejenih obtezb, ki
delujejo pravokotno na ravnino konstrukcije. Koncentrirani momenti (dvojice sil) se pri
branastih konstrukcijah nahajajo v ravnini konstrukcije.

V praksi se taksni konstrukcijski sistemi pogosto pojavljajo pri temeljenju skeletnih in
zidanih zgradb ter pri etaznih nosilnih konstrukcijah (v ravninah etaznih povrsin oz. v
ravninah temeljenja objektov).

Kljub ravninskemu znaCaju taksSnih konstrukcijskih sistemov jih najvecCkrat
obravnavamo prostorsko, Ceprav se v posameznih konstrukcijskih elementin v
primerih obtezitve z obtezbami pravokotno na ravnino konstrukcije pojavijo le tri
notranje sile in sicer pre€na sila pravokotno na ravnino konstrukcije ter torzijski in
upogibni momenti na posameznih elementih, ki se nahajata v ravnini konstrukcije.

Primer 4.7:

Obravnavamo branasto konstrukcijo dolzine ¢ in Sirine ¢/2, ki je podprta v tockah A, B in C
(Slika 4.26) ter je obteZena z enakomerno zvezno obtezbo intenzitete q v smeri pravokotno na
ravnino konstrukcije. Potrebno je preveriti staticno dolocenost, kinemati¢no stabilnost,
dolociti podporne sile ter dolociti potek notranjih staticnih koli¢in na vseh nosilnih elementih
branaste konstrukcije.

V podpori A sta preprecena premika konstrukcije v smeri y in z osi, v podpori B so prepreceni
premiki v smereh vseh treh koordinatnih osi ter v podpori C le premik v smeri z osi. Za
neodvisne premike branaste konstrukcije privzamemo vseh Sest premikov togega telesa v
tocki A (v izhodiS¢u koordinatnega sistema): u,,, u,,, u,, terzasuke ¢, , @, IN @, .
Kinemati¢ni pogoji:

Ugp =Ugp = 0

uxB = uyB = uzB =0

uZC = 0

Kinemati¢ne enacbe:

U = U, —XpQuay +YpPa, =000, +0-¢,, =0 Pay =
Uyg =Up —YpPa, TZpPay =Up, —0-04, +0-¢,, =0 u, =0
Uy =Uys +Xp@a, —ZPp =0+L-¢0,, =004, =0 Py =
U, S U =X Pay +YPa, =0-C-0+(0/2)- @, =0 P =0

Ker je vseh Sest izbranih neodvisnih nacinov gibanja toge branaste konstrukcije identi¢no
enakih 0, je konstrukcija zagotovo kinemati¢no stabilna.
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PREREZ 1-1

‘1

(©) (d)

0
+

(e) (®

Slika 4.26: Branasta konstrukcija v ravnini x-y; (a) Dispozicija konstrukcijskih elementov, podpore,
obtezba in podporne sile, (b) Prerez 1-1 na vzdolZnem nosilcu z enotnimi vektorji in
prereznimi silami za levi del konstrukcije, (c) Prerez 2-2 na vertikalnem nosilcu za desni
(zgorniji) del konstrukcije, (d) Diagram poteka upogibnih in (e) Torzijskih momentov ter (f)
Diagram poteka prec¢nih sil

Pri oceni stopnje statiéne nedolocenosti upostevamo (St. togih teles k=1, Stevilo podpor n=3
ter Stevilo podpornih sil: N,, =3 za podporo A, N, =2 zaBin N, =1 za podporo C.

N, =6k—> N, =6-1-(3+2+1) =0
i=1l
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Ker je branasta konstrukcija staticno dolo¢ena lahko podporne sile dolo¢imo na osnovi Sestih
ravnoteznih pogojev za prostorske sisteme sil.

Zvezno obtezbo na nosilcu F-C nadomestimo z dvema koncentriranima silama, ki delujeta na
odsekih F-E in E-C v tezi$¢ih enakomerne zvezne obtezbe S, =S, =q¢/2 (Slika 4.7).

Pri dolocanju podpornih sil lahko postopek bistveno skrajsamo s smiselno izbiro ravnoteznih
pogojev. Najprej uporabimo ravnotezni pogoj za vrtilni moment na os x ter nato Se na os'y.

SMA=Z.-0/2—(S,+8S,)-£/2=0 Z.=q/
SM) =(Zo+Zy)- (=S, -£/4-8,-30/4=0 Z,=—Z.+S,/4+3-S,/4=—ql/2
SF,=Z.+2,+7Z,-S,-S,=0 Z,=ql/2

Vse reakcijske sile na branasti konstrukciji v ravnini x-y so identi¢no enake 0, ker nanjo
deluje le obtezba v smeri pravokotno na ravnino konstrukcije.

Obravnavana branasta konstrukcija je le enkrat povezana, ker s prerezom poljubnega
konstrukcijskega elementa razpade v dva povsem locena dela. Zato je konstrukcija tudi
notranje staticno dolocena. Pri vseh treh ravnih upogibnih konstrukcijskih elementih tangenta
na os posameznih nosilcev poteka v smeri teziSCne osi ravnega nosilca. Zato za glavno
normalo izberemo pravokotni enotni vektor na os nosilca v ravnini x-y. Kot pozitivno stran
izberemo spodnjo stran vseh treh nosilcev (€rtkana ¢rta), kjer pozitivni upogibni moment v
smeri glavne normale povzroca natezne napetosti.

Notranje statiéne koli¢ine dolo¢imo na osnovi ravnotezja notranjih in zunanjih sil na
posameznih odsekih za nadomestni obtezitvi s koncentriranimi silami (notranje stati¢ne
kolicine pri 3D konstrukcijskih sistemih doloamo vedno po metodi prereza z
uravnotezenjem levega oz. desnega dela celotne konstrukcije, direktna metoda z
upostevanjem pozitivnih predznakov notranjih staticnih koli¢in je pri 3D konstrukcijah
obi¢ajno nepregledna in zato tudi nezanesljiva).

Odsek F-1:

V;=0 Vipp =0 Vi =0 (p)

M, =0 My =0 M,y =0 ()
M;=M;=N=V, =0

Odsek 1-E:

V,+S,=0 Vip ==8,=-q-4/2 (p)) Vi =—q-£/2

M, +S,-x=0 M,,, =0(p) M,y =-S,-¢/4=—q-¢*/8
M;=M,=N=V, =0

Odsek E-2:

V, =S, +Z. =0 Vi =—q-£/2 Vi =—q-£/2 (p)
M, +S, X —Z.(x'+£/2)=0 M, =3q¢*/8 M,, =q-¢*/4 (p)
M;=M;=N=V, =0

Odsek 2-C:

Vi+Z. =0 Vi =—q-£ (p) Vi =—q-4

M, -Z.-x'=0 M, =0¢% /4 (p) My =0
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Odsek E-D:
M, +Z.£/2=0 M =—q¢%/2 My, =—q¢? /2
M,=M,;=N=V,=V,=0

Odsek A-D

V,-Z,=0 Viap =q-4/2 Vip, =q-£/2
M,-Z, x=0 M,,p =0 M,o =q¢*/4
M,=M,=N=V, =

Odsek D-B

V,+Z,=0 Vipp =q-¢/2 Vi =q-4/2
M,-Z,-x'=0 M, =—q¢° /4 M, =0

Za upostevano nadomestno obtezbo na obmogjih F-E in E-C poteka graf pre¢nih sil v obliki
stopnicaste funkcije, ki jo na obmocjih pod enakomerno zvezno obtezbo korigiramo, ker
mora potekati po premici (linearni funkciji). Podobno korigiramo tudi grafi¢no predstavitev
upogibnih momentov, ki potekajo po kvadratni funkciji (paraboli). Na preostalih obmocjih
branaste konstrukcije brez zvezno razporejene vertikalne obtezbe so izra¢unane vrednosti
notranjih stati¢nih koli¢in za ekvivalentno nadomestno obtezbo s koncentriranimi silami ze
dokonéne vrednosti.

Diagrami notranjih stati¢nih koli¢in prikazuje Slika 4.26: (d), (e) in ().

4.7.4 Sestavljene konstrukcije

Med sestavljene konstrukcije priStevamo vse vrste gradbenih konstrukcij sestavljenih
iz veC ravnih ali ukrivljenih ter medsebojno povezanih konstrukcijskih elementov. V to
skupino pristevamo tudi pali€ja v katerih se pojavljajo ob osnih Se precne sile in
upogibni momenti ter kompleksnejSe konstrukcije sestavljene iz upogibnih, palicnih,
vrvnih in tudi stenskih ter lupinastih elementov. Slika 4.27 prikazuje nekatere
najenostavnejSe primere sestavljenih konstrukcij.

(©) (d)
Slika 4.27: Sestavljeni konstrukcijski sistemi; (a) Troc¢lenski lok, (b Upogibni nosilec podprt s tlacno

palico, (c) Mostni nosilec ojacen z nateznimi kabli zgoraj (harfa) ter (d Upogibni nosilec
ojaCen z nateznimi kabli spodaj (zatega)
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KompleksnejSe sestavljene konstrukcije so najvecCkrat zunanje in/ali notranje stati¢no
nedoloCene ter jih zato le z modelom togih teles ni mogocCe analizirati. Najprej bomo
obravnavali tro€lenski okvir obteZzen z enakomerno zvezno obtezbo (Slika 4.28).

TrocClenski okvir je nepremicno in vrtljivo podprt s podporama A in B, obe togi telesi A-
C in B-C sta v toCki C Clenkasto povezani. Za obravnavani primer smo Ze v
predhodnih poglavjih dokazali staticho doloCenost in kinematicno stabilnost.

S smiselno uporabo kombinacije ravnoteznih pogojev za celotni sistem teles in za
posamezna toga telesa najprej dolo€imo reakcije in vezne sile.

SMA =Y f—q-0-£/2=0 Y,=q-0/2

SESY =Y, +Y,-q/=0 Y, =q-¢/2

SMP =X h+q-0*/8-ql*/4=0 X, =q- ¢ /(8h)
SFM =X, +X, =0 X, =X, =q-¢* /(8h)
SEV =X, -X.=0 X. =X, =q-¢*/(8h)

SE) =Y, -Y.—-q-0/2=0

q
YYYYYvYY vy
LA
: 1 2 : h
I [
I |
A BT
L | L
1 1
(@ (b)

G ool"?
N
o
G ]
-+ ) 1
= 1
/_-_.‘
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2
o2

(€) (d) (e)

Slika 4.28: Tro€lenski okvir; (a) Dispozicija konstrukcije s podporami in obtezbo, (b) Uravnotezeni togi
telesi z reakcijskimi in veznimi silami, (c) Diagram upogibnih momentov, (d) Pre¢ne in (e)
Osne sile na konstrukciji
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Pozitivno stran za vse nosilce privzamemo v notranjosti troClenskega okvirja.
Notranje staticne koliCine najprej doloimo z upoStevanjem nadomestnih sil na
obmocju enakomerne zvezne obtezbe S, =S, =q-¢/2 (Slika 4.28D).

Element A-1 (upoStevamo pozitivni predznak v prerezu 1-1):

Vi ==X, = —q-¢* /(8h)=V,, = V,, = konst.
M,,, ==X, x =—q-£’x/(8h) M, =0 M, =-q-¢*/8
N, =-Y,=-q-¢/2=N,, =N =konst.

Odsek 1-2 (upoStevamo pozitivni predznak v prerezu 3-3 na gredi):

Vi =Y, =q-£/2 =konst. V,, =—qf/2 V,, =—qt/2 (p)
M, =Y, x-X, h=q-(x/2—q-(*/8 M, =—q-¢°/8 M, =0 (p)
N, =-X, = —q-¢?/(8h)=N,, =N,, =Kkonst.

Odsek 2-C:

Vi =Y =0=konst. V,, =0 (p) Vo =0

M, =—Ycx =0=Xkonst. M, =0 (p) M =0

N,y =—Xc=-q- ?* /(8h)=N,, =N, = konst.

Odsek C-3:

Vi = Y =0=konst. Ve =0 V,. =0 (p)

M, = Y x =0 =konst. M., =0 M, =0 (p)
N, =—X. =-q-£*/[(8h) =N, =N, =konst,

Odsek 3-4:

Vi, =-S, =—q- /2 =konst. Vo =—q-¢/2(p) V,, =—q-4/2
M, =Yx—S,(x—1/4) M,, =0 (p) M, =-q/*/8
N, =X = —q-¢* /(8h) =N,, =N, =konst.

Odsek 4-B (upostevamo pozitivni predznak v prerezu 2-2 za spodniji del stebra):

Vi =Xy =q- 07 /(8h) =konst. = Vs = Vy,,
M, =—X5-x =—q-£°-x /(8h) M, =-q-¢*/8 Mg=0
N, ==Yy =—q-¢/2=N,, =N =konst.

Najprej nacrtamo diagrame notranjih statiCnih koli€in na okvirni konstrukciji z
upostevanjem obtezitve konstrukcije s sistemom nadomestnih koncentriranih sil (Slika
4.28c, d in e).

Ker dejanske precne sile na nosilcu 1-4 pod enakomerno zvezno obtezbo potekajo po
zakonu premice prikazemo diagram precnih sil tako, da poveZzemo vrednosti pre¢nih
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sil v toCki 1D in 4L s premico, ki Ze predstavlja potek prec¢nih sil na tem obmocju
(Slika 4.28Db).

Diagram upogibnih momentov pod enakomerno zvezno obtezbo na gredi 1-4 poteka
po zakonu kvadratne parabole. Potek momentov z upoStevanjem nadomestne
obteZzbe na odsekih 1-2 in 3-4 nam Ze doloca tangenti t,, in t., na graf funkcije

upogibnih momentov v to¢kah 1 in 4 (Slika 4.28c). Prec¢na sila v tocki C je enaka 0,
kar pomeni, da je tangenta t, na graf upogibnih momentov v tocki C horizontalna.

Dodatni tangenti na graf funkcije upogibnih momentov dobimo tako, da na odsekih 1—

C oz. C+4 razpolovimo dolzini tangent t,, in t., oz. t. in t,. S povezavo tako

dobljenih tock na tangentah t, in t, oz. t, in t, nacrtamo dodatni tangenti (Slika

4.28c), vseh pet tangent na graf funkcije upogibnih momentov na odseku 1-4 Ze tako
dovolj natan¢no doloCa graf funkcije.

Primer 4.8:

Obravnavamo standardni Gerber-jev nosilec preko treh polj skupne dolzine 28 m (Slika 4.29).
Podpora A je nepremicna vrtljiva, podpore B, C in D so prav tako vrtljive ter horizontalno
premicne s prepre¢enimi premiki v vertikalni smeri. Konstrukcijo predstavljajo tri toga telesa,
ki so v tockah E in F med sabo ¢lenkasto povezana.

Gerberjeve konstrukcije so po svoji definiciji statiéno doloceni in kinemati¢no stabilni sistemi
¢lenkasto povezanih nosilcev z ravno osjo, ki so v staticnem smislu neobcutljivi na relativne
posedke posameznih podpor. Pri stati¢ni analizi sistem povezanih nosilcev obravnavamo
loceno z modelom treh togih teles, ki jih povezujejo vezne sile v Clenkastih zvezah E in F
(Slika 4.29).

Z dolo¢anjem reakcij in veznih sil priénemo na sekundarnem nosilcu F-D (Slika 4.29).

YF, =-X, =0 X=0
ZMD:F-6—YF-8=O Y .=40-6/8=30kN

YF, =Y, +Y,-F=0 Y ,=40-30=10kN
Postopek nadaljujemo na sekundarnem nosilcu E-F (Slika 4.29¢).

SM =Y, - 4+Y,-4-S-2=0 Y .=(80-2-30-4)/4=10kN
SF, =X, -X, =0 X=X, =0

YE, =Y +Y.-S -Y. =0 Y .=80+30-10=100kN

Z upostevanjem veznih sil X in Y, dolo¢imo Se reakcije v podporah A in B z upostevanjem
ravnoteznih pogojev za primarni nosilec A-E.

SF =X, -X, =0 X,=-X, =0
SMA*=M+Y, 12-Y,-8=0 Y = (40+12-10)/8 = 20kN
SF, =Y, + Yy~ Y, =0 Y ,=-20+10=—10kN

Najprej doloCimo upogibne momente na nosilcu z upoStevanjem nadomestne

koncentrirane sile S in pozitivnega predznaka za levi in desni del posameznih
nosilcev.

M, =0 M, =Y, -4=—40kNm M, =Y, -4+M=0
M, =-Y,-4=—40kNm M. =0 M, =Y, -2 = 20kNm(p)
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M, =Y, -4=-120kNm M, =0 M, =Y, -2 = 60kNm M, =0

Ker smo ze dokazali, da diagram poteka upogibnih momentov pri ravninskih nosilcih
obtezenih s koncentriranimi silami doloc¢a linearna funkcija (premica) ga na osnovi zgornjih
podatkov zlahka nacrtamo (na obmocju pod zvezno obtezbo ga nacrtamo s tanko ¢rtkano crto,
ker izraCunane vrednosti veljajo za nadomestno obtezbo s koncentrirano silo). Na obmocju
enakomerne zvezne obtezbe naértamo karakteristicni trikotnik (dolo¢a kvadratno parabolo),
ki ga dolocajo tangenti v tockah EL , CD ter zveznica (premica), ki jo nacrtamo skozi tocki
na diagramu upogibnih momentov v zacetni in kon¢ni to¢ki enakomerno razporejene zvezne
obtezbe.

lF=40kN
D x_
F 3 .
L 8m L
“ 71
XA:O» MiilgkNm lYE=:0kN <><F=f> F=40kN
] Xe= Y:=30kN
TYA= -10kN TYB=20kN - Sl B TyozmkN
1 1
(b) (©)
Mg | 1S'=80kN _
i~ X0 W lYF—i’:OkN
NS VQ;} > S e N R
x ¢ Ye=10kN |Y.=100kN
(d) (e)
A
1 -100kNm
1-50
M - [4—1-) |40
60
3 +50kNm
0
A
F50kN 403, .,
A 10— 30 @  Jao
10>z == 70 T 10 110
| |70
1 -50kN

I
I
I
(9)
Slika 4.29: Gerber-jev nosilec; (a) Sistem treh togih nosilcev, (b) Primarni nosilec ATE (c) Sekundarni

nosilec ﬁ) (d) Pozitivni predznak za dolo¢anje notranjih stati¢nih koli¢in, (e) Sekundarni
nosilec EF , (f) Diagram upogibnih momentov in (g) Diagram preénih sil

Potek precnih sil dolo¢imo z upostevanjem pozitivnega predznaka (Slika 4.29d).
V., =Y, =—10kN V,, =V,, =-10kN V,, ==Y, =-10kN

Statika 1 124



V kolikor obravhavamo koncentrirani moment (M=a-F,a—>0AF — ) kot dvojico sil

(F,—F), ki delujeta v smeri preéne obtezbe, je diagram precnih sil znotraj intervala
(4—AX <X <4+ AX, AX —> 0)neregularen, vrednost pre€nih sil v tocki x=4m ni
doloCena, zato pravimo tudi da je singularna oz. ima vrednost V, =V,_,, =+x.

X+AX
PovrSina diagram precnih sil ( jV(X)dx:M) mora biti enaka vrednosti
X—AX
koncentriranega momenta, ki v obravnavani to¢ki deluje na nosilec. Zato lahko potek
diagrama precnih sil prikazemo kot produkt intenzitete koncentriranega momenta
Min Diracove delta funkcije d(x—-X,), ki jo je utemeljil angleski fizik Paul Dirac,

1902-1984 ter ima nasledn;ji funkcijski zapis:

0, X # X, =t
Bixoxy) = [8sydx =1 (4.62)

©, X =X, (x=%o)

X=—00

Vrednost preCne sile v prijemaliS€u koncentriranega momenta znaSa
Vi, =M3, ,,, =405, , . Graficno si produkt funkcije delta in navora lahko

predstavljamo s pravokotnikom Sirine ni¢, viSino o in enotno ploSCino ter jo
predstavljamo z navpi¢no daljico z dvojno pus€ico (v diagramu prec¢nih sil ponazarja
navor) zgoraj oz. spodaj (odvisno od vrednosti oz. predznaka navora).

V, =Y, =-10kN Vip =V + Y, =10kN  V, =10kN
Vi =Y, =10kN V,, =Y, =10kN(p) V,, =Y, =S =-70kN (p)
Vo =Y, —S =-70kN Ve =Y, =30kN V. =Y, =30kN

Vip = Y, =30kN Vep = Y, =30kN V,, =V, =Y, =-10kN

Diagram precnih sil na obmocjih koncentriranih sil poteka po premici s konstantno
ordinato ter na obmocju enakomerne zvezne obtezbe po premici, ki povezuje
vrednosti pre¢nih sil v robnih toCkah enakomerne zvezne obtezbe.

Primer 4.10:

Za troclenski okvir sestavljen iz ukrivljenega lo¢nega segmenta in Stirih odsekovno ravnih
upogibnih nosilcev je potrebno dolociti reakcije, vezni sili in diagrame notranjih stati¢nih
koli¢in. Lo¢ni del nosilca (Slika 4.30) je obteZen s koncentrirano silo F=50kN v smeri
simetrale loka, na horizontalni zgornji del konstrukcije deluje enakomerna zveza obtezba
q, =10kN/m ter na levo vertikalno gredo obtezba q, =5kN/m.

Za stati¢no analizo obravnavane konstrukcije bomo uporabili mehanski model dveh togih
teles (A-10-C in C-13-B), ki sta v tocki C konstrukcije med sabo ¢lenkasto povezani. Najprej
zvezno razporejene obtezbe nadomestimo z ekvivalentnimi koncentriranimi silami. Reakciji v
podpori B dolo¢imo z upoStevanjem dveh momentnih pogojev, ki sta izbrana tako, da
dobljeni enacbi zahtevata reSevanje le dveh enacb z dvema neznankama.

ZM:_C_B =8-YB_XB'1_Sl ‘4_82 '6'5_83'9_84'1+F1 '$in45°-3=0
SME"=3-Y, =X -4-S,-1.5-S,-4+S,-2=0

Z ureditvijo dobimo sistem dveh ena¢b z dvema neznankama:
8Y, — X, =368.934

3Y, —4X, =85
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Y, =47.956 kN, X, =14.717 kN

Z upostevanjem silnih ravnoteznih pogojev za obe togi telesi hkrati dolo¢imo reakcije v
podpori A ter nato s pogoji ravnotezja levega ali desnega togega telesa Se vezni sili.

Y, =13.311kN, X, =30.072kN, X, =5.283kN, Y. =2.0446kN

' I ! Y.=2,044kN
:S1=20kN :Sz=30kN :S3=2OkN S,=30kN  [S;=20kN
1 1 g,=10kN/m 1 T
Fi=60kN, o 3y y ¥ v ¥ v v ¥ 3 v eV oeyd | Ic
> 7 10 1 & 12 1 N 14 15 X;=5,283kN
& S N
~ g,=5kN/m |
S A 2 3m S,=20kN
b [.|S,=20kN »
<
*1X,=14,717kN1M Xg=14,717kN
;YA=-13,311KN B e — s | Br_
Y5=47,956kN Y5=47,956kN
| 3m L 2m | 3m | 2m |
1 1 1 /: 7
(a) (b)
N
0 10 20 30 40kN
@ 5,283
-47,956
(c) (d)

Vv
Q

14,717
(e) (f)
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M
0 10 20 30 40kN

Ymin=1,0566m

Xmax=0,2044m

M, ., =0,209kNm M. = 21,659Nm

)
Slika 4.30: Troclenski okvir; (a) Obtezbe in reakcijske sile; (b) Levi del okvirja z veznima silama; (c)
Diagram osnih sil; (d) Prerez polkroZznega loka z notranjimi silami (@ < 45°) ; (e) Pre¢ne
sile na konstrukciji; (f) Prerez polkroZnega loka z notranjimi silami (¢ > 45°) in (g)
Diagram upogibnih momentov

Notranje staticne koli¢ine na kroznem loku dolo¢imo po metodi prereza notranje stati¢no
dolocenih konstrukeij s pogoji ravnotezja za levi oz. desni del konstrukcije. Z upostevanjem
prereza (Slika 4.30d), ki velja za obmocje ¢ < 45°dobimo:

>M' =M+ X,Rsing+Y,R(1-cosp)=0 M =-X,Rsingp—Y,R(1—cos®)
2F;, =N-Y, cosp+X,sinp=0 N=Y, cosp—X, sing
2F;, =V+X,cosp+Y,sing=0 V=-X,cos0—-Y, sing

Vrednost notranjih stati¢nih koli¢in izraunamo v nekaj to¢kah na polkroZznem loku (v naSem
primeru za vsakih 10° notranjega kota na kroznem loku (Slika 4.30c, € in g).

() M(kNm) N(kN) V(KN)
0 0 13.311 -30.072
10 16273 7.887 31927
20 -33.264 2.223 32,811
30 -50.458 -3.508 -32.698
40 67.332 9.133 -31.593
45-Ap  -75.488 -11.852 -30.676

Z upostevanjem prereza (Slika 4.30f), ki velja za obmocje ¢ > 45°dobimo:

>M' =M+ X ,Rsing+ Y,R(1-cosp)— FRcos45°(sin@ —sin45°) —

FRsin45°(cos45° —cosp) =0

M=-X,Rsingp—-Y,R(1—-cos¢)+FRcos45°(sinp —sin45°) + FRsin45°(cos 45° —cos )
2Fs =N-=Y, cos@+Fsin45°cosp+ X, sing—Fcos45°sinp =0

N =(Y, —Fsin45°)cosp—(X, —Fcos45°)sin@

2F;, =V+X, cosp—Fcos45°cosp+ Y, sing—Fsin45°singp =0

V=—X, —Fcos45°)cosp—(Y, —Fsin45°)sin¢@
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Preostale vrednosti notranjih stati¢nih koli¢in na kroznem loku so naslednje;

o (°) M(kNm) N(kN) V(kN)
45+A¢  -75.488 -11.852 19.324
50 -70,301 -10.123 20.283
60 -59.273 -6.447 21.736
70 -47.658 -2.575 22.794
80 -35.808 1.375 22.627
90 -24.088 5.283 22.044

Notranje staticne koli¢ine na nosilcih z ravno osjo dolo¢imo po direktni metodi z
upoStevanjem pozitivnega predznaka za levi oz. desni del konstrukcije.

M, =-1.5-Y, =-2.044kNm(p) M. =0 M, , =3.066kNm (p)
M,, =-38.868kNm(p) M, 5 =—20.000kNm M,, =0(p)

M, =0 M, =—18.868kNm M, =—29.434 (p)
M, =0

V,, =S, + Y. =22.044kN V,, =22.044kN (p) V, 5 = 2.044kN (p)
V,, = Vg, = 2.044kN V,,, = 2.044kN (p) V,, =-27.956kN
V.55 = 20.000kN V,,. =20.000kN (p) V., =0(p)

V,y =—5.283kN V,., =—5.283kN (p) V, . =14.717KN (p)
V, =14.717kN

N,y =X.=5283kN=N,, =N, =N,, =N,;, N, =Ny, =N, =0

N, =N, =N, =—47.956 kN

Diagrame notranjih stati¢nih koli¢in na locnem delu konstrukcije na¢rtamo ob predpostavki
linearnega poteka le teh med posameznimi tockami v katerih smo vrednosti numeri¢no
izvrednotili.

Vv W

diagrame notranjih stati¢nih koli¢in z upoStevanjem obtezb konstrukcije z enakovrednimi
koncentriranimi obtezbami, ki ponazarjajo rezultantne vrednosti obtezb z enakomerno zvezno
razporejeno obtezbo na posameznih odsekih konstrukcije.

Na posameznih odsekih enakomernih zveznih obtezb nato opravimo korekcije diagramov
poteka upogibnih momentov in precnih sil saj vemo, da pod enakomerno zvezno obtezbo
diagram upogibnih momentov poteka po zakonitostih kvadratne ter diagram prec¢nih sil po
zakonitostih linearne funkcije.

Na obmocjih C-12 in 13-B nastopita ekstremni vrednosti upogibnih momentov. PoloZaj
ekstrema doloca pogoj dM,,, /dx =V, =0.

Odsek C—13: V,,, = Yo —q,x =0 Xy = Yo /q, =2.044/10 = 0.2044m
M, =2.044-0.2044-10-0.20442 /2 =0.209kNm

Odsek 13-B: V,, =X, —q,x =0 X'y = X /q, =14.717/5=2.943m
M, =—14.717-2.943+5-2.943% /2 = —21.659kNm
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Primer 4.11:

Za ravninsko konstrukcijo z ravno osjo poznamo diagram poteka pre¢nih sil (Slika 4.31a). Na
osnovi diferencialnih zvez med notranjimi staticnimi koli¢inami in pre¢no obtezbo je
potrebno dolo¢iti diagram poteka upogibnih momentov in celotno pre¢no obteZbo na nosilcu.

60

258,
; ¥

Ay F.,=100kN
q,=10kN/m M,=80kNm 4 =
g;=5kN/m
(3 iiy N Frrss
dw * AM,=25kNm |
(kN/m)
F F,=60kN
-40

160

240

(©)

Slika 4.31: Diagrami poteka precnih sil, upogibnih momentov in pre€ne obtezbe

Za poznani potek precnih sil na nosilcu z ravno tezis¢no osjo dolo¢imo potek upogibnih

momentov z integracijo diferencialne enac¢be dM V, ,dx, ki jo uporabimo v obliki:

® = Y

M

x) = x)

M, + [V, dx

Integracijo opravimo po odsekih (korakih) z upostevanjem zacetnih pogojev:
0+Ax

X =0—AX M a0 =0+ [258,,dx =25kNm

0-Ax
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X0 =0+ AX M . axexcs) = 25+ J.(ZO —(50/5)x)dx = 25+ 20X —5x°

0+AX

M,,., =43.75kNm Mg, =0
X =5 M sexccs) = 0+ [ (=130 + 20)dx = ~130x +10x” + 400
5
M s = —22.5kNm Mg =0
X =8 M gexcco) = 0+ [30dx = 30x — 240 M, = 60kNm
8
X ) =10 M 1013 =60+ [ 60dx = 60x —540 M5 ) = 240kNm
10
13+Ax
X =13-Ax Mz = 240-80 J‘S(x—ls)dx =160
13-Ax
Xy =13+ AX M3, recgy =160+ [—400x = 680—40x M, =—40kNm
13+Ax
X =18 M 13, sty = —40+ [ (110—-5x)dx = ~1210+110x — 2.5x°
18
M ,, =—10kNm M =0

Na osnovi izracunanih vrednosti upogibnih momentov v karakteristiénih tockah ravnega
nosilca nacrtamo diagram poteka po tangentni metodi. Nagib tangent na graf poteka
upogibnih momentov dolocajo vrednosti precne sile v izbranih toc¢kah, ki so v naprej poznane
(Slika 4.31).

Prec¢no obtezbo dolo¢imo na osnovi Ze znanih zakonitosti oz. diferencialnih zvez med obtezbo
in notranjimi stati¢nimi koli¢inami. V koordinatnem izhodi$¢u na konstrukcijo deluje dvojica
sil (koncentrirani navor M, =25kNm), ki ga oznacuje v diagramu prec¢nih sil delta funkcija z
dvojno puscico. Na obmocju (0 < X <1) potekajo precne sile po zakonu premice, kar pomenti,
da na konstrukcijo deluje enakomerna zvezna obtezba (dV,,,/dx =—-10=—q, ) ter podobno

na odseku (5<x<8), kjer intenziteto in smer precne obtezbe dolo¢imo z izrazom

(dV,,/dx=20=-q,). Na intervalu (8<x<10) je precna sila konstantna in zato na tem

intervalu na konstrukcijo ne deluje prec¢na obtezba. V tocki ( X =10) ima precna sila preskok
ter zato na konstrukcijo deluje koncentrirana sila intenzitete F, =30kN.

Tudi na intervalu (10 < x <13) so precne sile konstantne ter zato na konstrukcijo ne deluje
precna obtezba. V tocki (X=13) imata diagrama precnih sil in upogibnih momentov
preskoka ter zato v tocki (X =13) na konstrukcijo delujeta v pre¢ni smeri koncentrirana sila
F, =100 kN in koncentrirani moment M, =80 kN (Slika 4.31).

Na intervalu (13<x <18) na konstrukcijo ne deluje prec¢na obtezba. V tocki (x =18) ima
diagram precnih sil preskok ter zato v tocki (X =18) na konstrukcijo v pre¢ni smeri deluje
koncentrirana sila F, =60 KN. Na obmoc¢ju (18 <X <22) diagram prec¢nih sil poteka po
linearni funkciji ter zato na konstrukcijo na tem obmoc¢ju deluje pre¢na obtezba
(dV(,/dx =-5kN=—q;).

Diagram poteka upogibnih momentov je v vecini primerov najbolj enostavno dolociti na
osnovi poznane pre¢ne obtezbe po Ze znani direktni metodi.
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5 VRVNE KONSTRUKCIJE

V inZenirski praksi se z vrvnimi konstrukcijami sreCujemo pri vise€ih mostovih,
Zi¢nicah, telefonskih in elektro napeljavah, kabelskih Zerjavih itd.

Osnovna mehanska znacilnost vrvi (vrvnih nosilnih elementov) je izredno majhna
upogibna togost vrvi (M, —»0 in V,  —0) ter so zato sposobne prenasati le

natezne osne sile (N, >0). V okviru mehanike togih teles bomo zato obravnavali

neraztegljive (toge) vrvi izpostavljene nateznim osnim silam ter tudi nekatere primere
lo€nih konstrukcij, kjer so konstrukcijski elementi izpostavljeni le tlacnim osnim silam.

5.1 Analiza vrvi po metodi vrvnega poligona

Analiza vrvi z metodo vrvnega poligona je najenostavnejSa, vendar je uporabna le v
primerih kadar so koncentrirane vertikalne sile, ki na vrvi delujejo, tako velike, da
lahko v primerjavi z njimi vplive lastne teze vrvi zanemarimo (opustimo). Zato v
tak8nih primerih predpostavimo, da so vrvi brezteZzne ter nanje delujejo samo
koncentrirane vertikalne sile.

V tak$nih primerih se po obremenitvi vrvi vzpostavi takSno geometrijsko stanje vrvi, Ki
mu pravimo vrvni poligon (Slika 5.1).

YA? | A Y
<A

Fy

Slika 5.1: Breztezna in neraztegljiva vrvna konstrukcija obteZzena z dvema koncentriranima silama

prijemaliSCa in velikosti obtezb ter skupne dolzine vrvi.

Pri staticni analizi obravnavanega primera razpolagamo s tremi ravnoteznimi
enacbami (pogoji) ter Stirimi neznankami X,, Y,, X; in Y;, zato je obravnavani
problem 1x stati€no nedolo€en. Stati¢ni problem lahko zato reSimo le v kolikor imamo
na razpolago Se dopolnilni podatek, ki je lahko polozaj tocke C (X.,Y.), Sila v
poljubnem prerezu vrvi ali skupna dolzina vrvi L.

a) Poznamo lego tocke C (x.,Y.)

V tem primeru morajo biti izpolnjeni naslednji ravnotezni pogoji:

SF, =-X, +X;=0

dYMP=-X,h+Y,/-F(/-x,)-F,(/-x,)=0

>M* =X h— Y,/ +Fx, +Ex, =0

MW =X,y +Y.xc —~F(xc —x,)=0 (5.1)

Statika 1 131



ZMC(D) =X3(ye —h)—-Yy({—x.)+E(x, =x.)=0
S, =Y, + Yy~ F - F =0

V sistemu Sestih enacb (5.1) s Stirimi neznankami so vedno le Stiri enacbe med sabo
neodvisne. Zato lahko vedno Stiri neznane reakcijske sile dolo€imo npr. z reSitvijo
prvih §tirih enacb, preostali dve enacbi pa sta vedno izpolnjeni ter ju lahko uporabimo
za kontrolo dobljenih reSitev.

b) Poznamo osno silo v poljubnem prerezu vrvi

Kadar poznamo silo v vrvi (npr. S,, Slika 5.2) lahko tri neznane koli¢ine (X,,Y, in
a, ) dolo€imo z reSitvijo sistema enacb (5.2).

Fi S;
Slika 5.2: Levi del vrvne konstrukcije po prerezu v polju na razdalji 7,
> E =-X,+S,cosa, =0
> F,=Y,-F-S,sina, =0 (5.2)
ZMB =-X,h+Y,/-F(/-x,)-FE(/-x,)=0

c) Poznamo skupno dolzino vrvi L

V tem primeru za vsako toCko v kateri na vrv delujejo vertikalne koncentrirane sile
(Slika 5.3) zapiSemo po dve ravnotezni enacbi:

> Ry =Si;cosay,, —S; cosa; =0 D> R, =-S.sino,,, —F +S;sina,; =0 (5.3)

V kolikor na vrv deluje n vertikalnih koncentriranih sil tako dobimo 2n ravnoteznih
enacb.

Slika 5.3: lzrez vozliS¢a ob vertikalni koncentrirani sili Fi

Za resitev statiCnega problema moramo doloc€iti n+1 neznanih sil na posameznih
odsekih vrvi ter n+1 neznanih kotov, kjer n oznacuje Stevilo vertikalnih sil.

Za dolocitev 2n+2 neznanih koli¢in potrebujemo Se dva dodatna pogoja (5.4), ki
povezujeta dolzino vrvi L in geometrijske podatke vrvne konstrukcije.
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n+l n+l

L:Z;zj/cosaj hzz;zjtgaj (5.4)
i= i=

Z reSitvijo sistema 2n+2 enacb z 2n+2 neznankami dolo€imo neznane sile in neznane
kote na vseh odsekih vrvne konstrukcije.

Tako so hkrati dolo¢ene tudi vse podporne sile in geometrijski podatki celotne vrvne
konstrukcije.

Primer 5.1:

Jeklena breztezna in neraztegljiva jeklena vrv dolzine L=30m je obtezena z vertikalno silo
F=1kN (Slika 5.4). Dolociti je potrebno sili S, in S, Vv vrvi ter kota o, in a, (Slika 5.4).

Slika 5.4: Vrvna konstrukcija obtezena z eno samo koncentrirano silo

Vozlisce, kjer sila F deluje na vrv fiktivno izrezemo iz konstrukcije ter izpolnimo osnovna
ravnotezna pogoja (5.3).

D> F, =S,cosa, —S, cosa, =0 D> F, =S,sina, —F+S;sina, =0
Dolzina vrvi L je dolo¢ena z izrazom:

L=/¢,/cos,+/,/cosa,

Podpori A in B sta na enaki visinski koti (Slika 5.4).

£, -tgo, — ¢, -tgo, =0

Nacin reSevanja Stirith enacb s Stirimi neznankami je lahko poljuben. Najbolj enostavno je
najprej resiti zadnji dve enacbi, ki imata le dve neznanki, ki jo lahko zapiSemo v enostavnejsi

obliki (upostevamo enakost 1/coso = /1+tg’a. ).

tgo, =1.5-tga,

30=15\/1+tg’a, +10,/1+1tg°a,

(3-15-1+tg%a,)? = (y1+2.25-tg?a,, )?

9-9-\1+tg’a, +2.25-(1+tg’a,) =1+ 2.25-tg’a,

J1+tg?a, =10.25/9

Po izraCunu neznanega kota o, =28.592° je dolocCitev preostalih neznank sorazmerno
enostavna ter so naslednje: o, =39.268°, S, =0.836kN in S, =0.948kN .
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Primer 5.2:

Alpinisti zelijo preckati reko z jekleno neraztegljivo vrvjo in Skripcem. Na razpolago imajo
dve podporni tocki na levem in desnem bregu reke na enaki visinski koti, ki lahko preneseta
horizontalno silo intenzitete H=5kN. Podporni tocki A in B sta na medsebojni oddaljenosti
¢ =200m (Slika 5.5). V kolikor je teza alpinista z vso opremo 1kN, dolo¢i najvecji poves ter
potrebno dolzino breztezne vrvi, da bo najvecja horizontalna sila dosegla vrednost H=5kN.

T \‘\\%‘ — WWKH -

Slika 5.5: Vrvna konstrukcija za prec¢kanje reke $irine ¢ =200m

Najvecja horizontalna sila bo delovala na obe podporni tocki, ko bo vertikalna obtezba
delovala na konstrukcijo na ' razpetine. Ker na vrv deluje le vertikalna obtezba je
horizontalna komponenta osne sile v celotni vrvi konstantna. Obliko vrvi dolo¢imo z izrazom:

012
! ' x=100
y =dy/dx =0.5F/H =0.1=konst. Yoy = [ydx=[0.1x} " =10m
x=0
e 100
L= [1+(dy/dx)*dx =[1.0049875-x[",’ = 200.9975m

-2
5.2 Analiza vrvi obtezenih z lastno tezo

Vrvi obtezene z lastno tezo obravnavamo z modelom neraztegljive vrvi, sestavljene iz
neskonCnega Stevila med sabo Clenkasto povezanih togih elementov. Pri taksnih

vrveh je zagotovljena popolna gibkost vrvi (M ,, =V,,, =0 ) ter lahko prevzame le

natezne osne sile. Obravnavani model idealne vrvi s podporama, vertikalno obtezbo
in silami v izbranem prerezu vrvi prikazuje Slika 5.6.

Pri analizi bomo upostevali diferencialni zvezi (4.50) in (4.51) za ukrivljene ravninske
konstrukcije (1/R, #0,1/B, =0). Z upostevanjem oznacb (Slika 5.6) in idealne

gibkosti vrvi lahko diferencialni zvezi podamo v naslednji obliki.

dN T, T

—d:) =—n, +—L = q sino+ IZ:;S) (5.5)
dT, N, N

o kTR TGwemsem =t >

kjer g, oznacuje lastno tezo vrvi v kN na enoto dolzine vrvi.

Osno silo (N, ) v poljubnem prerezu vrvi lahko izrazimo v odvisnosti od horizontalne

sile H,in nagiba vrvi y .

()
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2 2 2 ! 2
Ny =+ H2, +VE = (mﬁﬂwa@)szﬂ+wm) (5.7)

YA
Nes) d
\ (s)

N\ y

A\ q2(5 4 d

s=0 N > X

S

A
\\ //
N 2 Yis)
N
= //
TY Y _—7
— X
S

Slika 5.6: Model idealne vrvi obtezene z lastno tezo med dvema podporama

Nagib vrvi lahko izrazimo tudi z razmerjem vzdolzne in preCne obtezbe:
tgoe =V /H =N/ Uye) =Yy (5.8)

Radij upognjenosti vrvi (fleksijske ukrivljenosti) lahko izrazimo s prvim in drugim
odvodom ordinate 0si vrvi po 0si X.

R =0+ V) ?) 2 1Y (5.9)

Izraz (5.6) lahko z upos$tevanjem definicije fleksijske ukrivljenosti (5.9) in zveze med
osno silo in njeno horizontalno komponento (projekcijo) (5.7) preoblikujemo v izraz
(5.10).

" ! 2 " "
N N Y Hov1+ Vo)™ Yo Hg Yoo _ (5.10)

= : = : = , =(, -Cosa
Ry @+(Y))*” L+ (Y) )™ L+ (Yy)?) @

V kolikor v izrazu (5.10) upoS$tevamo Se izraz cosa =dx//dx* +dy® =1/,[1+(y,)*

dobimo diferencialno ena¢bo idealne vrvi obteZzene z lastno tezo (5.11).

B qs COS qS
Yoo = ”H T+ (y(m— ©

(s) (S)

1+(y(x))2 (5.11)

Hkrati mora biti celotna veriznica (Slika 5.6) v ravnotezju (ZEX =X, —Xgz=0) kar

pomeni, da mora biti pri vseh veriznicah obtezenih le z vertikalnimi obtezbami
horizontalna  projekcija osne sile vzdolz celotne veriznice konstantna
H =H =H=konst. Diferencialno enacbo veriznice lahko zato podamo v nekoliko

enostavnejsi obliki:
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O .
Yoo =y W1+ Vi)’ (5.12)

Vg =H Yy (5.13)

I\I(s) = |_l(s) \/1+ (yl(x))2 = N(x) = H\/1+ (yl(x))2 (5.14)

Slika 5.7 prikazuje sploSni primer vrvi obteZene le z lastno teZo, ki je konstantna na
enoto dolzine. Vrv je pritrjena v toCkah A in B, ki se nahajata na razlicnih viSinah.

Koordinatno izhodiS€e se nahaja na najnizji tocki vrvi ter v analizah upostevamo, da
je teza vrvi na enoto dolzine konstantna (q, =q = konst.).

Y A
x:
RO N|
A\
N
A\
N
\\
XA

Slika 5.7: Splosni primer idealne vrvi obteZene z lastno tezo

Za integracijo enacbe (5.12) uvedemo novo spremenljivko:

Peo =Yoo (5.15)
Diferencialno enacbo lahko sedaj podamo v enostavnejsi obliki:

APy - _q dp q
d—sz(X) Zﬁ 1+(p(x))2 0Z. > :ﬁdx (516)
1+ (p(x))

Enacbo (5.16) reSimo z nastavkom:

Y =P(X) =sh(u) dp,, =ch(u)-du (5.17)
ch(u)du q q q

Y gu = T gx du=u=—x+C=-—(x-C,) (5.18)
Vi+sh?u H / H HY

kjer C, oznacCuje integracijsko konstanto. Enacbo teziS¢ne osi vrvne konstrukcije
dolocimo:

- H
Yoo = [ Yoot +C, = [sh( (x~C)ax+ C, =Ech<%(x—cl)+cz (5.19)

Integracijski konstanti dolo¢imo z upostevanjem robnih pogojev:
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X=0, Yo =sh(%(0—C1))=0 C,=0

9 q
Resitev diferencialne enacbe teziS¢ne osi je naslednja:
H . X
Yoo = q [Ch( )— 1} Yoo = Sh(qﬁ) (5.20)

Osno sile v vrvi ter njeno vertikalno komponento dolo¢imo:

gx X gx
Vi =H sh(3) Ny = Hyf1+ sh*() = H-ch(C) (5.21)

Dolzino vrvi izvrednotimo s seStevanjem posameznih neskonéno majhnih in ¢lenkasto
povezanih ¢lenov:

L= J‘,/dx Ldy? = j1/1+(y(x,) dx = L/l+sh (q ) dx = jch(%)d sh(%) -
{sh(qg 2) 4 h(qfl } (5.22)
q
Dolocimo Se visinsko razliko tock A in B:
H q/ q/
h=Yu, Yo = E[ch(ﬁ) —cosh(wl)} (5.23)

Z upostevanjem adicijskih izrekov dolo¢imo razmerje h/L:

ql, q/l, ) q(£2+£1)j|_ |:q(£2_€l)}
h_Ch(H)‘Ch(H)_ZSh[ o | o _th[q(ez—fl)}

(5.24)

L Sh(&)+8h(%) 2‘Sh|:q(£2+£1):|.Ch[q(€2_fl):| 2H
H H 2H 2H

Z upostevanjem izraza (5.24) podamo izraza za dolzino vrvi L ter za dolzino 7,v
naslednji uporabni obliki:

Lzﬁ.sh{q'%Ml)]ch{q'(gz_fl)}ﬁ h[q q ch{Ath( )} (5.25)

q 2H H q  |L2H

o, =L B amd 2 (5.26)
2 q

Izraza (5.25) in (5.26) se poenostavita v primerih enakih viSin podpor A in B:
/ 2H

h:O,£l=€2=E,L:F h(—) II‘]E 6 +€
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Primer 5.3:

Jeklena vrv je pritrjena na podpori A in B v enaki visini (Slika 5.8) z razpetino ¢ =100m. Za
primer povesa f =25m je potrebno dolociti dolzino vrvi L, reakcijske sile ter najvecjo silo v
VIVi.

Slika 5.8: Veriznica z razpetino ¢ =100m

Potek tezis¢ne osi vrvne konstrukcije doloca izraz (5.20).

_H e @] H 20,
y(x)—q{ch(H) 1} 20{Ch( H) 1}

Nedvoumno je veriznica simetri¢na z najvecjim povesom pri ¢/2 =50m, Kjer izberemo tudi
izhodis¢e koordinatnega sistema. UpoStevamo zahtevani poves vrvi:

H 20-50
Yixerio = E{Ch (T) —1} =25m

Nelinearno enacbo lahko z zadovoljivo natancnostjo reSimo s poskuSanjem. Kot zacetni
priblizek k iskani reSitvi upoStevamo zacetno vrednost horizontalne sile v vrvi
H, =(q-¢)/2=1000N.

Za 1izbrane vrednosti horizontalne sile iz zgornje enacbe postopoma dolocamo povese
veriznice vse dokler ne doseZemo Zelene 0z. zahtevane vrednosti povesa (f =25.0m). V
kolikor pravilno izberemo zafetno vrednost sile H, dokaj hitro doseZemo reSitev s poljubno

natancnostjo.

H=1000N f =27.154m
H=1100N f =24.333m
H=1075N f =24.982m
H=1074N f =25.008m
H=1074.3 f =25.00054

20-50
Ny, =Nz =1074.3- Ch(m) =1574.311N

20-50
Vi, = Vixriz) = 1074-3'5h(m) =1150.797N
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_2:10743 1 20:100 ) o000
20 2-1074.3

Sili, ki delujeta na obe podpori sta enaki najvecji sili v vrvi. Njuni komponenti sta naslednji:

L

Y, =Yg =V, =1150.797m X, =Xz =H=1074.3N
Primer 5.4:

Alpinisti Zelijo preckati reko z jekleno neraztegljivo vrvjo prereza A=1.0cm? in Skripcem.
Na razpolago imajo dve podporni tocki na levem in desnem bregu reke na enaki visinski koti,
ki lahko preneseta horizontalno silo intenzitete H=5kN. Podporni tocki A in B sta na
medsebojni oddaljenosti /=200m (Slika 5.9). V kolikor je teza alpinista z vso opremo 1kN,
dolo¢i najvecji poves ter potrebno dolzino vrvi, da bo najvecja horizontalna sila dosegla
vrednost H=5kN (upostevajte lastno tezo vrvi g =0.0001-1.0-78000=7.8N/min koristno

obtezbo s koncentrirano silo F=1.0 kN).

[ — \’
‘TFDE>7Y‘<\ - 7‘<<<<7777<<<“77’7<‘<§fﬂ
SN2 ANV 77 7 SN\ Vr7 s SNV 77 7SS

L 1=200m L

d 1
Slika 5.9: Vrvna konstrukcija obremenjena z lastno tezo in koncentrirano silo
Najvecji poves veriznice se bo pojavil, ko se bo alpinist nahajal na '2 razpona vrvne

konstrukcije oz. v koordinatnem izhodis¢u. Kot osnovno enacbo za doloCitev enacbe
veriZznice na posameznih odseki npr. (A do ¢/2) oz. (¢/2 do B) uporabimo izraz (5.19).

robni pogoj: x=0 Yoy = Sh{_ qﬁcl)} =0.1 C, =—63.9962
robni pogoj: x=0 Yoo = ﬂch[%g%z)} +C,=0 C, = -644.223
q

Yoo = ﬂch{q (X +63.9962) } —644.223 = 641.0256 - chF'S' (x +63.9962) } —644.223
q H 5000

Yz =f =17.895m

1/2 x=100 x=100
L= [yl+(dy/d)’dx=2 | \/1+shz{w}dx:2 [ ch[w}dx=
x=0 x=0

o 5000 5000

100

=2 =2-(165.791-64.102) = 203.378m

5000 o] 7-80x+63.996
| 7.8 5000

0
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5.3  Analiza vrvi z majhnim povesom

Kadar je poves veriznice z ozirom na razpetino relativno majhen lahko za priblizne
izracune predpostavimo, da je obtezba vrvi neodvisna od njene dolzine g, =q,.

Prav tako se reSitve bistveno poenostavijo v kolikor poznamo pre¢no (vertikalno)

obtezbo, ki pripada enoti horizontalne projekcije teziS¢ne osi vrvi na os x (Slika 5.10).

hd

%
=1 <

> y o

Slika 5.10: Zveza med vertikalno obtezbo na enoto dolzZine vrvi Qs in pripadajo¢o obteZbo na enoto

horizontalne projekcije vrvi na X os

Zvezo med vertikalno obtezbo na enoto dolZine osi ter obteZbo na pripadajoCo enoto
dolZine x-osi dolo€a pogoj ekvivalentnosti vertikalne obtezbe na dolzini ds (Slika
5.10).

ds \ax? +dy? :
Qs = 0, dX 4 :q(s)d_X:q(s)d—x:q(s)’/1+(y(x))2 (5.27)

Z upo$tevanjem izraza (5.27) lahko diferencialno enacbo (5.12) zapiSemo v bistveno
bolj enostavni obliki.

(5.28)

Slika 5.11 je prikazan sploSni primer vrvi obteZzene z enakomerno zvezno obtezbo q,,

ki je tokrat konstantna po celotni dolzini / obravnavane vrvne konstrukcije. Vrv je
pritrjiena v toCkah A in B, ki se nahajata na razli¢nih viSinah. Koordinatno izhodisCe se
nahaja oz. ga izberemo na najnizji tocki vrvi.

g=q,=const. A Yg
1 I A W 0 T O T A A 5
+ B
1y Cal
XAIA y h
<< \
f

0
L XA L Xg L
71 7 7
ly | L
7 7

Slika 5.11: Vrvna konstrukcija obremenjena z enakomerno zvezno obtezbo (, na enoto pripadajoce
dolzine X osi

Enacbo teziS¢ne osi dolo€imo z integracijo diferencialne enacbe (5.28):
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Yy =—o =~ = konst. (5.29)

Z ozirom na konstantno vrednost drugega odvoda teziS€ne osi vrvne konstrukcije
zlahka ugotovimo, da le ta v primeru enakomerne zvezne obtezbe vedno poteka po
zakonu kvadratne parabole. Z integracijo izraza (5.29) dobimo:

' xq q X . q XZ
Yoo = Iﬁodx:ﬁox+01. Yoo = Iy(x)dx: SH

+C,-x+C, (5.30)

Neznani integracijski konstanti dolo€imo z upostevanjem robnih pogojev.

X

0; Yooy =C, =0
x=0; y'(x:O) =C, =0

Resitev diferencialne enacbe (5.29) je v takSnih primerih za izbrano izhodisCe
koordinatnega sistema kvadratna funkcija (parabola) z ni¢lo v koordinatnem
izhodis¢u:

goX”

TS (5.31)

Yoo =

kjer sta neznani vrednosti horizontalna sila v vrvi H ter koordinata x,, ki doloca
lokacijo koordinatnega izhodi§€a. Obe neznanki povezujeta pogoja:

oX A Qo
_ = :f —_— =
Ycxn) 2H 2H X2
y =qOXZB=qO(XA+€)2=f+h q_oz—f+h
(=xa) = o 2H 2H (x5 +0)°

Z eliminacijo neznanke H dobimo kvadratno ena¢bo z eno neznanko.
Xa(f+h)—(x, +0)*f =0

h-x5—-2-f-¢.x,—f-/*=0

xA:f'Ei\/[f.gJ2+(f'£2J (5.32)
h h h

Dolo¢imo Se horizontalno silo v vrvi, enacbo teziS€ne osi in osno silo ter potrebno
dolzino vrvi.

2 2 2
H = JoXa Yoo = X" _¢ | X (5.33)
2f 2H XA
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2
N(X) :H ’1+(y'(x))2 qO A l qO qOXA l
2
Ny, = qoz’;A /1 4t (5.34)
2 2 Xg
L= J.,/1+(y(x) )2 dx = Hl+ dx_— /— xz-dx_g—x/H—+x +—ash( HX)
dg iE

2 2 2
;: {XB\/I(:Z X2 —xA\/;'—ZH; +';—2[ash(%%)—ash(%%)} (5.35)
0 0 0

Resitve se Se poenostavijo za primer h=0.

g K qog2
Xp=—= Xg =7 H=
A 2 B 8f
.Y %y 8.f. V,=Hvy., =
Yoo = '(x_) =4 '(z) Yoo = ( 7) 00 T Yoo = Ho X
A
0, ¢ W 02
Vi, = = NMax.:N(z/Z):m: L 2
5 2 16-f
Primer 5.5:

Vv W

Za lo¢ni nosilec obteZen s trikotno zvezno obteZzbo dolocite takSno obliko teZiS¢ne osi, da se
bodo v loku aktivirale samo tlacne osne sile (Slika 5.12). V analizi upoStevajte horizontalno
silo v podporah H =100kN, razpetino lo¢nega nosilca ¢ =30m ter visinsko razliko med
podporama A in B, ki znasa h =5.0m. Dolo¢iti je potrebno visino puscice loka f, polozaj
temenske toc¢ke loéne konstrukcije X, ter vertikalni komponenti podpornih sil v podporah A
in B.

y Go=10kN/m
F=2
Yoo Fh —X=100kN
X,=100kN h=5m
A X,
X X

A Ys=230kN

V=220 kN
& 8 I ik

Slika 5.12: Lo¢ni nosilec obtezen s trikotno zvezno obtezbo

Za lo¢ne nosilce so diferencialne enacbe tezis¢ne osi podobne kot pri veriznicah le, da je
ukrivljenost teZiS¢ne osi negativna.

Qo _ Qo X
H l-H

y(x) ==
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QO'XZ
2¢-H

Wm:_ +Q

Yoo = %"f o +C X+C,

Integracijski konstanti C, in C, dolo¢imo z upostevanjem robnih pogojev v podpori A in B
lo¢nega nosilca.

X:O y(X:O)=C2=O

QOKZ

x=1£ y(x:é):_ﬁ'FClE:h Cl:D_Fq_Og

¢ 6H

Temensko toc¢ko lo¢nega nosilca dolo¢imo z upostevanjem geometrijskih pogojev:

Jrfz_qoxf h %

Yoo = 6H 0 BH
- doX;  h, Qo

=— +—
Yoo 21 7 BH

X = (ﬂ+q04)2£H:\/2-5-100+2-30-30-100: 100300 = 20m
¢ 6H’ q, 10 6-100

10-20° 5.-20 10-30-20 35

6-30-100 30 6-100 9

h q 10-30, 50 10-30 200
V, o =Y,=H- =100- 07) 2100 (— + — Ty =2 OV
(x=0) Yoo ( ) (30 6- 100) 3 6 3

2.H E 2-10 30 6-100 3

Vixen

Primer 5.6:

Lo¢ni nosilec z razpetino ¢ =100m (Slika 5.13) je obtezen na odseku X =0do x =40m z
enakomerno zvezno obtezbo g, =10kN/m, v to¢ki x =40m nanj deluje koncentrirana
vertikalna obtezba F=1000kN ter na odseku X =40dox =100m enakomerna zvezna
obtezba g, =20kN/m. V prijemalis¢u koncentrirane sile je poznana visinska kota tezis¢ne
osi nosilca Y ,_4om =20m, podpora B je locirana za viSino h =10m nad podporo A (Slika
5.13).

Dolociti je potrebno sile v podporah, potek teziS¢ne osi nosilca ter najvisjo visino nosilca f ob
pogoju, da bodo v nosilcu nastale le tlaéne osne sile.

V obravnavanem primeru najprej izvrednotimo podporne sile. Locno konstrukcijo katere
potek teziS¢ne osi Se ne poznamo lahko obravnavamo kot tro¢lensko konstrukcijo saj mora
biti upogibni moment v vseh tockah osi konstrukcije ter zato tudi v tocki prijemaliSca
koncentrirane sile enak 0.
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> M”* =100- Y +10-H—-400-20-1000-40-1200-70 =0

> MT =60-Y, —10-H-1200-30=0

Reakciji Y, in H dolo¢imo z resitvijo zgornjega sistema dveh enacb z dvema neznankama.
Reakcijsko silo Y, nato dolo¢imo z upostevanjem ravnoteznega pogoja v vertikalni smeri za
celotno lo¢no konstrukcijo.

100-Y, +10-H =132000
60- Y, -10-H =36000

160Y, = 168000 Y, =1050.00kN  H =2700.00kN Y, =1550.00kN
qo=10kN/m
=7
— X=100kN
h=5m
X;
A Ye=220kN
Y,=200 kN
A 3 | 4[/

Slika 5.13: Loéni nosilec obtezen z zvezno obtezbo in s koncentrirano silo

Na odseku (0<x<40m) mora potek tezis¢ne osi locnega nosilca ustrezati naslednjim
pogojem:

" -10 - -10-x —5.x2
: A, 1550
Yoo = Fy = 5700 C, Yixeo) =0=Cy

Potek teziS¢ne osi na obmocju (0 < X <40m) doloca izraz:

y —L.XZ_FC .X—_X_2+E.X
0 H ! 540 54

Na odseku (40 < x <100m) pa mora potek tezis¢ne osi lo¢nega nosilca ustrezati naslednjim
pogojem:

. =20 . —20-X —10-x?
y(x)zT y(x):T+C3 y(x)=T+(33-x+C4
. B . .
y(x=100):__y:_1050:_20 x+C3:_20 100+C3 Cszﬂzg
H 2700 H 2700 2700 54
10- x2 100> 19-100 320
Y (x=100m) =10=- v +C,x+C, =— 70 + ” +C, C, ZE
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Potek tezis¢ne osi na obmocju (40 < x <100m) doloca izraz:

~10-x? x? 19 320
Yo=—"7+C3 - X+C,=———+— X+
H 270 54 27

Polozaj najvisje tocke nosilca doloca izraz:

Y<x):—_20.X+C3:0 szcg-H:19-2700:47.5m
H 20 54.20
10-47.5* 19 320
y(x:47.5) = —TOO + 5475 + E = 20208m f = y(x=47.5) —10 = 10208m
6 VPLIVNICE

Pri stalnih obtezbah lahko zunanje in notranje obremenitve konstrukcijskih elementov
(podporne sile, vezne sile ter notranje sile in momente) dolo€amo neposredno za
predvidene projektne obteZbe za katere poznamo smeri, velikosti in prijemalis¢a
preko katerih se njihovi vplivi prenasajo na konstrukcije.

Pri premicnih obteZbah (prometni vplivi, obteZbe pri Zerjavnih progah, veter, valovanje
itd.) je potrebno najprej analizirati vse realno mogoc€e polozZaje premicnih obtezb ter
dolodciti kriticno lego oz. realno mogoco kriticno kombinacijo vseh premi¢nih obtezb,
pri kateri je njihov vpliv na opazovano komponento podpornih sil, veznih sil ter
notranjih obremenitev analizirane konstrukcije najbolj neugoden oz. najbol;j kriticen. V
praksi praviloma vedno dolo€amo najvecje (maksimalne) in najmanjSe (minimalne)
vrednosti posameznih zunanjih in notranjih statiCnih koli€in. Hkratni grafi¢ni
predstavitvi poteka najvecjih in najmanjSih vrednosti po dolzZini teziS€ne osi
posameznih konstrukcijskin elementov pravimo ovojnice statiCnih koli€¢in na
konstrukciji.

Crto oz. funkcijsko sovisnost, ki pove koliksen je vpliv obteZzbe na poljubnem mestu
(x) obravnavane konstrukcije na opazovano zunanjo ali notranjo stati€no koli¢ino
imenujemo vplivnico. V okviru Statike 1 bomo obravnavali le vplivnice za vertikalne
obtezbe statitno doloCenih gradbenih konstrukcij. Ordinata vplivnice na poljubnem
mestu (x ) konstrukcije dolo¢a velikost vpliva na analizirano stati¢no koli¢ino kadar se
premi¢na obtezba (F =1) nahaja v obravnavani toc€ki (x) na analizirani konstrukciji.

6.1 Lastnosti vplivnic (vplivnih €rt) pri staticCno dolo€enih konstrukcijah

Obravnavamo vplive premi¢ne vertikalne koncentrirane sile F=1 na vertikalni reakciji
Y, in Y;, ki deluje na prostolezeCi nosilec z razpetino /. Realno so mogoci vsi

polozaji premikajoCe se vertikalne obtezbe (0<x</), ki jih lahko zavzame
premikajoCa se obtezba, kadar vozilo preCka obravnavani objekt (Slika 6.1a).
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F=1
Voox I-x 7
y d X,
________________ A\ >
] I
IYA IYB X=
yYA 1
* YYax)
1
+
Yvg Yvs(x)

(a) (b)
Slika 6.1: Vplivnice za vplive vertikalne obtezbe na prostoleze€em nosilcu: (a) Vplivnici za reakciji
Y, in Yy in (b) Skupni vpliv skupine vertikalnih sil na podporno silo Yy

Vplivnico za podporno silo Y, dolo€imo z upoStevanjem ravnoteznega pogoja:

SMP=Y, (—F-({—x)=0 YAzw
V kolikor upostevamo F=1, dobimo :
l—x
Y =Yy, 0 :u (6.1)

14

Funkcijo yy (,, imenujemo vplivnico za reakcijo Y, ter podaja vrednost reakcijske sile

za poljubni polozaj sile F=1 na obravnavani konstrukciji (velikost vpliva za podporne
sile yy (,, izrazamo z brezdimenzijskimi vrednostmi). Na podobni nacin Se doloCimo

tudi vplivnico za podporno silo Y.

X
M =Y, -(—F-x=0 YB:yYB(X):Z (6.2)

Vplive skupine vertikalnih koncentriranih obtezb lahko seStevamo (Slika 6.1b).
3

Yg = szBi ‘F = Yy, ‘K +¥y,2 -+ Yv,3 - (6.3)
i=1

V nadaljevanju bomo analizirali vpliv enakomerne zvezne obtezbe in dvojice sil
(koncentriranega momenta) na izbrano stati¢no koli€ino (Slika 6.2).
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A dF=qg-d
y ! X
X |k
% q
X,
< 1 2 /\
1 X Z
L A i 2 Ye
¥ 1
yYB yY 4 yYB(X) yYBZ
y
_F1A AX I
L
 ~yF X,
ﬁ%, 1 A2 2
M |
Ay| | By
1
o /
Yy, v 1
Yve Yvg2

(a) (b)

Slika 6.2: Vplivi sestavljenih obtezb na vertikalno reakcijo Yy : (a) Enakomerne zvezne obtezbe in
(b) Koncentriranega momenta (dvojice sil)

Vpliv enakomerne zvezne obtezbe g na izbrano statiCno koli€ino je enak produktu

intenzitete enakomerne zvezne obteZbe in povrSine vplivnice za obravnavano
statino koli¢ino na obmocju zvezne obtezbe.

YB = J.yYB(x) -dF = qJ.yYB(x) -dx =q 'Avpl (6-4)

Vpliv dvojice sil (koncentriranega momenta) je enak produktu intenzitete navora in
tangensa naklonskega kota vplivnice na mestu delovanja dvojice sil na nosilec.

. M
Yp=-F -y, +E yy,= hmAx—)OI:AX (Yy,o — YYal)} -
(6.5)

. M
= hmAx%0|:E (yYB] +AX-tgo—yy ):l =M-tga

Pri staticno dolo¢enih gradbenih konstrukcijah so vplivnice vedno premice. Trditev
lahko dokazemo z vplivom staticno ekvivalentne obtezbe na vrednost reakcijske sile
Y, na prosto leZe€em nosilcu (Slika 6.3).
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Slika 6.3: Vpliv stati¢no enakovredne obtezbe na podporno silo Y,

Na prostolezeCi nosilec deluje v toCki 0 vertikalna koncentrirana sila F,, ki jo
nadomestimo z ekvivalentnim sistemom dveh vertikalnih sil F, in F,, ki delujeta na

medsebojni razdalji s oz. v toCkah 1 in 2 (Slika 6.3). Oba sistema sil sta stati¢no
ekvivalentna v kolikor imata enaki rezultantni sili ter enaka rezultantna momenta na
poljubno to¢ko v prostoru (v ravnini nosilca pri 2D primerih).

F,=FR+F,

(s—a)
F-(s—a)=F,-s Bzﬁ-s
F-a=F-s ﬁ:ﬁé

S

Vpliva obeh staticno ekvivalentnih sistemov sil na reakcijo Y, morata biti enaka:

a (s—a)
FO'YYBO :Fl'YYBl"'Fz'YYBz :Fo'g'YYBl"'FoT‘y

Yg2

a S—a
Yv,0 ZE'YYBI +(—S)'YY32 (6.6)

Izraz (6.6) predstavlja enacbo vplivnice med toCkama 1 in 2, ki je nedvomno premica.
6.2 Staticna metoda dolo€anja vplivnic

Po staticni metodi dolo¢amo vplivnice tako, da dolo€imo vrednosti iskane statiCne
koliCine (podporne sile, vezne sile in notranje staticne koli€ine) za vse realne

(mogoce) polozaje premi¢ne vertikalne obtezbe F=1.

6.2.1 Konzolni nosilec

Vplivnice za zunanje in notranje stati¢ne koliCine dolo€amo na osnovi ravnoteznih
pogojev, ki veljajo za ravnoteZje ravninskih sistemov sil.

Statika 1 148



X>a
F=1
Ay |
X I-x /[[, |_a I/
a 7
MAk\ ] lF=1 _ x<a
Ya a
4 a L
Yy + y 8
A YA(X) e
. W, YV, (x) 1
el x>a
Ym u yMa - |l-a
A YM,(x) YM, (x)

(@) (b)

Slika 6.4: Konzolni nosilec; (a) Vplivnici za reakciji Y, in M, ter (b) Vplivnici za pre¢no silo V, in

upogibni moment M, v prerezu a-a konzolnega nosilca
Vplivnici za podporni sili (Y, in M,) :
>E =Y,-F=0 Y,=F=1=y, =const. (6.7)
> MA=M, -F-x=0 M, =F-Xx=Xx=y,, (6.8)
Ordinate vplivnic za vpetostne momente (dvojice sil) izrazamo v metrih.
Vplivnici za notranje statiCne koliine v prerezu a-a (za pre¢no silo V, in upogibni
moment M, ):
(x>a) (x<a)
V,=F=l=y, V,=0=y, (6.9)

M, =—F-(x—a)=x—-a=y,, M,=0=y,, (6.10)

6.2.2 Prostolezeci nosilec

Vplivnici za podporni sili (Y, in Yy, Slika 6.5a) :

SMA=Y, (—F-x=0 YB=F%:%=yYB (6.11)
S F, =Y, +Y,~F=0 Y,=F-Y,=1-"=y, (6.12)

14
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Y X l I-x 4],
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a ‘a b %
Ya | Ys
Yo yYB(X)
YV, 1 +

YYax)

@)

Mo b iy
% P
VT vl Wy, |
l a | 1 b |
1\\\ 1 1 i

(b)

Slika 6.5: Prosto leZe¢i nosilec: (a) vplivnici za reakciji Y, in Yy ter (b) Vplivnici za pre¢no silo V,

in upogibni moment M, v prerezu a-a nosilca

Vplivnici za notranje statiCne koli€ine v prerezu a-a ( za prec¢no silo V, in upogibni
moment M, ) doloimo na osnovi ravnoteznih pogojev za levi ali desni del nosilca, ki

ga s prerezom a-a razdelimo na dva dela:

(x>a)

Va=YA=l—%=yva

X=/ Yu, =0
a a-b
Yu =( E) ,
Statika 1

(x<a)
X

\A :_YB:_ZZYVB
x=0 yy, =0
X =a—AX Vv =_2

: 14
MazYB'b=b7X=YMa
x=0 Ym, =0

a -

x-a Oy

(6.13)

(6.14)
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6.2.3 Previsni nosilec

Ay
X
bl Ia F=1
| | X
S o s + e e S Ll
Ll b , 'a % I3
7 Y Y 7
c | A a L b B
7 7 7 1 7
l,-c
l4
1+E + Yva(x) |
Y¥i —l |—3
2
l4 I3
i, 1+-=
v, I, Yvoo 1| I,
B [E—

Ym

C
Ym,

Yv,

- |1

Slika 6.6: Vplivnice za podporne sile ter za notranje stati¢ne koli¢ine za previsni nosilec v ravnini
Vplivnici za podporni sili (Y, in Yy, Slika 6.6):

Na obmocju med podporama na dolzini 7, sta vplivnici za vertikalni reakciji Y, in Y,

enaki kot pri prostolezeCem nosilcu (Slika 6.5a). Ker pa vemo, da so pri staticno
dolo€enih ravninskih nosilcih vplivnice vedno premice (izraz 6.6, Slika 6.3) ju
nacrtamo tako, da ju enostavno podaljSamo preko obeh previsnih pol;.

Vplivnici za precne sile V, in upogibni moment M, v prerezu a-a ter za V, in M, v
prerezu b-b (Slika 6.6):
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Za precne sile V, in upogibne momente M, v vseh prerezih med obema podporama

sta na obmocju 7, vplivnici povsem enaki kot pri prostolezeCem nosilcu (Slika 6.5b).

Za primer obteZzbe na obmocju med obema podporama je previsni nosilec staticno
enakovreden prostolezeCemu nosilcu. Ker pa vemo, da so pri staticho doloCenih
ravninskih nosilcih vplivnice vedno premice (izraz 6.6, Slika 6.3) ju na obmocju
previsnih polj dolo€imo tako, da ju enostavno podaljSamo preko previsnih obmodij.

Vplivnici za pre€ne sile V, in upogibne momente M, v vseh prerezih na obmocjih

obeh previsnih polj ¢, in 7, so enake vplivhicam za notranje staticne koliine na
konzolnih nosilcih (Slika 6.4).

6.2.4 Gerber-jev nosilec

Gerber-jevi nosilci so sestavljeni iz posameznih prostolezecih, previsnih in tudi
konzolno vpetih nosilcev.

Konstruiranje vplivnic na Gerber-jevih konstrukcijah pricnemo vedno na tistem
nosilcu, kjer vplivnico iS¢emo oz. doloCamo ter upoStevamo pravilo, da so pri vseh
statiCno doloCenih gradbenih konstrukcijah vplivnice vedno premice.

Upostevati je potrebno tudi pomembno lastnost Gerber-jevih konstrukcij, za katere je
znano, da se stati¢ni vplivi ne morejo prenas$ati iz primarnih na sekundarne elemente
(nosilce) analizirane konstrukcije.

Slika 6.7 prikazuje najenostavnejSi primer Gerber-jevega nosilca, ki ga sestavljata
primarni in sekundarni nosilec.
Vplivnici za reakciji Y, in Y, sta na celotnem obmocju primarnega nosilca enaki

vplivnicam za obojestransko previsne nosilce (Slika 6.6). Potek obeh vplivnic za
reakciji Y, in Y, na obmoCju sekundarnega nosilca dolo¢imo z upoStevanjem

pogoja, da sta obe reakcijski sili identi€no enaki 0 v kolikor koncentrirana sila F=1
deluje na nosilec nad podporo C (Slika 6.7), zato je ordinata obeh vplivnic y, in

yy, vV podpori C enaka 0. Vplivnici za reakciji Y, in Y, na sekundarnem nosilcu

nacrtamo tako, da povezemo Ze znani vrednosti obeh vplivnic v tockah D in C, saj
smo Ze dokazali, da so vplivnice vedno premice.

Vplivnico za vezno silo Y, dolo¢imo z upostevanjem ugotovitve, da je sekundarni

nosilec konstrukcije nepremic¢no podprt s primarnim nosilcem v tocCki D ter s premic¢no
podporo v toCki C. Zato je staticno povsem enak prostolezeCemu nosilcu s previsom.
Vplivnica za vezno silo Y, pa je zato enaka vplivnici za reakcijo na prostolezeCem

nosilcu.

Ker se obteZbe iz primarnih nosilcev nikoli ne prenaSajo na sekundarne je
pripadajoca ordinata vplivnice y, na celotnem obmocju primarnega nosilca identicno

enaka 0.
Vplivnica za upogibni moment y,, v prerezu a-a (Slika 6.7) je na celotnem obmocju

primarnega nosilca E-A-B-D enaka vplivnici za upogibni moment na previsnem
nosilcu (Slika 6.6). Ker pa je ordinata vplivnice y,, Vv tocki C na sekundarnem nosilcu

identi€no enaka 0, jo lahko nacrtamo tako, da povezZzemo znani vrednosti vplivnice v
tockah D in C. Na podobni nacin doloCimo tudi vplivnico za precno silo y, . Vplivnica

za reakcijo y, na odseku D-C-F je enaka vplivnici za reakcijo na prostolezeCem
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nosilcu s previsom (Slika 6.6)
Yy, enaka 0.

. Na primarnem nosilcu je vplivnica za podporno silo

Ay
x |F=1
E A AB D Ne F
4[, l4 4[, l, 4 I3 | l ls 4|,
: Y.
—————— ————r——————————
wéE;- la ZS )(D
a | b >
YA/E 1 /i Y Xp fY E
D Z
AL
yYA 1+h e |_3 1 L1
l, 1 YvYax) l, /IIS_IS
\I/ 24
l4 Yvg(x) 1 T 1+ 13

I
o be2)
B ~ Iz 5
X
yYD 1’\ I
N ]
bl, 5
@ I Q_b_ + | alzlg
aW \’ |2 |4
S5 |
S, |
SO
P, N |
l | |9] T I e
o e M (€ L —Fij,
ml]_z\\\\\\\\ W/
S
, 5
/1 Y 1+E
Yy,

Slika 6.7: Gerber-jeva konstrukcija preko treh polj z obojestranskima previsoma

6.2.5 Predaléni nosilci

Vplivnice za pali¢ja konstruiramo na osnovi treh ravnoteznih pogojev

: > R, =0,

ZFiy =0 in ZMT' =0 za ravninske ter z upostevanjem 6-tih ravnoteznih pogojev za
prostorske palicne konstrukcije. Pri paliCnih konstrukcijah razlikujemo vplivnice za
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reakcije in vezne sile ter vplivnice za osne sile v posameznih palicah konstrukcije, Ki
jih dolo€amo po metodi prereza nosilnih konstrukcij. Pri nacrtovanju vplivnic moramo
upostevati vse realno mogoce kriti€ne poloZaje premiCne obtezbe ter Ze poznano
pravilo, da so vplivnice pri vseh staticno doloCenih konstrukcijah sestavljene iz ve€
linearnih funkcij (imajo obliko poligona). Tudi v tem primeru nam vplivnice
predstavljajo velikosti zunanjih in notranjih staticnih koliCin za obtezitev konstrukcije z
vertikalno silo F=1.

Za palicno konstrukcijo (Slika 6.8) najprej dolo€imo vplivnici za reakciji Y, in Yy, Ki
sta enaki kot pri prostolezecih upogibnih nosilcih.

X X

Yva0 = 1= , Y¥s0 )

Vplivnice za osne sile doloCamo po prerezni metodi. Vplivnico za osno silo S,

dolo€imo z upostevanjem ravnoteznih pogojev za levi ali desni del prerezanega
nosilca (Slika 6.8).

Vplivnica za osno silo S;:

(3a<x<5a) >M' =S -h-Y,-2a=0 SIZYA.%‘
X) 2a
—[1-2].22
Ys, ( ﬁ) h
X =3a Yo = _3_3. ﬁ—ﬁ
. 5a) h b5h
(0<x<2a) SM'® =Y, .3a-S,-h=0 SIZYB.%E‘
yo
% 5h
6a
X =2a -
Ys = 5h
Vplivnica za osno silo S, :
(3a<x<5a) SE® =Y, -8, sina=0 g, = Ya
Smao
X 1
=1-2 | =
Ys ( Kj sina
X:3a yszz(l—ﬁj_ -1 = 2_
5a ) sina  5-sina

X =5a Ys, =0
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5a-x |

Yy,

Yve

Ys,

+ [5sina

2
5sina

<
()]
w
L
o=

o

Slika 6.8: Vplivnice za reakciji in za osne sile v treh izbranih palicah

(0<x<2a) D EPY =Y, +S, -sina=0 S, =—
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Ys = "5 sina
2
X=2a =—
Ys. = 5 sing
x=0 Ys, =0

Vplivnica za osno silo S;:

Vplivnico dolo€imo z upoStevanjem ravnoteznih pogojev za levi oz. desni del
palicnega nosilca v prerezu 2-2 nosilne konstrukcije (Slika 6.8).

2a<x<5a) F'™ =Y, +S,=0 S,=-Y
iy A 3 3 A
X
o
2a 3
X =2a - 1= ==
Vs, ( 5aj 5
X =5a Ys, =0
(0<x<a) YE™=Y,-S,=0 S, =Y,
y, =X
% B
1
X=a yS = —
* 5
x=0 ys, =0

Vse tri vplivnice nartamo tako, da izraCunane vrednosti v posameznih toCkah
povezemo s premicami, ker Ze vemo, da so vplivnice zagotovo linearne funkcije
(Slika 6.8).

Primer 6.1

Za previsno, pali¢no mostno konstrukcijo na Zelezniski progi dolzine ¢=160m je potrebno
dolociti ekstremne vrednosti (minimalne in maksimalno mozne vrednosti) podpornih sil
(reakcij) ter osnih sil S;, S, in S, Slika 6.9 in Slika 6.10.

Slika 6.9 prikazuje projektno shemo prometne obtezbe za tirna vozila za obtezitev nosilne
konstrukcije s Stirimi koncentriranimi silami F=250KkN na dolzini konstrukcije 6.4 m ter z
enakomerno zvezno obtezbo intenzitete =80KN/m na konstrukciji pred in za prej

navedenimi koncentriranimi silami.
V skladnosti z veljavnimi tehni¢nimi predpisi dolo¢imo karakteristicno projektno obtezbo

objektov na zelezniskih progah tako, da sile na prikazani obtezni shemi pomnozimo s
korelacijskim koli¢nikom wy, ki je odvisen od dejanske prometne obteZbe proge in vrste oz.

skupne teze dejanskih vozil na ZelezniSki progi in lahko znasa 0.67 <y <1.5. Za mednarodne
zelezniske proge je potrebno upostevati (y =1). V nasi stati¢ni analizi bomo tokrat upostevali

v =1.
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Slika 6.9: Pali¢éna mostna konstrukcija, projektna premi¢na prometna obtezba na Zeleznicah ter

vplivnici za podporno silo Y, ter osno silo S, v palici 1

Reakcijska sila Y, :

Vplivnica za reakcijsko silo Y, na previsnem nosilcu nam je Zze poznana ter jo dolo¢imo z
izrazom (y,, =1-x/7) ter dolo¢imo njene vrednosti v karakteristi¢nih tockah.

x=0 Yy =1
X =130m Yy, az9 =—0.3
Vplivnico za podporno silo Y, prikazuje Slika 6.9.
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Z ozirom na prikazani potek vplivnice y, lahko ugotovimo, da bo podporna sila Y, za

upostevano prometno obtezbo najvecja v primeru, ko se bodo koncentrirane sile in zvezna
obtezba nahajale na srednjem polju konstrukcije (Slika 6.9). Vpliv na reakcijsko silo v
podpori A bo najvecji kadar se bo prva koncentrirana sila nahajala na mestu, kjer je ordinata
vplivnice najvecja.

Za dolocitev najvecje mozne vrednosti reakcijske sile si dolo¢imo vrednosti vplivnice pod
vsemi koncentriranimi silami ter ordinate vplivnice na zaCetku in kraju posameznih odsekov
enakomerne zvezne obtezbe.

X =-30m Yy, (309 =13 X==284M Y (.5, =1.284

X =-26.8m Yy, (268 =1.268 X==252M Yy (55, =1.252

X =-24.4m Vv, (2aa =1.244 X =100m Yy, aog =0

A,, =1.244-124.4-0.5=77.3768m (Povrs$ina vplivnice pod obtezbo Q)

Najvedjo mozZno podporno silo dolo¢imo:

Y avax) = 250-(1.3+1.284 +1.268+1.252) +80- 77.3768 = 7466.144kN

NajmanjSa mozna reakcijska sila Y, deluje v podpori A kadar se prometna obtezba s

koncentriranimi silami in delom zvezne obteZbe nahaja na levem ter hkrati Se enakomerna
zvezna obtezba na desnem previsnem polju obravnavane konstrukcije.

X =130m Yv,azp =03 X =128.4M Yy 1244y =—0.284
X =126.8m Yy, 268y = —0.268 X=125.2M Yy (195, =—0.252
X =124.4m Yy, azaqy = —0.244 X =100m Yy, a0 =0
A,, =-0.244-24.4-0.5=-2.9768m (Povrsina vplivnice pod obtezbo ()

Y nuiny = 250+ (—0.3—-0.284 —0.268 — 0.252) + 80 - (—2.9768) = ~514.144kN

Ekstremni vrednosti podporne (reakcijske) sile Y, sta zaradi simetrije enaki vrednostim
podporne sile Y,.

Osnasila S, v palici 1 (diagonala v toc¢ki II):
Vplivnico za osno silo S, dolo¢imo s prerezom 1-1 konstrukcije (Slika 6.9).

(-30<x<0)
70-Y,

M'®D =y .70-S -sina-25=0 S, =——58_ =0.03033- x
2 B LS ' 25.sina Ys,
X =-30m Ys (a0 =—0.91 X=0m Ys,0 =0
(5<x<130)
i 30-Y X

M'™® =¥, .30-S, -sina-25=0 S, =—A =1.3-(1-——
2 8 ' ' 25-sina Vs T
X =5m Ys,s =1.235 X =130m Ys,a309 =—0-39

Vplivnica za osno silo S, je prikazana na sliki 6.9.

Osna sila S, doseze najvecjo vrednost v kolikor se prometna obtezba nahaja na srednjem
polju obravnavane konstrukcije.
X=5m Ys,s =1.235 X=6.6m Ys 66 =1.2142
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X =8.2m Ys 2 =1.1934

X=4.2m Ys a2 =1.0374

X =9.8m
X =10.6m

Ys 0 =1.1726
Vs aos) =1.1622

A,, =1.0374-4.2-0.5+1.1622-89.4-0.5=54.1289m

Simax) =290+ (1.235+1.2142+1.1934 +1.1726) +80-54.1289 = 5534.112kN

Osna sila S, doseze najmanjSo mozno vrednost kadar se prometna obtezba nahaja na obeh

previsnih poljih konstrukcije.

X =-30m Ys (a9 =091
X =-26.8m Ys, (269 = —0.8129
X=-244 Ys,(2aay = —0.7401

X==28.4M Y (544 =—0.8615
X==25.2M Y (,5, =—0.7644

X =130m Ys,a30 =—0-39

A,, =-0.7401-24.4-0.5-0.39-30-0.5=14.8796m

Syniny = 250- (~0.91—0.8615—0.8129 — 0.7644) +80- (~14.8796) = ~2027.568kN

Osnasila S, v palici 2:
(-30<x<0)
D M"PP =Y, .95+, .cosB-10=0

X =-30m Ys, (a0 =3.0695

(5<x<130)
> M =y, .5+S, .cosp-10=0

X=5m Ys,5 =—0.5116

5, =2 ys, =-0.10232- X
10-cosp

X=0m Ys,0) = 0

S,——>Ya_ y __05385.(1-—)
10-cosp ' 100

X =130m Ys, a3 = 0.16155

Vplivnico za osno silo S, prikazuje Slika 6.10.

Osna sila S, doseze najve¢jo mozno vrednost kadar se prometna obtezba nahaja na obeh

previsnih poljih konstrukcije.

X =-30m Vs, (a0 = 3.0695
X=-268M Y e =2.7421
X =—24.4 Vs, (2ae) = 2.4966

X =—28.4M Y (54 =2.9058
X =-25.2M Y (ay =2.5784

A,, =2.4966-24.4-0.5+0.16155-30- 0.5 =32.8818m

Symaxy = 250-(3.0695+2.9058 + 2.7421+ 2.5784) + 80 - 32.8818 = 5454.494kN
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Slika 6.10: Vplivnici za osni sili S, in S, na paliéni konstrukciji

Osna sila S, doseze najmanjSo vrednost v kolikor se prometna obtezba nahaja na srednjem
polju konstrukcije.

X =5m Ys,5) =—0.5116 X =6.6m Ys, 66 = —0.903
X=8.2m Ys,2) =—0.4944 X=9.8m Ys, (05 = —0-4858
X=4.2m Ys, a2 =—0.4297 x =10.6m Ys,a0s) =—0.4814

A,, =-04279-4.2-0.5-0.4814-89.4-0.5=-22.4172m
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Smax) =290 (-0.5116 —0.503-0.4944 —0.4858) +80- (—22.4172) = —2292.074kN

Osnasila S, v palici 3:
Vplivnico za osno silo S, dolo¢imo s prerezom 2-2 konstrukcije (Slika 6.9).

(—30<x<45)

> MM =Y, .B5-S,.5=0 S, =11-Y, ys, =0.11-x

X =-30m Ys, (30 = -3.3 X =45m Ys, (a5 = 4.95
(50<x<130)

S M) Y, .45-S,.5=0 S,=9-Y, y53:9_(1_ﬁ)
X =50m Ys60 =4 X =130m Ys,az0 = 2.7

Osna sila S, doseze najve¢jo mozno vrednost kadar se prometna obtezba nahaja v srednjem
polju konstrukcije.

X =43.4m Ys, 430y = 4774 X =45m Ys 5 = 4,95
X =46.6m Ys, (466) = 4.806 X =48.2m Ys, (482 = 4.662
X =42.6m Ys, (426) = 4.686 X =49m Ys, (a9 =499

A,, =4.686-42.6-0.5+4.59-51-0.5=216.8568m
Simax) =290 (4.774 +4.95+ 4.806 + 4.662) +80 - 216.8568 = 22146.544kN

Osna sila S, doseze najmanj$o mozno vrednost kadar se prometna obtezba nahaja na obeh
previsnih poljih konstrukcije.

X =-30m Ys, (30 =—3-3 X==28.4M Y 5, =—3.124
X =-26.8m Ys,(-268) = —2-948 X==25.2M Y (5, =—2.712
X=-24.4 Ys,( 240y = —2.684

A,, =—2.684-24.4-05-2.7-30-0.5=-73.2448m
Syminy =250-(-3.3-3.124-2.948 - 2.772) +80- (-73.2448) = —8895.584kN
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7 TRENJE IN LEPENJE

Pri relativnem gibanju dveh teles se v njuni medsebojni kontaktni povrsini pojavi sila,
ki otezuje oz. preprecCuje njune relativne premike. Ta sila je pasivna, ker je odvisna od
delovanja drugih oz. aktivnih sil ter ji pravimo tudi sila trenja.

Kadar neko telo drsi po povrSini drugega telesa tedaj sili, ki gibanju nasprotuje
pravimo sila suhega ali sila drsnega trenja.

Kadar se valjasto telo kotali po povrsini drugega telesa brez drsenja imamo opravka s
silo kotalnega trenja.

Pri gibajoCih se telesih v teko€inah imamo opravka s silo viskoznega trenja.

Trenjske sile se pojavljajo tako pri uravnotezenih kot tudi pri neuravnotezZenih
sistemih togih teles. Sile trenja so ponekod koristne (zaviranje, vzpostavitev
ravnoteZzja), mnogokrat pa tudi Skodljive, ker povec€ujejo porabo energije.

7.1 Coulombovo trenje

Coulombovo trenje se pojavlja pri relativnem gibanju dveh teles v njuni medsebojni
kontaktni povrsini brez maziva (Slika 7.1).

~ - ~ . ~ -, ~ -
N - ~ - ~ - ~ -
~ s F ~ - F ~ - F ~ -
B\ N\ - ¥
AR _> RS _> N _> N

FrAF, |

Z »
T
N
mn
\)
pd
—>
T
1
\N
pd
—>
IT&’
1l
iyl ‘

mirovanije gibanje

Slika 7.1: Sila lepenja in sila trenja

Opazujemo togo telo teze G na katerega deluje le gravitacijsko polje sil ter sila
podlage N, ki je v ravnotezju z delujoCo silo teze G, ki deluje v teziSCu telesa. V
kolikor na mirujoCe telo delujemo Se s horizontalno silo F tako, da togo telo ne
zarotira oz. kako drugacCe ne izgubi ravnoteZja, se na hrapavi kontaktni povrsini med
telesom in podlago pojavi horizontalna sila H, ki je v ravnotezju s horizontalno
aktivno silo F.

Pri postopnem narad€anju aktivne sile F tudi horizontalna sila H v kontaktni povrSini
postopoma narasCa ter doseze najvecCjo vrednost tik preden se telo premakne.
Najvecji horizontalni (tangencialni) sili v kontaktni povrsini pravimo sila lepenja F, in

razmerju med silo lepenja in normalno silo v kontaktni povrsini koliénik lepenja k, .

FF
F/:k N k/:—éz—Max' 71
=k, ==t (7.1)

Pri nadaljnjem premikanju potrebna horizontalna sila F nekoliko upade (Slika 7.2a)
ter preostalo tangencialno silo imenujemo silo drsnega (kineticnega) trenja F, ter

razmerju med silo trenja in normalno silo v kontaktni povrsini koli¢nik trenja Kk, .

F=k,-N K, :% (7.2)
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S preizkusi je mogocCe dokazati naslednje lastnosti trenjskih sil:

1.

Sila trenja deluje v smeri tangente na kontaktno povrsino v nasprotni smeri
gibanja, ki bi nastalo v kolikor v kontaktni povrSini ne bi bilo sile trenja oz.
lepenja.

Tangencialna sila v kontaktni povrSini med telesoma, ki se relativnho ne
premikata se imenuje sila lepenja. NajvecCja sila lepenja nastane v
kontaktni povrsini med dvema telesoma tik preden se telesi premakneta
ter je po velikosti priblizno proporcionalna normalni sili.

Sila lepenja (pravimo ji tudi sila statiCnega trenja) ni odvisna od velikosti
kontaktne povrSine v kolikor se ne spremeni oblika oz. hrapavost
kontaktne povrsine.

Sila trenja (kinetiCnega trenja) se pojavi v kontaktni povrSini med dvema
telesoma kadar se telesi relativho premikata.

Sila lepenja je vedno vecja od sile trenja (izjeme so specialni materiali npr.
teflon).

Koli¢nik lepenja in koli¢nik trenja sta odvisna le od stopnje gladkosti in
vrste obeh materialov v njuni medsebojni kontaktni povrsini.

Postopno narasc¢anje horizontalne sile v kontaktni povrsini med togim telesom na
katerega deluje horizontalna sila in tlemi prikazuje Slika 7.2a.

| mirovanje
I\

»
' o

gibanje

O R

(@) (b)

Slika 7.2: Sile trenja in lepenja: (a) Tangencialna sila pri mirovanju in premikanju telesa ter (b)

Stozca trenja in lepenja v prostoru

Mejne vrednosti sile trenja oz. lepenja lahko ponazorimo tudi s stozcem trenja oz.
lepenja (Slika 7.2b). Rezultantna sila podlage pri lepenju Q[ = N+I3k. se ob poljubni
obtezbi togega telesa (Slika 7.2b) ob mejnem stanju (tik predno se togo telo

premakne) vedno nahaja na plas€u stoZca lepenja. Podobna ugotovitev velja tudi za
silo in pripadajoci trenjski stozec.
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k, =—=1go, o, =atg(k,) (7.3)

kt = =tgo, ¢, = atg(kt) (7-4)

Z|lm =z |

Pri mehanskih analizah lahko upoStevamo naslednje izkustvene vrednosti koliCnikov
trenja in lepenja:

Materiali Koli¢nik lepenja k, Koli¢nik trenja k,
Jeklo - led 0.03 0.015
Jeklo - jeklo 0.15-0.5 0.1-0.4
Jeklo - teflon 0.04 0.04
Usnje — jeklo 0.4 0.3

Les —les 0.51 0.5
Pnevmatika — asfalt 0.7-0.9 0.5-0.8
Smuci — sneg 0.1-0.3 0.04-0.2
Primer 1:

Najprej bomo obravnavali lestev dolZzine L s tezo G, po kateri se bo povzpel krovec teze
G,. Dolociti je potrebno najmanj$i mozni nagib lestve a pri katerem se bo krovec Se lahko
povzpel po lestvi, ¢e je koli¢nik lepenja med lestvijo in tlemi ter steno K, =0.5 in razmerje
med tezo lestve in tezo kroveca G, =G, /5 (Slika 7.3).

Lestev je oprta ob tla v tocki 1 ter naslonjena na steno v tocki 2 (Slika 7.3). Nedvoumno bo za
stabilnost lestve najbolj kriti¢no, ko se bo krovec nahajal na vrhu lestve in bo sila G,

delovala na lestev v tocki 2. Tik pred zdrsom lestve navzdol se bosta v tockah 1 oz. 2
aktivirali sili lepenja F, =k, -N, oz. F, =k, -N,, ki vedno delujeta v nasprotni smeri

potencialnega (moZnega) premika lestve.

Ob mejnem stanju (tik pred zdrsom) lestve se tako v to¢kah 1 in 2 aktivirata sili podlage, ki
delujeta na lesev Q, =F +N, oz Q, =F +N,, ki sta za kot lepenja
o, =atg(k, )=26.565° oz. ¢, =atg(k, )=26.565° odklonjeni od normale na tla oz. od
normale na steno v tockah 1 oz. 2.

Na lestev delujeta aktivni sili G, in G, katerih vsota G,, =G, +G, deluje v tem primeru na
razdalji ¢/12 od vertikalnega roba stene (Slika 7.3).

Nalogo resimo s pogojem ravnotezja vseh sil, ki na lestev delujejo Q, +Q, +G,, =0 ob
izpolnjevanju hkratnega pogoja, da morajo biti momenti vseh sil na poljubno tocko v ravnini
X-y identi¢no enaki 0.

Lestev doseZe najman;jSi dopustni nagib lestve a=a,,, Vv primeru kadar se v to¢kah 1 in 2
hkrati aktivirata celotni razpoloZljivi sili lepenja.

Ker nam je iz statike sil Ze poznano, da je za tri sile v ravnini Q, , Q, in G,,, ki so v silnem

ravnovesju, hkrati izpolnjen tudi momentni ravnotezni pogoj v kolikor se sekajo v skupni
tocki, lahko zaklju¢imo, da se morajo ob mejnem stanju vse tri sile sekati v tocki I (Slika 7.3),
da pogoj najvecjih dopustnih sil lepenja ne bo presezen.
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Slika 7.3: Lestev oprta v tla ter naslonjena na zid po kateri se bo povzpel krovec

Nalogo reSimo s pogojem ravnotezja vseh sil, ki na lestev delujejo Q, +Q, +G,, =0 ob

izpolnjevanju hkratnega pogoja, da morajo biti momenti vseh sil na poljubno tocko v ravnini
X-y identi¢no enaki 0.

Pogoj zapiSemo v obliki:

: L-cosa-tgp, 11-Lcosa
L-sino+ =

12 12-tgo,,
K,
tgo = 157917 oy, = 60.832°
12-k, 12 |

Enako resitev lahko dokazemo analiticno z uporabo Ze obicajnih treh ravnoteznih pogojev
ravnoteZja sistemov sil v ravnini.

> R =N,—k, -N,; =0 N, =05-N,

6-G, N — k, -6-G,

F,=N,+k, -N,-6:G, =0 =i S
2y =Nivk, N, ' bol+k, ok, ©o1+k, -k,

> M°=N,-L-sina+G,-L-cosa/2—N,-L-cosa=0

N,-G,/2 6:G,-G,-U+k, -k, )/2 1-Q+k, -k, )/12

tga
N, k, -6-G, k

=1.7917

4
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Primer 2:

Obravnavamo vijacno dvigalko oz. lahko tudi stiskalnico, kjer z vrtenjem vijaka nazivnega
premera 2r z momentom M, delujemo s silo F na poljubno telo v prostoru. Vijak je s
svojim navojem gostote h na dolzini S vpet v jekleno plosco, ki je oprta ob tla (Slika 7.4).
Dolociti je potrebno velikost navora M, ki je potreben za dviganje oz. spuScanje tovora teze

G=F.

Slika 7.4: Trenje in lepenje pri vijakih

Analiziramo ravnotezje vijaka obremenjenega s silo F, navorom M, ter z normalno silo N
in tangencialno silo F,, ki se iz jeklene plosce preko navoja prenasa na vijak. Tik pred
premikom vijaka navzgor na navoj deluje sila lepenja ter ravnotezni enacbi podamo v
naslednji obliki:

> F, :F+_[dF€ -sina—IdN-cosa:O
> M, =M, —r-J‘dN-sina—r-J‘dFﬁ -cosa. =0

Napetosti po celotni dolzini navoja so neenakomerno porazdeljene, vendar lahko vsoti vseh
napetosti, ki delujejo na navoj dolo¢imo z izrazoma I dN=N in Isz =F =k,-N.

F=N-cosa—k, -N-sina

M, =r-N-smoa-r-k,-N-cosa
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N = F -
cosa—Kk, -sina

_r-F-(sina+k, -cosa) I (tga +K,

M
‘ cosa—Kk, -sina -k, -tga)

=F-r-tg(a+¢,)

Podobno dolo¢imo potrebni moment ob spuscanju tovora:
M, =F-r-tg(a—go,)

Z ozirom, da je kot lepenja vecji od kota trenja predstavlja izracunani moment M, najvecjo

potrebno vrednost pri dviganju oz. najmanj$o vrednost momenta pri spuscanju tovora.

Primer 3:

Obravnavamo neraztegljivo vrv, ki drsi na stabilnem kolutu (Slika 7.5). Pri drsenju vrvi na
stabilnem kolutu je sila na prosti strani G vedno manjsa od sile na vle¢ni strani F, ki deluje v
smeri premikanja vrvi. Razliko obeh sil predstavlja sila lepenja (tik pred zdrsom vrvi) oz. sila
trenja, ko pri¢ne vrv drseti po stabilnem kolutu.

Infinitezimalno majhni del vrvi dolzine ds (Slika 7.5) mora biti v ravnotezju, ker upoStevamo
gibanje vrvi brez pospeska (stati¢no trenje):

> Ry =S-cos(dg/2) +dF, — (S+dS)-cos(dp/2) =0
> Ry =dN—~(S+dS+S)-sin(de/2) =0

Ker je do lahko poljubno majhen lahko upostevamo: sin(de/2)~tg(de/2)~de/2 in
cos(de/2) =1 ter dobimo:

dF, =dS dN=2-S-dg/2

|
YG

Slika 7.5: Trenje in lepenje na stabilnih kolutih

Upostevamo Se znano lastnost Coulombovega trenja dF, =K, -dN.

/
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Dobljeno diferencialno enacbo z locljivima spremenljivkama nato integriramo:

SZ o
J‘ﬁzj.kgd(p |n82—|n51=k4-a SZ =Sl'ek€.a
5 S o

Vle¢no silo pri drsenju dolo¢imo tako, da koli¢nik lepenja K, zamenjamo z obicajno

(odvisno od materialov) nekaj manj$im koli¢nikom trenja K;.

Primer 4:

Obravnavamo kotaljenje togega valja premera 2r po ravni podlagi. Zaradi podajnosti podlage
normalna sila N ne poteka skozi sredise (tezis¢e) valja temve¢ je premaknjena v smeri

ee e

Odmiku sile N od sredisca telesa (e) pravimo koeficient kotalnega trenja. Merimo ga v cm
ter je empiricno dolo¢ena vrednost.

Kotalno trenje lahko izrazimo tudi z momentom kotalnega trenja.

My =e-G=e-N

Pri kotaljenju na zelo podajnih tleh pa lahko za bolj natan¢ne preracune uporabimo izraz za
izracun potrebne horizontalne sile za kotaljenje valja:

G

J(r/e)? -1

R -r-coso=FRr’—e?=G-e F =

Slika 7.6: Kotalno trenje

Za primer valjanja igriSc¢a s konstantno hitrostjo z valjem premera 2r=60cm, teze G=800N na
katerega delujemo s stalno silo F=400N (Slika 7.7) dolo¢imo koli¢nik kotalnega trenja.

Slika 7.7: Kotalno trenje pri valjanju igris¢a
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Pri valjanju igriSca s konstantno hitrostjo mora biti valj v ravnotezju.
(F-sina+G)-e=F-cosa-r

o F-cosa.-30  400-cos25°-30

= : = - =11.22cm
F-sinaa+G 400-sin 25°+800

Za primerjavo izratunamo S$e bolj natan¢no potrebno horizontalno silo, ki dejansko znaSa
F =400-cos 25° = 362.523kN :

G _ 800+400-sin25°  969.047

N = =390.776kN
Jare)2-1  |(@0/11.22)2 -1 24798

sz

Vidimo lahko, da so pri velikih kotalnih odporih (e znasa ca. 37% premera valja)
poenostavitve nedopustne. Bolj natan¢no lahko momentni ravnoteZni pogoj podamo z enacbo:

(F-sina+G)-e=F-cosa-vr?—e’

e 400-cos25°
Ar?—e? 400 -sin 25°+ 800

e =10.5115cm (ugotovimo lahko, da bi zaradi poenostavitev nastala ca. 6.74% napaka)

=0.3741
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8 STATIKA POVRSIN

Pri statiki povrSin prerezov posameznih konstrukcijskin elementov razlikujemo
naslednje pojme: ploSCina prereza, teziSCe, teZisS€ne osi, staticni momenti povrsin,
vztrajnostni momenti, deviacijski momenti, glavni vztrajnostni momenti, glavne
vztrajnostne osi, vztrajnostni radij in jedro prereza.

8.1 Tezisce in staticni momenti

Smer delovanja sile teZe poljubnega telesa G vedno poteka skozi teZi§¢e (masno
srediSCe) planeta Zemlja.

G=[g-dm (8.1)
v

kjer § oznacCuje gravitacijski (teznostni) pospeSek. Teza poljubnega telesa je

rezultanta privlanih sil med maso Zemlje in vseh masnih delcev telesa. Smer

rezultante sile teze G telesa poteka vedno skozi toéko C ne glede na to kako je telo
orientirano. Ta toCka je temeljnega pomena za vsako telo in ji pravimo tudi teziSce ali
masno tezisCe telesa (Slika 8.1).

Slika 8.1: Tezis¢na totka C in tezistne osi X', Y' in Z' telesa

viv v

Ker je sila tee G telesa rezultantna sila, velja pri dolo¢anju teZi§&a momentno
pravilo rezultante, ki dolo€a, da je navor (stati€éni moment) rezultantne sile enak vsoti
navorov vseh komponent, ki rezultantno silo sestavljajo.

i.xG=[TxdG = [Txp-§-dV (8.2)
\% \Y

6 8, & By & &
Xe Yo Ze|=[|x y z|dV

0 0G| Yo 0pg
Momentno pravilo rezultante (8.2) lahko prikazemo v skalarni obliki.

Ye-G=[y-p-g-dV Xc-G=[x-p-g-dV (8.3)
v Y,

Statika 1 170



viv v

Enacbi 8.2 doloCata koordinati teZisCa telesa:
v y. =Y
G ¢ G
V kolikor telo (Slika 8.1) zarotiramo za kot aa=mn/2+n-n okrog x ali y osi lahko

viv v

dolocimo Se preostalo koordinato teziS¢a telesa.
V
G

V kolikor Se upostevamo, da je teznostni pospeSek g konstanta, ter tudi masa telesa

jp-dv = jdm =m lahko enacbe (8.3) in (8.4) podamo v preglednejsi obliki.
v v

X = (8.4)

Z, = (8.5)

[x-dm [y-dm [z-dm
Vv Vv

v
y = Z.=
m ¢ m ¢ m

(8.6)

Xe =

Koordinatam tezis¢a x., Y. in z, pravimo tudi koordinate masnega sredis¢a

obravnavanega telesa. Mehanske koli€ine v Stevcu izrazov (8.6) so masni staticni
momenti telesa na ravnine y—z, Xx—z in x-y.

Sy, = [x-dm S =[y-dm Sy = [z-dm (8.7)
Vv Vv Vv

Masne statiche momente na ravnine, ki potekajo skozi masno sredisCe (tezisCe)
telesa dolo¢imo s transformacijo koordinatnega sistema.

X'= X —X¢ Sy, =[xt dm= [x-dm— [x,-dm =Sy —x,-m=0 (8.8)
Vv v Vv

y=y-Ye Sxz = [y:dm=[y-dm—[y;-dm=Sg -y, -m=0 (8.9)
Y Vv Y

7'=2-1, Syy = [z:dm= [z-dm— [z, -dm =S -z.-m=0 (8.10)
Vv Vv Vv

Z izrazi (8.8), (8.9) in (8.10) smo dokazali, da je teziS¢e (masno srediSce) telesa
tista tocka C v prostoru v kateri se sekajo tri med sabo pravokotne ravnine na
katere so masni statiéni momenti telesa identiéno enaki 0.

Vv v

Pri vseh telesih z enakomerno porazdeljeno gostoto mase (p = konst. ) tezis€a, masna
srediS€a in srediS¢a prostornine telesa vedno sovpadajo.

[x-p-g-dV  [x-p-g-dV [x-dV Qv
X _V _V _V _ Yz (8.11)
‘ G [p-g-dVv % Y
Y%
Ve G [p-g-dv % % (8.12)
Y%
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[z-p-g-dV [z-p-g-dV [z-dV Qv
7, =Y .Y Y . (8.13)
G [p-g-dV \% \%
Y%
kjer S;,/Z, S}{Z in S}{y oznacujejo statiche momente prostornine telesa na posamezne

koordinatne ravnine.

Poljubno povrsino S v statiki povrsin obravnavamo kot telo katerega dimenzijo v
smeri pravokotno na povrsino imenujemo debelina (t) telesa ter upoStevamo t —0
in hkrati p-g-t=konst.=1.

[x-p-g-t-dS [x-dS sS

Xo =2 =5 S 2 (8.14)
[p-g-t-dS S S
s
Iy-p-g-t-dS [y-dS s

yo =2 =5 =% (8.15)
[p-g-t-dS S S
S
[z-p-g-t-dS [z-dS gS

z, =2 _s v (8.16)
[p-g-t-dS S s
S

kjer S oznacuje povrsino poljubno ukrivljene ploskve v prostoru ter Sf,z, S§Z in S)S(y

staticne momente povrsine na posamezne koordinatne ravnine.

Posebni primer predstavljajo ravne povrSine s katerimi ponazorimo v statiki ravne
prereze poljubnih konstrukcijskin elementov. Pri takSnih povrSinah se vse toCke
nahajajo v eni skupni ravnini. TakSne povrSine s plos¢ino A lahko obravnhavamo
ravninsko v koordinatnem sistemu, kjer se osi xin y nahajajo v povrSini prereza oz.

z paima smer normale na ravnino prereza (Slika 8.2a).

' A,
Ayl AY y
AA' AA _A_ ______
[«] [+ [ '"“@
X'=-X|, X | . ds
\ \ Yy 2,

X /A dG=Apgds

C=T ;

X; yu:_y @

° [—~

AA" x}

(b) (©)

Slika 8.2: (a) Ravna povrsina s ploséino A ; (b) Ravnine simetrije pri ravnem prerezu ter (c) Primer
enodimenzionalnega telesa (zice oz. ¢rte) v statiki povrsin

Tudi ravno ploskev A v statiki povrsin obravnavamo kot telo katerega dimenzijo v
smeri osi z imenujemo debelina (t), kjer upostevamo t—0 in p-g-t=Kkonst.=1.

viv v

Koordinati teziS€a ravnega prereza dolo€ata izraza (8.17) in (8.18).
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[x-p-g-t-dA  [x-dA SA g
[p-g-t-dA A A A
A
[y-p-g-t-dA Jy-dA n o
e Y ©1)

[p-g-t-dA A
A

kjer A oznacCuje ploScino ravne ploskve v prostoru ter S’jz in S% statiéna momenta

ploS€ine prereza na koordinatni ravnini y—z in x—z, staticni moment ploscine na
koordinatno ravnino x-y je identicno enak 0 saj ploS¢ino ravnega prereza

obravnavamo kot dvodimenzionalno telo. V statiki statiche momente povrsin
imenujemo »staticni moment« brez oznake na kaksno telo se nanasa.

Prav tako med posebne primere pristevamo telesa, ki imajo dve dimenziji (ploS¢ino
normalnega prereza) bistveno manjsi od tretje dimenzije (dolzine) telesa (Slika 8.2c).
V praksi so taksSna telesa Zice, palice in Crtovja (ponazarjajo tezis¢no os Zice) pri
katerin predpostavljamo enakomerno porazdelitev gostote mase p ter enakomerni

prerez A po celotni dolzini elementa (Sy5).
[x-p-g-A-ds [x-ds
s _s

- _ _ Sy (8.19)
[p-g-A-ds S1/2 S1/2

[y-p-g-A-ds [y-ds
S :S

_ S (8.20)

S1/2 S1/2

Yo = g Ads
S

[z-p-g-A-ds [z-ds ss
s _s .

(8.21)

Z. = =
¢ [p-g-A-ds S12 S1/2
S

kjer s;,, oznacCuje dolzino enodimenzionalnega elementa med toCkama 1 in 2 (Slika

8.2c) ter S‘;Z, Sy, in Sf(y staticni momenti €rtovja na izbrane koordinatne ravnine.

TeZiSCa sestavljenih teles, povrSin, ¢rtovja in plosc€in dolo€amo tako, da najprej
doloCimo teziS€ne osi posameznih elementov (teles, povrsin, ploscin itd.), kjer so za
pripadajoCe koordinatne ravnine vsi staticni momenti identiCno enaki 0. TeZisCa
sestavljenih povrSin pa nato dolo€imo s seStevanjem staticnih momentov vseh
elementov ter skupne mase, prostornine, povrSine oz. plos€ine vseh elementov, ki

obravnavani sistem sestavljajo.

Za primer ravne povrSine, ki jo sestavlja n razlicnih likov (kvadratov, trikotnikov,

kroznih prerezov itd.) koordinati tezis€a doloCata izraza (8.22).

n n
in 'Ai _Zy| AI
Xg ==1=L ye == — (8.22)
ZAi _ZAl
i=1 i=1

viv v

kjer x; oz. y; oznaCuje oddaljenost teziSCa elementa s ploSCino A; od koordinatne
ravnine y—z 0z. X—2.

Posebni primer predstavljajo tudi telesa, plos€ine oz. ¢rtovja z eno ali ve€ simetralnimi
ravninami oz. osmi pri dvodimenzionalnih primerih.
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Ker ima vsaki element AA na desni strani simetralne ravnine oz. osi y' (Slika 8.2b)
svoj simetriCni par AA' na levi strani simetralne osi je s tem dokazano, da je statiCni
moment telesa oz. povrSine na simetralno ravnino oz. simetralno os vedno enak 0.

Zato je brez dvoma dokazana tudi naslednja splo$na trditev: »vsaka simetralna
ravnhina oz. simetralna os je hkrati tudi teziSéna ravnina oz. teziSéna os
obravnavanega telesa, ¢rtovja povrsine ali plosc¢ine ravnega prereza«.

8.2  Vrtenje in vztrajnostni momenti togih teles

Pojem vztrajnosti je vezan na gibanje togih teles. Pri gibanju vsakega telesa se pojavi
gibalna koligina (B ), ki je dolodena s produktom mase in hitrosti.

B=[v-dm (ter pri konstantni hitrosti V = konst.) B=V-[dm=m-Vv  (8.23)
v v

Gibalna koli€ina je premo sorazmerna masi telesa (m) in hitrosti (V). Zato pravimo
tudi, da je masa telesa merilo vztrajnosti.

Pojem vztrajnostnega momenta je vezan na vztrajnost telesa pri vrtenju okrog
poljubne stalne osi. Obravnavamo telo mase m, ki ga zavrtimo okrog osi A—A s
kotno hitrostjo ® (Slika 8.3).

Slika 8.3: Vrtenje telesa mase M s kotno hitrostjo @ okrog stalne osi A—A

Pri vrtenju telesa je hitrost poljubne toCke telesa P premo sorazmerna kotni hitrosti @
in oddaljenosti od osi A—A vrtenja (r) ter ima smer pravokotno na ravnino, Ki jo
doloCata os A—A tertoCka P na telesu mase (m).

Vp =Vp, '€, =T ® €, =®XT, (8.24)

Vrtilno koli€ino telesa doloCa izraz (8.25).

bA = [FxV-dm= [Ta/p x (@xFasp)-dm =[I]* -& (8.25)
V V

Kjer [J]A oznacuje matriko vztrajnostnih momentov telesa na os vrtenja A—A, ki jo
dolo€imo z izrazom (8.25).
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x| | & & g, 8 g,
bA =[{ytxloy 0, o [-dm=[| X y z |-dm=
Viz] [x y z Y oy —yo, X0, —zo, Yo, —Xo,
(8.26)
(y2+22)-cox—xy-coy—xz-coZ ok dwy Iz || Ox

[1-xy @y +(x2+2%) -0y —2zy-0, tdm=| 1, Iy Iy, fo, t=[1]" -6

\Y% 2 2
—XZ-O)X—yZ-OJy+(X +y°)- o, Jox Jzy d77 ||

Matrika vztrajnostnih momentov [J]* je kvadratna forma 2. reda ter ji pravimo tudi
masni vztrajnostni tenzor.

Posamezne komponente masnega vztrajnostnega tenzorja imenujemo masne
vztrajnostne momente.

I =dx =[(y?+2%)dm 3,y =1, =[(x*+2%)dm  J, =J, =[(x* +y®)dm  (8.27)
Vv \ \

Vztrajnostne momente (J,,J, in J,) imenujemo masne vztrajnostne momente telesa
na x, y in z os ter predstavljajo vsoto produktov diferencialov mase telesa dm in
kvadratov razdalje posameznih delcev od izbrane koordinatne osi.

Preostalim Sestim komponentam vztrajnostnega tenzorja pravimo centrifugalni
(deviatori¢ni ali tudi deviacijski) masni vztrajnostni momenti telesa.

Jyy =Jdyx =—[xy-dm J =J; =—[xz-dm Jyz=dzy ==[yz-dm (8.28)
\ \ \%

Izrazi 8.28 dokazujejo, da je vztrajnostni tenzor vedno simetricen. Pri vsakem telesu
vedno obstajajo tri med seboj pravokotne osi v prostoru (1), (2) in (3) pri katerih
vztrajnostni tenzor preide v diagonalno obliko.

Jjy 0o
[B]=10 3, 0 (8.29)
0 0 Jg

Komponente vztrajnostnega tenzorja v diagonalni obliki J;, J, in J; imenujemo tudi
glavne vztrajnostne momente ter pripadajoCe osi (1), (2) in (3) glavne vztrajnostne
osi telesa.

Najprej obravnavamo homogeni kvader dimenzij a b in ¢ gostote p ter mase m.

Dolociti je potrebno vztrajnostne in centrifugalne (deviatoricne) vztrajnostne momente
na osi koordinatnega sistema x, y in z, ki poteka skozi vogalno tocko kvadra ter na

teZiS€ne osi kvadra x', y' in z' (Slika 8.4).

abc ab
Jy = j(y2 +2%)-dm=p- j(y2 +2%)-dx-dy-dz :p”j(y2 +22)dxdydz =p”‘y22+23/3)‘;dxdy =
Vv Vv 000 00

=

ab b
p[[(y?c+c®/3)dxdy = p[(b3c/3+c30/3)dx = pa(b3c+c®b)/3=m-(b® +c?)/3
00 a
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Na podobni nacin doloimo preostala vztrajnostna momenta (J, in J,).

J,=m-(a%+c?)/3 J,=m-(a%+b?)/3

y

Slika 8.4: Homogeni kvader

Centrifugalni vztrajnostni momenti so definirani z izrazi (8.28) ter so za obravnavani
kvader naslednji.

—fxy -dm=—p- jxy -dx-dy- dz_—p”xycdxdy——pjcbzxdx/Z— —pa’b%c/4=-m-ab/4
00

Jyy =—M-ac/4 Jy;, =—m-bc/4

yz

Vv v

Izbrane teziS¢ne osi kvadra (Slika 8.4) so hkrati tudi simetralne osi (obravnavani
kvader je povsem simetricen na koordinatne ravnine x'-y', X'-z' in y'-z') ter so zato
vsi centrifugalni momenti na izbrane teZiS¢ne osi identiCno enaki 0. PripadajoCi
vztrajnostni momenti na teZiS€ne osi pa so zato hkrati tudi glavni vztrajnostni momenti
kvadra.

al2bl/2c/2
Jo _Jl_j(y'2+z'2) dm=p- j(y'2+z'2) dx-dy-dz=8-p- [ [ | (y? +2%)-dx-dy-dz =
000

al2hb/2 al2b/2 al2
8 pj j ‘y 747 /3)\ dxdy =8- pj j (y2c/2+c3/24)dxdy =8- pj (b3c/48+c3p/48)dx =

p-(b3ca+ciba)/12=m-(b? +c?)/12
Jy =J, =m-(a® +c?)/12 J, =J3=m-(a%+b?)/12

V nadaljevanju bomo obravnavali vztrajnostni moment homogenega valja dolzine /,
premera 2R ter gostote p (Slika 8.5). Najprej bomo dolocili vztrajnostni moment na

viv v

vzdolzno simetralno in hkrati tudi teziS€no os valja s—s ter nato Se na os a—a, ki je
vzporedna osi s—s ter od nje odmaknjena za razdalji e, 0z. e, v smeriizbrane x oz.

y Osi.

y
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R
Jos=ds = [(x%+y?)-dm=p- [r®-dV=p- [r?-2n-r-L-dr=p-2n-¢-R*/4=m-R?/2 (8.30)
\Y4 \Y 0

Koordinate valja v novem koordinatnem sistemu (x,y,z) lahko doloéimo s
transformacijskima enacbama:

X=X"+ey y=y'+e, (8.31)

Slika 8.5: Homogeni valj

Joa=Jy= j(x2 +y?)-dm=p- j(x'2+2exx‘+e§ +y'2+2eyy'+e§)~dv :p-j(x'2+y'2)dV+
Vv

\% v
(8.32)

p-2e, [X'dV+p-2e, [y'dV+p-(ef +e)) [dV =], +e%-m
v v v

Integrala v izrazih (p-2e, [x'dV) in (p-2e, [y'dV) predstavijata staticna momenta
Y% Y%
valja na tezi$éno os s—s telesa in sta zato identi¢no enaka 0 ter e =e2 +e)2, kvadrat
razdalje med obema vzporednima osema (Slika 8.5) in zato lahko zaklju¢imo:

Masni vztrajnostni moment telesa na poljubno os, ki je vzporedna teziS€ni osi
telesa, je enak vsoti vztrajnostnega momenta na tezis¢no os (J;) in produkta

mase telesa (m) s kvadratom razdalje (e) med obema vzporednima osema. Tej
trditvi v mehaniki pravimo Steiner-jev stavek.

J, =) +e*-m (8.33)

8.3  Vztrajnostni momenti ravnih povrsin

Ravne povrSine v statiki ponazorimo z 2D kvazi telesi katerih debelina t—0 ob
hkratnem pogoju p-g-t=konst.=1. Telo obravnavamo v ravnini x—y (Slika 8.6).
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Slika 8.6: Ravna povrsina A v ravnini x-y

Podobno kot pri togih telesih so z izrazoma (8.27) in (8.28) definirani tudi vztrajnostni
momenti povrSine A na 0s X 0z. Yy, izrazamo jih v m*.

I =y = [y?-dA Jyy=Jy =[x -dA (8.34)
A A

kjer vztrajnostni moment J, oz. J, pomeni vztrajnostni moment povrsine prereza A
na izbrano x oz. y os koordinatnega sistema. Podobno sta doloena Se polarni
vztrajnostni moment povrSine A na koordinatno izhodis€e J, in centrifugalni
(deviacijski) vztrajnostni moment povrsine A v ravnini X,V.

Jo= (% +yH)dA=[r?-dA=J, +], Jyy =Jyx =—[y -dA (8.35)
A A A

Najprej obravnavamo povrsino A oblike pravokotnega trikotnika s stranicama a in b
(Slika 8.7).

Ay y"A
Ay' X"
N | »
— b I 0" =
. |
®y Y | y=b(1_§)
dy~f T
Ay L X'
~ b=t ————= NG
e, I §
A | -
~ 0 al3 . 5
L & L €x L
7 7 7
Slika 8.7: Trikotna povrsina A s pripadajocimi koordinatnimi osmi
2 ° ocab-y) . ab o, 4 a3 4,0 ab°
Ix =y A=y ===y = [ (by” —y")dy = (by" 13-y 14 =
A 0 0
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b B 3
Jy:szdA:sz b(a X)dx:a b
A . a 12

a b(l-x/a) b2 a ) 3 2b2
Jy ==y -dA=—]  [xy-dxdy =———](a X —2ax2 + x3)dx =—
A 0 0 2a% 24

Jo=dx+Jy :%(a2 +b?)

Ter pripadajoCi vztrajnostni tenzor:

[JO]: JX ny :@. b2 —ab/2

Joy I, 12 |-ab/2 a®
Ker Ze poznamo vztrajnostne momente na osi x,y lahko pripadajoCe vztrajnostne
momente na tezis¢ni osi x',y', ki sta vzporedni osema osnovnega koordinatnega
sistema, dolo€imo z ustreznimi translatornim premikom koordinatnega sistema.

Upostevamo naslednji transformacijski enacbi:
X'=x—-e,=x-al3 y'=y-e,=y-b/3

Jo=[y?dA=[(y* —2e,y+el)dA = [y’dA—-2e, [ydA+e] [dA=J, —2e,S,, +eJA =
A A A A A

b _ 1. ab®

— . —_— (___ _)—_

a-
12 3 2 3 9 2 12 9 18

Jy = [X?dA=[(x* —2e,x +e5)dA = [x*dA—2e, [xdA +ef [dA =], —2e,S,, +eZA =
A A A A A

2 3
et ab 3b(__1+_)__b
9 2 12 9 18 36

Joy == [X'ydA=[(—xy +e,y+e ,x—e,e )dA =-[xydA+e, [ydA+e, [xdA —e,e, [dA =
A A A A A A

X=Xz

Jyy T €55y, +€,S,, —e,e /A=—

Vv v

Pripadajoci vztrajnostni tenzor za teziS¢ne osi trikotnika zapiSemo:

[J ] Iy xy _ab b% ab/2

Jy | 36 [ab/2 a?
Na podobni nacin lahko s transformacijo koordinatnega sistema dolo€imo tudi
vztrajnostne momente na koordinatne osi x",y" (Slika 8.7), pri tem upoStevamo, da

Ze poznamo vztrajnostne momente na teziS¢ne osi.

X"=x'-e'y,=x"-2a/3 y'=y-e'y=y-2b/3
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I = [y 2 dA=[(y?-2e'y y+ed)dA = [y? dA-2e'y [y'dA+e] [dA =10, —2e' S,y +
A A A A A

3 2 3
ab”  4b” a-b =ab3(i+g)=£

l§ +
36 9 2 36 9 4

Iy = [x"2dA =[(x?-2e', x'+e2)dA = [x 2 dA-2¢' [xX'dA+e% [dA = Jy —2€'y Sypr +
A A A A A

3 2
_a b 4a -a'bzab3(i+g)=ﬂ

3
+
36 9 2 36 9 4

e')z( A

Jygr == [ X"y dA == [(X'y'—€'y y'—€'y X'+e'y &', JdA = - [x'y'dA +e', [y'dA+e'y [x'dA
A A A A A

—e'y ey [dA =Jyy +€' Sy +€'y Sy~ &y A= - .
A 72 3 3 2 24

Vztrajnostni tenzor zapiSemo:

[\]0"]_@. b? —~5ab/6
4 |-5ab/6 a’

8.4  Glavni vztrajnostni momenti in glavne vztrajnostne osi

Ze v prejdnjem poglavju smo ugotovili, da vztrajnostni tenzor [J] predstavlja
kvadratno formo za katero obstaja novi koordinatni sistem (x;, Yy;) pri kateri
vztrajnostni tenzor preide v diagonalno obliko.

Predpostavimo, da poznamo vztrajnostni tenzor oz. vztrajnostna in centrifugalni
moment na koordinatni osi (x, y) ter dolo€imo kot ¢ za katerega moramo novi

koordinatni sistem (x;, y;) zarotirati v protiurni smeri, da bo vztrajnostni tenzor presSel
v diagonalno obliko (Slika 8.8).

Pri rotaciji koordinatnega sistema moramo upoStevati naslednji transformacijski
enacbi:
X1 =X-COSQ+Y-Sing Y1 =Y-COSQ—X-Sin® (8.36)
Vztrajnostne momente v novem (zarotiranem) koordinatnem sistemu doloc¢imo:
Jy, = [YPdA = [(y? cos® - 2xy sin pcos @+ x sin” )dA =

A A (8.37)
Jy cos? cp+Jysin2 P+Jy Sin2¢
Izraz (8.37) lahko tudi zapiSemo v bolj nazorni obliki:

” {(JX ;Jy) , U _Jy)}coschJr[(Jx ;Jy) (k=)

}sin2 P+Jyy Sin2¢ =
(8.38)
(‘]x +Jy) " (‘]x _‘]y)
2

OS2 +Jy, Sin2¢
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Slika 8.8: Rotacija koordinatnega sistema

Jy, = [XFdA = [(x® cos® o+ 2xy singcos o+ y* sin” )dA =
A A (8.39)
Jysin® @+J, cos” p—Jy sin 2¢

Ter v preglednejsi obliki:

(‘]x+‘]y) (‘]x_‘]y) . 2 (‘]x+‘]y) (Jx_Jy) 2 .
Jy, = + sin“ o+ - cos“ @—J,, Sin2p=
7 2 2 ? 2 2 Py SR

(8.40)
(‘]x +‘]y) _ (‘]x _‘]y)
2

OS2 —Jy, Sin2¢

Ter za centrifugalni (deviatorini moment):

i :—ixlyldAz—i(xy-(cosz @—sin® )+ (y* —x?)sin pcos ¢)dA =
0. -3 (8.41)
-(J, —Jy)sincpcosterycode)=—%sin2(p+nycosz(p

Vztrajnosti tenzor preide v diagonalno obliko pri tistem kotu rotacije koordinatnega
sistema ¢, Kkjer je centrifugalni vztrajnostni moment prereza enak 0. Pogoj zapiSemo

v naslednji obliki:
Jy =

Y .sin2¢p—J,, -cos2¢ =0 (8.42)
2]
19(2¢) = _Xﬁ (8.43)
x ~Jy

Obstajata dve reSitvi enacbe (8.41), ki sta med sabo zarotirani za =n/2 ter sta
nasledniji:

2]
Yy I8 (8.44)

1
=Z.at
P12 > Q(JX ]
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V kolikor upostevamo zveze med trigonometri€nimi funkcijami za kot rotacije pri
katerem vztrajnostni tenzor preide v diagonalno obliko sin(p:tg(p/w/1+tgch in

cos @ =1/+1+tg%p dobimo:
23 [0 -3,) Iy
L0210, 302 J3-3,)2 14+ 32,
1 IR
a2, 10,302 Jay-3,)7 14402,

Lahko glavna vztrajnostna momenta prereza dolo¢imo v nasledniji obliki:

sin2¢p = (8.45)

CoS2¢p = (8.46)

Jo =01 =0y +3))12+](35 -3,)12]c0s 2+ 3, sin 29 = (3, +3,)/ 2+

(3, -3,)72F 2 (8.47)

+
VO =32 18438 0, -2 14402,

=y +3,)124 (0, -3,)2 14+ 22,

J, =3, =0, +3,)12-|Q, -3,)/2]cos 293, sin2¢ = (I, +J,)/ 2~

0,314 2,
J@ =302 14+32, 0, -3,)% 14+,

(8.48)

=3, +3,)/2-JQ, -3, 14+,

Iy, =912 :_l(‘]x —Jy)/2Jsin 20+, C0S2¢ =

_[(‘]x_‘]y)/szy . [(‘]x_‘]y)/szy o (8.49)

JO -3 14438, 0, -3,)214+32,
Ker je centrifugalni (deviatoricni) moment enak 0, vztrajnostni tenzor pri rotaciji

: . 1 AN
koordinatnega sistema za Kkota ¢, =—"-atg(
2 Iy =Jy

diagonalno obliko. V nadaljevanju bomo obravnavali izraze za vztrajnostne momente
v preglednejsi obliki:

_ (‘]x +‘]y) + (Jx _Jy)

)J_rn—zTc zagotovo preide v

OS2 +J,, Sin2¢

Jy +J Jy —J
y1=( X2 v) _Ox y)COSZ(p—JXySiHZ(p
J,—J
AN :—(X—zy)sin 20+, C0S 2¢

Ekstremno vrednost obeh vztrajnostnih momentov Iy, in Jy, dolocata pogoja:

(‘]x _‘]y)
2

dl, /dp=— 2sin2¢+J,,2c0s29 =0 (8.50)
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(‘]x_‘]y)
dly, /dp=-—"—"2

2sin2¢—Jy,2c0s2¢0 =0 (8.51)
Ugotovimo lahko, da sta odvoda vztrajnostnih momentov proporcionalna
pozitivhi o0z. negativni vrednosti centrifugalnega momenta prereza in zato
imata ekstremni vrednosti (Max. in Min.) pri tistem kotu rotacije, kjer je
centrifugalni moment enak 0.

Prav tako lahko ugotovimo, da je srednja vrednost obeh vztrajnostnih
momentov J, in J,, neodvisna od kota rotacije ¢ ter znasa:

Jy +J

c
Izrazi za vztrajnostne momente predstavljajo enaébo kroznice v koordinatnem
sistemu, kjer na x os nanasamo vrednosti vztrajnostnih momentov Iy, in Jy,

ter na y os vrednosti centrifugalnega momenta J,, . Enacbo kroznice v
premaknjeni legi s srediS¢em na y osi zapiSemo:

(x-p)2+y>—R?=0 (8.53)

kjer je R polmer kroznice, ki ga dolo€ata glavna vztrajnostha momenta
R=(;-J,)/2, p pa predstavlja absciso srediS¢a kroznice p=(J,+J,)/2.

—(‘]x_‘]y) J2 =
-z 7 S =

(Jx—Jy)T_

2 2
. (Jx_‘]y) .
COS2¢ +J,y, Sin2¢ —Tsm 20+J,y, COS2¢ | — 2

2
Jy =1
( X > y)} ((;052 2(P+Sin2Z(P)+‘]>2<y(sin2(p+cosz(P)xy+(JX—Jy)‘\]XyCOSZ(pSin2(p)—

2
. (x =Jy)
(Ix —Jy) 3y COS 20sin 2¢) - {% ~Jgy =0

Torej smo dokazali, da lahko oba vztrajnostna in centrifugalni moment
pregledno prikazemo z vztrajnostno kroznico v koordinatnem sistemu, kjer na
X os nanasamo vrednosti vztrajnostnih momentov J, in J, ter na y os

vrednosti centrifugalnih momentov J, , .

Zakonitosti vztrajnostne kroznice je prvi ugotovil Otto Mohr (1835-1918), ki se zato po
avtorju imenuje Mohr-ova vztrajnostna kroznica. Otto Mohr je svoje ugotovitve
zapisal: »v kolikor v ravnini izberemo takSen pravokotni koordinatni sistem pri
katerem na ordinato nanasamo centrifugalne vztrajnostne momente ter na absciso
vztrajnostne momente, lahko za poljubno ravno povrSino nacrtamo vztrajnostno
kroznico«.

Primer Mohr-ove vztrajnostne kroznice prikazuje Slika 8.9.
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L 2 L 2 L

Slika 8.9: Mohrov-a vztrajnostna kroznica in kot rotacije @

Osi prereza za katere so centrifugalni momenti identicno enaki 0imenujemo glavne
vztrajnostne osi. Za obe glavni vztrajnostni osi imata vztrajnostna momenta ekstremni

vrednosti. V kolikor glavni vztrajnostni osi potekata skozi teziSCe prereza jim pravimo
glavni centralni vztrajnostni osi prereza.

Primer 8.1

Za trikotni prerez a=6.0m in b=2.0mdolo¢imo glavna vztrajnostna momenta in glavni

Vv W

AV

@ |\

b=6

a=2

Slika 8.10: Trikotni prerez telesa in glavne vztrajnostne osi

Vztrajnostni tenzor za obravnavani primer zapisemo:

[JO']z I ey _ab b2 ab/2 12 36 6 _ 12 2
Jey Jy | 36 |ab/2 a2 | 366 4] |2 4/3

Kot rotacije glavnih vztrajnostnih osi od ravnine X —z dolo¢imo:
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2] _
(P1.2=l'atg( - )iM:%atg[ = jiﬂzgatg[gjiﬂ

2 Jx —Jy 2 12-4/3) 2 8 2

@, =0.17939" (10.278°) ¢, =1.75018" (100.278°)

Glavna vztrajnostna momenta dolo¢imo:

I =0, +Jy)/2+\/(JX —3,)214+3%, =(12+4/3)/2+/(16/3)* +2° =12.3626m"

I, =(, +Jy)/2—\/(JX ~1,)? 14405, =(12+413)12-/(16/3)* + 2% =0.9707m*

Za potrditev smeri glavnih vztrajnostnih osi dolo¢imo $e drugi odvod vztrajnostnih
momentov:

olzJXl/ol(szpl = —(Jy —Jy)-2-C08(20) —4- 1, SiN(20) =
—(32/3)-c0s(2-0.17939) —8-sin(2-0.17939) = ~12.797

d%J,, /de?

=—(32/3)-cos(2-1.75018) —8-sin(2-1.75018) =12.797
P2

Vidimo, da  vztrajnostni moment pri rotaciji koordinatnega  sistema
@, =0.17939" (10.278°) doseze maksimum ter pri rotaciji ¢, =1.75018™ (100.278°) svoj
minimum.

Vztrajnostni radij ravnega prereza (povrsine) predstavlja razdalja od teziSéne

tocke prereza i, 0z. i, v kateri bi morala biti koncentrirana celotna povrsina

prereza, da bi bil vztrajnostni moment Jy, 0Z. Jy, zaradi koncentrirane povrsine

enak vztrajnostnemu momentu celotnega prereza. Vztrajnostna radija
doloc¢imo;
J J

i, = % iy = % (8.54)

Vv v

Za pravokotni prerez (a-b) sta za teziS¢ni osi poznana vztrajnostna momenta:

3 3 J J
J _ab” J _ab i = Yo b T e VR (8.55)
12 12 “ VA V12 VA V12

Za prereze krozne oblike obstaja le eden vztrajnostni radij:

. J
3, =J, == i T
T Ty x=ly =y

r
> (8.56)
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