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Mezopotamija je ozemlje med rekama Evfrat in Ti-
gris, ki se priblizno prekriva z danaSnjim juznim de-
lom Iraka in Kuvajtom. Zaradi ugodne klime in rodo-
vitne prsti so se na tem obmocju razvile pomembne
civilizacije ve¢ kot 5000 let pred nasSim Stetjem. Pro-
ucevanje zgodovine teh predelov je olajSano, saj so
tam Zziveci narodi pisali najprej na kamene, kasneje
pa na precej obstojne glinaste tablice, ki so se ohra-
nile do danes. Tako vemo nenavadno veliko o sumer-
skem, akadskem, babilonskem in asirskem imperiju.

Matematicno je zelo zanimiva priblizno osem cen-
timetrov velika tablica, kasneje poimenovana YBC
7289, priblizno iz let 1800-1600 pred naSim Stetjem,
ki jo hranijo v knjiznici ameriSke univerze Yale. Nje-
na fotografija je na zgornjem delu slike 1. Na spo-
dnjem delu iste slike je tablica ilustrirana shemat-
sko, babilonske Stevike pa so prevedene v arabske.

Za razumevanje tablice moramo vedeti, da so Ba-
bilonci uporabljali SestdesetisSki sistem, ki se je ohra-
nil do danes pri merjenju casa in kotov. Tako je

24 51 10 .
1;24,51,10 =1+ 60 + 602 + 603 1,41421296,
25 35 .
42;25,35 =42 + @ + W =42,42638889.

Malo bolj natanc¢no si poglejte shematsko sliko in
prvo od Stevil!

Verjetno ste opazili, da slika kaZe, kako izracunati
diagonalo kvadrata s stranico 30. Stevilo 1;24,51, 10
je nenavadno blizu natancni vrednosti Stevila

V2 =1,41421356,

Stevilo 42; 25,35 pa zelo dobro ustreza dolZini dia-
gonale 30+/2. Se ve¢, pri izbrani natan¢nosti v Sest-
desetiSkem sistemu sta obe Stevili najboljSa pribliz-
ka za Stevili +/2 in 30+/2.

Zgoraj: originalna tablica YBC 7289, spodaj: njena shema s
prevodom.

Predstavljajte si, da se nahajate pred 4000 leti v Babi-
lonu, nimate kalkulatorja, ne poznate oznak za
osnovne racunske operacije, pomagate pa si lahko le
S pomoZnimi racuni, zapisanimi v klinopisu na gli-
neno tablico. Za mnoZzenje Stevil so Babilonci zelo
zvito uporabljali tabele kvadratov in eno izmed for-
mul

ab = %((a+lo)2 —a® - b?),
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ab = %((m b)? — (a - b)?).

Prva formula potrebuje tri kvadrate in razpolavlja-
nje, pri drugi formuli pa sta dovolj dva kvadrata, a je
treba rezultat razpoloviti dvakrat. Za deljenje Stevil
so uporabljali tabelice recipro¢nih vrednosti in pro-
dukt

a 1

RS

Kako so Babilonci prisli do tako natanc¢nega pri-
blizka Stevila +/2? Najbolj enostavna in naravna bi-
sekcija je zamudna in v povprecju zahteva vsaj tri
korake za vsako novo decimalko.

Nekateri zgodovinarji matematike domnevajo, da
so Babilonci uporabljali zelo uc¢inkovito metodo za
iskanje korenov, ki jo je veliko kasneje zapisal staro-
grski matematik Heron iz Aleksandrije (pribl. 10-70
naSega Stetja). Recimo, da Zelimo izracunati kvadra-
tni koren pozitivnega realnega Stevila a. Za prvi pri-
blizek x; vzamemo najmanjSe celo Stevilo, ki je ve-
¢je ali enako +/a, vse naslednje priblizke pa dobimo
z rekurzivno formulo

1 a
Fnel = 5("’”7)-
n

V primeru a = 2 gre postopek takole:

(1)

x1=2

x2=302+35)=3=1,5

x3 =33 +22) =1 =1,41666667

X4 = 3(35 + 512y = 377 2 1,41421569

x5 = 3G+ S8) = ST = 1, 41421356

Ce dobro pogledamo $tevilke, opazimo, da se vre-
dnosti zaporedja presenetljivo hitro blizajo tocni
vrednosti Stevila /2.

Babilonci so seveda racunali v SestdesetiSkem sis-
temu. Tako so zapisali x; = 2, x» = 1;30 in x3 =
1;25. Pri Cetrtem priblizku pa se stvari zapletejo,
ker je treba deliti s Stevilom 17. V SestdesetiSkem
sistemu imajo koncen zapis le ulomki, katerih ime-
novalec ima enake prafaktorje kot Stevilo 60, torej 2,
3 ali 5. Zato so njihovi zaokroZeni priblizki drugacni,
na primer

24 . 304941
17 603

=1;24,42,21

MATEMATIKA

in Ze v ¢etrtem koraku dobimo priblizek
X4 = %(1;25 +1;24,42,21) = 1;24,51,10, 30,

ki smo ga naSli na glineni tablici.

Babilonci so bili zadovoljni, ker je postopek v pra-
ksi zelo hitro dal zelo natanc¢ne pribliZke, danes pa
so matemati¢ni standardi stroZzji, zato bi Zeleli poka-
zati, da postopek vedno deluje.

Postopek bo deloval, ¢e pokazemo, da se Stevila x;,
poljubno pribliZajo Stevilu /a. Drugace, Stevila x2
se morajo z rasto¢im indeksom n poljubno malo raz-
likovati od Stevila a. Zato uvedimo novo zaporedje

Yn = X5 —a, (2)
ki bo merilo odstopanje n-tega ¢lena zaporedja pri-

blizkov od pravilne vrednosti.
Rekurzivno formulo (1) napiSimo malo drugace:

x (n+ ) = xn =+ 5
n+1—2 n " = An 2 an
2
- Xn—a _ . _ Yn
= Xn 2Xn X o
Tedaj je
2 2 Vi
yn+1:Xn+1_a:Xn_yn+m—a
2 2
2 Yn Yn
=|(xp—a)— + = = =0
(( n=a yn) 4x%  4xi

Prvi oklepaj je po definiciji (2) enak 0. Zadnjo for-
mulo pojasnimo z besedami: ce je bila napaka v n-

tem koraku enaka y, je v naslednjem le Se jj% . Ker
so napake glede na izbiro prvega ¢lena manjsSe od 1,
jih kvadriranje zelo zmanjsa (npr. napaka na tretji
decimalki se premakne na Sesto decimalko), doda-
tno pa delimo Se s 4 in z x2. Tako v primeru a > 1
v vsakem koraku vsaj podvojimo Stevilo to¢nih de-
cimalk in zaporedje x, izjemno hitro konvergira k
tocni vrednosti \/a.
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Zaporedje priblizkov lahko opazujemo tudi takole:
Ce upoStevamo znano neenakost med aritmeti¢no in
geometrijsko sredino pozitivnih Stevil

> +ab,

a+b
2

ugotovimo, da je zaporedje navzdol omejeno s ./a:

a
Xnil = (x +—>z Xp - — = Ja.
n+ 2 n Xn n Xn
Ker je zato
2 2 2
Xpta-—-2x; a-xy
Xn+l — Xn = = <0,
2Xn 2Xn

vidimo, da zaporedje pada, to je x;+1 < Xp.

Za padajoce zaporedje s spodnjo mejo vemo, da
je konvergentno. Iz ocene za napako lahko vidimo,
da je limita zaporedja enaka /a. To je mogoce videti
tudi neposredno. Ker je zaporedje konvergentno, ob-
staja limita

L = lim ay,.

Nn— oo
Ce v definiciji (1) posljemo n proti neskoné¢no, do-
bimo
a

. .1
Iim x;1 = lim = (x, + — ),
n—oo n—o 2 Xn

zato mora Stevilo L izpolnjevati enakost

1 a
L—§<L+Z)

Po mnoZenju enakosti z 2L dobimo enacbo 212 =
L% +a, kar pomeni, da mora limita L zado$cati enacbi

[? = a.

Ker vemo, da so ¢leni zaporedja nenegativni, je ust-
rezna le pozitivna reSitev L = \/a.

Poglejmo si, kako lahko zaporedje priblizkov vidimo
Se malo drugace. Parabola

3)

y=x’-a

Heronova metoda je v tem primeru ekvivalentna iskanju pozi-
tivne nicle funkcije y = x2 — a s tangentno metodo.

seka pozitivni del abscisne osi pri x = \/a. Prvi ¢len
zaporedja x je prvo celo Stevilo na abscisni osi, ki
stoji za parabolino pozitivno niclo.

Iz tocke (x5, X% — a) na paraboli (3) spustimo tan-
gento na parabolo. Intuitivno in grafi¢no je jasno, da
tangenta seka abscisno os nekje med niclo \/a in x;,,
precej bliZje \/a kot x;,. Tangenta ima za naklonski
koeficient odvod 2x,, zato je njena enacba

Y= (x2 —a) = 2xu(x — xp).

Tangenta seka abscisno os pri y = 0, torej v tocki x,
ki zadoSca enacbi

2

—Xp +a=2xp(x—xy).

Ko iz enacbe izrazimo x, dobimo

X_xﬁ+a_l<x +i)
To2x, 2\ x, )

kar presenetljivo pomeni, da smo tako dobili nasle-
dnji ¢len zaporedja x4+ 1.

Tako smo dobili Se geometri¢no predstavo Hero-
nove metode. Iskanju nicel funkcije s pomocjo spu-
§¢anja tangent pravimo tudi Newtonova metoda. V
numeri¢ni matematiki je zelo priljubljena, ker pri ra-
zumnih pogojih za funkcijo zelo hitro daje zelo na-
tancne priblizke nicle. Podobno kot v nasem poseb-
nem primeru so v primeru enostavnih nicel napake
v vsakem naslednjem koraku velikostnega razreda
kvadratov napak v prejSnjem koraku.
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