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Prometna gneca je voznikom na Zalost Se predo-
bro poznan pojav. Naravoslovno navdihnjeni voz-
nik se med voZnjo v pocasni koloni lahko vprasa,
zakaj do gnece sploh pride in zakaj vcasih kolona
vozil vozi pocasi, ceprav je cesta pred njo prosta.
S kolikSno najvisjo hitrostjo lahko potujemo, ce
smo pri tem odvisni od voznih navad drugih vo-
znikov pred nami? Pri tem ne moremo predposta-
viti, da so vsi vozniki in vsa vozila enaki. Vsako
jutro bomo naleteli na kolono z nekoliko drugacno
hitrostjo, ¢ceprav so dolzina kolone in vremenske
razmere enake. Individualnih lastnosti vozil ne po-
znamo, zato jih obravnavamo kot nakljucne. V ta-
kih primerih raje govorimo o verjetnostnih poraz-
delitvah: poznati Zelimo verjetnost za vsako vre-
dnost opazovane kolicine, ki jih imenujemo tudi

nakljucne spremenljivke.

Oglejmo si za zacetek lazji primer zaporednega
metanja postene kocke, kjer je vseh Sest izidov ena-
ko verjetnih. Ce po ve¢ metih Steje najvecje Ste-
vilo pik, kako se s Stevilom metov spreminja nasSa
verjetnost, da doseZemo Sestico? Po enem metu so
vsa Stevila pik enako verjetna, z veckratnimi meti pa
vendar povecujemo verjetnosti viSjih izidov. Takoj
opazimo, da vrstni red metov ni pomemben, vrZzemo
lahko tudi vse kocke naenkrat.

Poskusimo zdaj na podoben nacin opisati Se pro-
metno gneco v poenostavljeni obliki: voZnjo v koloni
brez prehitevanja. Razlitna vozila in tudi posamezni
vozniki vozijo razlitno hitro. Prvo vozilo v koloni
lahko vozi, kolikor hitro Zeli. Ce je naslednje vozilo
pocasnejsSe ali enako hitro kot tisto pred njim, potem
vozi »po svoje«, Ce je hitrejSe, pa lahko vozi le s hi-

trostjo vozila pred njim. Da ugotovimo hitrost dru-
gega vozila, vzamemo torej manjso izmed dveh hi-
trosti: njegove Zelene hitrosti in hitrosti kolone pred
njim. Kaksna je verjetnost, da zadnje od N vozil na
cesti lahko vozi s hitrostjo x?

Primera kock in vozil sta matemati¢no zelo soro-
dna - v obeh primerih imamo podano verjetnostno
porazdelitev p;(x) koli¢ine x (najvecje Stevilo pik,
hitrost kolone) za en poskus, iS¢emo pa porazdeli-
tev za N poskusov. Pri tem ne gledamo povprecja
vseh poskusov, ampak najvec¢jo vrednost (oziroma
v primeru prometa, najmanjSo). Privzemimo, da Ze
poznamo porazdelitev za N poskusov - recimo ji
pn(x), kocko pa vmes dobro »pretresemo«, da na-
slednji met ni odvisen od prejSnjih. Verjetnost, da je
dosedanjiizid x1, izid zadnjega meta pa x>, je zaradi
neodvisnosti obeh izidov kar produkt verjetnosti za
predhodni in novi izid:

p(x1,x2) = pn(x1)p1(x2).

To je verjetnost le za eno kombinacijo x; in x>, pri
uposStevanju novega poskusa pa je lahko rezultat x
doseZen na razli¢ne nacine. UpoStevati moramo vse
primere, v katerih se rezultat ni spremenil, saj je
novi rezultat slabSi od starega, ali kve¢jemu enak:
X = X1 = X», ter primere, v katerem je novi re-
zultat izboljSava starega: x = x» > x;. Verjetno-
sti za vse mozne pare starega izida in novega po-
skusa lahko izriSemo kot kvadratno tabelo, v kateri
vsi pari vzdolZ »kljuk« (unij dveh stranic kvadrata)
prispevajo k verjetnosti za enega izmed moznih izi-
dov. Glej sliko 1 za primer meta treh kock. Vse te
prispevke moramo seSteti v skupno verjetnost,

Pni1(x) = pn(x) D p1(k) + p1(x) D pn(k). (1)

k=<x k<x

Obravnavajmo zdaj konkreten primer meta kock:
kolik$ne so verjetnosti, da pri metu Sestih kock naj-
veCja doseze x pik? NaSa osnovna porazdelitev je v
tem primeru kar p;(x) = % - enaka za vsa Stevila
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pik x. Za dve kocki imajo vsi pari verjetnost %, dol-
zine »kljuk« pa so zaporedna liha Stevila 1, 3, 5, 7, 9,
11, torej po(x) = 2’;—51. Dodajmo naslednjo kocko s
pomocjo enacbe 1:

= p3(x) = pa(x) > p1(k) + p1(x) D pa(k)

k<x k<x
C2x -1 i;+y‘§2k—1
36 =6 6% 36

V prvi vsoti k sploh ne nastopa - seStevamo le x ena-
kih ¢lenov. Drugo vsoto razclenimo na razliko dveh
¢lenov & S§21 k — g X3-1 1. Z uporabo formule za

tretji met
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SLIKA 1.

Izracun porazdelitve za 3 mete kocke iz porazdelitve za 2 meta
kocke. SeStevamo po poljih z isto barvo ozadja - po »kljuka-
stih« oblikah. Zaradi zaokrozevanja se verjetnosti ne sestejejo
na vsa decimalna mesta natancno.

vsoto zaporednih naravnih Stevil sledi:

(2x — l)x N
63 63 2
3x2 -3x +1
63

Vsota je ponazorjena tudi na sliki 1, kjer je bolj raz-
viden potek seStevanja. Vec kock vrZzemo, viSja je
verjetnost, da dobimo vsaj eno Sestico, v tem pri-
meru Ze p3(6) =~ 42 %. Za Sestico kot najviSje Stevilo
pik bi sicer isto na lazji nacin lahko izracunali tudi
kot nasprotje izida, da padejo tri kocke z 1-5 pikami:
p3(6) =1-(5/6)3.

Verjetnostne porazdelitve za vecja Stevila metov
lahko dobimo rekurzivno na podoben nacin, vendar
to hitro postane nepregledno. Namesto tega bomo
splosnejsi rezultat dobili s pomoc¢jo drugacnega raz-
misleka. Na sliki 1 opazimo, da lahko vsako kljuko
vidimo tudi kot odStevanje dveh kvadratov. Ker je
vsak novi dogodek neodvisen od prejSnjih, so vnosi
v tabeli kar produkti verjetnosti v stolpcih in vrsti-
cah. To pomeni, da verjetnost, da se zgodi katerikoli
dogodek v izbranem kvadratu te tabele, lahko eno-
stavno izracunamo kot produkt dveh kumulativnih
verjetnosti C(x) = >3_; p(k), ki jim retemo tako,
ker Stejejo akumulirano vsoto verjetnosti vseh izi-
dov do vklju¢no vrednosti x. Verjetnost, da pademo
v spodnji levi kvadrat s stranico x, je torej produkt
verjetnosti Cy_1(x), da predhodni rezultat N — 1 me-
tov kocke pade v spodnjih x vrstic (vse prehodne
kocke imajo med 1 in x pik), in verjetnosti C;(x) =
>x_1p1(k) = x/6, da novi izid pade v prvih x stolp-
cev (na zadnji kocki vrzemo med 1 in x pik). Skupna
verjetnost, da N metov kocke doseZe rezultat x je
potem razlika verjetnosti, da smo v kvadratu veliko-
sti x in verjetnosti, da smo v kvadratu velikosti x —1:

gx(x—l) 3 1

= p3(x) = @(x—l)

= pn(x) = Cno1(x)C1(x) = Cn-1(x = 1)C1(x = 1).

Zgornja zveza je Se vedno rekurzivna, saj zahteva iz-
racun Cy-1(x). Na podoben nacin bi za 3 dogodke
namesto tabele lahko narisali kocko moznih izidov,
»kljuke« pa bi postale razlike dveh razlicno velikih
kock (glej sliko 2). Podobno si za N metov zamislimo
kar N-dimenzionalno tabelo oziroma hiper-
kocko. V vec kot treh dimenzijah si graficno tega ne
moremo vec predstavljati, Se vedno pa velja, da racu-
namo razliko dveh hiperkock, in prostornino kocke
znamo izracunati v poljubnem Stevilu dimenzij.
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Posplositev »kljuke« na tri dimenzije pomaga pri izracunu verjetnosti za met treh ali vec kock.

S tem razmislekom lahko verjetnost za izid x po N
metih zapiSemo kar kot razliko dveh hiperkock:

« pn(x) = QLN —Cr(x—D)N = (’g)N—("gl)N
(2)

Ce iS¢emo najmanjse Stevilo pik, lahko uporabimo
isti rezultat, e zamenjamo 6 «~ 1,5 < 2 itd.

S tem smo pa dobili kar splosno formulo za izid
igre z N kockami v zakljucCeni obliki, brez dodatnih
vsot. Za bralce, ve§Ce raCunanja s pogojnimi verje-
tnostmi, navedemo Se alternativni nacin izpeljave is-
tega rezultata. Dogodek, ko je najvecje Stevilo pik
na kockah enako x, lahko razumemo kot presek do-
godka K, da imajo vse kocke med 1 in x pik, in do-
godka L, da ima vsaj ena kocka x pik. Po obrazcu
za pogojno verjetnost P(K n L) = P(L|K)P(K), mo-
ramo izracunati le verjetnost dogodka K, ki je enaka
kar P(K) = (x/6)N, ter pogojno verjetnost P(L|K),
da vidimo vsaj eno kocko z x pikami, pri cemer pa
viSje od x niso veC na voljo. To pa je enostavno, saj
je ta dogodek ravno obraten dogodku, da imajo vse
kocke med 1 in x — 1 pik. Ker rezultat Ze poznamo,
izracun prepusScamo bralcu.

Opremljeni z idejo, kako reSevati tovrstne proble-
me, se zdaj vrnimo Se na problematiko voznje v ko-
loni. Vzemimo primer, ko je na cestah p;(A) = 70 %
osebnih avtomobilov, ki vozijo 90 km/h, p;(B) =
20 % tovornjakov, ki vozijo 70 km/h in p1(C) = 10 %
traktorjev, ki vozijo 30 km/h. Tokrat seStevamo po
»kljukah« z desnega zgornjega kota navzdol, ker Ste-
je minimalna, ne maksimalna vrednost (glej sliko 3).

Pri metu kock smo lahko dobili analiti¢no reSitev
za N metov kock s pomocjo racunanja »kljuk« kot
razlik dveh kvadratov in posploSitve na N-dimen-
zionalni problem, zato se bomo tudi pri voZnji v
koloni lotili na enak nacin. NajlaZje dobimo verje-
tnost, da kolona N vozil vozi s hitrostjo avtomobila
- to se zgodi samo, Ce je vseh N vozil avtomobilov:
pn(A) = p1(A)N: to ustreza najmanjSemu kvadratu

drugo vozilo
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SLIKA 3.
Verjetnosti za pocasno voznjo, ¢e smo drugi voznik v koloni.
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desno zgoraj na sliki 3. Za verjetnost, da vozimo s hi-
trostjo tovornjakov, si lahko izracunamo verjetnost,
da so vsa vozila bodisi avtomobili ali tovornjaki (ver-
jetnost, da je eden izmed njih avto ali tovornjak je
p1(A) + p1(B) = 90 %), ter odStejemo verjetnost, da
so vsi avtomobili, kar za 2 vozili ustreza odStevanju
1 x 1 kvadrata od 2 x 2 kvadrata v tabeli, za N vozil
pa dobimo

= pn(B) = [p1(A) + p1(B)IN — p1(A)N.

Preostanek verjetnosti pripada hitrosti traktorjev:
pn(C) = 1 - [p1(A) + p1(B)IN. Slika 4 prikazuje
odvisnost vseh treh verjetnosti od dolZine kolone N.
Vidimo torej, da brez prehitevanja pri vecji koli-
Cini vozil neizbeZno pride do tega, da hitrost nare-
kujejo najpocasnejsi udelezenci v prometu, in dovolj
je eden, da ustavi celo kolono. Temu ozkemu grlu
se ucinkovito izognemo z avtocestami, ker je zaradi
veC vzporednih pasov vedno na voljo moznost prehi-
tevanja. S tem omogocimo, da vsi udelezenci v pro-
metu lahko doseZejo svojo optimalno hitrost.
Metodi, ki smo ju uporabili, lahko posploSimo na
drugacne porazdelitve. Izracun z vsotami, ki smo ga
uporabili v primeru kocke, zahteva, da so verjetno-
stne porazdelitve take, da je vsote enostavno izvre-
dnotiti. Po drugi strani je nac¢in s pomoc¢jo kumula-
tivnih porazdelitev bolj sploSen. Z racunanjem ver-
jetnosti za vedno vecje kvadrate v verjetnostni tabeli
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SLIKA 4.
Odvisnost verjetnosti za giba-
nje z razlicnimi hitrostmi od
N Stevila vozil v koloni.

in odStevanjem verjetnosti za kvadrata sosednjih ve-
likosti so lahko verjetnosti za posamezne vrednosti
poljubne. Ta nacin lahko s poznavanjem diferencial-
nega racuna uporabimo tudi za zvezne
porazdelitve.

Racunanje verjetnosti za najvecCji ali najmanjsi
izid pri veckratnih ponovitvah pride v postev tudi pri
Sportu. Raznolikost v uspesSnosti razli¢nih tekmoval-
cev ter raznolikost rezultatov med poskusi
vsakega tekmovalca se da opisati kot verjetnostno
porazdelitev po rezultatih za vsak poskus. Vsakic,
ko nekdo podre rekord, ima naslednji tekmovalec Se
teZjo nalogo. Verjetnost, da je rekord res visok in
tezko premagljiv, se z vsakim poskusom povecuje.
Na koncu opazimo, da se vedno redkeje zgodi, da je
prejSnji rekord premagan. Razlika od naSih kock je
predvsem v tem, da pri kocki vemo, da je Sestica naj-
veCji moZen rezultat, pri Sportu pa nimamo stroge
zgornje meje, in vedno obstaja nenicelna, Ceprav
zelo majhna verjetnost za Se vecji rezultat - sicer
bi potegovanje za rekorde izgubilo smisel.

Pojav »padajocih donosov, pri katerem potrebu-
jemo vedno vec poskusov, da doseZemo dodatne iz-
boljsave, opazimo tudi v ekonomiji, ter v optimiza-
ciji izkoristka strojev in naprav. Obicajno moramo
sprejeti kompromis in sprejeti neoptimalen rezultat,
da ne Zrtvujemo prevec casa ali denarja v nadaljnje
izboljSave.
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