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1 Predgovor

Zaradi stalnih in ponavljajocih se zelja slusateljev po primerkih starih iz-
pitnih vprasanj sem se odlocil izdati zbirko vseh kolokvijev in izpitov pri
predmetih kjer sem svojcas sam vodil vaje. V pricujoci zbirki so zbrane
naloge iz raznovrstnih podro¢ij matematike, ki obsegajo linearno algebro,
verjetnostni racun, kompleksno analizo diskretne strukture, ter numericne
metode. Ta pisanost je posledica dejstva, da je zbirka nastajala skozi ve¢ let,
ko sem vodil vaje na Univerzi v Mariboru in kasneje na Univerzi v Ljubljani.
Tudi termin predavanja ucéne snovi je bil na eni univerzi malce drugacen kot
na drugi - tako so npr. v curriculumu predmeta, ki v grobem ustreza kom-
pleksni analizi, bila predvidena tudi poglavja iz verjetnosti ter poglavja iz
diferencialnih enacb.

Pri urejanju zbirke sem se vseskozi soocal z vprasanjem h kateremu po-
glvju naj uvrstim kaksen izpit oz. kolokvij, ko pa so na njem naloge iz tako
raznovrstnih podrocij. Nazadnje sem se odlocil za naslednji pristop: Tam,
kjer je le ena naloga iz verjetnosti, preostale pa iz kompleksne analize, sem ga
uvrstil v slednje poglavije. Ce so prevladovale diferencialne enacbe, in je bila
zraven Se kaksna naloga iz kompleksne analize, pa sem ga uvrstil v poglavje
o diferencialnih enacbah.

Na tem mestu bi rad dodal, da naloge niso moje. Ve¢inoma sem jih ¢rpal
iz znanih zbirk nalog kot so

(i) M. Uséumli¢, P. Mili¢i¢: Zbirka zadataka iz vise matematike 1. Beo-
grad. Naucna knjiga, 1984.

(ii) B. G. Sergeevi¢, B. P. Demidovi¢ (prevajalec I. Uremovi¢): Zadaci i
rijeSeni primjeri iz viSe matematike s primjenom na tehnicke nauke.

Zagreb. Tehnicka knjiga, 1978.

(iii)) M. Dobovisek, M. Hladnik, M. Omladi¢: ReSene naloge iz analize I.
Ljubljana, Drustvo matematikov, fizikov in astronomov SRS, 1972.

(iv) V. Batagelj: Diskretne strukture. 1 - naloge. Ljubljana, IMFM FNT,
Oddelek za matematiko, 1979.

(v) M. Dobovisek, B. Magajna: Naloge iz algebre 1. Ljubljana, Drustvo
matematikov, fizikov in astronomov SR Slovenije, 1984.



(v) M. Kolar, B. Zgrabli¢: Vec¢ kot nobena, a manj kot tiso¢ in ena resena
naloga iz linearne algebre. Ljubljana, Pedagoska fakulteta, 1996.

(vi) P. Mizori-Oblak, B. Krusi¢ (avtor dodatnega besedila): Matematika
za Studente tehnike in naravoslovja, Del 1. Ljubljana, Fakulteta za
strojnistvo, 1997.

(vii) P. Mizori-Oblak, Matematika za Studente tehnike in naravoslovja, Del
2. Ljubljana, Fakulteta za strojnistvo, 1991.

(viii) P. Mizori-Oblak, Matematika za studente tehnike in naravoslovja, Del
3. Ljubljana, Fakulteta za strojnistvo, 1986.

Tu in tam pa se najde tudi kaksna izvirna naloga.

Glede na raznovrstnost snovi sem bil dolgo casa v dilemi, v katerem vr-
stnem redu naj zbirko uredim. Odlocil sem se za kronoloski razpored. Naj
na koncu zazelim obilo veselja pri resevanju.



2 Kolokviji - kompleksna analiza



KOLOKVI1J IZ MATEMATIKE IV
20.4.1995

1. Dokazi, da za kompleksni stevili a, b velja:
la+bl <[1+ab|, (Ja| <1, 0] <1)!

Kdaj velja enacaj ?

2. Pri katerih x,y € R je funkcija
u(@,y) = In(a® + y?)
harmoniéna? Pois¢i analiti¢no funkcijo f(z), za katero je
Re f(2) = u(z,y), (z=2x+1y)

in je f(1) = 2. Za katere vrednosti z je ta funkcija realna?

3. Izracunaj integral

:
74 dz;
rze™ 4 z+em 41

1 5
a=g+2 m=-8-llgi, m=1+2

4. Razvij funkcijo

2z
fz) = 1—322+223

v Laurentovo vrsto

(a) v okolici tocke 0

(b) v punktirani okolici tocke 1!

V obeh primerih doloéci tudi obmocje konvergence dobljenih vrst!



1. KOLOKVLJ IZ MATEMATIKE IV
17.4.1996

. Dano je obmotje D:={z€C; |z—1|<1}\{z€C; [z -3 <3}

(a) Poisci Mobiusovo preslikavo, ki D preslika napas {z € C; 0 < Imz < 7}.
(b) Kam preslika omenjeni pas eksponentna funkcija z +— e*?

(c) Poisci konformno preslikavo, ki D preslika v enotski krog!

.V kompleksni ravnini je dana premica Re z = 1. Dokazi, da se s stere-
ografsko projekcijo preslika v kroznico.

. Dana je funkcija

23 (144)—y3 (1—i) | 0
f(z):= { o t+y? ' Z. 7 (z =z +1y).
0; sicer

Ali je zvezna v tocki 07 Ali je analiticna?

. Razvij funkcijo
1

S ey S T S D

v Laurentovo vrsto okoli tocke z = oo in izracunaj obmocje konver-
gence.




1. KOLOKVLJ IZ MATEMATIKE IV
17.4.1998

. Za analiticno funkcijo f(z) = u(z,y) +iv(x,y); z = x + iy je znano,
da je

r—y

2 +y?

utv=(r+y)’ -2y +

Poisci funkcijo f!

. Dano je obmocje D := {z € C; |z <1}\{z€C; Imz>0}. Poisci
konformno preslikavo, ki ga slika na odprt enotski krog.

dz
rsinz=2’

kjer je I" rob pozitivno orientiranega trikotnika z ogliséi v tockah 77 (1, —1), T(3,4)
in Ty(—1,2).

. Razvij funkcijo
z

1&)= e =

v Laurentovo vrsto na kolobarju 1 < |z| < 3.




3 Kolokviji - diferencialne enacbe



2. KOLOKVLJ 1Z MATEMATIKE IV
12.6.1998

1. Funkcijo f(z) := zP7te™®; (p > 0) integriramo po krivulji S, ki jo
sestavlja daljica od r do R; krozni lok od R do Re™, daljica od Re™
do re™ ter krozni lok od re** do r. Denimo, da je R,r > 0 in |of < 5.

(a) Pokazi, da gre integral po velikem kroznem odseku proti 0, ko gre
R — oo. Pokazi, da gre integral po malem kroznem odseku proti
nic, ko gre r — 0.

(b) Preveri formulo
F(p) _ / eiap tp—le—emt dt
0

za |af < 7.

(c) Ali velja gornja formula tudi ce je « = 7/27?

2. Poisci resitev diferencialno—diferencne enacbe

y'(@) —yle—1)=z;  (y(0)=y'(0)=0)

kjer y(x),y () =0 za z <O0.

3. Razvij funkcijo sinz po Laguerrovih polinomih L,,.
(Nasvet: Najprej zapisi sinx = 6”;_2?7”, nato uporabi Rodriguesovo
formulo. Ko n—krat parcialno integriras, prides do integrala, ki ga

lahko s pomocjo formule iz naloge (1.b) izrazis z I" funkcijo.)

4. Na daljici AB dolzine [ si slu¢ajno izberemo tocki M in N. Izracunaj
verjetnost, da je razdalja med M in A manjsa od razdalje med N in B.

10



KOLOKVI1J IZ MATEMATIKE IV
2.6.1995

1. Resi parcialno diferencialno enacbo
o _ov
ot o2’

tuje xz €[0,1] in ¢t > 0.

U(x,0) =3sin27rz, U(0,t) =U(1,t) =0;

2. Ali obstaja tak interval [a, b], na katerem so funkcije

fi(t) = %, fo(t) =32t f3(t) =t +¢

(a) ortogonalne?

(b) ortonormirane?

3. Razvij funkcijo

2z
fz) = 1—322+223
v Laurentovo vrsto

(a) v okolici tocke 0

(b) v punktirani okolici tocke 1!

V obeh primerih doloéci tudi obmocje konvergence dobljenih vrst!

11



KOLOKVI1J IZ MATEMATIKE IV
7.6.1996

. Resi integralsko enacbo

y(t) = t* + /0 y(u) sin(t — u) du

. Na 1000 metrsko progo sta padla dva leteca kroznika. Ker je slo za ne-
sreco, je bil njun padec povsem slucajen in neodvisen drug od drugega.
Kaksna je verjetnost, da je prvi kroznik padel blizje zacetku proge kot
drugi?

.S pomocjo razvoja v vrsto resi diferencialno enacbo

zy" +2y' +2y=0  y(0)=1, y'(0)=0

. Poiséi tisto diferenciabilno funkeijo ¢(x), da bo povrsina telesa, nasta-
lega z rotacijo funkcije y okoli abscisne osi minimalna. Pri tem naj y

povezuje robni tocki 77(0,1) in Ty(1, e+§71 ).

12



2. KOLOKVLJ 1Z MATEMATIKE IV
2.6.1997

1. Resi parcialno diferencialno enacbo nihanja strune dolzine [

u Pu

ot

z zatetnim odmikom u(z,0) := sin ZZ in zacetno hitrostjo Zu(z,0) = 0.

2. Naj bodo polinomi qo, g1, . . . ortogonalni na intervalu [—a, a] z utezjo p(z),
ki je soda funkcija. Denimo Se, da so ¢;(z), gs(x), . .. lihe funkcije spre-
menljivke x.

(a) Pokazi, da so t, := %q%ﬂ(\/}) tudi polinomi, in izra¢unaj nji-
hovo stopnjo.

(b) Pokazi, da so t, ortogonalni na intervalu [0, a?] z utezjo 7(x) :=

Vap(Vr)

3. Naj bodo P, Legendrovi polinomi stopnje n.

(a) S pomocjo Rodriguesove formule in parcialnega integriranja pokazi,
da je

1 iy pl '
/ Pn(x)ei”dz:( m? /(932—1)"6’”0[1'.

1 2nnl )y

(b) Dokazi, da za sode n velja f_ll P, (z)sin(rz)dx =0

4. Na neki prireditvi je bilo 5 moskih in 5 Zensk. Poisci verjetnost, da se
bodo posedli za ravno mizo tako, da dve osebi istega spola ne bosta
sedeli skupaj.

13



4 Kolokviji - diskretna matematika



1. KOLOKV1J 1Z DISKRETNIH STRUKTUR
13.12.1994

(a) Ali sta naslednja sklepa veljavna

iL-p,p E ¢
ii. pAg, p=q¢ E —q

(b) Naj bodo A,B in C' dane mnozice, za katere velja B C A in
ANC =1(. Poisci vse resitve sistema

A\X=B, X\A=C

(c) Na mnozici NT je definirana relacija ~, podana z
m ~n=m?—n? je deljivo z 10.

Ali je ~ simetricna? Ce je, doloci ekvivalenéne razrede!

(d) Naj bosta relaciji A in B tranzitivni. Ali je njun kompozitum,
A o B vedno tranzitivna relacija?
(Navodilo: dokazi, da je to res, ali pa najdi protiprimer.)

15



2. KOLOKVI1J IZ DISKRETNIH STRUKTUR
14.3.1995

(a) Dokazi, da sta intervala [0, 7] in [r,00) enako moc¢na. S pomodcjo
tega dokazi tudi, da imata mnozici

{(z,y) € R% (2—7)’+(y—0)> < R’} in {(z,y) € R% (z—a)*+(y—0)* > S*}

enako mo¢. (Tu je o, 3,7,6, R, S € R).

(b) Naj bo R C A x B funkcija.

i. PokaZi, da v splosnem R o R™! ni funkcija!
ii. Pokazi, da je Ro R™! ekvivalen¢na relacija in doloci ekviva-
len¢ne razrede!

(c) Naj bo (M,V,A) omejena (tj. obstajata elementa 0 in 1), distri-
butivna mreza. Oznac¢imo z M* mnozico vseh elementov iz M, ki
imajo komplement.

i. Dokazi, da je M* tudi mreza za isti operaciji!
ii. Ceje M = DEL(60) = {a € N; a|60}, doloci M*!
(d) Naj za grupoid (A, *) velja sledece:

(axb)xb=a VabeA
bx(bxa)=a VYabe A

Dokazi da tedaj za poljubna ¢, d € A obstaja natanko ena resitev
enacbe
cxxr=d

in natanko ena resitev enacbe

yxc=d!

16



3. KOLOKVI1J 1Z DISKRETNIH STRUKTUR
21.5.1995
(a) Na ciklicni grupi Zj, naj bo definirana preslikava

h : Zlg — Zlg
a +— a’
Dokazi, da je h homomorfizem, in dolo¢i njegovo jedro, Ker f.
Kateri znani grupi je izomorfna grupa Zi,/ Ker f?

(b) Zapisi polinom 1+ 2z +5x2+2* kot produkt nerazcepnih faktorjev
nad obsegom Z;!

(c) Naj bo G enostaven graf na n tockah, v katerem ima vsaka tocka
stopnjo k ali k+ 1. Dokazi, da je Stevilo tock stopnje k enako (k+
1)n — 2¢; tu je € stevilo vseh povezav v grafu G.

(d) Dokazi, da v vsakem enostavnem grafu G, za katerega je § > k,
obstaja pot dolzine k.

17



1. KOLOKVLJ IZ DISKRETNIH STRUKTUR za

VISJESOLCE

(a) Na mnozici Z uvedemo relacijo R, podano s predpisom

ii.
iii.

1v.

tRy & r+2y=0 (mod 10)

i. Ali je R refleksivna?

Ali je tranzitivna?
Ali je simetri¢na?
Ali je antisimetri¢na?

Ali je asimetri¢na?

(b) Dokazi, da je

Ax (B\CO)=(AxB)\ (Ax Q).

(c) Dana je mnozica A := {=5,---,5} in funkciji f,g : A — A,
podani s tabelo

f

9

2 4 0 -3 3

5 —4 -3 -2 -1
5 -2 1 3 -1

2 -5 5 -1 3

1 2 3 45
-4 -3 =21 2 )

(—5—4—3—2—1 12345)
OZ.

o O O

Ali obstaja taksna funkcija h : A — A, daje f = hog? Ce
obstaja, koliko jih je?

(d) Ali velja naslednji sklep?
>Ce se bom ucil, bom naredil izpit. Nisem se ucil, torej izpita ne
bom naredil.<«
(Navodilo: Napisi hipoteze, napisi sklep in preveri veljavnost.
Vsak korak pri preverjanju veljavnosti mora biti utemeljen!)

18



1. KOLOKVI1LJ IZ DISKRETNIH STRUKTUR

(a) Na mnozici Z uvedemo relacijo R, podano s predpisom
tRy €= 242y =0 (mod 10)

i. Ali je R refleksivna?
ii. Ali je tranzitivna?
iii. Ali je simetricna?

iv. Ali je antisimetri¢na?

v. Ali je asimetri¢na?

(b) Dokazi, da je
Ax (B\C)=(AxB)\ (Ax().

(c) Dana je funkcija f,
fR — R
{1; reQ
€T —

[zracunaj naslednje mnozice:
L ()
i /()
1
i, £71(£((0,1]))
v. f(fR\Q)
(d) Ali velja naslednji sklep?
>Ce se bom ucil, bom naredil izpit. Nisem se ucil, torej izpita ne

bom naredil.<«
Vsak korak pri preverjanju veljavnosti mora biti utemeljen!

19



2. KOLOKV1J 1Z DISKRETNIH STRUKTUR

(a)

22.12.1995

Ali ima mnozica
Dy gripnge = {(@,y) ER? pr<z<q&p<y<g}

(tu je p1 < ¢1 & pa < @o) isto moc¢ kot enotski kvadrat?
(Nasvet: poisci bijekcijo med njima, in dokazi, da je predlagana
funkcija res bijektivna, ali pa dokazi, da take funkcije ni.)

V mnozico DEL(30) vseh pozitivnih deliteljev stevila 30 uvedemo
operaciji N in U s predpisoma:
anNb:=D(a,b) in aUb:=v(a,b);

tu je D najvecji skupni delitelj in v najmanjsi skupni veckratnik.
Dokazi, da je struktura (DEL(BO),Q,U) mreza. Ali je distribu-
tivna? Ali je komplementirana?

Na intervalu [0, 1] je definirana operacija

wob.— @ +0b
T l+ab
i. Dokazi, da je ([0,1],0) algebrska struktura (tj. operacija je

notranja)
ii. Dokazi, da obstaja enota
iii. Ali obstaja absorbcijski element?
iv. Ali je operacija asociativna?
v. Ali je ([0, 1],0) grupa?

Koliko elementov ima grupa G, generirana z elementoma a in b
med katerima veljata relaciji

a*=b=e (ab)® = a’V?

Kateri znani grupi je izomorfna?
(Nasvet: spomni se, da obstajata le dve grupi take moci, kot jo
ima G.)

20



2. KOLOKVI1J 1IZ DISKRETNIH STRUKTUR za
visjesolce

22.12.1995

(a) Koliko je vseh naravnih stevil med 1 in 10000, ki so deljiva z 14
in 18, pa niso deljiva s 37

(b) V mnozico DEL(30) vseh pozitivnih deliteljev stevila 30 uvedemo
operaciji N in U s predpisoma:
anb:=D(a,b) in aUb:=wv(a,b);

tu je D najvecji skupni delitelj in v najmanjsi skupni veckratnik.
Dokazi, da je struktura (DEL(BO),Q,U) mreza. Ali je distribu-
tivna? Ali je komplementirana?

(c) Na intervalu [0, 1] je definirana operacija

B a+b
C1+4ab

aob:

i. Dokazi, da je ([0,1],0) algebrska struktura (tj. operacija je
notranja)
ii. Dokazi, da obstaja enota!
iii. Ali obstaja absorbcijski element?
iv. Ali je operacija asociativna?
v. Ali je ([0,1],0) grupa?

(d) Doloci vse podgrupe moéi 3 od grupe Z;s.

21



3. KOLOKVI1J IZ DISKRETNIH STRUKTUR za
visjesolce

19.1.1996

(a) Poiscéi najmanjsi podkolobar v C, ki vsebuje element /—1.

(b) Poiséi permutacijo m € Ss, da bo
1 23) (123,
31 2)° "\ 231)"°

(c) V kolobarju Z;5 poisci vse resitve enacbe

(x—11)(z+4) =2

(d) Koliko je vseh netrivialnih deliteljev nica v kolobarju Zs,?

22



3. KOLOKV1J 1Z DISKRETNIH STRUKTUR

23.1.1996

(a) Poisci najmanjsi podkolobar v C, ki vsebuje element /—1.

(b) Ali obstaja permutacija = € S3, da bo
1 2 3 4 02 1 2 3 4 o
3124)°" " \2314)°
(c) Kateri znani grupi je izomorfna grupa

(Z2 X Z4)/H )

kjer je H edinka, generirana z elementom (1,2) € (Z2 X Z4) ?
(Nasvet: Najprej ugotovi, koliksna je njena mo¢, nato pa, kolik je
red njenih elementov.)

(d) Naj bosta G in njegov komplement, GG med sabo izomorfna grafa
na petih tockah.

i. Koliko povezav ima G?

ii. Koliko je takih grafov, pri katerih dodatno zahtevamo, da

imajo vse tocke stopnjo, manjso od 37

iii. Koliko je takih grafov, ki imajo vsaj eno tocko stopnje 37

iv. Koliko je takih grafov, ki imajo vsaj eno tocko stopnje 47

v. Narisi vse take paroma neizomorfne grafe G na 5 tockah, ki

so izomorfni svojemu komplementu. (Tj. G' in G morata biti
izomorfna.)

23



1. KOLOKVI1J IZ DISKRETNIH STRUKTUR

(a)

22.11.1996

Dokazi, da lahko vsako izjavo napiSemo samo s pomocjo izjavnih
¢rk in znakov za implikacijo, negacijo ter oklepaja.

(Nasvet: Vemo, da lahko vsako izjavo napisemo s pomocjo ko-
njunkcije, disjunkcije in negacije. Izrazi omenjene operatorje s
pomocjo implikacije in negacije.)

Za mnozico M vzemimo
M := {00001, 00002, ...,99999} ;

M torej sestavljajo natanko vsa zaporedja cifer dolzine pet brez
zaporedja ’00000’. V mnozico M uvedemo relacijo R z naslednjim
predpisom: m Rn natanko tedaj, ko lahko element m dobimo
tako, da permutiramo cifre elementa n. Tako sta npr. z elementom
00123 € M v relaciji 30021, 01302, itd.

i. Dokazi, da je R ekvivalencna relacija.

1i. Koliko razliénih ekvivalenc¢énih razredov dobimo?

Naj bo f: A — B funkcijain X,Y C A poljubni mnozici. Dokazi,
da je
FIX\Y) = FLONf(Y),

ali pa najdi protiprimer, ko to ne drzi.

Dokazi, da sta kvadrat [0, 1] x [0, 1] in pravokotnik, ki ga doloc¢ajo
oglisca T1(1,1), T5(1,4), T5(3,4), mnozici z isto mocjo.

(Nasvet: Poisci bijektivno funkcijo med gornjima mnozicama in
dokazi, da je funkcija res bijekcija.)

24



3. KOLOKV1J 1Z DISKRETNIH STRUKTUR

24.1.1997

(a) Dokazi, da ima vsaka kon¢éna Boolova algebra z vsaj dvema ele-
mentoma sodo mnogo elementov.

(b) Poiséi vse avtomorfizme simetri¢ne grupe Ss.

(c¢) Koliko je vseh paroma neizomorfnih grafov na Sestih tockah, kjer
ima vsaka tocka stopnjo 1 ali 37

(d) V mnozico R vpeljemo operacijo o s pravilom:
aob:=+va?®+ b2

i. Ali je o asocoativna?

ii. Ali obstaja nevtralni element?
iii. Ali obstaja absorbcijski element?
iv. Ali je (R*,0) grupa?

25



KOLOKVI1J IZ DISKRETNIH STRUKTUR

5.12.1997

(a) Ali velja sklep

pVg=rAs, rVt=u E p=u

(b) Preveri, da za poljubne mnozice A, B, C' velja
(A\B)\C C A\ (B\C).

Ali velja tudi enacaj? PoiS¢i potrebne in zadostne pogoje!

(c) Dokazi, da ima rob kvadrata, ki ga dolo¢ajo oglis¢a v tockah
T1(0,0) in 75(0,1) in T3(1,1) isto mo¢ kot rob trikotnika Ay z
Oglléél v tockah Tl (0, O), Tg(]_, 0), Tg(o, 1)

(d) Induktivna razreda Z in P nad abecedo ¥ := {a,b,(,),[,]} sta

podana na naslednji nac¢in:

B a€P

P XeP=XeT

P, XeP, Yel=Xbyel
P; XeI=(X)eP

P, XeI=[X]eP

Kateri od nizov

al. [ab([(ab(aba)])ba)] a2. ([abala)ba

pripadajo razredu Z7?
(Nasvet: Kaksna je zveza med $tevilom a in Stevilom b)
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5 Kolokviji - linearna algebra



2. KOLOKV1J IZ MATEMATIKE I
27.1.1998

(a) Izracunaj integrala

). /(l—t% st ), /mdl«

)1+ t2 cos T

(Nasvet: V zadnji integral upelji primerno substitucijo.)

= W= N
U= = Wl
[N L TSN

(c¢) Doloéi vsa stevila a, pri katerih ima sistem linearnih enacb

20 + y + 2z =0
x — 2ay 0
ar 4+ (1—a)y + z = 0

neskonéno mnogo resitev? Te resitve tudi izracunaj.

(d) Vektorja a in b oklepata kot 60°; prvi meri 4 drugi pa 5 enot.
Kaksna je dolzina vektorja

2a—0b
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(a)

(b)

1. KOLOKVI1J IZ LINEARNE ALGEBRE
A

25.11.1997

Poisci enacbo ravnine, ki gre skozi tocko A(2,0, —3), seka premico
% =z, y = —1 pri = 2, in oklepa z njo kot 30°.

(35 tock)

Dana sta vektorja @ in b. Poisci vse vektorje &, ki zadoscajo enachbi

Ax (Exb)=(@xT) xb

in preveri, da je resitev res prava. (Navodilo: Upostevaj razli¢ne
moznosti glede vektorjev a in 5, npr., da sta kolinearna, da je eden
izmed njiju enak ni¢, ter da sta linearno neodvisna. Mogoce ti bo
v pomo¢ identiteta (Z x §) X 2= (Z- 2)y — (¢ - 2)Z)

(35 tock)
V trikotniku ABC' je tocka F' razpolovisée daljice BC', tocka E
pa deli stranico AC' v razmerju 2 : 1. Bodi S presecisce daljic AF
in BE. Izracunaj razmerje AS : SF, in primerjaj plos¢ini triko-
tnikov ABC' in ASB!

(30 tock)
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(a)

(b)

1. KOLOKVI1J IZ LINEARNE ALGEBRE
B

25.11.1997

Poisci enacbo ravnine, ki gre skozi tocko A(0, 2, —3), seka premico
% =z, x = —1 pri y = 2, in oklepa z njo kot 30°.
(35 tock)

Dana sta vektorja @ in b. Poisc¢i vse vektorje &, ki zadoscajo enachbi

(Zxb)xda=0bx(ax17I)

in preveri, da je resitev res prava. (Navodilo: Upostevaj razli¢ne
moznosti glede vektorjev a in 5, npr., da sta kolinearna, da je eden
izmed njiju enak ni¢, ter da sta linearno neodvisna. Mogoce ti bo
v pomo¢ identiteta (Z x §) X 2= (Z- 2)y — (¢ - 2)X)

(35 tock)
V trikotniku ABC' je tocka F' razpolovisée daljice BC', tocka E
pa deli stranico AC' v razmerju 1 : 2. Bodi S presecisce daljic AF
in BE. Izracunaj razmerje AS : SF, in primerjaj plos¢ini triko-
tnikov ABC' in ASFE)!

(30 tock)
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2. KOLOKVI1J IZ INZENIRSKE MATEMATIKE

(Studij ob delu)

17.5.1999

(a) Poisci vse vrednosti parametra a, za katere ima sistem

2v + 3y + z = 1

y + 3z = 2+a

—2r — B—-a)y — 1—-a—-a*)z = a*+4a—1
vecC kot eno resitev. (10 tock)
Pri vsakem takem parametru poisci tudi vse resitve ustreznega
sistema. (10 tock)

Dani sta matriki

s=(11) o= (1)

Poiséi vse resitve matricne enacbe X B = C. (10 tock)

Poisci lastne vrednosti matrike

0 01
A=10 2 0
4 0 0
(10 tock)
Pri vsaki lastni vrednosti poiséi tudi bazo ustreznega lastnega pod-
prostora. (10 tock)
Poisci odvod funkcije
f(z) := Incos?(z?) — S
(10 tock)

Funkcijo f(z) := sin(2x) razvij v Taylorjev polinom reda 6.(10 tock)
Oceni pri tem narejeno napako, ¢e vemo, da je x € [—1,1].(10 tock)

Poisci dve pozitivni stevili, katerih vsota je 1, da bo njun produkt
minimalen. (10 tock)
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(g) Integral
2
/ 2 sin(x?) dx
0

izracunaj z uvedbo nove spremenljivke 2% = t. (10 tock)

(h) Poisci volumen vrtenine, ki jo dobis, ¢e funkcijo y = cos(z?); 0 <
x < \/m/2 zarotiras okoli ordinate (tj. y—osi). (10 tock)

32



1. KOLOKVIJ IZ INZENIRSKE MATEMATIKE
A

11.12.2000

(a) V trikotniku ABC' tocka P deli stranico AC' v razmerju 1 : 4,
tocka @) pa stranico BC' v razmerju 1 : 3. Naj bo Sgeseéﬁée
daljic BP in AQ. lIzrazi vektor C'S z vektorjema @ = AB in b =
AC. (30 tock)

(b) i. Obravnavaj sistem v odvisnosti od parametra a, ter zapisi vse
njegove resitve:

rT+2y—32=25
r+4y —z= -3
20+ 2y — (5 —2a)z =24 + 4a

(20 tock)
ii. Resi matricno enacbo AT XA = B, pri ¢emer sta matriki A
in B dani z
11 6 3 8
A._<_2 _1), B._<4 2)
(20 tock)

(c¢) Premica p je dolocena s presekom ravnin z enachbama 3z +2y+z =
10 ter x — 2y + 2z = 2. Zapisi njeno enacbo v parametri¢ni obliki
in izracunaj razdaljo od p do koordinatnega izhodisca. (30 tock)
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1. KOLOKVIJ IZ INZENIRSKE MATEMATIKE
B

11.12.2000

(a) V trikotniku ABC tocka M deli stranico AB v razmerju 1 : 4,
tocka N pa stranico BC' v razmerju 2 : 3. Naj bo P presecisce

(ﬂg’ic CM in AN. Tzrazi vektor CP 7 vektorjema @ = ABinb =
AC. V kaksnem razmerju deli tocka P daljico CM? (30 tock)

(b) i. Obravnavaj sistem v odvisnosti od parametra b, ter zapisi vse
njegove resitve:

r+4y — (44 2b)z = —(9+ 4a)
20+ 6y —4z =2
—2x — 6y + (74 2b)z =4+ 4b

(20 tock)
ii. Resi matricno enacbo OXC'T = A, pri ¢emer sta matriki A
in C' dani z
11 6 3 8
c._<_2 _1), A._<4 2)
(20 tock)

(c¢) Premica p je dolocena s presekom ravnin z enachbama x+2y+3z =
1 ter x — 2y + 2 = —1. Zapisi njeno enacho v parametri¢ni obliki
in izracunaj razdaljo od p do koordinatnega izhodisca. (30 tock)
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1. KOLOKVIJ 1Z INZENIRSKE MATEMATIKE
(Studij ob delu)

14.3.2001

(a) V trapezu ABCD je vektor AB dvakrat daljsi kot vektor DC'
—
Naj bo S presecisce obeh diagonal. Izrazi vektor AS s pomocjo

—_— — —
vektorjev a@ := AB ter d := AD. (10 tock)
(b) Poisci vektor teziscnice na 7T trikotnika z oglisci v tockah 77 (1, 2, 3),
Ty(1,3,3) in T3(0, 1, 2). (10 tock)

(c) Poisci tocko, na ravnini IT : z +y — 2z = 6, ki je najblize koordi-
natnemu izhodiscu.

(10 tock)
(d) Poiséi vse vrednosti parametra a, za katere ima sistem
r + 2y = 1
- + y + z = 2
3ax + (3=5a)z = 3—6a
vecC kot eno resitev. (10 tock)
Pri vsakem takem parametru poisci tudi vse resSitve ustreznega
sistema. (10 tock)
(e) Dani sta matriki
2 3 10
B._<3 4) c._<3 0)
Poiséi vse resitve matricne enacbe BX = C. (10 tock)
(f) Poisci lastne vrednosti matrike
4 0 3
A= 1 0 1
-3 0 -2
(10 tock)
Pri vsaki lastni vrednosti poisci tudi bazo ustreznega lastnega pod-
prostora. (10 tock)

(g) Poisci kompozitum (f o f)(x), ¢e je f(x) = 2% — 2z + 1. (10 tock)
(h) Preveri, da je za vsako naravno $tevilo n izraz 5 - 4" — 2 vedno
deljiv s 3. (10 tock)
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1. KOLOKVIJ IZ INZENIRSKE MATEMATIKE
A

10.12.2001
(a) V pravilni stiristrani piramidi ABCDE naj bo T sredisée kva-
drata ABCD, in S sredisce stranice AFE. Preveri, da se daljici BT

in SC sekata. Nato izrazi vektor BY z vektorji @ := zTB, b=
— —
AD, ¢:= AF (Y je presecisce ET in SC'.) (35 tock)

(b) Poisci pravokotno projekcijo premice £ =y = z na ravnino y +
z=0. (30 tock)

(c) Poisci lastne vektorje in lastne vrednosti matrike

—_

0 -3
2 1
2 1

S O N

(35 tock)
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1. KOLOKVIJ IZ INZENIRSKE MATEMATIKE
B

10.12.2001

(a) V pravilni stiristrani piramidi ABCDE naj bo M sredisce kva-
drata ABCD, in S sredisce stranlce AE. Preveri, da se da-
1J101 EM in SC’ sekata in izrazi vektor AX 7 vektorji @ := AB b=
AD ¢:= AE (X je presecisce EM in SC'.) (35 tock)

b) Poiséi pravokotno projekcijo premice z = y = 2% na ravnino z +
JeKci) Y 2

y = 0. (30 tock)

(c) Poisci lastne vektorje in lastne vrednosti matrike

-1 0
2
1

=N O

1
0

(35 tock)
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1. KOLOKVIJ 1Z INZENIRSKE MATEMATIKE
(Studij ob delu)

20.12.2001

(a) Naj bo ABCD pravilni tetraeder. Denimo, da je M sredisce ena-
kostrani¢nega trikotnika ABC', in sta X ter Y razpoloviséi da-
ljic AD in BC. Naj bo S presecisce daljic DM ter XY

— — o — —
i. Izrazi vektor M D z vektorji @ := AB, b := AC in ¢ := AD.
(5 tock)

RN —
ii. Izrazi vektor XY z vektorji @, b, C. (5 tock)
iii. Izrazi vektor AS z vektorji @, b in @ (10 tock)
— ==
(Nasvet: AM = $AY.)
(b) Poiséi enacbo ravnine, ki vsebuje premico p; : IT_l = yT“ = % in
je vzporedna premici py : £t =¥ = 2, (10 tock)

(c) Poisci ploscino trikotnika z ogliséi v tockah T3 (3, 3, —3), T2(3, 1,0)
in 73(2,1,0). (10 tock)
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oo . .. . 1 .
(d) Poisci pravokotno projekcijo premice x = % = 2z na ravnino r +

z=0. (20 tock)

(e) Resi matriéno enacbo A +2X = BX, kjer je

1 2 3 301
A=1(4 56 in B:=1[3 2 5
789 315
(30 tock)
(f) Poisci vse resitve sistema
20 + 3y + =z =1
y + 3z = 2
—2r — y + 5z = 3
(20 tock)

39



1. KOLOKVI1J IZ LINEARNE ALGEBRE
A

18.11.2002

(a) V trikotniku ABC' je tocka F razpolovisée daljice BC, tocka E
pa deli stranico AC' v razmerju 2 : 1. Bodi S presecisce daljic AF
in BE. Izracunaj razmerje AS : SF, in primerjaj ploscini triko-
tnikov ABC' in ASB!

(35 tock)

(b) V standardni bazi je @ = (1,2,0) in & = (1,0, —1). Vektor ¢ oklepa
z ravnino Y, v kateri lezita a, b kot ¢ = 30°. Pois¢i njegovo dolzino,
¢e ves, da je volumen paralelepipida, ki ga razpenjajo @, b, ¢ enak 1.

(35 tock)

(c) Poisci enacbo premice skozi tocko T'(1,2,0), ki pravokotno seka
premico p : xT_l =1—y = —z. V kateri tocki se premici sekata?

(35 tock)
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(a)

(b)

1. KOLOKVI1J IZ LINEARNE ALGEBRE
B

25.11.1997

Poisci enacbo ravnine, ki gre skozi tocko A(0, 2, —3), seka premico
dy—4 . . ) !
= =2z, x=—1priy =2, in oklepa z njo kot 30°.

(35 tock)

Dana sta vektorja @ in b. Poisc¢i vse vektorje &, ki zadoscajo enachbi

(Zxb)xd=0bx(ax17)
in preveri, da je resitev res prava. (Navodilo: UposStevaj razlicne
moznosti glede vektorjev a in 5, npr., da sta kolinearna, da je eden
izmed njiju enak nic, ter da sta linearno neodvisna. Mogoce ti bo
v pomo¢ identiteta (Z x §) X 2= (Z- 2)y — (¢ - 2)X)
(35 tock)

V trikotniku ABC' je tocka F' razpolovisée daljice BC', tocka E
pa deli stranico AC' v razmerju 1 : 2. Bodi S presecisce daljic AF
in BE. Izracunaj razmerje AS : SF', in primerjaj ploscini triko-
tnikov ABC' in ASE!

(30 tock)
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6 Izpiti - kompleksna analiza



IZPIT 1Z MATEMATIKE IV

21.8.1994
1. Dokazi, da je
2 1 2msgnc
/ - dr = ———=——: (a,b,c €R, ¢ # 0inc*—a*~b* > 0) .
o acosx+bsinx+c V2 — g2 — )2
2. Dana je funkcija f(z) := WIZQ)

(a) Poisci vse njene singularnosti in residue v teh singularnostih!
(b) Resi nalogo tudi za funkcije f,(z) = ley); (v € Z) in preuci
vedenje f, okoli tocke z = oc!

3. Enac¢bo ¢y = y z zatetnim pogojem y(0) = 1 reSujemo s pomocjo Euler-
jeve osnovne metode. Tako izra¢unaj priblizek za y(1) na 2 decimalke!
(Nasvet: interval [0, 1] razdeli na n enakih podintervalov dolzine h in
nato uporabi Eulerjevo metodo. Oceni, kako velik je lahko h, da bo
napaka metode manjsa od npr. 4. decimalk. Nato oceni Se, na koliko
mest lahko zaokrozujes delne rezultate.

Mogoce ti bo pomagalo dejstvo, da je funkcija x +— (1+%)m narascajoca
za x> 0.)

4. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena z gostoto
1
a=; wx€[1,2)
plx):=¢ * ; :
ar; € [2,3)

Doloci parameter a, skiciraj njeno porazdelitveno funkcijo ter izracunaj
matematiéno upanje in P(|X| < 2) !

5. Izracunaj integral
' cosz — cos 2z
— s dz
0 x

na 3 decimalke natancno!

(Nasvet: Najprej dolodi stevilo potrebnih korakov, da izracunas integral
na 4 decimalke. Nato izracunaj Se na koliko decimalk lahko zaokrozujes
rezultate.)
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
8.9.1994

. Izracunaj §.(2° 4+ 8)7?dz, kjer integriramo v negativni smeri po skle-
njeni krivulji I' podani z enacbo |z + 3i| = 2|z + 3| !

. Obmocje D := K (i,1)\ K (0, 1) preslikaj povratno konformno na enotski
krog !

sin(t)
t

. Izracunaj integral fol dt na 4 decimalke. Vsak korak mora biti
utemeljen !

(Nasvet: najprej doloci stevilo korakov, da bo napaka metode manjsa
od npr. 5 decimalk, nato dolo¢i Se, na koliko decimalk lahko zaokrozujes

delne rezultate.)

. Gostota verjetnosti slucajne spremenljivke X je podana z
p(z) = Azl|z|e™ (2 € R).

Doloci konstanto A, izracunaj disperzijo ter matemetiéno upanje spre-
menljivke X™; n € N !
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
6.12.1994

. Izracunaj fol Si%d:c na pet decimalk natanc¢no.

(Nasvet: najprej oceni koliko ¢lenov je treba vzeti, da bo napaka me-
tode manjsa od npr. 107%, nato pa Se, na koliko decimalk moramo
zaokrozevati delne rezultate, da bo rezultat to¢en na pet decimalk.)

. Ugotovi vse mozne limite in red konvergence zaporedja

223 + (a+2)2? —a
322 +2(a+2)x, + (2a+ 1)

(r=0,1,2,..)

Lrg1 =

(Nasvet: eden izmed korenov enacbe a+ (1+2a)z+ (2+a)z? 4+ 2* = 0
je tudi z = —1.)

. Kam se preslika obmocje D := {z € C; |z—3| <3, |2—2| > 2, |2—5| >
1} pri preslikavi w(z) := 17

. Slucéajna spremenljivka X ima verjetnostsno gostoto podano z

_a_ >0
g) = e T =T
pl) {0 <0

Doloé¢i konstanto a in izracunaj matematicno upanje ter disperzijo spre-
menljivke X.
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
6.2.1995

1. Izracunaj fr m dz, kjer integriramo v negativni smeri po sklenjeni
krivulji I podani z enacbo |z + 3i| = 2|z + 3| !

2. Obmocje D := K(i,1)\ K (0, 1) preslikaj povratno konformno na enotski
krog !

3. Po osnovni Eulerjevi metodi resujemo diferencialno enacbo

Yy =yx; y(0)=1

Z njeno pomocjo izracunaj limito
4 8 12 4
lim <1+—2) <1+—2) <1+—2) <1+—2‘) !
n—00 n n n n

4. Palico dolzine a slucajno prelomimo. Naj slucajna spremenljivka X
meri dolzino krajsega izmed dobljenih delov. Izracunaj njeno porazde-
litev in gostoto porazdelitve!
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
21.2.1995

. Bodi f holomorfna funkcija in «;, 3,7, 6 € C kompleksne konstante. Ali
je funkcija

g(z) == a-Re f(z) + 8- Re f(z) + z(v m f(z) + - Imf(x))

analiticna?

. Naj bodo x,,y, € R stevila, za katere je
T+ iyn = (14 iV3)" (i* = —1; n € N).

Dokazi, da je
Tp—1Yn — TnlYn—1 = 22n—2\/§

. Izracunaj integral
2m
/ (€% cos(sint) — ie” “*'sin(sint)) - (i cost — sint) dt
0
(Nasvet: Poizkusi ga preoblikovati na kompleksni integral)

. Kam se preslika obmocje
{z€C; |z <2&|z—1| > 1}

pri preslikavi
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
21.2.1995

. Bodi f holomorfna funkcija in «, 3, € C kompleksne konstante. Kdaj
je funkcija

glw) == a-Re f(2) + 8- Tm f(z) + (- Re f(z) + Im f(z))

analiticna?

. Poisci tako funkcijo ¢, da bo resila enacho

/0 " b — )t dt = .

(Nasvet: Poiskusi z Laplaceovo transformacijo)

. Kam se preslika obmocje
{z€C; |z <2&|z—1| > 1}

pri preslikavi

. Janko in Metka se igrata igrico s kovancem, ki ga meceta izmenoma.
Pri tem tisti, ki je vrgel grb dobi en dodatni kovanec, ¢e pa je vrgel cifro,
ne dobi nicesar. Igra se konca, ko ima eden izmed njiju n—kovancev vec
kot drugi. Izracunaj verjetnost, da zmaga Janko, ce

(a) Je prvi zacel Janko

(b) Je prva zacela Metka!
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
18.5.1995

1. Obmocje D := K (i,1)\ K (0, 1) preslikaj povratno konformno na enotski
krog !

2. Dana je funkcija f(2) := =

sin(z2) "
(a) Poisci vse njene singularnosti in residue v teh singularnostih!

(b) Resi nalogo tudi za funkcije g(z) := leg) in preudi vedenje g okoli
tocke z = oo!

3. Enac¢bo ¢y = y z zatetnim pogojem y(0) = 1 reSujemo s pomocjo Euler-
jeve osnovne metode. Tako izra¢unaj priblizek za y(1) na 2 decimalke!
(Nasvet: interval [0, 1] razdeli na n enakih podintervalov dolzine h in
nato uporabi Eulerjevo metodo. Oceni, kako velik je lahko h, da bo
napaka metode manjsa od npr. 4. decimalk. Nato oceni Se, na koliko
mest lahko zaokrozujes delne rezultate.

Mogoce ti bo pomagalo dejstvo, da je funkcija x +— (1+%)m narascajoca
zax > 0.)

4. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena z gostoto

olz) = {a;; x € [l1,2) .

ar; € [2,3)

Doloci parameter a, skiciraj njeno porazdelitveno funkcijo ter izracunaj
matematicno upanje in P(|X| < 2) !

5. Izracunaj integral
/1 cOS T — COS 2%
———dx
0

22
na 3 decimalke natanéno!

(Nasvet: Najprej dolo¢i stevilo potrebnih korakov, da izra¢unas integral
na 4 decimalke. Nato izracunaj se na koliko decimalk lahko zaokrozujes
rezultate. Najenostavneje gre s Taylorjevo formulo!)
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
6.6.1995

. Poisci vse funkcije @, da bo

u@y%z@(ﬁ+yv

T

realni del neke analiti¢ne funkcije f. Doloéci tudi f !

. Poisci prvih pet, od ni¢ razliénih ¢lenov pri razvoju funkcije

fl) = {0, 1<z<0

1, O0<z<1

v Legendrove polinome na intervalu [—1, 1].

. Naj bo p(a) = a in p(b) = b. Za katere vrednosti konstant a,b € [0, 1]

Je
p(A/B)<LZ_17

. Izracunaj inverzno Laplaceovo transformiranko od
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
31.8.1995

. Naj bo a poljuben koren enacbe
(1+2)"+ 2" =0, (n € N).

Dokazi, da je Rea = —

N[

. Poisci vse singularne tocke diferencialne enache II reda

(322 + Tz + 4)w" + (182 + 22)w' + 18w = 0.
V okolici celostevilske pravilne singularne tocke poiséi tudi splosno
reSitev gornje enacbe!
. Gostota verjetnosti slucajne spremenljivke X je podana z

p(z) = Az|zle™ (z € R).

Doloci konstanto A, ter izracunaj disperzijo in matemati¢no upanje
spremenljivke X !
. Izracunaj inverzno Laplaceovo transformiranko funkcije

—242z— 22

fz) = —14+z2—22423
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
14.9.1995

1. Naj bo C' enostavno sklenjena krivulja in tocka a lezi znotraj C'. Izracunaj

integral
7{ ze*dz
¢ (z—a)t

2. Dokazi, da je y = x*[AJ,(BxY) + BN, (52")] splosna resitev diferenci-
alne enacbe

v odvisnosti od k € Z!

22y + (1 — 2a)2y + (5 vz7)? + (o — 1/2’)/2)]?/ = 0.

S pomocjo dokazanega zapisi splosno resitev Riccatijeve enache u' =
u? 4+ 923 s pomocjo Besselovih funkcij!

(Nasvet: u = —%)

3. S pomocjo Laplaceove transformacije poisci resitev diferencialne enacbe
y(z) +y"(x) = z sin(z)
z zacetnimi pogoji y(0) = 0, y'(0) = 1.
4. Dva igralca zaporedoma pobirata kroglice iz zare, v kateri je bilo v

zacetku n belih in m ¢rnih krogel. Zmaga tisti, ki prej potegne belo.
Koliksna je verjetnost, da zmaga tisti igralec, ki je igro zacel, ce

(a) kroglice vsaki¢ vrneta nazaj v zaro;

(b) kroglic ne vracata ?

Ali sta ti dve verjetnosti enaki?
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
23.1.1996

1. Resi parcialno diferencialno enacbo
o _ v
ot ox%’

tuje z €[0,1] in ¢t > 0.

U(x,0) =sin2rz, U(0,t) =U(1,t) =0;

2. Izracunaj fr m dz, kjer integriramo v negativni smeri po skle-
njeni krivulji I' podani z enacbo |z + 3i| = 2|z + 3| !

3. Dokazi, da je y = 2*[AJ,(Bx7) + BN, (Bx7)| splosna resitev diferenci-
alne enacbe

2?y" + (1 = 2a)zy’ + [(By27)* + (o — v*9?)]y = 0.

S pomocjo dokazanega zapisi splosno resitev Riccatijeve enacbe u' =
u? + 92% s pomocjo Besselovih funkcij!

/

(Nasvet: u = —%)

4. Dva igralca zaporedoma pobirata kroglice iz zare, v kateri je bilo v
zacetku n belih in m ¢rnih krogel. Zmaga tisti, ki prej potegne belo.
Koliksna je verjetnost, da zmaga tisti igralec, ki je igro zacel, ce kroglice
vsaki¢ vrneta nazaj v zaro 7
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
18.6.1996

. Dokazi, da za vsako analiticno funkcijo f velja

82

8—y2|f(Z)|2 =4[] (z=a+iy).

82
S+

. Izracunaj funkcijo

dz
o) = ¢ .
|z—(1+3)|=r 1+ 22

v odvisnosti od parametra 7.

. Za kaksne dogodke A in B velja enakost

P[A] = P[A|B] + P[A|B] ?

Tu nam P[X] pomeni verjetnost dogodka X.
(Nasvet: Upostevaj, da mora biti P[A] > P[AB].)

. Hitrost telesa v tocki T'(x,y) je enaka razdalji med to tocko in koordi-
natnim izhodiscem. Poisci krivuljo, po kateri se mora gibati telo, da
bo najhitreje prislo iz 71(1,0) v T5(0, e).

(Nasvet: V dobljeno Eulerjevo enacbo vstavi polarne koordinate x =

rcoso(r), y = rsino(r).)
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
2.7.1996

/7r cos 10x
— dx
s 2+ cosw

. Izracunaj integral

p+1
p—1

F(p) = (20,

(Nasvet: Pomagaj si s pravilom o odvajanju Laplaceove transformi-
ranke.)

. Na 1000 metrsko progo sta padla dva leteca kroznika. Ker je §lo za ne-
sreco, je bil njun padec povsem slucajen in neodvisen drug od drugega.
Kaksna je verjetnost, da je prvi kroznik padel blizje zacetku proge kot
drugi?

. S pomocjo razvoja v vrsto resi diferencialno enacbo

vy + 2y +ay=0  y(0)=1/2, y'(0)=0
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
2.7.1996

/7r cos 10x
— dx
_x O+ cosz

. Izracunaj integral

p+1
p—1

F(p) = (20,

(Nasvet: Pomagaj si s pravilom o odvajanju Laplaceove transformi-
ranke.)

. Na enotski krog so padla tri zrnca peska. Kaksna je verjetnost, da
oblikujejo trikotnik, v katerem so vsi koti manjsi od 90°7
(Nasvet: Z morebitnim vrtezem kroga lahko dosezes, da je eno zrnce
toéno na tocki 1; ostala dva pa sta seveda Se nakljucna.)

.S pomocjo razvoja v vrsto resi diferencialno enacbo

zy’ +2y' +2y=0  y(0)=1, y'(0)=0
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV

2.9.1996
. Izracunaj integral
/ (sm x) d:
0 x
pomagaj si z 4sin®z = —sin3x + - - -.

. Resi diferencialno-diferencéno enbachbo

Y () =ylx—-1)+1; y(0)=0

(Nasvet: Pomagaj si z p_i,p = ay ep:p~)

. S pomocjo razvoja v vrsto okoli tocke 0 poiSci resitev enacbe
y' + iy =14+ 2 y(0) =0

in poisci konvergenéni polmer dobljene vrste.
. Kocka, ki ima pobarvane stranice, je razdeljena na 1000 enakih kockic;
v notranjosti velike kocke ni nobene barve. Veliko kocko razdremo in

na slepo izvle¢emo eno malo kockico. Pois¢i verjetnost, da bo imela
dve stranici pobarvani!
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
17.9.1996

. S pomocjo Laplaceove transformiranke resi parcialno diferencialno enacbo

ou ou?

z zacetnim pogojem u(x,0) = 0 in robnim u(0,t) = wuy.

. Razvij
1422z —1)V22 —22+2

z—1

v Laurentovo vrsto okoli tocke zp = 1 in dolo¢i obmocje konvergence.
(Pri kvadratnem korenu vzamemo tisto vejo, za katero je v/1 = 1.)

. Poiséi mnozico tock z, ki se pri preslikavi

Z+ 2
21z — 1

w:zZ

preslikajo na mnozico {w; |w|=1}.

. Poisci verjetnost, da bodo koreni kvadratne enacbhe
x* +2ax + b

(a) realni.

(b) pozitivni.

(Tu sta a in b realni stevili; |a] < n in |[b] < m.)
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
21.1.1997

1. Funkciji f in g sta definirani z

fz) = ¢(2) =
[zracunaj integral

/A (99 + §(2)) d=,

kjer integriramo po trikotniku A z ogliséi v tockah 2 +t, i —t, —i —t;
tu je t € RT. Kaj se zgodi pri t = 17

2. Dana je funkcija f(z) := @ Poisci vse njene singularnosti in residue

v teh singularnostih!

3. Slucajna spremenljivka X je zvezno porazdeljena z gostoto verjetnosti

a%; x € [l,2)
p(z) == qax; z€][2,3).
0 sicer

Doloci parameter a, skiciraj njeno porazdelitveno funkcijo ter izracunaj
matematiéno upanje in P(X < 2)!

4. S pomocjo Laplaceove transformacije resi diferencialno enacho

) {2sh(t— 1); t>1
T—x=

0; sicer
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
27.1.1997

. Bodi f holomorfna funkcija in «, 3, € C kompleksne konstante. Kdaj
je funkcija

g(x) :=a-Ref(x)+ [ -Im f(x) +i(7-Ref(:c) —l—Imf(x))

analiticna?

. S pomocjo Laplaceove transformacije resi diferencialno enac¢ho

T+ 4z = tsin(2t); #(0) = z(0) = 0.

. Bodi @ > 0. Razvij funkcijo f(z) := e~ po Laguerrovih polinomih
(le-ti so ortogonalni na [0, 00) z utezjo e~*).

. Kolikokrat popreéno moramo seci v zep, da bomo lahko stopili v sta-
novanje, ¢e imamo v zepu k na pogled enakih kljucev, od katerih pa je
natanko eden pravi. Pri tem kljuce ne vracamo nazaj.
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
4.2.1997

. Bodi a > 0 konstanta. Poisci ekstremalo funkcionala

. Dokazi, da za kompleksni stevili a, b velja:

la+bl <[1+ab|, (Ja| <1, 0] <1)!

Kdaj velja enacaj ?

. Izracunaj integral

7{ 1
dz;
rze™ +z+e™ +1
kjer integriramo v pozitivni smeri po trikotniku z oglisci
1 . D ,
z = §+2Z, 2y = —8—1151, zm=1+2

Poisci tako funkcijo ¢, da bo resila enacho

/ " eh(z — )o(t) dt = 2.

7 metodo nedolocenih koeficientov poisci splosno resitev diferencialne
enache
y/// + l’2y” + 5113"3// + 3y = 0.

Doloci tudi konvergenc¢ni polmer dobljene vrste !
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
6.6.1997

. Poisci vse funkcije @, da bo

w(z,y) = B (“””2 il yQ)

T

realni del neke analiti¢ne funkcije f. Doloéci tudi f !

. Izracunaj integral

2m
/ &dx, (a>1).
o (

a — cosx)?

. Poisci prvih pet, od ni¢ razliénih ¢lenov pri razvoju funkcije

1, 0<z<l1

fla) e {0, 1<z<0

v Legendrove polinome na intervalu [—1, 1].

Dano je pet dolzin: 1,3,5,7,9. Na slepo sreco vzamemo tri med njimi.
Izracunaj verjetnost, da bomo iz njih lahko sestavili trikotnik.

. S pomocjo Laplaceove transformacije poisci resitev diferencialno—diferencne

enacbe
Y(r)=ylx—-1)+1  y(0)=0
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
20.6.1997

. Dana je veclicna funkcija
NN |
f(z) :=sin =5 Inz

Poisci residuum funkcije f pri logaritemski veji, dolo¢eni z In 1 = 2k .

. Bodi f holomorfna funkcija in «, 3,y € C kompleksne konstante. Kdaj
je funkcija

g(x) == a-Re f(z) + 8- Im f(z) + i<7 ‘Re f(z) + Imf(x))

analiticna?

. S pomocjo Laplaceove transformacije poisci tako funkcijo ¢, da bo resila

enacbo )
T

5t /Oxtc = 1)e”"g(t) dt = 6(x).

. Vsaka od 9 kroglic se lahko z enako verjetnostjo znajde v eni izmed
treh, na zacetku praznih, Skatel. Poisc¢i verjetnost, da

(a) bodo v vsaki skatli po tri kroglice
(b) bodo v eni skatli 4 kroglice, in v drugi 3 (in v tretji 2).
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
20.8.1997

. S pomocjo Laplaceove transformiranke resi sistem diferencialnih enach
t

Fry=t F-y=e

z zacetnimi pogoji z(0) = 3, ©(0) = —2, y(0) = 0.

. Naj bosta p in ¢ realni stevili. Za katere vrednosti p, ¢ ima enacba
p—qz+1=0
resitve, za katere je |z| > 17

(Nasvet: Najprej obravnavaj primer, ko je vsaj ena resitev kompleksna,
nato pa Se, ko sta obe realni.)

.S pomocjo razvoja v vrsto resi diferencialno enacbo
(14 2%)y" 4+ 102y’ + 20y =0

v okolici tocke 0. Poisci tudi konvergencni polmer!

. Poisci povprecno stevilo metov utezenega kovanca, da bo prvi¢ padel
grb, ¢e je verjetnost, da pade grb, enaka p.
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
29.8.1997

. S pomocjo Laplaceove transformacije resi sistem diferencialnih enacb
t

Fry=t F-y=e

z zacetnimi pogoji z(0) = 3, ©(0) = -2, y(0) = 0.

. Naj bosta p in ¢ realni stevili. Za katere vrednosti p, ¢ ima enacba
p—qz+1=0
resitve, za katere je |z| > 17

(Nasvet: Najprej obravnavaj primer, ko je vsaj ena resitev kompleksna,
nato pa Se, ko sta obe realni.)

. Izracunaj integral

* xsinax
/_oomdflf (CL,T>0)

. S pomocjo razvoja v vrsto resi diferencialno enacbo
(14 2%)y" 4+ 102y’ + 20y =0

v okolici tocke 0. Poisci tudi konvergencni polmer!

. Poisci povprecno stevilo metov utezenega kovanca, da bo prvi¢ padel

grb, ¢e je verjetnost, da pade grb, enaka p = i.
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
12.9.1997

. Izracunaj fr m dz, kjer integriramo v negativni smeri po sklenjeni
krivulji I podani z enacbo |z + 3i| = 2|z + 3| !

. Poisci resitev naslednje diferencialno-diferencne enacbe:

y(@+1)=y(@)+1; y(0)=0

. S pomocjo funkcije I' izracunaj integral

o0 1
——d
/0 V1423 .

(Nasvet: Mogoce bi bila uporabna formula B(z,y) = [;° % dt.)

. Palico dolzine a slu¢ajno prelomimo. Naj slucajna spremenljivka X
meri dolzino krajsega izmed dobljenih delov. Izracunaj njeno porazde-
litev in gostoto porazdelitve!
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
27.1.1997

. Bodi f holomorfna funkcija in «, 3, € C kompleksne konstante. Kdaj
je funkcija

g(x) :=a-Ref(x)+ [ -Im f(x) +i(7-Ref(:c) —l—Imf(x))

analiticna?

. S pomocjo Laplaceove transformacije resi diferencialno enac¢ho

T+ 4z = tsin(2t); #(0) = z(0) = 0.

. Bodi @ > 0. Razvij funkcijo f(z) := e~ po Laguerrovih polinomih
(le-ti so ortogonalni na [0, 00) z utezjo e~*).

. Kolikokrat popreéno moramo seci v zep, da bomo lahko stopili v sta-
novanje, ¢e imamo v zepu k na pogled enakih kljucev, od katerih pa je
natanko eden pravi. Pri tem kljuce ne vracamo nazaj.
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
25.2.1998

. Obmocje

D:={z€C; |z >2, |z—\/§\<\/§}

preslikaj konformno na zgornjo polravnino.

. Dana je funkcija f(z) :=

1 7 Poisci vse njene singularnosti in residue
v teh singularnostih!

sin(z

. Poiséi resitev diferencialno—diferenc¢ne enachbe

y'(@@) -yl -1 =z  y(0)=y(0)=0

. Slucajna spremenljivka X je porazdeljena z gostoto

olz) = {a%; rell,?2 .

ar; x € |2,

w
~— ~—

Doloci parameter a, skiciraj njeno porazdelitveno funkcijo ter izracunaj
matematiéno upanje in P(X < 2)!
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
3.6.1997

. Bodi f = u + iv razcep analiti¢ne funkcije na realni in imaginarni del.
Denimo, da je

Tty .
u(zy) —v(ey) =2*+ Gomg —uly+2). (2= i)

Poisci f.

. Razvij funkcijo e™ po Laguerrovih polinomih L,,.
(Nasvet: Pomagaj si z Rodriguesovo formulo.)

. Na daljici dolzine 1 sluc¢ajno izberemo tri tocke. Kaksna je verjetnost,
da prva izbrana tocka lezi med zadnjima dvema?

. Izracunaj inverzno Laplaceovo transformiranko od
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
24.6.1998

. Poiséi konformno preslikavo, ki obmoéje

2:={2€C; Im(z) >0} \{z€C; |z—i <1}

povratno enoli¢no preslika na enotski krog.

. Resi parcialno diferencialno enacbo
v _ou
ot 0x2’

tujex €0,1] in ¢ > 0.

U(z,0) = 3sin2rz, U(0,t) =U(1,t) = 0;

. Integrala

/°° dx o /°° dx
o VI+ad o Vr(l+z)

izrazi s pomocjo funkcije I'. Drugi integral lahko tudi eksplicitno izracunas!

. Diskretna slucajna spremenljivka X ima gostoto verjetnosti

P(X:k:):%; (k=0,1,2,....n)

pri neki konstanti n. Izrac¢unaj A ter dolo¢i matematicno upanje in
disperzijo X. Kaksna je verjetnost, da X zavzame le soda stevila?
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
20.8.1998

1. Funkciji f in g sta definirani z

f(z) = 9() =

22 —1

Izracunaj integral

/ (eg(z) + f(2)) dz,
A

kjer integriramo po robu trikotnika A z oglisci v tockah 1+t¢, i—t, —i—
t; tujet > 0. Kaj se zgodi prit =17

2. Razvij funkcijo
0, —-1<ax<0
-

1, O0<z<l1

v vrsto iz Legendrovih polinomov

(Nasvet: Uporabi Rodriguesovo formulo. Po integriranju moras izracunati
Se vrednost ﬁ%(ﬁ — 1)* v tocki 0. Najlazje se to stori z razvojem v

binomsko vrsto.)
3. Slucajna spremenljivka X je zvezno porazdeljena z gostoto verjetnosti
aﬁ; r€[0,2)
p(x) == ar; x€(2,4).
0 sicer
Doloci parameter a, skiciraj njeno porazdelitveno funkcijo ter izracunaj

matemati¢no upanje in P(1 < X <3)!

4. S pomocjo Laplaceove transformacije resi Cauchyjevo nalogo

. 2ch(t —1); t>1
r—x = )
0; sicer
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IZPIT 1Z MATEMATIKE IV
7.9.1998

1. Poiséi konformno preslikavo, ki obmocje
D:={z€C; —5/8m <arg(z— (1+1)) < —m/4}

preslika na prvi kvadrant kompleksne ravnine. (Tu je arg : C\{0} —

(=m,7].)
2. Resi naslednji sistem integralskih enach:
v(ir) = 14 /Ofv sinh(t — z) u(t) dt — /Ofv e " y(t) dt
u(z) = x4+ /01‘ e u(t) dt + /01’ (—t+ ) v(t)dt

3. Poisci funkcijo f, da bo diferencialna enacba
zy" + f(x)y' + Ay =0
generirala ortogonalne polinome na intervalu [0, 00) z utezjo p(x) :=

22e77, Poisci tudi ustrezne lastne vrednosti.

4. Dva tanka vsako ¢asovno enoto istocasno ustrelita drug proti drugemu;
prvi zadene z verjetnostjo p; drugi pas ps; 0 < p1,p2 < 1. PoiSéi poraz-
delitveno funkcijo sluc¢ajne spremenljivke X, ki meri Stevilo potrebnih
strelov, da se dvoboj konca. Doloc¢i tudi poprecen ¢as do koncanja.
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7 Izpiti - diskretna matematika



IZPIT 1Z DISKRETNIH STRUKTUR
6.2.1996

1. Za stevilo 7(= 3.14) je znano, da je transcendentno; to pomeni sledece:
Ce je
p(7) == apz™ +a,_ 12"+ +ag

polinom, in S0 a,, ..., ay cela stevila, potem p(m) # 0.

(a) Poisci najmanjsi podkolobar v R, ki vsebuje stevilo 7.

(b) Poiséi presek tega kolobarja s kolobarjem celih stevil Z.

2. Poisci vse podgrupe v permutacijski grupi Ss!

3. Iz grafa K5 odstranimo poljubno povezavo. Ali je ravninski? V koliko
potezah ga lahko narisemo, ne da bi odmaknili svinénik od papirja?

4. Na mnozici NU {0} je definirana relacija R s predpisom
(a,b) € R = 6[(a+ 3b)].

Ali je R ekvivalencna? Ali je relacija delne urejenosti?
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IZPIT 1Z DISKRETNIH STRUKTUR
27.8.1996

. Napisi vse elemente mnozice As, ki jo sestavljajo natanko vse sode
permutacije grupe S3. Dokazi, da je A3 podgrupa edinka v S3. Kateri
znani grupi je izomorfna S3/A37

. Poisci vsa naravna Stevila n, za katera je graf K,, Eulerjev. Za katere n
ima K, Eulerjev sprehod, pa nima Eulerjevega obhoda? Vsak korak
mora biti utemeljen!

. Vmrezi (A,N,U) velja pri vsakem a € A enakost aUx = aUy. Dokazi,
da je tedaj nujno = = y.

. Naj bo preslikava f : A — A bijekcija. Za vsak a € A lahko definiramo
mnozico

T(a) = {f"(a); neZ}
= { ">(f_l © f_l)(a)af_l(a)af(a)> (fo f)(a)> (fo fOf)(a), . }

Dokazi, da velja sledec¢ sklep:

Ce je T(a) N T(b) # B, potem je T(a) = T (D).
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IZPIT IZ DISKRETNIH STRUKTUR za visjesolce
27.8.1996

1. Napisi grupi S(«) in S(/3), ki sta generirani s permutacijama
(123456 123456
““\234561) % 2315146

in dokazi, da sta izomorfni.

2. Poisci vsa naravna Stevila n, za katera je graf K,, Eulerjev. Za katere n
ima K, Eulerjev sprehod, pa nima Eulerjevega obhoda? Vsak korak
mora biti utemeljen!

3. Vmrezi (A,N,U) velja pri vsakem a € A enakost aNz = aNy. Dokazi,
da je tedaj nujno = = y.

4. Dokazi, da za poljubne mnozice A, B, C velja sledeca enakost:

(A\BN\C = (A\C)\B.



IZPIT 1Z DISKRETNIH STRUKTUR
13.9.1996

1. V mnozico N = N* U {0} uvedemo dvomestno operacijo :
ax*xb:=|a—Dbl.

(a) Ali je operacija x asociativna?

(b) Ali obstaja enota v (N, x)?

(c) Ali ima vsak element iz (N, %) svoj inverz?
)

(d) Ali je (N, %) izomorfna standardni strukturi (N, +) z navadnim
seStevanjem?

2. Naj bodo A,B in C dane mnozice, za katere velja B C Ain ANC = ().
Poisci vse resitve sistema

A\X=B, X\A=C

3. Poisci vse izomorfizme med grupama Zg in Zo X Zs.

4. Ana in Branka sta na vecerjo povabile 10 prijateljev. V tem dva-
najstclanskem drustvu se vsak pozna vsaj s Sestimi drugimi osebami.
Dokazi, da se lahko posedejo za okroglo mizo na tak nacin, da bo vsak
poznal svoja dva sosedal
(Nasvet: Graf je Hamiltonov, ce je 0 > 3.)
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IZPIT IZ DISKRETNIH STRUKTUR za visjesolce
13.9.1996

1. Ali sta naslednja sklepa veljavna

(@) v, p F ¢
b)) pAg, p=>q E —q

2. Ana in Branka sta na vecerjo povabile 10 prijateljev. V tem dva-
najstclanskem drustvu se vsak pozna vsaj s Sestimi drugimi osebami.
Dokazi, da se lahko posedejo za okroglo mizo na tak nacin, da bo vsak
poznal svoja dva sosedal
(Nasvet: Graf je Hamiltonov, ce je 0 > 3.)

3. Na mnozici N je definirana relacija ~, podana z
m ~n=m?—n? je deljivo z 10.

Ali je ~ simetricna? Ce je, doloci ekvivalenéne razrede!

4. Permutacija m € S5 je doloCena s predpisom
71— (i mod 12) 4 1.

Ali je permutacija 77 soda ali liha?



IZPIT 1Z DISKRETNIH STRUKTUR
15.5.1997

. Naj bosta A, B mnozici in f: A — B ter g : B — A funkciji, za kateri
je fg =1d4. Ali je tedaj nujno tudi gf = Idg?

. Napisi mnozico A vseh podgrup od Cs x Cs. V mnozico A vpeljemo
relacijo ”je podmnozica od”. Ali je A v tej relaciji mreza? Ce je, ali je
distributivna oz. komplementirana?

. Naj mnozice A, B, C zadoscajo relaciji A= BnNC.

(a) Alivelja Ax A= (Bx B)N(C xC)?
(b) Alivelja Ax A= (BxC)n(C x B)?

. Najmanj koliko barv je potrebno, da pobarvamo tocke grafa

(a) K3
(b) Ks
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IZPIT 1Z DISKRETNIH STRUKTUR
20.6.1997

. Naj bo n > 0 neko naravno stevilo. V mnozico Nj uvedemo leksiko-
grafsko relacijo < na podoben nacin, kot so urejene besede v slovarju,
torej

o . o .\ def Ce je i, > J, za nek m, potem
(11’22 ’Z") - (‘71"72’ "7") @obstajak<m, da je i < J

Pokazi, da ima vsaka neprazna podmnozica Nj minimalen element!

. Bodi Z3y kolobar vseh ostankov pri deljenju s 30 in S :={1,3,5,15} C
Zso. V mnozico A := Zsy x S vpeljemo relacijo ~ s predpisom:

(a,b) ~ (¢,d) <= Js € S: (ad —bc)s =0 € Zsy.

Ali je ~ ekvivalenc¢na relacija?

. Poiséi 7197 kjer je m € Sy podana z

.V grafu GG naj ima vsaka tocka stopnjo vsaj 3. Pokazi, da G vsebuje
vsaj en cikel!
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IZPIT 1Z DISKRETNIH STRUKTUR
29.8.1997

1. Koliko je vseh bijekcij iz mnozice s sedmimi elementi N; vase, ki ohra-
njajo element 57 Ali te bijekcije z operacijo , kompozitum, tvorijo
grupo?

2. Naj bosta a,b > 0 dve realni stevili. Mnozico tock

Poy:={(z,y) eR* 0<z<a, 0<y<b}
imenujemo pravokotnik. Pokazi, da je mnozica pravokotnikov
A= {Pa,b; a,b> O}

mreza za relacijo C; tj. ,,je vsebovan v*. Doloci tudi infimum in supre-
mum poljubnih dveh elementov mnozice A.

3. Poisci najmanjsi podkolobar v C, ki vsebuje stevilo o := (1 + 7)

4. Ali lahko graf na sliki pobarvamo s tremi barvami tako, da bosta
tocki T in 75 razlicne barve?
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IZPIT 1Z DISKRETNIH STRUKTUR
29.8.1997

1. Koliko je vseh bijekcij iz mnozice s sedmimi elementi N; vase, ki ohra-
njajo element 57 Ali te bijekcije z operacijo , kompozitum, tvorijo
grupo?

2. Naj bosta a,b > 0 dve realni stevili. Mnozico tock

Poy:={(z,y) eR* 0<z<a, 0<y<b}
imenujemo pravokotnik. Pokazi, da je mnozica pravokotnikov
A= {Pa,b; a,b> O}

mreza za relacijo C; tj. ,,je vsebovan v*. Doloci tudi infimum in supre-
mum poljubnih dveh elementov mnozice A.

3. Poisci najmanjsi podkolobar v C, ki vsebuje stevilo o := (1 + 7)

4. Ali lahko graf na sliki pobarvamo s tremi barvami tako, da bosta
tocki T in 75 razlicne barve?
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IZPIT 1Z DISKRETNIH STRUKTUR
15.9.1997

. Bodi M3(R) kolobar vseh 2 x 2 matrik z realnimi koeficienti. Vanj
uvedemo relacijo R s predpisom

(A,B)R(C,D), ¢eje AD = BC.
(Pazi na vrstni red mnozenja!). Ali je R ekvivalen¢na relacija? V

posebnem: ali je refleksivna? Ali je simetri¢na?

. Naj bo G povezan graf. Pokazi, da obstaja v G taka tocka v, da
je G\{v} 8e vedno povezan.
(Nasvet: Vzemi najdaljSo pot v G in bodi v zacetna tocka te poti.)

.V polgrupi (A, o) naj bosta za vsaka a,b € A resljivi enachi ax = b
ter ya = b. Pokazi, da je A grupa.

. Naj mnozice A, B, C zadoscajo relaciji A= BUC.

(a) Kdaj velja Ax A= (Bx B)U(C x(C)?
(b) Kdaj velja Ax A= (B xC)U(C x B)?
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8 Izpiti - numeri¢ne metode



IZPIT I1Z NUMERICNE MATEMATIKE
9.6.1997

1. Doloéi koeficiente v kvadratni formuli

2
(x)sinzdr =Af(0)+ B f(r)+C f(2r)+ R
0

in nato izracunaj fo% In(1 + 2?) sin z dz. Oceni napako.

2. Resujemo sistem enacbh

r —y =1
1l — y =21

Ocenite relativno napako v resitvi, ¢e v prvi enachi desno stran nado-
mestimo z 11!

3. Poiscite vse realne korene enacbe
26e" =13 —4'1x

na 5 decimalk natanc¢no.
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Izpit IZ NUMERICNIH METOD
2.6.1997

. Matriko A razcepi na produkt A = L-U in nato s pomocjo razcepa resi
sistem Az = b.

1 3 -1 1
A= 3 2 4 b= | —1
-1 4 10 2

. Poiséi realne korene enacbe bx — 5 +sinx = 0 na 4 decimalke natancno.

. Na osnovi podatkov

z][10 11 12
y |10 15 19

izracunaj y'(1'1) in oceni napako!
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Izpit IZ NUMERICNIH METOD
1.9.1997

1. Na osnovi podatkov

|0 06 12 18 24 30
y; |0 059 195 095 059 0

(a) Dolocite prve tri ortogonalne polinome na mrezi ekvidistantnih
tock z;; 1=0,1,...,5.

(b) Za funkcijo f iz tabele konstruirajte aproksimacijski polinom p(z)
druge stopnje.

(c) Izracunajte f03 p(z) dz eksaktno!

(d) Izracunajte fog f(z) dx po trapezni formuli tako, da upostevate vse
vrednosti v tabeli.

2. Poiscite vse korene enacbe sin(x + 1) —Inax = —1'5 na pet decimalk
natancno.

3. Izpeljite kvadraturno formulo, ki je eksaktna za polinome ¢im visje
stopnje:

j f(z)coszdr =Af(=5)+ B f(0)+C (%)

s
Nato izracunajte [2 $%% dx.
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Izpit IZ NUMERICNE MATEMATIKE
1.9.1997

1. (a) Dolocite prve tri ortogonalne polinome na mrezi Sestih ekvidistan-
tnih tock x; =a+ih; i =0,1,...,5.

(b) Za funkcijo f, ki v tockah mreze po vrsti zavzame vrednosti yo, Y1, - - - , Us
konstruirajte aproksimacijski polinom p(z) druge stopnje.

(c) Poiscite polinom p(x) za tabelo
|0 06 12 18 24 30
Yi ‘ 0 059 195 095 059 O

(d) Izracunajte fog p(x) dr eksaktno!

(e) Izracunajte f03 f(x) dx po trapezni formuli tako, da upoStevate vse
vrednosti v tabeli.

2. Robni problem y” — /zy =0, y(0) =0, y(1) = 1 resite z diferenéno
metodo. Za h vzemite 0'25.

3. Izpeljite kvadraturno formulo, ki je eksaktna za polinome ¢im visje
stopnje:

if(x) coszdr = A[f(z1) + f(22) + f(23)]

s
Nato izracunajte [2 $%5 dx.
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Izpit IZ NUMERICNIH METOD
15.9.1997
1. Poiscite vse korene enacbe xInx = 1 z navadno iteracijo in Newtonovo

metodo. Primerjajte obe metodi s stalisca Stevila korakov potrebnih
za natancnost 107°.

2. Izpeljite kvadraturno formulo oblike stopnje:
2
/ f(x)dx = Ayo+ By +Cys+ Dy
zo

Nato izracunajte 01 2%; za h =01.

3. Za tabelo

z|1 15 2 25 3
y|3 19 15 13 12

Poiscite aproksimacijsko funkcijo oblike g(z) :=a + x% po metodi naj-
manjsih kvadratov. Izracunajte tudi vsoto kvadratov odstopanj.

91



Izpit IZ NUMERICNE MATEMATIKE
15.9.1997

1. Poiscite najmanjsa pozitivna korena enache x cos x = 0'2 z navadno ite-
racijo in Newtonovo metodo. Primerjajte obe metodi s stalis¢a Stevila
korakov potrebnih za natanénost 1075,

2. Izpeljite kvadraturno formulo oblike stopnje:

T2
/ f(x)dr=Ayy+Byi +Cys+Dy; + R
o

Nato izracunajte 01 2%; za h = 0’1, ocenite napako in jo primerjajte z
dejansko.
3. Za tabelo

z|1 15 2 25 3
y[3 19 15 13 12

Poiscite aproksimacijsko funkcijo oblike g(z) :=a + m% po metodi naj-
manjsih kvadratov. Izracunajte tudi vsoto kvadratov odstopanj.
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Izpit IZ NUMERICNE MATEMATIKE
3.2.1998

1. Izpeljite kvadraturno formulo
h
| #@rde= s+ B s+ R
0

(a) Na osnovi te formule izpeljite Se formulo za izracun integrala fab f(x)dx

(b) Izracunajte § _do pri delitvi integracijskega intervala na 1, 2, 5

0 1422
podintervalov.

(¢) Ocenite napako vsakega od priblizkov in jo primerjajte z dejansko.

(d) Primerjajte to integracijsko pravilo s trapeznim in Simpsonovim.

2. Resujemo sistem linearnih enacb Ax = b, kjer za matriko A = (aij)
velja, da je a;; =0 zai—j > 1.
(a) Zapisite eno tako matriko reda 5.

(b) Algoritem za Gaussovo eliminacijo predelajte za reSevanje takega
sistema.

(c) Prestejte potrebne operacije (deljenja in mnozenja).

(d) Izracunajte LU razcep matrike reda 4, katere elementi so

# s
ag = I7IlHh iyl
0; 1—7>1
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9 Izpiti - linearna algebra



POPRAVNI KOLOKVI1J 1Z LINEARNE ALGEBRE
26.1.1999

1. Doloci kot med vektorjema @ in 5, e je
i=c+d b=20—d |dl=2a, |&xdl=v3e-d

(Nasvet: Uporabi identiteto [|& x d||2 + (- d)* = ||]|2 ||d]|.)

2. Poisci presecisce premice p : xT_l = %1 = zinravnine Il : x+y+2z = 6.

Doloci tudi kot pod katerim premica prebode ravnino.
3. Poisci bazo prostora Ker A NIm A, kjer je

~15 —10 -5 -5
A |30 20 10 10
~ =30 —20 —10 —10

15 10 5 5

4. Poiséi matriko preslikave v R?, ki tocko najprej zavrti za 60° v pozi-
tivni smeri okoli koordinatnega izhodisca, nato pa jo Se prezrcali prek
premice y = 3z. Ali je ta matrika enaka matriki, ki jo dobimo, ¢e vrstni
red operacij zamenjamo?

5. Poisci razdaljo med polinomom p(t) := t? in podprostorom V', dolocenim
Z

V.= {a—l—bt; a,beR}

¢e je skalarni produkt definiran z

(p,q) = /0 zp(z)q(x) dx
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POPRAVNI KOLOKVI1J 1Z LINEARNE ALGEBRE

16.4.1999
— —

1. Dana sta vektorja m = @ — b — ¢ in W = a@ — b —%?, pri

.~ .. . — - —

¢emer poznamo dolzine vektorjev: |@’| =|b| =1, || = V2, ter kote

— —
med njimi: (@, b)=Z(b, ) =%, Z(d,¢) =Z. Vektorja ni in
0

T razpenjata paralelogram. Pois¢i njegovo ploscino. (Nasvet: Poisci

dolzini obeh stranic in kot med njima.)

2. Ravnina II gre skozi tocko T'(3,4,1) in je vzporedna premicama:

) . S y—=3 z+1
L s N N T
Poiséi enacbo ravnine II, ter ugotovi, kam se preslika tocka S(1, —2,1)
pri zrcaljenju ¢ez II. Izracunaj Se razdaljo premice p od ravnine II.

r—1 y—2 =z

3. Linearni preslikavi A, B : R® — R3 sta podani s predpisoma:
A(Z’,y,Z) - (l'_y,y_ Z7Z_$)a
B([L’,y,Z) = (:E - 2'3/,'3/_ 2272 - 21’)
Naj bo C = (A — B)A.
(a) Zapisi matrike preslikav A, B in C glede na standardno bazo pro-
stora R3!

(b) Poisci bazo prostorov Ker AN Ker B in Im A + Im C.

4. Poisci lastne vrednosti in lastne vektorje matrike

0 01
A=10 2 0
4 0 0
5. Poisci pravokotno projekcijo polinomoma p(t) := ¢? na podprostor V,
dolocen z
Vi={a+b(t—1t); abeR}

¢e je skalarni produkt definiran z

(p,q) = /0 p(x)q(x) dv
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POPRAVNI KOLOKVI1J 1Z LINEARNE ALGEBRE
6.9.1999

1. Dan je trapez ABCD, pri katerem sta osnovnici v zvezi CD = %E, za
kraka pa velja: AD = BC = iAB. Simetrala kota z vrhom v tocki A

—_— — —__ o
seka daljico DC' v tocki X. Preveri, ce je AB - AD = %AB . Nato
poiséi razmerje DX : XC.

2. Pri danih prostorskih vektorjih @, b poisci vse reSitve enacbe
F+Zxd=0b

(Nasvet: enacbo pomnozi skalarno in vektorsko s primernim vektorjem.
Mogoce ti bo v pomo¢ identiteta (Z X §) X 2= (Z- 2)y — (¢ - 2)X)

3. Poisci pravokotno projekcijo premice p: x +y —2 =1, v+ 2 = 2 na
ravnino Il : 2z —y 4+ 2z = 3.

4. Poisci lastne vrednosti matrike

Pri vsaki lastni vrednosti poisci tudi vse linearno neodvisne lastne vek-
torje.

5. Poisci pravokotno projekcijo polinomoma p(t) := t? na podprostor V,
dolocen z
Vi={a+b(t—1t); abeR}

¢e je skalarni produkt definiran z

(p,q) = /0 p(x)q(x) dv
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POPRAVNI KOLOKVI1J 1Z LINEARNE ALGEBRE
25.10.1999

1. Dan je trikotnik ABC' z dolzinami stranic |[AB| = 3, |AC| = 4 in
|BC| = 5. Toctka X deli daljico AB v razmerju 1 : 1, tocka Y pa
daljico AC' v razmerju 1 : 2. Bodi Z presecisée premic CX in BY.

— — —
Izrazi vektor AZ z vektorjema AB in BC.

2. Dani sta ravnini
I :22+2y+2=3 in lh:x+2y+22=6

Poiséi enachbo premice, ki je od obeh ravnin oddaljena za tri enote.
(Resitev je vec!)

3. Naj bo Ps prostor vseh polinomov stopnje najve¢ 3. Na njem sta dana
linearna funkcionala I, G : P3 — R s predpisom

Fip—pl) in G:p—p(l)
Poiséi bazo preseka njunih jeder.

4. Bodi Z preslikava, ki tocko prezrcali preko premice y = —3z, V pa
preslikava, ki tocko zavrti za 45° v pozitivni smeri okoli koordinantnega
izhodisca. Pois¢i matriko za preslikavo U := Z o )V v standardni bazi,
nato pa Se preveri, da je U tudi zrcaljenje. Okoli katere premice?
(Nasvet: Preveri, da ima U lastni vrednosti 1 in da sta ustrezna lastna
vektorja pravokotna)

5. V vektorskem prostoru R?* s standardnim skalarnim produktom poisci
ortogonalno projekcijo vektorja a = (1,2, 3,4) na prostor

Vi={(z,y,2,k); x+y=2z—k}
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