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Povzetek. Obravnavali smo sistem dveh negativno naelektrenih povr§in, potopljenih v elektrolitsko
raztopino. Le-ta je bila v prvem primeru sestavljena iz vode in tockastih pozitivno naelektrenih ionov.
V drugem primeru pa je bila raztopina sestavljena iz vode in pali¢astih pozitivno naelektrenih ionov.
Obravnavani sistem smo opisali z linearizirano Poisson-Boltzmannovo teorijo. Izra¢unali smo

elektrostatski potencial, prosto energijo sistema in porazdelitev ionov v obeh obravnavanih sistemih.

Kljuéne besede: linearizirana Poisson-Boltzmannova teorija, tockasti protiioni, pali¢asti protiioni,

mosticenje

Electrostatic free energy of the like-charged surfaces
immersed in electrolyte solution containing multi valent

ions.

Extended abstract. The linearized Poisson-
Boltzmann theory is applied to a system of two neg-
atively charged plates in contact with an electrolyte
solution composed of three- and four-valent ions. An
analytical solution is obtained for the spatial depen-
dence of the electric potential and the concentration
of counter- and co-ions between the charged plates.
Firstly, the electrolyte solution composed of point-
charged counter-ions is discussed. Secondly, the
model of point-charged counter-ions is upgraded to
rod-like point-charged counter-ions, thus making two
ions rest at fixed final distance [. Being point-like
means that the charges are packed into a point and
that no volume of the ion (either point-like or rod-
like) itself is taken into account.

Keywords: linearized Poisson-Boltzmann theory,
point-like counter-ions, rod-like counter-ions, bridg-
ing

1 Uvod

Obravnavamo sistem dveh naelektrenih povrsin, ki
sta v stiku z elektrolitsko raztopino. Primeri naelek-
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trenih povrsin v kemiji in biologiji so naelektrene
povrsine sljude (ang.
membrane, koloidi, DNK ter celice in virusi [1].

Elektrolitska raztopina je sestavljena iz molekul vode
ter pozitivnih in negativnih ionov. Primeri ionov
v raztopini so soli (npr. NaCl). Naelektrena
povrsina privlaci ione z elektrino nasprotnega predz-
naka. JIone te vrste imenujemo protiioni. Ione
z elektrino enakega predznaka pa povrsina odbija,
zato jih imenujemo koioni. Na porazdelitev ionov
v raztopini vplivajo konfiguracijska (orientacijska) in
rotacijska entropija ionov in elektrostatske interak-

mica), naelektrene lipidne

cije. Slednje med naelektreno ploskvijo in ioni raz-
topine povzrocijo, da se protiioni naberejo tik ob
naelektreni ploskvi, medtem ko se koioni oddaljijo
od naelektrene ploskve. Pravimo, da nastane tako
imenovana difuzna elektricna dvojna plast. Elek-
tricna dvojna plast je pomembna pri opisu biologkih
in umetnih membran, amfifilnih plasti, polielektroli-
tov, tekocih kristalov, keramike, mineralnih suspen-
zij, kovin v stiku z elektrolitskimi raztopinami itd.

Opis elektriéne dvojne plasti v Poisson-Boltzmann-
ovi (PB) teoriji [2, 3], ki je teorija povprecnega polja,
predvideva, da so ioni brezdimenzijski, povrsinska
gostota elektrine na plosci je enakomerno porazdel-
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jena. Elektrolitsko raztopino opiSemo kot kontin-
uum z doloceno dielektri¢no konstanto. Ioni v raz-
topini in naelektrene povrsine dolocajo efektivno
elektricno polje. 'V PB teoriji niso upostevane
lastnosti posamezne vrste ionov, dipolna struktura
vode in direktne interakcije med ioni. V dolo¢enih
primerih PB teorija dobro opise sistem naelektrenih
povrsin v stiku z elektrolitsko raztopino. Kljub temu
je bila PB teorija elektricne dvojne plasti veckrat
dopolnjena [4]. Raziskan je bil u¢inek koncne ve-
likosti delcev v raztopini. Ze v pedesetih letih 20.
stoletja so Freise [5], Wicke in Eigen [6, 7] vpeljali
modifikacije PB teorije prek koné¢ne velikosti ionov.
Eigen in Wicke [7, 6] sta uporabila termodinam-
ski pristop tako, da sta pomnozila gostoto delcev v
Poisson-Boltzmannovi enacbi s faktorjem, ki vsebuje
prosta mesta v mrezi. Freise [5] je uvedel konéno
velikost prek kemijskega potenciala, odvisnega od
tlaka. Kralj-Igli¢ in Igli¢ sta uporabila mrezni model
in statisti¢tni mehanski opis s kanoni¢nim ansam-
blom [8]. Opis elektricne dvojne plasti so prav
tako izboljsali z upoStevanjem molekularnih mode-
lov, ki obravnavajo interakcije med elektrinami v sis-
temu in interakcije v raztopini z uporabo teorije in-
tegralskih enacb [9, 10, 11, 12|, z modifikacijo PB
teorije [13, 14], perturbativni razvoji okoli PB teorije
[15, 16] in z upostevanjem funkcionala lokalne gos-
tote [17]. Rezultate so primerjali s simulacijami
4, 18, 19, 20, 21].

Teorija povprecénega polja napove samo odbojne sile
med enako naelektrenimi objekti ne glede na valenco
ionov in gostoto elektine (o) na povrsini ploskve [22].
Eksperimentalno je bilo ugotovljeno, da v pri (dvo)
vec¢valentnih ionih v raztopini, velikih o in ionskih
jakostih pride do privlacne sile med enako naelektren-
imi povrsinami. Razlika med PB teorijo in eksper-
imentalnimi rezultati za vec¢valentne ione je spod-
budila raziskovanje, kako razumeti privlacno inter-
akcijo med enako naelektrenimi povrsinami. Privlak
enako naelektrenih povrsin omogocijo korelacije med
elektrinami ionov, ki so prisotni v elektrolitski raz-
topini.

V prvem delu c¢lanka Studiramo interakcijo med
naelektrenima povrsinama (npr.
branama naelektrenih liposomov) v stiku z elek-
trolitsko raztopino, ki je sestavljena iz vecvalentnih
ionov (skoncentriranih v tocki) in molekul topila,
ki jih obravnavamo kot brezdimenzijske gradnike.
Najprej zapisemo elekrostatsko prosto energijo, ki
je sestavljena iz elektrostatske energije in entropi-

dvema mem-

jskega prispevka k energiji. S pomocjo variacijskega
racuna izpeljemo krajevne porazdelitvene funkcije
za ione in diferencialno enac¢bo za krajevno odvis-
nost elektrostatskega potenciala v elektrolitski raz-
topini. Izrac¢unamo elektrostatsko prosto energijo
sistema. Pokazemo, da v priblizku povprecénega
polja pride vedno do odbojne sile med enako naelek-
trenima povr§inama, med katerima se nahajajo
vecvalentni tockasti ioni. V drugem delu ¢lanka
pokazemo moznost privlaka med enako naelektren-
imi povrsinami v stiku z elektrolitsko raztopino, ki
vsebuje vecvalentne palicaste ione in molekule topila.
Upostevamo konéne razdalje med tockastimi elektri-
nami znotraj posameznega palicastega iona, pros-
torske razseznosti ionov niso vkljuéene v izracune.

2 Teorija

Palicasti ioni so obravnavani kot brezdimenzijski
gradniki. Ioni imajo tockaste elektrine. Obrav-
navamo sistem dveh negativno naelektrenih (¢ < 0)
ravnih povrsin (plosc), ki sta naelektreni s povrsinsko
gostoto elektrine o, pri x = 0 in x = D. Plo&éi za-
vzemata v ravnini yz povrsino S, ki je dovolj velika,
da lahko vplive robov zanemarimo. Med plos¢ama
je elektrolitska raztopina, v kateri so molekule top-
ila, ve¢valentni protiioni in koioni. Elektrostatska
interakcija med naelektreno ploskvijo in ioni raz-
topine povzroéi, da se protiioni (ioni nasprotne elek-
trine kot naelektrena ploskev) naberejo tik ob naelek-
treni ploskvi, medtem ko se koioni (ioni enake elek-
trine kot naelektrena ploskev) oddaljijo od naelek-
trene ploskve. V naSem primeru sta plos¢i nega-
tivno naelektreni, protiioni so pozitivno naelektreni,
medtem ko so koioni negativno naelektreni; slika 1.
Naelektreni ploskvi in ioni ustvarijo elektri¢no polje,
ki se spreminja le v smeri osi x.

Elektrostatsko prosto energijo sistema F' elektricne
dvojne plasti zapisemo kot vsoto elektrostatske en-
ergije in entropijskega prispevka k energiji [22]:

D
F 1 19
E = / 56067-@23 dr + (1)
0
D
+ kT/[n+lnn—+—|—n_lnn—_—
no no
0

- (nyp+n_— QnO)]dm,

kjer je ¢ elektrostatski potencial, D razdalja med
plog¢ama, €g je dielektri¢na konstanta vakuuma; €, je
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Slika 1. Shematski prikaz dveh negativno naelek-
trenih plos¢, med katerima je elektrolitska raztopina
vecvalentnih koionov in protiionov (Z = 1,2,3, ...).

relativna dielektri¢nost raztopine, ny koncentracija
protiionov, n_ koncentracija koionov, ng je koncen-
tracija protiionov in koionov pri ¢ = 0 (to je in-
trinziéna vrednost ionov oz bulk value), k je Boltz-
mannova konstanta in T je temperatura (v Kelvinih).
Prosta elektrostatska energija sistema (1) je izrazena
z elektrostatskim potencialom in porazdelitvijo ionov
v sistemu. Potencial ¢ in koncentraciji ny in n_ niso
Odvisnosti ¢(z), ny(z), n_(z) do-
bimo iz zahteve, da v termodinamskem ravnovesju

znane velicine.

zavzame prosta energija celotnega sistema minimum.
Zato najprej naredimo variacijo elektrostatske proste
energije:

%eoer 2¢ 6¢ dr + (2)

n| 5
I
O\U

D

+ kT/ {6n+ln—+5n ln—} dz.
no

0

V prvem ¢lenu enacbe (2) upoStevamo:

D D D

0/ 060 do — 0/ (¢5¢’) da — 0/ $6¢ dr.  (3)

Prvi integral na desni strani enacbe (3) preobliku-
D

jemo v fd((ﬁéd) = ¢6¢'|D.
0

enakomerno

naelektrena, velja 5¢/|z=0 =0 in 5¢/|m=D =0, in
je prvi integral v enacbi (3) enak 0. Enacbo (3) vs-

Ker je povrsina

tavimo v enacbo (2) in dobimo:
oF i
5 = e / b0 dx + (4)
0

D
+ kT/ |:5TL ln——|—5 _ln— dz.
no
0

Uporabimo Poissonovo enacbo:

L2 (5)

€0€Er

v katero vstavimo prostorninsko gostoto elektrine p:
p=Zeg(ny —n_). (6)

Po variaciji Poissonove enac¢be (5) dobimo:

6¢” _ Zeo

(dny —dn_). (7)

€0€Er

Enacbo (7) vstavimo v enacbo (5), vpeljemo reduci-

ran elektrostatski potencial ¥ = %ﬁb, preuredimo
¢lene in dobimo:

D

S(’sk—FT = 0/{5n+[21/1+ln7;—2]+ (8)
+ 5n_[—Zw+an—;]}dm,

kjer zdaj nastopa variacija samo po dny in dn_.

V termodinamskem ravnovesju mora biti prosta en-
ergija minimalna glede na koncentraciji ny in n_.
Ravnovesne porazdelitve najdemo iz pogoja:

§F = 0. 9)

Enacba (9) mora biti izpolnjena pri poljubnih variaci-
jah dny in dn_, kar pomeni, da morata biti izraza v
oglatih oklepajih ena¢be (9) enaka ni¢. Tako velja:

n
Zp+In—F =0 (10)
o
m
n_—
—ZYp+In— =0. (11)
no

Iz enacb (10) in (11) izra¢unamo koncentracijo pro-
tilonov (n4):

ny = nge Z¥ (12)

in koncentracijo koionov (n_):

n_ = noe??. (13)
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Dobili smo Blotzmannovi porazdelitvi za koncen-
traciji ny in n_. Prostorsko gostoto elektrine (6)
vstavimo v Poissonovo enacbo (5) ter dobimo:

eod  —Zef(ng —n_)

kT eoerk T ’ (14)

Enacbo smo pomnozili s faktorjem (,f—‘%) Tako do-

bimo reduciran elektrostatski potencial ¥ = %
Boltzmannovi porazdelitvi (12) in (13) vstavimo v

Poissonovo enac¢bo (14) in dobimo:

” zZegno .
= h(Z). 1
eoerkT sinh(Z7) (15)
Uvedemo Debyevo dolzino Ip = %, kjer je
2(2Ze)’
w2 = 22Ze0) mo (16)

eoer kT

Debyeva dolzina [p nam opiSe sencenje protiionov,
ki se naberejo ob naelektreni plogéi. V enacbo (15)
vpeljemo novo brezdimenzijsko spremenljivko 7 = 7=
(tudi v odvodu % = ZD%), enacbo (15) pomnozimo
z Z in dobimo:

1

W = %sinh(Zw). (17)

Ce je elektrostatska energija majhna v primerjavi s
termicno energijo (1) < 1), lahko desno stran enacbe
(17) lineariziramo in dobimo linearizirano PB enacbo
(LPB)

W=
Pri razvoju funkcije sinh(Z1) v Taylorjevo vrsto smo
upostevali le linearni ¢len. Upostevamo robna pogoja
na levi ploséi

(18)

do o

_— = = — ]_

7z @ =0) v (19)
in na desni plosci

do o

(x=D) = . 2

=D = (20)

Vpeljemo reduciran elektrostatski potencial ¥, novo
spremenljivko Z in parameter elektrine p, ki pove,
koliko je osnovna naelektrina lipidne molekule (npr.
kardiolipin ima —2eq, fosfatidilserin —ey, POPC pa
ima dipolno naelektreno glavo +eq/ — ¢g)

- (,027TlBlD

21
- (21)
na ploscah, kjer je [p Bjerrumova dolzina
2
e
lp=—19 22
B Amepe kT’ (22)

a povrsina ene lipidne molekule in ¢ delez naelek-
trenih lipidnih molekul:

¥ (0) = —2p, (23)

(D) =2p. (24)
Bjerrumova dolzina [ 3 nam pove, kdaj je med dvema
osnovnima elektrinama (ep) termic¢na energija enaka
Coulombovi. Robna pogoja (23) in (24) sta ekviva-
lentna elektri¢ni nevtralnosti sistema.
Diferencialno ena¢bo s konstantnimi koeficienti (18)

reSi nastavek:
P(T) = Ae” + Be ™ *. (25)

Koeficienta A in B v enacbi (25) izra¢unamo iz rob-
nih pogojev (23) in (24):

1+e D

A:2p—€D_e_D (26)
in 5
e’ +1

Ravnovesno prosto energijo ionske raztopine med
naelektrenima plo§¢ama izracunamo tako, da vs-
tavimo v enacbo za elektrostatsko prosto energijo (1)
enacbi za koncentracijo protiionov (12) in koionov
(13):

D

= /wIde +
71'[3

0

e
‘ -

(28)

N
=
~
o

no |:Z1/) (¥ —e 7V —

+
o\b

— (ezw —e ) + 2]d:c.

Uporabimo definicijo hiperboli¢nih funkcij, uvedemo
novo spremenljivko Z in dobimo:

D
1 P
= e d_
87TlBlD/w T
0

D

1 1 .
D= / ﬁ{2Z1/)s1nh(Zw)—
0

—  2cosh(Zvy) + 2}(1:?.

F

SET (29)

V enacbi (29) izpostavimo skupen faktor in ¢lene
zdruzimo pod en integral

D
R U UV S
SKT  Salglp / [0+ 7 sinh(Z0)
0
2 2
- ﬁcosh(Zd))—l—ﬁ]dx. (30)
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V enacbi (30) funkciji sinh(Zv) in cosh(Z) razvi-
jemo do drugega reda in dobimo:

w]]

F 1

SET _ 87lplp O/ [W H’Q] dz.

31)

V prvem ¢lenu enacbe (31) upostevamo enaébo w/2 =
(p") —1p1p”, enacbo (18), robna pogoja (23) in (24)
ter simetri¢nost potenciala (D) = 1(0) in dobimo:

F 1

SET ~ 8nigly 1PV

(32)
Nazadnje v enacbo (32) vstavimo potencial (25) in
njegov odvod (¥ = Ae® — Be™%) ter dobimo:

o (P
SKT ~ 7lglp O\ 2 )

Iz enacbe (33) vidimo, da je elektrostatska prosta
energija odvisna od razdalje med plos¢ama D in od
parametra elektrine p na plosc¢ah. Slika 2 prikazuje
elektrostatski potencial v odvisnosti od razdalje
od leve naelektrene ravne povrSine za tri razlicne
parametre p. Prikazani so rezultati linearizirane PB
teorije za dvovalentne ione (Z = 2); enacba (25) ob
upostevanju (26) in (27). Vidimo, da elektrostatski
potencial narasca z razdaljo od leve plosce, doseze
maksimum (kjer je sila enaka ni¢; ¥/(z = D/2) = 0)
in pada proti desni plos¢i. Za velje parametre p
je elektrostatski potencial ob plos¢i bolj negativen
oziroma vecji po absolutni vrednosti.

(33)

0.05
—p=-0.01
e = = =p=-0.05
= i p==0.1
=
-0.15
-0.2
_0.25 . . . . . . . .
0

L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
&x

Slika 2. Elektrostatski potencial (Z) v odvisnosti od
Z za divalentne ione (Z = 2) za tri razli¢ne vrednosti
parametra p. Pri tem sta negativno naelektreni plosci
oddaljeni za D = 10.

Slika 3 prikazuje koncentracije koionov n_ in pro-
tilonov n4 v odvisnosti od razdalje med ravnima
ploscama Z za razlicne parametre p; enacbi (12)
in (13). Vidimo, da negativno naelektreni plosci
privlac¢ita protiione, zato imamo presezek oziroma

vecjo koncentracijo protiionov ob plog¢ah. Nasprotno
velja za koione. Le-te negativno naelektreni plosci
odbijata. Zato imamo primanjkljaj, oziroma min-
imalno koncentracijo koionov ob ploscah. Mak-
simalna koncentracija koionov je na sredini med
plos¢ama. Prav tam je minimum koncentracije pro-
tilonov. Za razlicne parametre p se koncentracija
spreminja. Vecji ko je p, vecja je koncentracija pro-
tiionov ob plosci ter manjsa je koncentracija koionov
ob plosci.

155 ' ' ' w1 ; P=-0.01 l

148 e ; p=-0.05 :.'_
L (. ; p=-0. N

13f %, N, p=01 ;A

Slika 3. Koncentracija protiionov n4 in koionov n_ v
odvisnosti od z za tri razlicne vrednosti parametra p;
(D=10,7Z=2,0<0).

Slika 4 prikazuje celotno elektrostatsko prosto en-
ergijo F' v odvisnosti od oddaljenosti od plosée D za
razli¢ne parametre p. Vecji ko je parameter p, vecja
je elektrostatska prosta energija F. Elektrostatska
prosta energija pada z razdaljo od naelektrene plosce.

0.025 : :
s p=-0.01
= = =p=-0.05
002k e p=-0.1
oo 3
S| o015 %,
Bln
. o,
0.01F ”“‘"”"vnn-u--numu--n-uu--nnuu---nw-:u-nnn:---n-uu-uu
B
0.005P
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D

Slika 4. Elektrostatska prosta energija F' v odvisnosti od
D za divalentne ione (Z = 2) za tri razli¢ne vrednosti
parametra p.

2.1 Povzetek o sistemu veévalentnih
tockastih ionov

V prvem delu ¢lanka smo $tudirali interakcijo med
enako naelektrenima povrsinama v stiku z elektrolit-
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sko raztopino, ki vsebuje vecvalentne brezdimenzijske
ione s tockasto elektrino. S pomocjo variacijskega
racuna smo iz elektrostatske proste energije izpel-
jali krajevno odvisnost koncentracije ionov in diferen-
cialno enac¢bo za krajevno odvisnost elektrostatskega
potenciala.

Pokazali smo, da v PB teoriji za raztopino, sestavl-
jeno iz vecvalentnih tockastih ionov, pride vedno do
odbojne sile med enako naelektrenima povrsinama.
V nadaljevanju nadgradimo sistem brezdimenzijskih
tockastih ionov v sistem brezdimenzijskih pali¢astih
tockastih ionov. V palicastem ionu so tockaste elek-
trine lo¢ene med seboj s kon¢no, konstantno razdaljo
. Tukaj ne upostevamo medsebojnih interakcij med
samimi pali¢astimi ioni v elektrolitski raztopini.

3 Elektrostatska prosta energija sistema
dveh enako naelektrenih povrsin,
potopljenih v dielektricni raztopini
palicastih ionov

Ce v PB teorijo vpeljemo korelacije med ioni, potem
v dolo¢enih razmerah lahko pride do privlaéne sile
med enako naelektrenimi povrsinami. Ce imamo
sistem dveh negativno naelektrenih povrsin, poto-
pljenih v elektrolitsko raztopino, v karteri so dvo-
valentni palicasti ioni-slika 5, lahko v PB teoriji
upostevamo korelacije znotraj ene elektrine, korelacij
med razlicnimi dvovalentnimi palicastimi ioni pa ne
upostevamo. Elektrostatsko prosto energijo dvova-

St
cots

0 X X+s

D: X

Slika 5. Slika prikazuje sistem dveh enako negativno
naelektrenih (o < 0) ravnih povrsin, med katerimi so
palicasti ioni dolzine [. Z je valenca ene elektrine
palicastega iona. =z je koordinata referenéne elektrine,
x + s pa je koordinata druge elektrine palicastega iona,
kjer je s dolzina projekcije pali¢astega iona na os x, D je
razdalja med negativno naelektrenima plos¢ama, e = eg
je osnovna elektrina.

lentnih pali¢astih ionov zapisemo kot [31]:

1T
n;
+ i:;_ _/ {nilnn—o—l-(m—no)] dx +
® 1 +1
+ ¢=;_ _/ n;() [5_//% (s|) [Inp; (s]) +
+ U(%S)]ds}dm+
3 l
+ ; /’I’Lz(l’))\i(l‘) ﬂ/pi(su)ds—l dw,
1=+,— oo 7

kjer je n; koncentracija referen¢nih protiionov
(i = 4) in koionov (i = —), no koncentracija
protiionov in koionov pri elektrostatskem potencialu
P(z) =0, pi(s|z) je pogojna verjetnostna gostota za
projekcijo druge elektrine vecvalentnega iona, ki se
nahaja na mestu =z + s, Ce je referencna elektrina
na mestu z (velja za protiione in koione), U(s|x) je
zunanji reduciran potencial naelektrenih povrsin, ki
preprecuje prehod ionov skozi steno, A;(z) je lokalni
Lagrangeov parameter, ki zagotavlja (p;(s|z)) =1, 1
je dolzina veévalentnih palicastih ionov, ki so samo
enodimenzijski, saj volumna samih pali¢astih ionov

ne upostevamo. Povpreéna vrednost je definirana
1

kot (g(t)) = 2% [ g(s)ds.
1
Prosta  energija termodinamskem

ravnovesju zavzame minimum, zato najprej prosto
energijo obravnavanega sistema (34) variiramo po

sistema v
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ni(z) in p;(s|z):

(oo}

E = / {\I/(a:) 5p(x)]dx—|—

€0

(35)

+ / sns(z)tn B gy 4
no

+ /mmmwmmmmnﬂmﬂmw

T /WMMMM@MWM@+W%ﬂ+

4+ Opi(s|z))dr +

o0

b [ oo o) [pitsla) U d +
+ / ni(x) Ai(z){dp;(s|z))dx .

Pri tem smo upostevali

[0 (2)00 ()] = W (2)00 (z) + T(2)d0" (z) . (36)

Enacbo (36) obrnemo tako, da se prvi ¢len nahaja na
levi strani enacbe, preostala dva pa na desni; nato Se
integriramo:

/\If’(m)éqf’(m)dm = U(x)0V'(z)|>, —
- /\I/(m)élll"(x)dx.(?)?)

Prvi ¢len na desni strani enacbe je enak nic¢, ker je
odvod potenciala na plosc¢ah enak ni¢, saj je tam kon-
stanten, ker je elektrina na plosc¢i konstantna. Pri
drugem ¢lenu uporabimo Poissonovo enacbo (5) in jo
variiramo po prostorski porazdelitvi elektrine p(zx):

80" (z) = —4mlpdp(x)/eo . (38)
Iz enacbe (37) sledi
— / U(z2)60" (z)dx = 4nlp / \I/(:c)é%ﬂdx ,
0
(39)

tako smo dobili prvi ¢len enacbe (35).

K prostorski porazdelitvi elektrine pripomorejo neg-
ativne elektrine na plos¢ah (pg(z)) in elektrine ref-
eren¢nih ter druge elektrine veévalentnih palicastih

ionov, ki so prisotni v elektrolitski raztopini (slika 5).
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p(x) = pr(x)+ Y i Zegni(x) + (ni(x — s,) pilsle — s))] -

i=+,—
(40)
Variacija prostorske gostote elektrine (40) je enaka:

dp(x) i Zeyon;(x) +

i Z e (0n;(x — ) pi(s|lz —s) +

(41)
+
+ ny(x—s)opi(slx —s)).

Najprej obravnavamo prvi ¢len enacbe (35). V prvi
¢len enacbe (35) vstavimo enacbo (41) in dobimo:

~—

oplz dr =

R
e €o

o

—00

+  ni(x—s)dpi(slz — 5)>} dx =
_ / i 20 (2)5ns(x)dx +

— 00

o0

/ 120 (x) {51%(96) + (0ni(z — s) pi(slz — s) +

(42)

+ / (i Z9 (x + s) [6ni(z) pi(s|z) + ni(x) pi(s|z)])dz .

—00

V zadnjem koraku smo upostevali slednjo enakost:

/(W(m)éni(x—s,s))dxz /(\11(55+5)5ni(5c,8)>dm.

(43)
Tako imamo zdaj za enacbo (35) ob upoStevanju
zveze iz (43) slednje:

o0

[ (m@ iz e@nsio +

—00

(44)

i Z¥(z + ) pi(s|z) + pi(slz +

) In 72
pi(sle) npi(s|z) + U(z, )] } +
6pi(slz) {i Z U (x + s) ni(z) +

ni(z) [Inp;(s|z) + U(z, s)] +

ni(z) + ni(x) )\z(:c)}>d:c .

+ o+ o+

Ravnovesne porazdelitve najdemo iz pogoja (9).
Enacba 6F = 0 mora biti izpolnjena pri poljubnih
variacijah dn;(x) in dp;(s|z). To pomeni, da morata
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biti izraza v zavitih oklepajih enacbe (44) enaka nic:

1 ZU(z+ s)ni(x) + (45)
+  ni(x) [Inp;(slz) + U(zx,s)] +
+  ni(x) + ni(x) Ai(z) =0
1 Z U (z) pi(s|z) + (46)

+ 1 ZU(x+s)pi(s|z) +
+ pi(slz) In ni(z) +
no

+  pi(slz) Inpi(s|z) + U(z,8)] =0.

Tako dobimo za normalizirano pogojno verjetnostno
gostoto iz (45), ko izpostavimo n;(x) in na desno
stran nesemo vse Clene, razen clena s p;(s|z), sled-

nje:
e—iZ\II(z,s)—U(m,s)

pi(slz) = <e—z'Z\I/(z+s)—U(x,s)> ) (47)
Za koncentracijo ionov iz (46) izpostavimo p;(s|x).
Nato v p;(s|z) vstavimo rezultat iz (47), uredimo
enacbo tako, da dobimo enacbo za n;(z), ki je:

—iZ[\I/(m)+\I/(m+s)]—U(m,s)> ) (48)

ni(z) = nole

Prostorsko gostoto elektrine dobimo tako, da v
enacho (40) vstavimo enacbi (47) in (48). Tako do-
bimo:

in dobimo Poisson-Boltzmannovo enacbo za elek-
trostatski potencial ¥(x):

" () = —47rl3—pke(m) + (53)
0
+ 167l Zno(sinh Z [¥(x) + ¥(z + s)] e—U(:c,s)> '

Elektrostatsko prosto energijo sistema F izracunamo
tako, da v enacbo (34) vstavimo pogojno verjetnos-
tno gostoto (47) in koncentracijo ionov (48):

sz = (54)
(o]
— ()
- I {prmes

+<22n0\11(:1: + 8)sinh Z [U(z) + U(z + s)] e V@) —
—2ng cosh Z [U(x) + ¥ (z + )] e_U(f”’s)> + 2no}dx.

Zunanji reduciran potencial U(z, s) je enak:

{ (55)

S tem potencialom podamo pogoj, da palicasti ioni
ne morejo Cez naelektreno plos¢o. Prostorska po-
razdelitev elektrine pi(x) je podana z elektrinami na
naelektreni plosci:

) 0 z>0&r+s>0&r<D&r+s<D,

Ul(z,s)

oo, sicer.

= (3(x) + 8(x — D)),
0

pr(x)

o (56)

p(x) = pi(x)+2 Z e no Z i<e—iZ[‘P(w)+\P(w+8)]—U(x,8)>kjer je 6(x) Diracova porazdelitev.

i=+,—
(49)
Pri tem smo v enacbi (49) zamenjali projekcijo s
druge elektrine palicastega iona z —s. Tako dobimo
naslednjo zvezo:

<e—iZ[\I/(a:)+\I/(a:—s)]—U(m—s,s)> _

(50)
<e—z'Z[‘ll(ac)+‘1/(ac+s)]—U(x+s,—s)> —
<e—iZ[‘1/(x+8)+‘ll(x)]—U(1;,s)> :
pri tem velja U(x+s,-s) = U(x,s).

Naredimo vsoto v enacbi (49) po koionih in protiionih
(i = +,—) in upostevamo, da je sinh ¥ efe?
Tako dobimo za prostorninsko gostoto elektrine:

2

p(z) = pr(x)—4Zeng(sinh Z [¥(z) + U (x + )] e—U(I,s)>
(51)

Enacbo (51) vstavimo v Poissonovo enacbo (5):

Arlpp(z)

\I/// =
(@) = 272!

(52)

Upostevamo pogoja iz (55) in (56) v enacbi (54) in
dobimo:

F
SkT

(57)

D min(l,D—zx)
1
2 —
+ 2ng / { 2 / ds
0 —min(l,x)

U(z+ s)Zsinh Z (V(x) + U(x + ) —

cosh Z (¥ (z) +\I/(m+3))] + l}dm,

kjer je a povrSina lipidne molekule, —min(l,x)
in min(l,D — z) pomeni orientacijsko omejitev
palicastega iona, ko smo blizu leve ali desne negativno
naelektrene povrsine. S tem upostevamo zunanji re-
duciran potencial U(z,s), ki preprecuje palicastim
ionom prehod ¢ez naelektreno povrsino.

Enacbo (53) in (54) lahko zapiSemo v linearni ob-
liki, ko velja ¥ <« 1. Ob upoStevanju linearnega
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¢lena razvoja Taylorjeve vrste velja za sinh(z) ~ x 140 4
in cosh(x) ~ 1 za majhne z. .I Vb)) (A) .‘ f (B)
. . <«
Tako za potencial dobimo: 120/ ! \ 0 (f)
' 3hy
U(z) = —dnlpt 4 (58) Jo0l N \
€0 IS \ ( ) ik -
— =& \ a
L6l 2 (((x) + U +5) e V) Sl so\\\L/ 21 ()
oziroma ", Y
60l
V'(z) = —amlp?t (59) ©N 1 ()
€0 40 \\/
min(l,D—z) \\\ _____
+ 167lpZ°ng (T(2)+U(z+s)ds. 272 4 6 80 2 4 6 8
D D

—min(l,z)

in so brezdi-
menzijske, saj so normirane z Debyjevo dolzino [p
(z = z/lp, D = D/lp, | = l/lp). Na sliki 6 je
prikazan reduciran elektrostatski potencial ¥(Z)/p
in koncentracija palicastih protiionov n4(Z) v odvis-
nosti od oddaljenosti od negativno naelektrene plosce
Z za linearizirano PB teorijo [31].

Na slikah so vse veli¢ine oznacene z ~

no

~

n4(2)

10

Slika 6. (A) prikazuje reduciran elektrostatski potencial
¥ /p v odvisnosti od Z. (B) prikazuje koncentracijo ref-
erencnih elektrin ny /no palicastih ionov v odvisnosti od
oddaljenosti od negativno naelektrene povrsine za vred-
nost parametra p = —0, 1; ¢rtkani érti prikazujeta potek
koncentracije protiionov, ko ni prisotna elektrostatika
(p = 0). Izracuni so narejeni za tri razlitne dolzine [
palic¢astih ionov: (a) { =5, (b) I =21n (¢) [ =0, [31].

Za elektrostasko prosto energijo sistema v lin-
earizirani obliki dobimo:

min(l,D—x)

ds| dx .

o0
F T(0) 1
AT = Y + 2ng / 1-— 3
—00 —min(l,x)
(60)
Slika 7 prikazuje normirano prosto energijo sistema
F v odvisnosti od razdalje med negativno naelektren-

ima plo§¢ama D za razliéne parametre elektrine p, ki

Slika 7. Skalirana prosta energija sistema F' v odvisnosti
od razdalje med dvema naelektrenima povrsinama D za
palicaste ione dolzine | = 5. Krivulje prikazujejo prosto
energijo sistema za razlicne paremetre elektrine p. (a,b)
zap=2,(c,d)zap=1,(e,f)zap=0,1in(f) zap=0.
Polne ¢rte veljajo za nelinearno teorijo; ¢rtkane ¢rte pa
za linearizirano [31].

povedo, koliko je naelektrena povrsina. Pri dovolj ve-
likih ¢ ima celotna energija sistema F' minimum pri
D =~ 1, kar je tudi razvidno iz slike 7 [31].

4 Povzetek

Obravnavali smo sistem dveh enako naelektrenih
povrsin v stiku z elektrolitsko raztopino v kateri so
protiioni in koioni. Prvo smo obravnavali raztopino s
tockastimi ve¢valentnimi ioni. Nato smo sistem nad-
Izrac¢unali
smo elektrostatski potencial v odvisnosti od raz-
dalje med ploscama, potek koncentracij koionov in
protiionov v odvisnosti od razdalje med plos¢ama.
Studirali smo potek proste elelktrostatske energije v
odvisnosti od oddaljenosti od naelektrene povrsine.
Teoreti¢ni izracuni so pokazali, da je pri tockastih
vec¢valentnih  ionih med enako
plos¢ama vedno prislo do odboja.  Vendar pri
vecvalentnih palicastih ionih ob presezeni kriti¢ni
razdalji med elektrinama v dvovalentnem ionu pri
dovolj velikih povrsinskih gostotah elektrin (o)
in dovolj velikih ionskih jakostih lahko pride do
privlacne sile med enako naelektrenima povrsinama.
Privlak dveh enako naelektrenih teles
topini dvovalentnih pali¢astih ionov razlozimo z
mosticenjem (bridging) [1]. To pomeni, da se
pozitivno naelektreni pali¢asti ioni orientirajo pra-
vokotno na negativno naelektreno povrsino [31].
Tako stanje obravnavanega sistema je ravnovesno

gradili z ve¢valentnimi palicastimi ioni.

naelektrenima

vV raz-

169
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in takrat nastopi tudi minimum energije sistema F'.
Model mosticenja je prikazan na sliki 8.

1112

|1
@
I

o NE
}

fi

e .
0 D

Slika 8. Prikaz modela mosti¢enja (bridging). Za dolge
palicaste protiione [ > 1 obstaja ravnovesna razdalja med
dvema negativno naelektrenima povrsinama. To je raz-
dalja D ~ [. Na tej razdalji se pali¢asti protiioni ori-
entirajo ali pravokotno ali vzporedno glede na negativno
naelektreno povrsino [31].
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