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Povzetek.Obravnavamo pospéen Isingov mreni model feromagnetizma; posglen tako, da lahko model
uporabimo za 1-D, 2-D in 3-D problem. Za iz temperature nad kidtho temperatur@c smo uporabili
priblizek za razvoj v vrsto. Pri notranji energiji obravnavanega sistémergkcije med spini) smo za povireo
orientacijo sosednjih spinov uporabili model poviprega polja.

Klju €ne besedelsingov model, feromagnetizem, teorija povimega polja
The Ising model of ferromagnetism

Extended abstract. The paper deals with the generalized Is-gnetnega poljdi: M = yH, kjer je x susceptibilnost.
ing model of ferromagnetism. Being generalized means that tthrej'

model can be used for solving the 1D, 2D and 3D problems. ’

The spins were divided into a mesh-lattice model. To calculate

the temperature above transition temperafirewe used series _ _ _ _

expansion approximation, for spin-to-spin interaction the meanBt"t = B+ By =B+ poxH = poH + poxH =

field theory, enabeling us to calculate the average orientation of = (1+x)H= H Q)
- / ¢ ; Ho X Hopt,

neighboring spins, and to calculate for high temperatures appro-

Ximation.

Key words: Ising mesh lattice model, ferromagnatism, meankJer je permeabilnost enakay: = 1+ x .

field theory V nadaljevanju se omejimo na obravnavo 3 dimen-
zionalnega (3-D) Isingovega modela feromagnetizma v
okviru mre&znega modela, ki je shematsko prikazan na
sliki 1.

1 Uvod

Isingov model je dobil ime po fiziku Ernstu Isingu, ki
se je rodil leta 1900 v Nediji in umrl leta 1998 v ZDA. Je
osnova nekaterih statistio-mehanskih teorétiih mode-
lov, ki se uporabljajo za opis feromagnetizma. Med fero-
magnete utamozelezo fe), kobalt (Co), nikelj (Ni),
magnetit fe;O,) in druge.

Na kratko ponovimo, kar smo se rii o magne-
tnem polju [1]. K celothemu magnetnemu polju v snovi
B;,+ pripomore zunanje magnetno po{jB) in magnetno
polje, ki ga povzréajo gradniki snovi, atomi (molekule)
(Bm): Btot = B + B,,. Magnetno polje v snovB,, je
sorazmerno magnetizacijis,. = uoM, ki je definirana Slika 1. Prikazan je presek usmeritve magnetnih dipolnih mo-

= >N v y
kot M = n{pm) = ¥ (pm), Kjer je <?_9m> povpr&na vre-  mentov molekul v 3-D Isingovem modelu. Magnetni dipolni
dnost komponente magnetnega dipolnega momenta m@aementi so razporejeni v kvadratni ritién imajo lahko samo

lekule v smeri magnetnega polja, = N/V ozna&uje dve orientaciji; gor {) in dol (]).

S L " Figure 1. Magnetic dipole moments placed in a square mesh
Stevilo molekul na enoto volumna jm indukcijska kon- |agice plock and having two orientations, i. e. pointing Up (
stanta vakuuma. Magnetizacija je sorazmerna jakosti mar down (/). The figure shows just a cut through the 3D mesh

block.
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2 Model kjer predpostavimo samo dve mag®rientaciji magne-
tnih dipolnih momentov { in |) posamezne molekule v
Prosto energijoX’) modelnega sistema, ki je prikazansistemu. Pri réunanju konfiguracijske entropije pri-

na sliki 1, zapsemo v obliki: vzamemo, da je verjetnost za orientacijo posameznega
spina neodvisna od orientacij sosednjih spinov.
F = E-TS, (2) Za veliki N uporabimo Stirlingovo aproksimacijo:

InN!~ Nln N — N ter tako iz enébe (4) dobimo na-
kjer je £ notranja energija sistema, ki zajema poyne@  slednje:
energijo lastnih in medsebojnih interakcijskih energij

vseh molekul v sistemu, S je entropija sisteffigpa ab- = KN(N—1) =Ny (InNy —1) —

solutna temperatura. — N_(InN_-1)]=
V modelu smo uporabili teorijo povpteega polja = Ek[(Nft+N_)InN —
(mean field theory), kar je pozneje razvidno iz &né8 - — NyInN,—N_InN_]=

13). Ko imamo sistem z veliko delci, ki interagirajo med
seboj, se je smiselno z&i&k teoriji povpr&nega polja in
si tako olagati delo pri iskanju réitve sistema. Tako sis- — NiInNy —N_InN_]

tem z N delci prevedemo v sistem interakcije enega delca N N

s povré&nim, efektivnim (zunanjim) poliem. Povgieo § o=k [N+ In Ny +N-In N_] -

polje je zamenjava interakcij med izbranim delcem v sis- N, N, N__ N_

temu in drugimi delci tega sistema. Tako nam pogpce = —kN {N In ~ TN In N] =

polje odraa efektivno interakcijo med delci v sistemu. To

je razvidno iz enébe (8), ko izr&unamo povpréno ori- = —kNleylney +elnc ], ®)
entacijo sosedov in ne tanamo orientacije sosedov Zakjer je ¢, = % verjetnost, da je magnetni dipolni mo-

vsak delec poseba. ment molekule obrnjen navzger, = %= pa verjetnost,

Najprej bomo izraunali entropijo sistema), ki na-  ga je obrnjen navzdol [4]. Tako sledi, dade + ¢_ = 1.
stopa v enébi (2). V n&em primeru 3-D Isingovega mo- v/ nadaljevanju izpeljemo izraz za notranjo energijo sis-
dela feromagnetizma obravnavamomolekul v mreni  tema, ki jo sestavlja vsota lastnih energij magnetnih dipol
kocki z N mesti. Posamezna molekula je lahko v dvethin momentov molekul (2&len) ter njihove medsebojne
stanjih glede na usmeritev njenega magnetnega dipolneggerakcijske energije (£len) [5, 6]:
momenta, ki lahko ke samo gof+) (tj. v smeri magne-
tnega polja) ali dol{); slika 1. E==) Jwoiok—pmBY o, (6)
_ lzratunajmo  konfiguracijsko entropijo  sistema. ik i
Stevilo mog@ih prostorskih razporeditev za prvo mo-kjer je p,, velikost magnetnega dipolnega momenta ene
lekulo, ki jo postavimo v prazno 3-D mie z N mesti, molekule, B gostota zunanjega magetnega poljy
je N, za drugo molekulg N — 1), za tretjo molekulo mog interakcijske energije (ti. niosklopitve) med i-
(N —2) in tako naprej. Vseh mogih razporeditev tim in k-tim sosednjim magnetnim dipolom (péemer
jetakoN(N — 1)(N —2)---1 = N! . Pritem smo updstevamo samo najiffe sosede), spremenljivka;
updstevali, da so vse molekule med seboj réfjiee. V.  dolota orientacijo posameznega magnetnega dipbla (
resnici pa molekul, ki imajo magnetni dipolni momentpomeni usmeritev v smeri magnetnega pota)( | pa
obrnjen navzgor (ozr&@mo njihovostevilo zN,), med  usmeritev v nasprotni smeriz()). Poljubno orientacijo
seboj ne moremo razbevati. Prav tako ne moremo magnetnih dipolnih momentov atomov (molekul) smo,
razlatevati med molekulami, ki imajo magnetne dipolnetako kotZe prej pri izpeljavi entropije sistema, nadome-
momente obrnjene navzdol (oZmao njihovostevilo z  stili z dvema orientacijaméin | (slika 1). Pravimo, da
N_). Tako, da celotndtevilo manih razporeditevN  obravnavamo orientacijo magnetnega dipolnega momenta
molekul naN mreznih mest niN! , temve - molekule v okviru dvostanjskega modela.

V prvem €lenu endbe (6), to je v izrazu za interak-

(3) cijsko energijo magnetnih dipolnih momentov molekul v
sistemu, upstevamo le interakcijske energije najjin
sosedov, kjer uggtevamoJ;, = J. Ker pa interakcije
med sosednjimi magnetnimi dipolnimi momenti (spini)

= k[NtInN+N_InN —

N!

W=—.
N,IN_|

Za sistem, ki je v terntinem ravnovesju, zagg@mo kon-
figuracijsko entropijo v 3-D Isingovem nizeem modelu

2], [3] kot: Stejemo dvakrat, moramo dodati faktbf2 (glej en&bo
' ' (12)).
| Tako lahko prviclen v eng&bi (6) zapsemo v obliki:
S = klnW =kIn L = P (6) zap
N IN_! )
— JZ Oi0k . (7)
= k[nN!'—InNy!'—InN_I] , 4) ik
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Energijo sklopitve magnetnih dipolnih momentovizraz za entropijo sistem& (end&ba (5)) pa kot:
—J ZM o0, zapsemo v dveh korakih.  Najprej

izraCunamo povpréno energijo magnetnih dipolov, ki so S = _kN{l (14 z)In(1+x) +
usmerjeni navzgor): 2

DN | =

- J(NC+) 01 Ososed % 5 (8) + (1 - :E) In (1 - 1') - 11’12} . (17)

kjer je Nc, povpre&no Stevilo magnetnih dipolov v sis-

. - L Prost ijasisterfa=F — TS'i daj obliko:
temu, ki so usmerjeni navzgot)( IV je Stevilo vseh ma- rosta energija siste 5 Ima zdaj obliko

gnetnih dipolov v sistemug,,s.q je povpré&na vrednost 1 )
o najblizjih sosedov, ki jih jez: F = N{ - §ZJ$ —pmBx +
Ososed = (C+ - C*) . (9) + % (1 + l‘) In (1 + l‘) =+
Kombinacija enéb (8) in (9) nam da:
+ kT(l—m)ln(l—x)} , (18)
— JNcy010spseaz = —JNey (cy —e_)z ,  (10) 2

kjer smo up&tevalioc; = 1. Podobno izréunamose kjer smo izpustili€len—kT' N In 2, ki ni odvisen od.
povpréno energijo magnetnih dipolov v sistemu, ki so vV hadaljevanju p@emo minimum proste energije

usmerjeni navzdol|): sistemal’ tako, da odvajamo eho (18) po spremen-
ljivki z :
—JNc_00s0sea? = —JNc_(=1)(cy—c_)z=
IN 11 oF kT (1+z)
—JNc_ (c- —cy)z, (11) % = —sz—me—&—? ln(l—&—x)—l—(l_'_x) +
kjer je Nc_ povpre&no Stevilo magnetnih dipolov v sis- kT (1-2)
temu, ki so usmerjni navzddl ), in updstevali smo, da je + o5 | In(l-2)-— 11—z =
o, = — 1. Povpré&no interakcijsko energijo vseh magne- BT 1
tnih dipolov v sistemu dobimo tako, da&tejemo enébi = —z2Jz—pnB+—In { + ﬂ =0 . (19)
(10) in (11): 2 (1=
1 Uvedemo oznako:

—JZUZU;C =——zNJ[cpcy +e_c —2cqc_]

. 2 1+ 14+

ik =1In = %= (20)
5 (12) “ 1—x 1—z’
Stevilo najblznjih sosedov 4) okoli izbranega atoma je .
v nasem primeru v 3-D miai kocki enako6, v 1-D od koder sledi:
mreznem modelu jez = 2, v 2-D mr&nem modelu pa e*—1 a
jeZ:4). m:ea+1:tanh§. (21)

Drugi Clen iz engbe (6), to jep,,B ), 0;, ki opi-

suje energijo magnetnih dipolov v povrem magne- Ob upatevanju definicijex lahko eng&bo (19) zaggemo

tnem poljuB, izrazimo Kot: takole: o  pmB+2Jz
5= tme v T (22)
—pmB Y o0;=—pnBN(cp —c_). (13)
Zi: (er =) Iz endb (21) in (22) pa sledi :
Celotno povpréno energijo sistemd ob updtevanju _ tanh pm B+ zJx 23
enab (6), (12) in (13) zagsiemo v obliki: T = tan | (23)

jo. ,lzNJ [Ci +c% =2y ¢ ]=pmBN (¢t —c_) . V okviru obravnavanega Isingovega modela lahko ma-
2 (14) gnetizacijo sistema/ zapsemo takole:

Vpeljemo novo spremenljivkar = ¢, — ¢_ , od koder N
sledi: M=n <pm> = n(c+ - C—) Pm = NITPm = 7 TPm -
1 . 1 (24)
c+=§(1—|—x) in c_:§(l—ac) : (15)

Ob updtevanju izrazov v (15) lahko izraz za energho

(en&ba (14)) zagemo v obliki: 3 Napovedi modela

V nadaljevanju se lotimo Eevanja engbe (23) za vé

1 2
E= N{_QZ‘M _mex} ’ (16) posebnih primerov.



238 Pavlig, Igli€

M A
1. Najprej obravnavamo sistem, kjer ni zunanjega
magnetnega poljaf = 0). Ena&ba (23) se v tem primeru
poenostavi takole:
zJx
=tanh |—| . 25
x = tan { T ] (25)
Vpeljemo novo spremenljivkg = ;—:ﬁ x in en&bo (25)
zapsemo takole:
kT >
— y = tanh (y) . 26
;v =tanh(y) (26) L
ReSitev engbe (26) je pri vrednost, kjer se funkciji Slika 3. Temperaturna odvisnost spontane magnetiza¢ijjgo
jeB=0.
15 Figure 3. Temperature dependence of magnetizalibrat
' B=0.
. kT
y=79>Y vy =y
1+ x ................... -{  Ob updtevanju zveze z&, (en&ba (27)), enébo (28)
. i \ zapBemo takole:
> Pie y' = tanh(y)
A kT pmB
| ‘ - , , T, B =
05 /o v = —y <y 1_ ¢ :pm _ kT 29
zJ m< T) 7k‘T =T 1_%. ( )
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Enabo (29) vstavimo v izraz za magnetizacijo (24) in do-
y
2
N N p7TLB ﬂhB
Slika 2. K resevanju engbe (26). M=—ppr=—opn—l—=XE_— " (30)
Figure 2. Solving equation (26). Vv Vitli—-z% T-1T.

y =y iny = tanh(y)

_ kT i i i i niank L Bi
y'" = =5 y mora imeti naklonski koeﬂmenif27 mangi

sekata (slika 2). Premica Ob upd&tevanju zvezé = 1 H iz ena&be (30) sledi:

N : ) _ N Phtio
od 1,Ce naj se funkcul’% y in tanh (y) sekata. Mejna M=Y_k (31)
vrednost% = 1 ustreza temperaturi faznega prehoda: T-T
oziroma:
T.= 2 , (27)
k :T_TH:xH, (32)

ki ji pravimo kriticna ali fazna temperatura, pa tudi
Curijeva temperatura. Pri temperaturah godobstaja v
sistemu spontana magnetizaclif= n z p,,, ki ustreza N p2 110
nenicelni resitvi enabe (25) (tj. « # 0). Nad kritiéno C= vV k
temperaturo se spontana magnetizacija pioren&ba

(25) takrat nima rgitve zax # 0. Za ilustracijo slika 3 Slika 4 shematsko prikazuje temperaturno odvisnost

shematsko prikazuje spontano magnetizacijo kot funkcijppontane magnetizacijg/ in magnetne susceptibilnosti
temperaturd’. x. KritiCne temperatur@ (Curiejeve temperature) ne-

katerih feromagnetnih materialov so: za kobaltje =
2. Vrnimo se k spl&ni endbi (23) za primerB # 0in 1400 K, zaZzelezo jeTc = 1043 K, za nikelj je
se vpr&dajmo, kaj se dogaja z magnetizacijo pri visokihlc = 631 K.
temperaturah, ki so nad kigto temperatur@.
Pri visokih temperaturahl{ >T¢) je argument v eribi
(23) majhen. Tako uporabimo samo plen razvoja 4 Sklep
funkcije tanh(z) =~ x v vrsto in eng&bo (23) zagemo v

obliki: Isingov model se med drugim uporablja za opis fizi-
(me + sz) ( zJ) DB kalnih lastnosti dvokomponentnih zlitin, nevronskih inre
Tr = —_— =X

kjer je konstanta’ definirana kot:

(33)

- kT - (28) in feromagnetnih materialov in njihovih faznih prehodov.

1-— 22
kT kT



MA [2] 1glic A., Kralj-Igli¢ V., Izbrana poglavja iz fizike
mehke snoyialazba FE in FRI, 2006

[3] Dill K., Molecular driving forces Garland Science,
/M 2003.

[4] Wannier G. H., Statistical physicDover, 1987.

X [5] Vilfan I., Isingov model,Obzornik za matematiko in
< fizikq letnik 44,5tevilka 4, str. 105, jul. 1997.
[6] Hladnik M., Binarna zaporedja, prepogibanje papirja in
statisttna fizika,Obzornik za matematiko in f|2|[<)le-
> tnik 44, Stevilka 2, str. 40, mar. 1997.
T, T

[7] Cipra B., An introduction to the Ising modeAmerican
Mathematical Monthlyvol. 94, iss. 10, p. 937, dec.

Slika 4. Shematski prikaz magnetizacijé in susceptibilnosti 1987

x Vv odvisnosti od temperatuf. Pod temperaturéc- ima snov

feromagnetne lastnosti, nad temperatilfg pa paramagnetne

lastnosti.

Figure 4. Temperature dependence of magnetizatioand su-  Prof. Ales Igli€ je doktoriral s podrgja fizike in elektrotehnike,

sceptibility x. Properties of the matter below critical tempera-Univerza v Ljubljani. Od leta 2007 je zaposlen kot redni pro-

tureTc are ferromagnetic and abo¥: they are paramagnetic. fesor na Fakulteti za elektrotehniko, Univerza v Ljubljani in je
vodja Laboratorija za biofiziko. Njegovi podtp raziskovanja
sta elektrostatika in biomehanika bigloh nanostruktur.

Najpreprostdi je 1-D Isingov model, ki ga je Ising ana- . _ ) _

liti €no resil Ze leta 1925 [6]. 1-D Isingov model ne na-Janez lvan Pavit je leta 2005 diplomiral na Fakulteti za elek-

" .~ trotehniko, Univerza v Ljubljani. Trenutno je mladi raziskovalec
pove faznega prehoda v urejeno (feromagnetno) stanje pH zdravstveni fakulteti, Univerza v Ljubljani. Eksperimentalno

kontni temperaturi [5]. delo opravlja v Laboratoriju za fiziko. Njegovo podje dela so
2-D Isingov model je eksaktrize leta 1944 r&il Onsager biofizika lipidnih membranskih sistemov in njihove interakcije.
(npr. glej pod [7]). Posebne, pragtie uporabe nima, saj
smo omejeni samo na dve dimenziji. Uporaben bi bil na
primer za zelo tanke plasti, pri dopiranju materialov, kjer
bi obravnavali zasedenost mest v @irdopiranega mate-
riala.

V €lanku smo obravnavali 3-D Isingov nam@ model, ki

se lahko uporablja za opis volumskih (bulk) permanen-
tnih feromagnetnih materialov in njihovih ki@mih tem-
peratur. 3D Isingov model nima eksaktnaitee, dobimo

le priblizek le-te. Mi smo 3-D Isingov model obravnavali

s priblizkom povprénega polja in ob upkievanju apro-
ksimacije za razvoj v vrsto za visoke temperature, dobili
reSitev za izraz za kritino temperatur@y [7], pri kateri

se zgodi fazni prehod in s tem prehod iz urejenosti v neu-
rejenost spinov (spontana magnetizacija izgine).

Kot reCeno, feromagnetni materiali se uporabljajo za iz-
delavo permanentnih magnetov. Feromagnetni materiali
(npr. Fe, Co, Ni) imajo visoko remanentno (pre-ostalo)
magnetizacijo, tudi ko ni eprisotno zunanje magnetno
polie. Ferimagnetni materiali (npr. kombinacKaZ* in
Fe3* ionov) pa imajo le delno urejene spine (magneti-
zacija jeSe vedno véja od nE, ko ni zunanjega magne-
tnega polja). Pri antiferomagnetnih materialih (n§iO,
FeMn) so si sosednji spini nasprotno obrnjenii (/7]

itd.; pritem je) . 1;= Zj ljind = j), pri tem je ma-
gnetizacija n¢, ko ni zunanjega magnetnega polja.
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