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VECKOTNIKI NA KVADRATNI MREZI

Na mre?i iz kvadratkov plo&ine 1 ,
leZi veZkotnik, ki ima ogli¥¥a v kri-
7i&&ih te mreZe. Koliko meri nje- gl;..,._.x

gova plo¥ina? Nekaj spretnosti za- b_..
dostuje, da jo dolo&imo brez vegjih
tefav; formula, ki jo nameravamo )—T—< \
obravnavati v tem prispevku, pa >
nam delo zelo olaj§a. Plo3¢ina je
namred enaka \u 7

p=r/2+k—1

= S

kjer je r Stevilo kriZis® mreZe, ki leZe
na robu lika, k pa $tevilo kri%i¥& v r=2% k=39
notranjosti ve&kotnika.

Zapisano enakost je odkril leta 1899 matematik Pick in se zato imenuje
Pickova formula. Lani je to formulo anglezki dijak Skevington z maj¢keno
pomo&jo svojega ucitelja matematike posplogil na vetkotnike z ve&kotnigkimi
luknjami. Ugotovil je, da plo&&ina ve&kotnika z / luknjami meri p = r/2+
+k+ /-1,

Najprej bomo postopoma dokazali Pickovo formulo, do posplofitve pa
bo potem potreben le e korak.

1. Enostavni paralelogrami in trikotniki

PoloZimo na obravnavano kvadratno mre¥o ravnino IR2 = IRxIR, tako
da bodo toZke s celotevilskimi koordinatami pokrile to€no vsa kriZig€a mreZe.
Seveda tedaj kriZi¥€a tvorijo mnofico Z2 = ZxZ.

Namenimo zdaj nekaj besed paralelogramom z oglid¢i v Z2. Naj bo P
takgen paralelogram. Ta dolo&a novo mreZo, sestavljeno iz skladnih paralelo-
gramov, ki jih dobimo z vzporednimi premiki paralelograma P (glej sliko).

Ozna&imo z M(P) mnoZico vseh kriZi§& te mreZe in povabimo bralca,
da dokaZe naslednji trditvi.

T1 MnoZica M(P) je vsebovana v 2.

T2 Tri razligne tocke iz Z? so oglis€a treh razlienih paralelogramov
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Py, P, in P3. Vsi trije dolofajo mreZe z istimi kriZi3&i, torej: M(P1) =
= M(P) = M(P3).

' ‘ . l

3 B s

Naj ima paralelogram P eno ogli¢e v tozki O = (0, 0), dve drugi pa v
totkah Ain B. Z uporabo rezultata druge trditve vidimo, da se celodtevilski
veckratniki vektorja OA kon&ajo v tistih totkah mnoZice M(P), ki leZijo na
nosilki daljice OA. Podobno velja za celoStevilske ve&kratnike vektorja OB.
Od tod hitro sledi, da konci vektorjev oblike

mOA +nOB, m,n€cZ (+)
tvorijo mnoZico M(P).
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Enostavni paralelogrami in trikotniki
Slika 1. Slika 2.



142

Naslednja definicija nam bo skraj$ala nadaljnje pisanje.

Paralelogram (oziroma trikotnik) z oglid&i v Z?2 je enostaven, &e razen
ogli¥& ne vsebuje nobene totke iz Z2.

Bralec se bo brez teZav prepri¥al o naslednjih lastnostih enostavnih pa-
ralelogramov in trikotnikov.

T3 Ce je trikotnik z oglid&i A, B, C € Z? enostaven, so vsi paralelogrami
z oglis®i v tockah A, B in C enostavni.

T4 Paralelogram P z ogli¥&i v Z? je enostaven natanko takrat, kadar
mnoZica M(P) sovpada z z2.

Plo&ino p trikotnika z ogli&&i A = (a1, a3), B = (b1, b2),C = (1, 2)
lahko izrafunamo po znani formuli

2p =| a1(by — c2) + bi(ca — a2) + c1(az2 — b2) | (F)

Ce oglis€a lefe v mnofici Z2, je na desni strani formule celo 3tevilo, torej
plo¥¢ina tak¥nega trikotnika meri vsaj 1/2. Kateri trikotniki imajo plo¥&ino
enako 1/27 Odgovor da naslednji izrek.

IZREK 1. Trikotnik z ogli¥ei v Z? ima plo&ino enako 1/2 natanko
takrat, kadar je enostaven.

Dokaz. Denimo, da trikotnik z ogli¥i A, B, C € Z? nienostaven. Potem
vsebuje vsaj eno totko D € Z2, ki ni njegovo oglid€e. Ce D leZi v notranjosti
trikotnika ABC, ta razpade na trikotnike ABD, BCD in CAD, zato meri
njegova plo¥ina vsaj 3/2. Ce pa D leZi na stranici trikotnika ABC, je ta
sestavljen iz dveh manjgih, zato njegova plo&&ina meri vsaj 1. Torej je trikotnik
ABC s plo&&ino 1/2 nujno enostaven.

Naj bo zdaj trikotnik z oglig&i A, B, C € Z? enostaven in P paralelogram
zoglig&i A, B, Cin D. Potrditvi T3 je tudi paralelogram P enostaven, torej
T4 pove, da velja M(P) = Z2.

Brez ¥kode za splo3nost dokaza smemo privzeti, da oglis€e C leZi v
izhodi¥€u O = (0,0). Ker konci vektorjev oblike (*) tvorijo Z?, obstajata
taki celi Stevili m in n, da velja

mOA + nOB = 0S, kjer je S =(1,0)
Za A =(a1,a2) in B = (b1, b3) je zato
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may; +nb; =1
mas + nby =0

Od tod brez te¥av dobimo enakosti

m(a1 by — azby) = b
n(a1by — az2by) = —ay

ki povesta, da celo stevilo
d=a1by — azb;

deli by in a3. Ce namesto totke S vzamemo totko T = (0, 1), na enak nacin
kot prej vidimo, da d deli tudi a; in by. Potem pa je d = a1 by — ap by deljiv
z d? in zato enak -1, 0 ali 1. Plo&ina trikotnika ABC je razlitna od ni& in
po formuli (F) meri

p=(1/2) | a1by — azby |=| d | /2

torej je enaka 1/2. S tem je dokaz sklenjen.
2. Pickova formula in njena posplositev

Dokaz Pickove formule bomo naslonili na prvo poglavje in na &lanek
Triangulacije ve&kotnikov iz te $tevilke Preseka.

Naj bo r toZk iz Z? na robu ve&kotnika z ogli¥&i v Z2, k pa v njegovi
notranjosti. Napravimo tnangulacijo z ogli¥& v teh r + k to¢kah. Vsak
trikotnik iz triangulacije ima le ogli¥a v Z2, zato je enostaven in ima po
izreku 1 plo¥&ino enako 1/2. lzrek 2 iz prej omenjenega &lanka pove, da je
v triangulaciji r + 2k — 2 trikotnikov, torej meri plo¥ina veZkotnika p =
=rf24+k-1.

Pickova formula je tu, njeno posplogitev pa strnimo v naslednji izrek.

IZREK 2. Ve&kotnik z oglisei v Z? naj ima | ve&kotniskih lukenj, ki se
ne dotikajo ena druge ali roba vekotnika in imajo oglid®a v Z2. Ce je r to&k
mnoZice Z? na robu preluknjanega ve&kotnika, k pa v njegovi notranjosti,
meri njegova plod¢ina

p=r/2+k+1-1
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Dokaz. Oznatimo vetkotnizke luknje z V4, V5, ..., V), nepreluknjani ve&-
kotnik pa z Vj. Naj r; totk iz Z2 leZi na robu veZkotnika Vili=1,2..0). %
totk iz Z? pa v njegovi notranjosti. Prestejmo toke iz Z2 narobu preluk-
njanega ve&kotnika:

r=rn+n+..+n
nato pa ¥e vse toZke iz Z?2, ki leZijo v notranjosti nepreluknja nega veckotnika
Vo
ko=k+(rn+ki)+ ...+ (r+ k)

Po Pickovi formuli je plo¥¢ina V; enaka p; = r;/2 + k; — 1, zato plo¥ina
preluknjanega veckotnika meri

p=po—(p1+..+p)=
=r/2+ko—1—(rn/2+ ... +r/2+ki+..+k)+I=
= ro/24+k+(ri+.. 4r)+(ki+. k)= (r+.. +r) /2= (kg +. Ak )+ -1 =
=(o+n+..+r)/2+k+1=-1=r/2+k+1-1

Izrek je dokazan, bralca pa &aka Ze nekaj nalog.

1. DokaZi, da enakostrani&ni trikotnik ne more imeti vseh treh oglis& v
Z2.
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2. Naj ima daljica le kraji%&i A in B v Z2. Potem obstaja tak C € Z2,
da je trikotnik ABC enostaven.

3. Poit?i vsaj en preluknjani veZkotnik z ogli&&i v Z2 in s plo&ino p = 3.

4. Dokazi, da meri plo¥&ina preluknjanega veZkotnika z / ve&kotniskimi
luknjami in z ogli&i v Z? vsaj (5/+ 1)/2 in da se ta ocena ne da izbolj¥ati.

Boris Lavri&

Opomba: O Pickovi formuli je pisal tudi |. Pucelj v Preseku P-V/1.
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VECKOTNIKI NA KVADRATNI MREZI - Regitve s str. 140

1. Kvadrat dolZine vsake daljice s krajis&i v Z? je po Pitagorovem izreku
celo $tevilo. Denimo, da ima enakostrani&ni trikotnik s stranico dolZine a
vsa ogli&a v 2. Potem je njegova plo&ina p = a2\/3/4 iracionalno 3tevilo,
ker velja a2 € Z. Toda po formuli (F) je dvakratnik plo&ine p celo 3tevilo.
Oboje hkrati ni mogo&e, torej trditev velja.

2. Vzporedno premaknimo daljico AB, takoda A preide v A’ = (0,0), B
pa v B = (m, n). Seveda sta m in n celi ¥tevili. Razen kraji¥& na daljici
A’'B’ ni toZk iz Z2, zato sta ¥tevili m in n tuji. Res, v nasprotnem primeru
bi namre& na A’B’ leala tudi toZka (m/d, n/d), kjer je d najve&ja skupna
mera Stevil min n.

Ker sta Stevili m in n tuji, obstajata taki celi tevili p in g, da velja
pm+ gn = 1. Postavimo C = (—gq, p).

Po formuli (F) plo&ina trikotnika A’B’C’ meri

p=(1/2)| pm+qn|=1/2

torej je trikotnik A’B’C’ po izreku 1 enostaven. Premaknimo zdaj A’ B'C’
nazaj, tako da A’B’C’ preide v ABC, in iskana to¢ka C je tu.

3.

>

| el

>




4. Vsaka luknja ima vsaj tri
oglis¥a, zato ima preluknjani ve&ko-
tnik na robu vsaj 3/ + 3 to¢ke iz
Z?. Po izreku 2 tedaj za njegovo
plo&&ino velja

p= r/2+k+l—-1_>_
>(3/1+3)/2+1-1=
=(5/+1)/2

Na sliki desno je na&rtan trikotnik z
I luknjami in s plo¥&ino

p=(5/+1)/2

torej se ocene res ne da izboljZati.

Boris Lavri&
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