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Tehnika

Zoran Zuni¢&"

Mesana metoda robnih in koncnih
elementov za reSevanje hitrostno vrtincne
formulacije Navier-Stokesovih enacb

POVZETEK

V prispevku je predstavljena numeri¢na metoda za reSevanje nestisljivega toka viskozne newtonske tekocine z uporabo hitrostno-
vrtinéne formulacije ohranitvenih enacb. Izpeljali smo robno integralsko enacbo kinematike v tangentni obliki, s cemer je bil
dosezen natancnej$i izraCun robnih vrednosti vrtinénosti. Po metodi konénih elementov smo izpeljali Se integralsko enacbo
kinematike, s katero smo izracunali neznane obmocne hitrosti in pa enacbo kinetike, s katero smo izraunali neznane obmocne
vrtincnosti. Vse dobljene sisteme diskretnih enacb smo povezali v racunski algoritem, ki z metodo Picardove iteracije nesklopljeno
resi vezan sistem nelinearnih enacb. Da bi pokazali robustnost in uporabnost predstavljene metode in istoasno izlo€ili moznost
napak v programu, smo uporabili primer gnanega toka v prostorski kotaniji.

Kljuéne besede: prostorski tok viskozne tekocine, Navier-Stokesove enacbe, hitrostno-vrtinéna formulacija, metoda robnih

elementov, metoda konénih elementov.

1. Uvod

Pri razvoju na podro¢ju numeri¢nih metod za obravnavanje
tokov viskoznih tekofin se obicajno osredotoéamo na
aproksimacijske metode za reSevanje Navier-Stokesovih enacb.
Vecina teh pristopov uporablja le eno od aproksimacijskih
metod, na primer metodo kon¢nik razlik, metodo kon¢nih
prostornin, metodo kon¢nih elementov ali metodo robnih
elementov. Vsaka od teh metod ima svoje prednosti in slabosti,
zato se je zacel razvoj tudi na podrocju istocasne uporabe vecih
metod za reSevanje istega sistema enacb.

Z uporabo hitrostno-vrtinéne formulacija so se v preteklosti
ukvarjali ze Liu [1], ki je uporabil metodo koncnih razlik,
Guevremont in dr. [2], [3] ter Wong in Baker [4], ki so uporabili
metodo kon¢nih elementov. Na podro¢ju robnih elementov so
delovali Zagar in Skerget [5], Hriber$ek in Skerget [6], Ram§ak
in dr. [7] ter Ravnik in dr. [8].

Nekaj raziskovalcev se lotilo tudi uporabe vec¢ih metod, med
katere spadajo Young in dr. [9] ki so uporabljali metodo robnih
elementov in metodo konénih elementov vendar s formulacijo z
osnovnimi spremenljivkami, ter Brown in Ingber [10], ki sta
notranje hitrosti racunala z posploseno Helmhotzovo metodo
dekompozicije, transport vrtinénosti pa z Galerkinovo metodo
konénih elementov.

Prikazano delo je kombinacija reSevanja vektorske
Poissonove hitrostne enacbe z metodo robnih elementov za
izracun robnih vrtinénosti in uporabe metode konénih elementov
za reSevanje vektorske Poissonove hitrostne enacbe za notranje
hitrosti in transportne enacbe vrtinénosti. Prvi pristop omogoca
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implicitni izracun robnih vrtinnosti, medtem ko drugi pristop
reS§i tezavo s prevelikimi zahtevami po raCunalniSkem
pomnilniku.

2. Hitrostno vrtinéna formulacija

Tok gibanja zvezne tekoline opisujeta enacbi ohranitve
gibalne koli¢ine in ohranitve mase, ki sta zapisani z osnovnimi
spremenljivkami (tlaki in hitrostmi). Pri reSevanju problemov
nestisljivih tokov, pri katerih predpostavimo, da je gostota
konstantna, se pojavi tezava zaradi odsotnost tlaka in gostote v
enacbi ohranitve mase. Tezavo reSimo z vpeljavo pojma
vrtin¢nosti,

@)

s pomo¢jo katerega preoblikujemo osnovne enacbe v hitrostno —
vrtinéno obliko (Skerget in dr. [7], Ravnik in dr. [8]). Dobimo
Poissonovo enacbo za hitrost (enac¢bo kinematike)

VA +Vxd=0, )
in ob predpostavki Newtonske tekogine $e transportno enacbo
za vrtinénost (enacbo kinetike)

%‘;’Hvﬁ)@:(@ﬁ)mvv% :

0=VxV, V-&=0
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I8¢emo resitev enacb (2) in (3), ki zadovoljuje zacetne in
robne pogoje v racunskem obmodju.
3. Metoda robnih elementov

Enacbo (2) zapisemo kot singularno robno integralsko

enacbo za vektor hitrosti s pomocjo Greenovih teoremov
(Wrobel [11])

c(EW(E) + jV(ﬁﬁ)u*dr =ju*(ﬁ.€)\7dr +j(€ x@)u’dQ (4)
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kjer u’ predstavlja elipti¢no Laplaceovo osnovno resitev, & je
izvorna tocka na robu racunskega obmocja, ¢ je geometrijski
koeficientin i normala na rob raunskega obmod&ja. Enacbo (4)
z Gausovim divergencnim teoremom pretvorimo v tangentno
obliko, s ¢imer se znebimo odvodov hitrostnega in vrtincnega
polja (Skerget in dr. [7], Ravnik in dr. [8]), ki jih prenesemo na
osnovno resitev

c(EWV(E) +j(6u* AV dT" :j(ﬁu* X ) x V dr+ja;x6u*dg
(5)

4, Metoda kon¢nih elementov

Z uporabo Galerkinove metode uteznih ostankov in uporabo
Greenovega prvega teorema v enacbi (2) dobimo Sibko obliko
Poissonove enacbe za hitrostni vector

—J’(ﬁN .6)\7dQ+jN(ﬁ-6)\7dr+jN(ﬁx@)dQ:o (6)

kjer nam N predstavlja utezno funkcijo.
Enak postopek ponovimo z enacbo (3), da dobimo Sibko
obliko prenosne enacbe za vrtin¢nost

1, - o e
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kjer je At velikost Casovnega koraka in podpis 7 —1 vrednost

v prej$njem ¢asovnem koraku. Velikosti integralov potrebnih za
reSevanje enacb (6) in (7) so veliko manjSe od velikosti
integralov v enacbi (5), kar nam omogoca hitrejSe resevanje
problemov pri enaki gostoti raCunske mreze, oziroma
obravnavanje vedjih (kompleksnej$ih) problemov.

5. Racunski postopek

Racunski postopek je potekal v naslednjem vrstnem redu:

1. Izberemo zaletno hitrostno polje in izraGunamo zaletno
vrtinéno polje z enacbo (1). Zacetni cas 7=0.

2. Casovna zanka.
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3. Zanka zaradi nelinearnosti.

Kinematika toka:

a. izraCunamo robne vrtincnosti (5) z metodo robnih
elementov,

b. izraCunamo notranje hitrosti (6) z metodo kon¢nih
elementov.

5. Kinetika toka, transport vrtinénosti:
a. izraCunamo notranje vrtincnosti (7) z metodo koncnih
elementov,
b. podrelaksiramo reSitev.

6. Preverimo napako resitve, e je ve§ja od tolerance gremo na
korak 3.

7. Konec Casovnega koraka:
a. shranimo vrednosti hitrosti in vrtin¢nosti,
b. Ce je ¢as manjsi od predpisanega gremo na korak 2.

8. Konec izraduna.

6. Primerjava rezultatov

Gnan tok v prostorski kotanji je eden najpogosteje
uporabljanih testnih primerov za testiranje laminarnih tokov
viskozne Newtonske tekocine. Kljub enostavni geometriji, se v
njem pojavljajo vsi fenomeni kompeksnih tokov, kot so vrtinci,
sekundarni vrtinci, prostorski vzorci, kaoti¢no gibanje,
nestabilnosti in turbulence (Shankar in Despande [12]).

V nasem primeru smo uporabili kotanjo v obliki kocke s
stranicami dolZine 1 enote. Reynoldsovo Stevilo, ki je v tem
primeru edino karakteristicno Stevilo, je bilo zasnovano na
dolzini stranice kocke in hitrosti vleenja zgornje ploskve (Re =
Vx L/v) in je znaSalo Re=100 in 1000.

Velikost uporabljenih mreZ je znaSala 8% 16° in 323
elementov. Vse mreze so bile zgos¢ene proti zunanjim stenam s
faktorjem 8 (slika 1a).

Predpisali smo naslednje robne pogoje:

e zgornja ploskev (z = 1): v, = L,v, = v, =0,
o ostale ploskve: v, = v, = v, = 0.

Vse testne primere smo izraunali z zacetnimi pogoji v, =

vy, =v, =0,
VX
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Slika 1. a) Racunska mreza, b) Hitrostni profili za Re=1000.
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Na sliki 1b je prikazana primerjava profilov hitrosti,
dobljenih na razli¢no gostih mrezah, zrezultati Yanga in dr. [13].
Primerjali smo hitrostne profile vx in v, po navpiéni in vodoravni
srednjici kocke. Analiza z zgo$¢evanjem mreze je pokazala, da
je najredkejSa mreza pregroba, medtem ko se gostejSi mrezi
dobro ujemata z referen¢nimi.

Slika 2 prikazuje izopovrsine absolutne hitrosti | v [=0.13 za
razli¢ne vrednosti Reynoldsovega Stevila. Vidimo, da se hitro

vrteCe se jedro toka pomika proti zunanjim stenam, obenem pa
se debelina hitrega pasu zmanjsuje.

Slika 3 prikazuje prikazuje vrtinéno polje na razli¢nih
presekih kotanje (x = 0.5, y = 0.5 in z = 0.5) za vrednost
Reynoldsovega Stevila Re = 1000. Iz izolinij vrtincnosti je
razvidno, da je tokovno polje pri izbrani vrednosti
Reynoldsovega stevila simetricno preko xz ravnine.

Slika 3. Izolinije vrtin€nosti za Re=1000. Zgoraj levo My, zgoraj desno My, spodaj M.
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7. Zakljucki

V prispevku smo prikazali postopek reSevanja Navier-
Stokesovih enacb zapisanih s hitrostno-vrtincno formulacijo.
Robne vrtinénosti smo izracunali implicitno z uporabo metode
robnih elementov, medtem ko smo notranje hitrosti in notranje
vrtincnosti izracunali z uporabo metode kon¢nih elementov. Na
tak naCin smo ohranili visoko natacnost izracuna robnih
vrtinCnosti, prihranili pa smo pri koli¢ini potrebnega
racunalniskega pomnilnika. Za preverjanje pravilnosti in prikaz
natan¢nosti uporabljene metode smo uporabili primer gnanega
toka v prostorski kotanji. Primerjava dobljenih rezultatov z
rezultati iz literature je pokazala odlicno ujemanje.
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