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PRASTEVILSKI DVOJCKI IN PROCESOR
PENTIUM

Oktobra leta 1994 je Thomas Nicely, profesor matematike na Lynchburg
Collegu v ameriski zvezni drzavi Virginia, na internetu objavil vest, da
ima procesor Pentium tezave pri deljenju nekaterih stevil. Njegov racu-
nalnik je namre¢ izracunal obratni vrednosti Stevil 824633 702441 in
824 633 702 443 le na 9 decimalnih mest natanéno, éeprav je procesorjev
proizvajalec Intel jam¢il za natancénost 19 decimalnih mest. Za Intelove
strokovnjake je novica pomenila katastrofo, saj njihov procesor ni obvla-
dal racunske operacije, ki se je vsi nauc¢imo ze v osnovni Soli. Nedvomno
je zanimivo poznati priblizno ozadje te zgodbe.

Procesor Pentium, ki je bil predstavljen leta 1993, je obéutno poveéal
hitrost in zmogljivost osebnih ra¢unalnikov. Do jeseni 1994 je Intel prodal
skoraj milijon primerkov, ki so jih IBM, Packard Bell in drugi vgradili v
svoje osebne racunalnike. Intel je zato upraviceno pricakoval velik pro-
dajni uspeh. Potem pa ga je pretresla novica, da Pentium ni zanesljiv pri
deljenju stevil.

Pravzaprav noben rac¢unalnik realnih stevil ne deli natanéno. (Dru-
gace je pri celostevilskem deljenju, pri katerem sta celostevilski kvocient
in ostanek izra¢unana natancéno.) Pri deljenju realnih stevil — ta so v
racunalniku predstavljena v zapisu s premicno piko - pogosto pride do
majhne napake. To se sicer dogaja tudi pri sestevanju, odstevanju in
mnozenju. Razlog za to napako je v tem, da racunalnik ne racéuna z
natanénimi Stevili, temve¢ z njihovimi priblizki, ki imajo natanénih le
doloc¢eno &tevilo mest. Stevilo 1/9 = 0.111111... na primer ni shranjeno
kot neskonéni, temveé le kot konéni niz enic. (V resnici je zapis stevil v
racunalniku Se nekoliko bolj zapleten, saj so &tevila zapisana v dvojiskem
in ne v desetiskem sistemu.) Prav tako je rezultat vsake racunske ope-
racije zaokroZzen na vnaprej doloceno stevilo mest. Vendar so te zao-
krozitvene napake predvidljive. Znani so postopki, kako jih pri posame-
znih obseznejsih raéunih obvladamo. Kljub temu je rezultat raéunanja
nezanesljiv, ¢e je racunalnik pri tem izvedel ogromno stevilo raéunskih
operacij. Ce na primer sestejemo 10'° stevil na ra¢unalniku, ki upora-
blja desetisko aritmetiko, potem je natanénost te vsote vprasljiva, saj
se zaokrozitvene napake lahko sestevajo. Bralcu, ki bi se rad seznanil z
osnovnimi problemi numeri¢nega ra¢unanja, priporocamo knjigo Z. Bohte:
Uvod v numeriéno racunanje, Knjiznica Sigma, DMFA Slovenije 1995.

Vendar so bile tezave pri procesorju Pentium bistveno hujse. Neka-
tera stevila (ki imajo v dvojiski predstavitvi, ki jo uporablja procesor,
dologeno obliko) je delil napaéno. Oglejmo si tedaj najbolj znani primer
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napacnega deljenja. Na 6 decimalnih mest natanéna vrednost kvocienta
4195835/3 145 727 je 1.33382, medtem ko je Pentium izracunal 1.33374,
kar pomeni 0.006% relativno napako. Ta primer lahko predstavimo se bolj
impresivno. Ce definiramo

r:=4195835, y:=3145727(=3-22-1) in z:=2z—(z/y) v,

je Pentium namesto z = 0 (oziroma Stevila zelo blizu 0) dobil z = 256
(= 2%). Vendar je bilo zelo malo verjetno, da bi kdo Zelel izracunati kvo-
cient, ki bi ga Pentium izracunal napa¢no. Zato ni ¢udno, da Intelovi
strokovnjaki pri testiranjih izdelka, preden so ga poslali na trg, te na-
pake niso odkrili. Zanimivo pa je, da so poleti 1994 ze vedeli za napako,
vendar o tem niso obvestili lastnikov racunalnikov. Ocenili so, da pov-
preénemu uporabniku preglednic (npr. Excel ali Quattro Pro) procesor
izracuna napacen rezultat enkrat v 27 000 letih. Poleg tega je tudi malo
verjetno, da bi kdo podvomil v rezultat. Kako pa je potem profesor Nicely
odkril napako na procesorju?

Odgovor na to vprasanje je povezan s prastevilskimi dvojcki. Par
stevil (p,p + 2) imenujemo prastevilski dvojcek, ¢e sta p in p + 2
prastevili. Prvih 5 prastevilskih dvojékov je tako

(3,5), (5,7), (11,13), (17,19), (29,31).

Dogovorimo se e za oznaki. Stevilo vseh prastevil, ki ne presegajo real-
nega stevila z > 2, oznaéimo s w(z), stevilo vseh prastevilskih dvojckov,
od katerih manjse pragtevilo ne presega realnega stevila x > 2, pa zazna-
mujemo s me(x). Tako je w(10) = 4, saj so 2, 3, 5 in 7 edina prastevila,
ki ne presegajo 10. Iz zgornjega seznama prastevilskih dvojékov pa raz-
beremo, da je m2(6) = m3(10) = 2. Naslednja tabela prikazuje vrednosti
funkeij 7 in 7 za nekatere z, ki so potence stevila 10:

z m(x) ma(x)
10° 25 8
10° 168 35
10? 1229 205
i3 9592 1224
10° 78 498 8169
107 664 579 58 980
10% 5 761 455 440 312
10? 50 847 534 3424 506

10'° 455052511 | 27412679
10" | 4118054813 | 224 376 048
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Na tem mestu omenimo znameniti prastevilski izrek, ki pravi, da je w(z)
priblizno enako kvocientu z/Inz (glej npr. élanek G. Pavli¢: Porazdeli-
tev prastevil v mnozici IN, Presek 24 (1996/97), stev. 3, str. 140-143).
Prastevilski izrek je posledica naslednjih zanimivih neenakosti, odkritih
leta 1962. Za vse x > 2 velja zgornja ocena

fr i 3
wn) < Inz (1 s ‘2lnm) !

za x > 59 pa velja spodnja ocena

@2 (142
mwixr — g
Inz 2Inx

Ker ze od Evklida naprej vemo, da je prastevil neskonéno mnogo, se
pojavi vprasanje, ali je tudi prastevilskih dvojckov neskonéno. Odgovor
na to vprasanje e vedno ni znan, éeprav obstaja domneva, da je pritrdilen.
Leta 1919 je norveski matematik Viggo Brun dokazal, da je

za velika Stevila z. (Ta zgornja meja je bila pred leti znizana na
6z/(Inz)?.) Toda nihée Se ni naSel (podobne) spodnje ocene za my(z),
iz katere bi sledilo, da je prastevilskih dvojékov neskonéno mnogo. Leta
1922 sta Hardy in Littlewood postavila domnevo, da je () priblizno
proporcionalno kvocientu z/(Inz)?. Veéina matematikov je prepri¢ana,
da je resniéna. Zato kar nekaj rezultatov iz teorije stevil predpostavlja
veljavnost Hardy-Littlewoodove domneve.

Zgornji izrek pa ni edini rezultat o prastevilskih dvojekih, ki ga je
dokazal Viggo Brun. Izracunajmo obratne vrednosti vseh prastevilskih
dvojckov in jih sestejmo, torej sestavimo vrsto

1+1 4+ 1+1 + 1+l 4 l+1 3 l+1 +
3 5 5 7 11 13 17 ° 19 29 31

To vrsto imenujemo Brunova vrsta. Ce je prastevilskih dvojékov konéno
mnogo, potem je Brunova vrsta obi¢ajna vsota s konéno mnogo ¢leni. De-
nimo sedaj, da je prastevilskih dvojckov neskonéno mnogo. Ali tedaj ob-
staja vsota Brunove vrste oziroma ali vrsta konvergira? O konvergentnih
(neskonénih) vrstah je Presek ze pisal (glej npr. élanek A. Cedilnik: Geo-
metrijska in harmoniéna vrsta, Presek 23 (1995/96), stev. 1, str. 40-45).
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Viggo Brun je pokazal, da je njegova vrsta konvergentna. Ce s (py, pn+2)
ozna¢imo n-ti prastevilski dvojéek in uvedemo delne vsote

B, = 1+1+1+1+i+i+ +l+ :
ol -l - BT 11 ' 13 Pn Pnt+2)’

potem to pomeni, da obstaja realno stevilo B, od katerega se stevila B, z
dovolj velikimi indeksi n razlikujejo tako malo, kot le hocemo. Zanimivo
je, da to ne velja, ¢e v zgornji vrsti vzamemo vsa prastevila in se torej ne
omejimo le na prastevilske dvojcke. Vrsta

1 1 1 1 1 1 1
2+3+5+7+11+13+17+
namre¢ ne konvergira, saj njene delne vsote scasoma postanejo poljubno
velike. (Radovedni bralec lahko najde dokaz tega dejstva npr. v knjigi
H. Rademacher: Lectures on Elementary Number Theory, Blaisdell 1964
ali v knjigi G. H. Hardy, E. M. Wright: An Introduction to the Theory of
Numbers, Oxford University Press, 1979 (izrek 19 stran 17).

Oceniti vsoto Brunove vrste je vse prej kot enostavno. Tudi ¢e po-
znamo vse prastevilske dvojcke do milijarde in iz njih izracunamo delno
vsoto Brunove vrste (to je stevilo B, (109y), ni lahko povedati, kako blizu
stevila B s tem pridemo. Videti je, da je brez predpostavke o resni¢nosti
Hardy-Littlewoodove domneve tezko odgovoriti na to vprasanje. Zato
privzemimo, da je ta domneva resnicna. Pri tem privzetku so matema-
tiki izpeljali naslednjo trditev, ki jo le grobo opisimo. Ker pri n-ti delni
vsoti B,, upostevamo samo prvih n prastevilskih dvojékov (zadnjega kot
prej oznaéimo s (pn,pn + 2)), ji pristejemo élen, proporcionalen stevilu
(Inp,)~!. Tako dobimo priblizek stevila B, katerega napaka je proporci-
onalna §tevilu (/p, Inp,)~!. S pomoéjo te trditve sta leta 1974 Daniel
Shanks in John Wrench, potem ko sta doloéila vse prastevilske dvojcke
izmed prvih dveh milijonov prastevil, za vsoto Brunove vrste dobila pri-
blizek 1.90218. Za napako priblizka sta v svojem c¢lanku zapisala, da
je kveéjemu 2 - 107°. Seveda pri pogoju, da velja Hardy-Littlewoodova
domneva. Podobno je leta 1976 Richard Brent dolocil vse prastevilske
dvojéke do 10 in za vsoto Brunove vrste dobil priblizek 1.9021605.

Leta 1993 se je problema ponovno lotil v zacetku prispevka omenjeni
Thomas Nicely. Odloéil se je, da samo z uporabo osebnih ra¢unalnikov (to-
rej brez superracunalnikov, ki so dostopni le nekaterim) doloéci Se nadalj-
njih nekaj decimalk stevila B. Da bi se izognil vsem moznim



166 Racunalnistvo — Matematika

pastem, je Brunovo vsoto racunal na dva nac¢ina in hkrati uporabljal veé
osebnih racunalnikov. Na zacetku je uporabljal 5 osebnih rac¢unalnikov,
ki so imeli Intelov procesor 486. Marca 1994 je v racunanje vkljucil se
racunalnik s procesorjem Pentium, s katerim je racunanje potekalo precej
hitreje. Kljub temu delo ni bilo opravljeno ¢ez noc. Tudi ko je ze vedel,
da je z rezultati, ki jih je izracunal Pentium, nekaj narobe, je potreboval
Se nekaj casa, da je izoliral napako. Zaradi neznanega vzroka je nje-
gov Pentium napacno izracunal obratni vrednosti prastevilskih dvojckov
824633 702 441 in 824633 702443. Takoj je o svojem odkritju obvestil
Intelove strokovnjake. Ker ni dobil odgovora, je novico objavil na in-
ternetu, kjer je hitro pritegnila zanimanje drugih uporabnikov Intelovih
procesorjev ter koncéno tudi medijev.

Ko je bila sirSa javnost obveS¢éena o napaki, jo je priznal tudi Infel,
vendar je vztrajal, da se skoraj nih¢e od imetnikov procesorja Pentium
ne bo nikdar “srecal” s to napako. Zato je Intel sprva ponudil zame-
njavo procesorjev le tistim, ki so lahko dokazali, da potrebujejo veliko
natanénost pri zapletenih raéunanjih (npr. numeriéni matematiki). Temu
je sledilo hudo ogoréenje javnosti, zato so bili pri Intelu na koncu prisiljeni
zamenjati procesor vsakemu, ki je za to prosil. Kljub temu da je bil Intel
zaradi tega spodrsljaja udelezen v mnogih salah, je bila nadaljnja prodaja
procesorjev Pentium zelo uspesna. Sredi leta 1995 je prodaja presegla 10
milijonov, s éimer je Intel brez tezav pokril stroske, ki so nastali zaradi
napake.

To ni bila niti prva niti zadnja napaka pri (osebnih) racunalnikih.
Vsekakor pa je bila ena od najbolj osupljivih. Ker je pri racunalnikih (se
posebej pa pri programski opremi) kar nekaj stvari, ki lahko gredo na-
robe, uporabniki namreé¢ pricakujemo zanesljivost vsaj pri strojni opremi,
ki opravlja osnovne racunske operacije. Na sreco ta napaka v procesorju
Pentium ni imela hujsih posledic. Upamo lahko, da je se dodatno opo-
zorila izdelovalce razliénih naprav, ki so delno ali v celoti odvisne od
racunalnikov, na moznost napak s hujsimi posledicami.

Navkljub tezavam je Thomas Nicely dolocil vse prastevilske dvojcke
do 10™, s pomoéjo katerih je dobil priblizek

B ~ 1.9021605778 .

Ta priblizek je seveda lahko napacen, ¢e Hardy-Littlewoodova domneva
ni resnicna.

Roman Drnoviek





