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372 Matematika

RACUNANJE PRIBLIZKOV_KVADRATNEGA
KORENA IZ NARAVNEGA STEVILA

Znanih je ve¢ metod za racunanje racionalnih priblizkov iracionalnega
stevila v/2. Eno izmed njih lahko opisemo z rekurzivnim zaporedjem
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Izracunajmo prvih nekaj élenov zaporedja:
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Ker je v/2 & 1.41421, postavimo domnevo, da zaporedje {x,} konvergira
proti # = /2. To pomeni, da poljuben odprti interval (a,b), ki vsebuje
stevilo &, vsebuje vse ¢lene zaporedja, razen (morda) konéno mnogo. Po-
vedano drugace: Za vsak par realnih stevil a in b z lastnostjo a < 2 < b
obstaja tak indeks N € IN, da velja a < 2, < b za vsako naravno stevilo
n> N, tj. ¢leni zx, TN41, TN42, TN43, - - - leZijo na intervalu (a,b).

V tem élanku bomo to metodo posplosili na ra¢unanje racionalnih
priblizkov kvadratnega korena iz poljubnega naravnega stevila, jo uteme-
ljili in s tem potrdili zgoraj omenjeno domnevo.

Naj bo k poljubno naravno &tevilo. O¢itno je zanimiv le primer,
ko k ni kvadrat naravnega Stevila. Ponovimo najprej, kaj je celi del [z]
realnega stevila z. To je najvecje celo stevilo, ki ne presega stevila z.
Tako je npr. [5] = 5, [V2] =1 in [-V/2] = —2. Ker celemu stevilu [z] sledi
celo stevilo [z] + 1, velja neenacba

[l <z<[z]+1. (2)
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Sedaj definirajmo zaporedje

T, + k
Tn+ 1

1‘1=[\/E], Tnyl = za =123, ... (3)

Ocitno v primeru k = 2 dobimo zaporedje (1). Oglejmo si Se en primer.
Vzemimo k = 5 in ra¢unajmo:

21 = [V = 2,

= 3—1—? = %m 2.33333,
PP
e illj_gi_f_ 2= =225,
xszgﬁi‘;‘ fg 9.23077,

_29/13+45 _ 94 _ 47 .

Ce dobljene priblizke primerjamo z vrednostjo korena /5, ki je na 5 de-
cimalk natanéno enaka 2.23607, vidimo, da je

Ty <z3<zs<VbH in T3> 4> 26> V5.

Zato upraviceno domnevamo, da ¢leni zaporedja (3) z lihimi indeksi strogo
naras¢ajo in so manjsi od v/k, éleni s sodimi indeksi pa strogo padajo in
so vecji od Vk. Bralec bo potrdil to domnevo, ko bo resil prve tri naloge
ob koncu tega ¢lanka.

Tukaj bomo dokazali, da zaporedje (3) konvergira proti vk. Dokaz
tega dejstva bomo oprli na naslednjo oceno:

Za vsako realno stevilo z > [v/k] — 1 velja neenakost

L= VA <l - VA, (@)

z+1

kjer jee = (Vk — 1)/[Vk] < 1.
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Dokazimo jo. Najprej je zaradi ocene (2) stevilo ¢ manjse od 1.
Ocitno je neenakost (4) ekvivalentna z neenakostjo

VE]|z + k — 2vEk — V| < (VE = 1)(z + 1) |z — VE|,
VK1 - VE)(z - VE)| < (VE=1)(2 + )]z - VE].

Ce je = vk, potem neenakost oéitno velja, sicer jo pokrajsamo s pozi-
tivnim stevilom (vk — 1)|z — vk|. Ker dobljena neenakost

Wk <z+1

velja po predpostavki, je ocena (4) tako dokazana.
Z namenom, da oceno (4) uporabimo za ¢ = z,, (n € IN), se pre-
pri¢ajmo, da za zaporedje {z,} velja neenakost

i R

- b
<o <M )
Ocitno (5) velja za n = 1, z neposrednim raéunom pa ugotovimo, da velja
tudi za n = 2. Princip matematiéne indukcije zagotavlja, da je dovolj

dokazati, da iz z; < z, < ysledi #; < 2,41 < y. Ker je

E—1
Tn + 1

Tpyr =1+

in ker po indukeijski predpostavki velja ¢, < z, < y, imamo

k—1 _'.:‘.‘1+k_
z14+1 i +1

xﬂ+1ﬁl+ 3 <y

in
k-1
m = T1,
torej :ie 21 < Zpy1 <y. S tem je neenakost (5) potrjena.
Ce torej v oceno (4) vstavimo z = z,, (n € IN), dobimo neenakost

|41 —\/ﬂ <clen — \/ﬂ

Tnt1 > 1+
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Z veckratno uporabo zadnje neenakosti izpeljemo verigo neenakosti
|2n—Vk| < ¢|zn-1—VE| < |zn_2—VE| < ... < "V |2 —VE| < L

Zadnja neenacba je posledica ocene |2, — vVk| = Vk — [Vk] < 1. Tako
smo pokazali, da za vsak n € IN velja

VEk—c" 1<z, <VEk+c" . (6)

Od tod sledi, da zaporedje {z, } konvergira proti stevilu v/k. Res! Vzemi-
mo poljuben odprti interval (a, b), ki vsebuje stevilo Vk. Potem je zaradi
neenakosti (6) pogoj a < z, < b zanesljivo izpolnjen, ée je

a<Vk-c"' in Vk+cl<b,
oziroma
A l<vVk—a in " '<b-Vk,

kar lahko zapisemo na kratko ¢"~! < d, kjer je d = min{v/k — a, b — V/k}.
Ker je a < vk < b, je d > 0. Izberimo tako naravno stevilo N, da je
V-1 < d. To je mogoce, ker je 0 < ¢ < 1. (Za N lahko vzamemo
poljubno naravno stevilo, ki je ve¢je od Stevila 1 4 Ind/Inc.) Potem za
vsako naravno §tevilo n > N velja ¢"~! < ¢N=! < d, in zato z, € (a,b)
za vsak n > N. Dokazali smo torej, da zaporedje {z, },¢ konvergira proti
stevilu v/k.

Clanek kon¢ajmo z nalogami. Resitve prvih treh nalog so elemen-
tarne, zadnja pa zahteva poznavanje pojma logaritma.

1. Dokazi, da za zaporedje (3) velja enakost

(k+ 1)z, + 2k
Tpsd =
2z, + (k+1)
za vsako naravno stevilo n.
2. S pomogjo naloge 1 pokazi, da so éleni zaporedja (3) z lihimi indeksi
manjsi od V/k, éleni s sodimi indeksi pa vedji.

3. S pomocjo naloge 2 dokazi, da ¢leni zaporedja (3) z lihimi inde-
ksi strogo naras¢ajo, ¢leni s sodimi indeksi pa strogo padajo, torej
1 <3< 25< ... 1IN Ta>T4>T6> ...

4. Kateri ¢leni zaporedja (1) lezijo na intervalu (1.414,1.415)7
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