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Jorge Luis Borges
On Exactitude in Science

...In that Empire, the Art of Cartography attained such
Perfection that the map of a single Province occupied the
entirety of a City, and the map of the Empire, the en-
tirety of a Province. In time, those Unconscionable Maps
no longer satisfied, and the Cartographers Guilds struck
a Map of the Empire whose size was that of the Empire,
and which coincided point for point with it. The follow-
ing Generations, who were not so fond of the Study of
Cartography as their Forebears had been, saw that that
vast Map was Useless, and not without some Pitiless-
ness was it, that they delivered it up to the Inclemencies
of Sun and Winters. In the Deserts of the West, still to-
day, there are Tattered Ruins of that Map, inhabited by
Animals and Beggars; in all the Land there is no other
Relic of the Disciplines of Geography.

Suarez Miranda, Viajes de varones prudentes,
Libro IV, Cap. XLV, Lérida, 1658

[vzeto iz J. L. Borges, The Aleph, translated by Andrew
Hurley, Penguin Books, London 1998]
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Povzetek

V disertaciji razvijemo teorijo povprecnega polja za nabite verige v limitah Sibke in
mocne sklopitve z zunanjim poljem. Teorijo apliciramo na sistem polielektrolitov na hek-
sagonalni mrezi DNK makroionov ob prisotnosti ionov soli.

Prispevke soli sprva upostevamo v Debye-Hiickelovi linearizaciji Poisson-Boltzmannove
teorije nabitih fluidov, kar nam prinese kot prispevek makroiona in soli sencen coulomb-
ski potencial, ki nastopa kot povpreéno polje, v katerem se nahaja polielektrolitna veriga.
Za verigo zapiSemo Greenovo funkcijo oz. funkcionalni integral, ter zanju v priblizku os-
novnega stanja izpeljemo rekurzivno zvezo, ki predstavlja temeljno enacbo te slike. Ed-
wardsovo enacbo, ki predstavlja robni problem 2. reda z neznanim parametrom lastne
energije, numericno resimo v Wigner-Seitzevem celicnem modelu. Heksagonalno mrezo
kolumnarne faze DNK simuliramo z robnim pogojem ustrezne simetrije. Predstavimo
resitve Edwardsove enacbe ter pokazemo, da polielektrolit vzpostavi med makroioni mo-
lekularne mostove in tako med njimi posreduje privlac¢ne interakcije.

V drugem delu disertacije Edwardsovo teorijo reformuliramo za mo¢na polja, kjer se
odpovemo Debye-Hiickelovi sliki elektrostatskega potenciala v sistemu. ZapiSemo partici-
jsko funkcijo sistema, ki poleg Poisson-Boltzmannovega prispevka soli vsebuje Se Greenovo
funkecijo polielektrolita. Z minimizacijo funkcionala akcije, ki nastopa v particijski funkciji,
pridemo do samousklajenih nelinearno sklopljenih diferencialnih enacb 2. reda za gostotno
in elektrostatsko polje v sistemu, ki predstavljata Euler-Lagrangev sistem za nas problem.
Resitve dolo¢imo numeric¢no, iz njih pa izracunamo prosto energijo sistema ter sile, ki jih
med makroioni prek vzpostavitve molekularnih mostov posreduje polielektrolit. Pokazemo
tudi, da v sistemu pri dolo¢enih vrednostih sistemskih parametrov pride do faznih pre-
hodov brez parametra urejenosti med fazami z enako simetrijo.

Kljuc¢ne besede: Mosticne interakcije, polielektroliti, Poisson-Boltzmannova teorija, teorija
povprecnega polja, samousklajena teorija polja, Greenova funkcija

PACS 2008: 31.15.xk Path-integral methods, 31.15.xr Self-consistent-field methods,
34.20.G7 Intermolecular potentials and forces, 34.35.+a Interactions of atoms and mo-
lecules with surfaces, 36.20.-r Macromolecules and polymer molecules, 82.35.Gh Poly-
mers on surfaces, 82 .35 .Rs Polyelectrolytes, 87.15.K- Molecular interactions; membrane-

protein interactions.



Abstract

In the Phd. thesis, we develop the mean field theory for charged molecular chains in ex-
ternal field in the weak and strong coupling limits. We apply the theory to describe a
polyelectrolyte chain on a hexagonal lattice of DNA macroions in the presence of salt ions.

Salt contributions are first described in the Debye-Hiickel framework. This yields the
macroion electrostatic field in the screened coulombic form, which we take to represent
the mean field into which our chain is immersed. We introduce the Green’s function (or
functional integral) for the chain and derive its recurrence relation, the Edwards equation.
We solve Edwards equation numerically in the Wigner-Seitz cylindrical cell and simulate
the DNA columnar phase by using an appropriate boundary condition. The solutions in-
dicate a presence of polyelectrolyte bridging, which results in a like-charge attraction of
DNA macroions.

In the second part of the thesis we reformulate the Edwards theory for the strong
field case and we use the standard Poisson-Boltzmann picture to describe the salt solu-
tion. We rather begin with a partition function containing the action functional which we
minimize to obtain the Euler-Lagrange equations of our system. The solutions represent
self-consistently determined monomer density and electrostatic fields of our system. We
furthermore calculate the free energy density and total force acting on the macroions. We
again show that bridging implicates like-charge attractions between columnar macroions.
We also demonstrate that in certain parts of parameter space a phase transition without
order parameter occurs between phases of equal symmetry.

Keywords: Bridging interactions, polyelectrolytes, Poisson-Boltzmann theory, mean field
theory, self-consistent field theory, polyelectrolyte Green function, functional integral
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POGLAVJE 1

Uvod

1.1. Vsebinska umestitev in struktura disertacije

Fizika molekularnih verig je dinamic¢na in razvijajoca se veja fizike mehke snovi.
V zadnjih letih se moc¢no vecajo fizikalni apetiti po razumevanju bioloskih siste-
mov in v svetovni literaturi opazamo vedno vec prispevkov o fizikalnih obravnavah
prevodnosti DNK, virusov, konformacijske dinamike proteinov, interakcijah med
polimeri in povrs§inami in podobno. Kot sou¢inkujoce dejstvo so se pojavile inter-
disciplinarne povezave med razlicnimi vejami znanosti, ki najlepse predstavljajo
kreativno margino, na kateri so mozna nova odkritja. Znanosti o polimerih tako ni
mo¢ omejevati na fiziko, saj nujno posega tudi v kemijo, biologijo, medicino, mate-
riale in tehnologijo ipd.

V zadnjih dvajsetih letih so se na podro¢ju elektromagnetnih lastnosti bioloskih
sistemov zgodili Stevilni pomembni premiki. Na eksperimentalnem podroéju so bili
izvedeni poskusi manipulacije posameznih molekul in atomov, doloceni so bili os-
novni mehanizmi in modelski parametri transporta nabojev v bioloskih sistemih,
Se zlasti v DNK, gl. literaturo [1]-[10]. Pregled sodobnih eksperimentalnih rezul-
tatov s podro¢ja fizike polimerov ponuja literatura [11] - [36]. Po drugi strani nam
na podrocju teoreti¢ne fizike stalno rastoca procesorska moc in vedno zmogljive-
j$1 numericéni algoritmi omogocajo vedno bolj podrobne simulacije elektrostatike in
molekularne dinamike bioloskih sistemov. Opis kompleksnih sistemov prek anal-
iticnih aproksimacij je predstavljen pretezno v literaturi [37] - [74], medtem ko
so direktne metode resevanja, molekularna dinamika, Monte Carlo metode, ipd.
predstavljene v literaturi [75] - [80].

Obravnava pricujoce disertacije je omejena na staticne lastnosti polimerov s
fokusom na podrocje teoreticne fizike zamejenih polielektrolitnih verig v zunanjem
polju. Z izjemo uvoda obravnavamo sisteme nabitih polimerov, saj elektrostatske
interakcije pomembno vplivajo na vedenje takih sistemov - konsistentne fizikalne
obravnave molekule DNK in sorodnih Zivljenskih makromolekul si brez pripoz-
nanja dejstva, da je DNK mocno nabita veriga, obdana s protiioni, sploh ni moc
misliti. Podobno velja za teoreti¢no in eksperimentalno obravnavo elektrostatskih
interakcij DNK - protein. Iz navedene literature je razvidno, da teorija zamejenih
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polielektrolitov v zunanjem polju v zadnjih petnajstih letih predstavlja pomem-
ben segment raziskovanja neklasicne elektrostatike bioloskih sistemov. Teoreticne
formalizme obravnave polielektrolitnih sistemov in polielektrolitno posredovanih
interakcij je v priblizku §ibkih sklopitev z zunanjim poljem razvil Samuel F. Ed-
wards, gl. npr. [81]. Pierre Gilles de Gennes je za studij interakcij med adsorp-
cijskimi povr§inami in raztopino gibkih polimerov uporabil samousklajeno teorijo
polja v priblizku dominantnega osnovnega stanja, ki privzema neskonéno dolge
verige, [37, 38]. Skau in Blokhuis sta nedavno izracunala korekcije kon¢ne dolZine
polimernih verig k modelu osnovnega stanja, [44]. Tovrstne interakcije lahko
vodijo do zanimivih pojavov: med enako nabitimi makroioni zaradi moc¢nih elek-
trostatskih korelacij v kopeli vecvalentnih protiionov pride do privlaka, gl. [44],
[61], [75]. Z obravnavo tovrstnih sklopljenih sistemov imajo raziskovalci na ljubl-
janski univerzi precej izkusenj, gl. npr. [39], [42] in [40], saj so podrobno obrav-
navali planarno zamejene polielektrolitne verige, ki so mo¢no sklopljene z zunan-
jim poljem, z analiticnimi aproksimacijami pa so v limiti Sibke sklopitve med poli-
elektrolitom in zunanjim poljem raziskali tudi vedenje vecdelcnega sistema togih
DNK molekul na heksagonalni mrezi, med katerimi polielektrolitna veriga vz-
postavi t.i. mosti¢ne interakcije, gl. [68]. V primeru moéne sklopitve Edwardsova
teorija ne velja ve¢. Potrebno je uporabiti priblizek povprecnega polja, v katerem
upostevamo, da je gostotno polje nabitega polielektrolita sklopljeno z zunanjim po-
tencialom - enacbe polja je v tem primeru potrebno resevati samousklajeno.

Vsebinskih motivacij za tovrstne izrac¢une ne manjka. Kompleksi, ki nastanejo
med polielektroliti in nasprotno nabitimi makroioni, so zadnje case delezni ve-
like pozornosti zaradi obseznih aplikativnih moznosti. Eden najbolj zanimivih
primerov polielektrolit-makroionske kompleksacije je pakiranje DNK v celicnem
jedru, v katerem se priblizno 1 meter dolga molekula DNK s celotnim negativnim
nabojem 10'%,, oz. leg/1.7A zvije v celiéno jedro, ki ima nekaj mikrometrov pre-
mera. Pri tovrstni kompaktifikaciji DNK v energiji prevladuje elasti¢ni deformaci-
jski clen [54], pakirni proces pa ima hierarhic¢no strukturo, v kateri se DNK najprej
navije okrog pozitivno nabitih proteinov histonov, kar vodi do strukture, imenovane
nukleosom. Nukleosomi so nato urejeni podobno kot biseri na ogrlici in tvorijo ra-
zlicne strukture visjega reda [35, 53].

Genosomski kompleksi med DNK in razliénimi velikimi protiioni imajo posebno
velik pomen v fiziki mehkih snovi in tudi veliko pricakovano aplikativno vrednost
v uporabi genske terapije pri zdravljenju razlicnih bolezni, kjer bi z lipidnimi sloji
ali polielektroliti obdana DNK nadomestila virusne metode prenosa zdrave DNK
v celiéna jedra bolnih celic pri sesalcih. Koltover in Safinya sta s sodelavci v [11]
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SLIKA 1.1. Leva slika: Shema lamelarne faze lipid-DNK kompleksa.
DNK je modro vijolicna dvojna vijacnica, stisnjena med lipidne sloje. Desna

slika: Kolumnarna faza lipid-DNK kompleksa. Safinya s sodelavci je ekper-
imentalno potrdil fazni prehod med obema fazama, gl. [11]. Slika prirejena
po [11].

in [12] obravnavala lipid-DNK komplekse in pokazala, da ti kompleksih v kolum-
narnih fazah nudijo bistveno bolj u¢inkovit mehanizem prenosa kot pri lamelarnih
fazah [13], gl. sliko 1.1. Avtorji v [11] in [12] so eksperimentalno odkrili pre-
hode med lamelarno in heksagonalno fazo lipid-DNK kompleksov, vendar v isti sapi
opozarjajo, da kvantitativna narava interakcij v teh sistemih Se ni znana. Znano
pa je, da s preprosto coulombsko elektrostatsko sliko, ki ne vkljucuje entropijskih
ucinkov, mnogih pojavov v teh sistemih ne moremo pojasniti.

Za DNK v vodni raztopini se ve ze dalj casa, da ob prisotnosti velikih makro-
molekularnih protiionov kolapsira v urejene strukture, kjer makromolekularni pro-
tiioni delujejo kot molekularno lepilo za sicer zelo negativno nabito DNK [20]. Med
proucevane makromolekularne protiione, pri katerih je opazen ta efekt, sodijo poz-
itivno nabite lipidne molekule ter dolgi pozitivno nabiti polielektroliti. V obeh
primerih lahko DNK kondenzira v faze z lokalno heksagonalno simetrijo in ne-
mati¢no urejenostjo. Tipicen primer takSnega kolapsa DNK se vidi, ko raztopini
dodamo pozitivno nabita polipeptida polilizin (poly-L-lysin) in poliarginin (poly-L-
arginin), pa tudi pozitivno nabit razvejan polielektrolit polietilenimid (PEI).

Raziskave z rentgenskim sipanjem [19], [20] in uporaba metode osmotskega
stiskanja za doloc¢anje enacbe stanja [14] kaZejo zelo zanimivo odvisnost osmotskega
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tlaka od gostote DNK v takSnem kompleksu. Enacba stanja ima, kot je videti,
vec vej, ki jih dolocajo molekularne interakcije v kompleksu. Med temi vejami se
vcasih vidi tudi nezvezne prehode, ki so odvisni od dodatnega osmotskega tlaka, ki
ga prispeva polietilenglikol (PEG), raztopljen v rezervoarju. Pri velikih gostotah
DNK - in s tem pri velikih osmotskih tlakih - je videti, da prevladujejo neposredne
odbojne hidracijske oziroma elektrostatske interakcije med molekulami DNK. Pri
nekoliko manjsih gostotah se za¢ne kazati vpliv entropijsko pogojenih interakecij, ki
jih posredujejo pozitivno nabiti makromolekularni protiioni, pri Se manjsih gosto-
tah pa pride do faznega prehoda v sicer Se vedno heksagonalno, vendar bolj neure-
jeno fazo.

Ta prehod bomo skusali povezati s silami polielektrolitnega premoséanja, ki jih
posredujejo pozitivno nabiti makroioni. O mosti¢nih interakcijah oz. premoscanju
govorimo takrat, ko se ena polielektrolitna veriga med ve¢ nasprotno nabitimi
makroioni vzpostavi molekularne mostove in med njimi posreduje privlaéne inter-
akcije, gl. sliko 1.2. V tem primeru govorimo o t.i. mehki adsorpciji polielektrolita
na obe nabiti povrsini, ki ne izvira iz lokalnih kemijskih specifik povrsine in poli-
elektrolita, temvec iz elektrostatskih interakcij med polielektrolitom in nasprotno
nabitima makroionskima povrsinama.

Sile polielektrolitskega premoscanja so v fiziki koloidov znane Ze nekaj ¢asa in
so v dolo¢enih geometrijah in posebnih primerih tudi relativno dobro razumljene. V
tej nalogi pa se bomo posvetili posebnemu primeru polielektrolitnega premoscanja
v heksagonalno pakiranih fazah DNK.

V teoretskem uvodu disertacije predstavimo osnove statisti¢cne fizike polimerov
ter vpeljemo nekatere klju¢ne pojme podroc¢ja. Predstavimo nekatere osnovne fizi-
kalne modele polimernih verig ter izpeljemo entropi¢no elasti¢nost molekularne
verige. Nato na kratko predstavimo Floryjev model polimera in priblizek Kratky-
Porod.

V disertaciji smo se ukvarjali z obravnavo polielektrolitno posredovanih inter-
akcij v kolumnarnih fazah DNK. Model je skiciran na sliki 1.2. Kolumnarno fazo
DNK simuliramo s heksagonalno mrezo nabitih cilindrov, med katerimi se naha-
jajo neskonéno dolgi polielektroliti, kar nam omogoca reSevanje v priblizku domi-
nantnega osnovnega stanja. Sistem smo sprva opisali v limiti Sibke sklopitve med
polielektroliti in DNK elektrostatskim poljem: v cilindri¢ni geometriji smo formuli-
rali Edwardsovo teorijo povprec¢nega polja in nato resevali iz nje izhajajoce enacbe
v osno-simetricnem potencialu. Izracunali smo gostotno polje polielektrolitov in
predstavili odvisnost lastne energije osnovnega stanja od mrezne konstante in kon-
centracije protiionov.
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SLIKA 1.2. Shema naSega modela: sestavljen je iz neskonéno dol-
gih togih negativno nabitih kolumnarnih makroionov DNK (cilindra
temno modre barve) na 2D heksagonalni mrezi (kolumnarna faza DNK),
nasprotno nabitih polielektrolitnih verig (nit svetlo modre barve), ter eno-
enovalentnega elektrolita (kroglice rumene barve). Leva slika: polielektro-
litna veriga se nahaja le ob enem makroionu. Srednja slika: shema
mosti¢ne interakcije, kjer molekularna veriga povezuje razlicne makroione
in med njimi posreduje privlacne interakcije. Desna slika: nasi izracuni so
narejeni v cilindriéni Wigner-Seitzevi celici (prosojni valj sive barve).

Zatem smo celotni problem v limiti mo¢nega polja reformulirali za fleksibilne
protiionske verige, ki zapolnjujejo prostor med molekulami DNK. Zapisali smo
prosto energijo celotnega sistema v obliki, ki eksplicitno vsebuje preprosto mono-
monovalentno sol, kot recimo NaCl, in pozitivno nabite dolge polielektrolite. Iz
Euler-Lagrangeovih enacb, ki ustrezajo tej prosti energiji, smo izpeljali dve ne-
linearno sklopljeni diferencialni enachi, ki hkrati popisujeta gostotno polje poli-
elektrolitov in protiionov oz. ionov soli. Enacbi smo ob ustreznih robnih pogojih, ki
jih navajamo kasneje, resevali v cilindri¢ni Wigner-Seitzevi celici (gl. sliko 1.2), s
¢imer smo simulirali heksagonalno pakiranje DNK.

Zanimalo nas je, kaj se dogaja v eni Wigner-Seitzevi celici, vlozeni v velik rez-
ervar, ki lahko s celico izmenjuje ione soli, ne pa tudi polielektrolitnih verig, ki
iz celice ne morejo in se nahajajo v stanju omejenega ravnovesja. Na zunanji
steni Wigner-Seitzove celice smo izracunali osmotski tlak polielektrolitnih verig v
takSnem sistemu pri razliénih vrednostih fenomenoloskih parametrov, ki opisujejo
nas§ model. Studirali smo, v kak§nem primeru lahko polielektrolitno posredovane
interakcije pripeljejo do nemonotonega osmotskega tlaka v sistemu in s tem preko
Maxwellove konstrukcije do faznih prehodov med razlicnimi fazami. V disertaciji
predstavimo spinodalne in koeksistencne krivulje ter odvisnost kritiéne tocke od
makroionske povrsSinske gostote naboja ter Debyevega radija v solni kopeli.






POGLAVJE 2

Statisti¢na fizika nevtralnih molekularnih verig

2.1. Fizikalni modeli polimerov

Med polimere oz. makromolekule spadajo zelo raznoliki materiali s Siroko paleto
razlicnih morfologij, faz in fizikalnih lastnosti. Taki sistemi imajo obicajno zelo
veliko Stevilo prostostnih stopenj, zato je njihovo obnasanje tezko zajeti z golo
posplositvijo tradicionalnih formalizmov, ki so bili razviti za preproste sisteme na
atomski skali. Makromolekule in druge kompleksne sisteme lahko opisujemo na
razli¢nih nivojih, nivo konkretnega opisa pa je odvisen od tega, na katere lastnosti
sistema se Zelimo osredotociti. Predmet (in domet) statisti¢cne fizike so tako pred-
vsem makroskopski, globalni parametri kompleksnih sistemov, za opis dogajanja
na molekularni ali atomski ravni pa moramo uporabiti drugacne prijeme. Statis-
ticni modeli so obicajno razmeroma preprosti, vendar nam kljub temu omogocajo
dokaj natancen izracun nekaterih makroskopskih ravnovesnih lastnosti komplek-
snih sistemov. Mikroskopski (lokalni) modeli so narejeni tako, da ¢cimbolj natan¢no
opisujejo interakcije na kvantnem nivoju, posplositve na vecje skale pa so le redko
samoumevne. Taks$ni opisi so neizbezni pri razvoju aplikacij: izboljsave konkret-
nih materialov zahtevajo podrobno poznavanje lokalnih pojavov, vezi med gradniki,
njihovih odvisnosti in interakcij ipd. Na tem mestu bomo razvili le najenostavnejse
mikroskopske modele linearnih polimerov (tj. polimernih verig) in si ogledali nekaj
njihovih rezultatov, ki jih bomo potrebovali kasneje, pri interpretaciji numeri¢nih
reSitev nasega modela.

2.1.1. Model nakljucnega gibanja. Eden najpreprostejsih modelov linearne-
ga polimera je model, kjer obliko polimerne verige aproksimiramo s potekom na-
kljucnega gibanja po prostoru. Naklju¢no gibanje se za¢ne v (poljubni) izhodis¢ni
tocki, ki predstavlja en konec polimera, in kon¢a v kon¢ni tocki, ki predstavlja drug
konec polimera. Od enega do drugega konca pridemo v N korakih v naklju¢ne
smeri, ki opisujejo N naklju¢no orientiranih, v verigo povezanih monomerov. Ori-
entacijo i-tega monomera opiSemo z vektorjem r;, njegovo dolZino pa oznac¢imo z b.
Zacetno in konéno tocko i-tega monomera oznac¢imo s krajevnima vektorjema R; in
R;.1, tako da velja r; = R;,; —R;. Vektor, ki povezuje oba konca polimera, ozna¢imo
z R.. (ang. end-to-end vector). Ocitno velja R., = Zf\i . =Ry — Ry (gl. sliko 2.1).
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SLIKA 2.1. Modeliranje polimera z nakljuénim gibanjem. Orientacijo
prvega monomera predstavlja vektor r1, orientacijo drugega predstavlja vek-
tor ry, ki je od r; popolnoma neodvisen itd. Orientacijo i-tega monomera
predstavlja vektor r; = R; 11 — R, pri Cemer za vsak i velja r; = b.

Oglejmo si, kako je tipi¢na prostorska razseznost polimera odvisna od njegove
dolZzine. Pred tem omenimo, da ni samoumevno, kaj naj bi tipi¢na razseznost
polimera pomenila. V polimernem sistemu lahko namrec¢ definiramo razli¢cne karak-
teristicne velikosti. Primeri takih karakteristiénih velikosti so: (i) koren povpreéne
vrednosti kvadrata razdalje med koncema polimera < R2, >!/2 (ii) povpreéna raz-
dalja med koncema polimera < |R..| > (iii) povpretna maksimalna razdalja med
katerimakoli segmentoma polimera < max; ;|R; — R;| > itd. Navedena povprecja
< .. > pomenijo povprecenje po vseh polimernih konformacijah. Vse tri navedene
velikosti so sorazmerne produktu N'/2a, razlikujejo se zgolj za multiplikativno
konstanto. Tule se bomo ukvarjali izklju¢no s prvo zgoraj navedeno karakteris-

1/2, Ker gre za opis konfiguracije polimera v mod-

tiéno velikostjo, torej z < R?, >
elu naklju¢nega leta, je orientacija vektorja r; popolnoma neodvisna od orientacije
kateregakoli vektorja r;;, torej v primeru j # i velja <r; -r; >=<r; > - <r; >=0

m

<RZL>=) <rir;>=)» <r!>=Nb.
¥ i
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Dobili smo za naklju¢no gibanje znacilen rezultat: tipicna dimenzija polimera v
okviru tega modela nara$éa s korenom $tevila monomerov, torej kot < R?, >!/2=
bN'/2. Izpeljimo verjetnostno porazdelitev vektorja Ree, ki jo bomo potrebovali za
nadaljne racune. Najprej potrebujemo porazdelitev po orientacijah posameznih
monomerov. Ker gre naklju¢ni sprehod, in so torej orientacije monomerov neod-
visne ena od druge, lahko konformacijo polimera V¥ (r;) zapiSemo kot produkt ori-

entacij vseh N monomerov

(1) U(r,) = eri),

kjer s ¢(r;) oznac¢imo verjetnostno porazdelitev orientacije enega monomera, ki
je kar nakljuéna porazdelitev vektorja z dolzino b:

(2) Yr) =

Verjetnostno porazdelitev vektorja R.., da bosta po N korakih konca polimera

d(|r;] —b) .

napenjala vektor R.., dobimo iz konformacije polimera s pomocjo integrala

(3) Pyn(Ree) = /drl/er‘../drN 5 [Ree - ﬁ:r] ﬂ¢(ri).

=1 =1
Za dovolj velike N je porazdelitev Py (re.) Gaussova (za natanéni izracun gl. npr.
[89], str. 306, ali [81], str. 12):

3 \Y? 3R2,
@ Fr(Ree) = (QWNbQ) P (_ 2Nb2> ‘

Do enakega rezultata pridemo tudi v primeru, ko polimer modeliramo na kak
drug nacin. Gaussovska oblika porazdelitve Py(R..) namreé¢ ne izhaja iz last-

nosti nasega konkretnega modela naklju¢nega gibanja, temvec je posledica statis-
ticnega centralnega limitnega izreka in ena od temeljnih lastnosti (dovolj dolgih)
polimerov.

2.1.2. Entropicna elasticnost. 1z porazdelitve (4) lahko z logaritmiranjem iz-
racunamo entropijo verige S = kg In Py(R..) pri fiksni precni dimenziji R..

3kpR?,
(5) S<Ree) - SO - 2Nb2 9
kjer je kp Boltzmannova konstanta. Od tod je do ustrezne proste energije le korak:
1 (3kT\ .,
F —E—-TS=Fy+ = .

Tako smo izpeljali zanimivo lastnost polimerne verige, ki v polimerni fiziki nosi
ime entropic¢na elasticnost. Ko polimerno verigo raztegnemo, tj. povecamo R..,
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njena entropija pade, prosta energija pa zraste: za razteg smo morali opraviti delo
- veriga se globalno vede elasticno, ¢eprav je lokalno sestavljena iz togih mono-
merov. Elasti¢nost polimerne verige je povezana z njeno entropijo. Pri nerazteg-
njenem polimeru je $tevilo moznih konformacij vecje kot pri raztegnjenem, zato
je entropija pri raztegnjenem polimeru manjSa kot pri neraztegnjenem, medtem
ko je prosta energija raztegnjenega polimera vecja od proste energije neraztegn-
jenega polimera. Iz enacbe (6) lahko preberemo tudi efektivno "konstanto vzmeti"
polimerne verige & = 3kzT/Nb?. Konstanta vzmeti s temperaturo naraséa - pri
vi§jih temperaturah moramo za enak raztezek polimer obremeniti z vecjo silo. Ce
polimer ob konstantni obremenitvi grejemo, se za¢ne kréiti. Ta pojav lahko enos-
tavno opazujemo: ko segrevamo zavijalno folijo iz polietilena, se ta krci, podoben
pojav kréenja ob segrevanju pa opazimo tudi pri gumah. Taksno vedenje je ravno
nasprotno od tistega, ki ga opazimo pri kristalih, kjer je koeficient linearnega
raztezka tipi¢no pozitivno odvisen od temperature.

2.1.3. Izkljuéitveni volumni: Floryjev model. Pri modelu naklju¢nega gi-
banja se obnasamo, kot da je polimer t.i. fantomska veriga, katere segmenti se
lahko neomejeno prekrivajo v prostoru. Realnejsi modeli polimerov upostevajo, da
imajo monomeri - s tem pa tudi polimer - koncen volumen, kar omeji moznosti
nakljuénega gibanja, saj se dva razlicna segmenta polimera v resnici ne moreta
znajti na istem kraju ob istem casu. V takih modelih, ki jih je prvi formuliral
Flory v letu 1940, lahko prvi¢ zacnemo govoriti o interakcijah dolgega dosega med
razlicnimi segmenti polimera, ki so si na verigi dale¢, v prostoru pa blizu. V mod-
elu naklju¢nega gibanja takih interakcij ni. Najpreprostejsi interakcijski potencial
je kar steri¢ni potencial, s katerim simuliramo zgolj trdo sredico interakcije: tak
potencial je enak ni¢ povsod, kjer se razlicni segmenti polimera ne dotikajo, ob
dotiku pa zraste prek vseh meja. Takemu modelu pravimo model samoizogiba-
jocega gibanja (ang. self-avoiding flight). Zaradi omenjenih interakcij pakiranje
polimera ne more biti ve¢ tako tesno kot v primeru naklju¢nega gibanja. Okrog
vsakega segmenta polimera lahko namre¢ definiramo t.i. izkl[jucitveni volumen, v
katerega ne more prodreti noben drug segment polimera. Volumen, ki ga zavzame
polimer, ki se ogiba samega sebe, bo torej v primerjavi z volumnom fantomske
verige narastel. Temu pravimo efekt izkljucitvenih volumnov. Flory in Kuhn sta
pokazala, da tovrstne interakcije dolgega dosega vplivajo na statisticne parame-
tre verige. Tipi¢na dimenzija polimera npr. ne narasca ve¢ s korenom iz Stevila
monomerov N, temvec z vi§jo potenco

(7) <R2 > N
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Kritiéni eksponent v(d) je odvisen od dimenzije problema d. V prostorskem (d = 3)
primeru v pri nakljuénem gibanju znasa 1/2, ob upostevanju izkljucitvenih volum-
nov pa je v(3) ~ 3/5, ki mu re¢emo Floryjev eksponent (natanc¢nejSa obravnava,
ki uposteva Se fluktuacije gostotnega polja, daje vrednost v(3) ~ 0.588, kar se pre-
senetljivo dobro ujema z grobim Floryjevim modelom, gl. [93], str. 50.):

3 -D fantomska veriga: r., ~ N'/?
3 -D ogibajoéa se veriga: r.. ~ N3/

Efekt izkljuc¢itvenih volumnov je pri dolgih verigah nezanemarljiv, saj spremeni
kriticni eksponent in ne le amplitude. Ko Zelijo v model poleg trdega stericnega
odboja kratkega dosega vpeljati Se Sibke van der Waalsove privlacne sile dolgega
dosega, v prvem priblizZku obicajno uporabijo Lennard-Jonesov potencial oblike
V(r) = €[(c/r)'? — (o/r)°], kjer sta £ in o modelska parametra. Veé o obravnavi
izkljuc¢itvenih volumnov in dodatnih modifikacij modelov bralec najde npr. v [91]
in [81].

2.1.4. Model Kratky-Porod in persisten¢na dolzina. Realni polimeri v res-
nici niso popolnoma gibki in upogljivi v zglobih med monomeri verige, ampak lahko
vsaki deformaciji pripiSemo od ni¢ razli¢no elasti¢no energijo. V takih primerih
molekularno verigo bolje opiSemo z modelom, ki sta ga leta 1949 predstavila Kratky
in Porod. Molekulo v modelu Kratky-Porod opisujemo kot povsod zvezno in zvezno
odvedljivo nit (v uporabi je tudi oznaka WLC model, ang. Worm-Like Chain). Pri
modelu nakljuénega gibanja je bil polimer upogljiv le v diskretni mnozici tock,
pri modelu Kratky-Porod je upogljiv povsod, z upogibom pa je povezana dolo¢ena
elasti¢na energija.

SLIKA 2.2. Razliéna modela polimera. Na levi model je prikazan model
nakljuénega gibanja, kjer je polimer popolnoma gibek zgolj v diskretnih
tockah prostora, na desni pa model Kratky-Porod, kjer je polimer upogiben
povsod - a vsak upogib zahteva vloZeno delo.
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Polimer dolzine L parametriziramo s parametrom n C [0, L], ki tece vzdolz kon-
ture polimera, polje tangentnih vektorjev na verigi oznac¢imo s t(n), do poljubne
tocke na verigi pa vodi krajevni vektor R(n). V tej sliki je t = OR/0n in

L L OR(n)
Ree—/o t(n)dn—/o dn o

kjer je t(n) tangentni vektor na polimer v tocki n. Iz teorije elasti¢nih deformacij
tankih palic sledi, da je za upogib ravne palice potrebna energija, ki je obratnoso-
razmerna s kvadratom krivinskega radija R, upognjene palice £ « 1/R? [85] oz.

;

Ce je tangentni vektor vzdolZz polimera konstanten, je polimer ravna palica. Ela-

natanéneje:

L
(®) Fupe = ~K / dn (at(n)
2 Jo n

0

sticna energija mora biti odvisna od odvoda tangentnega vektorja. Sedaj lahko
zapisemo particijsko funkcijo

t(L):tL g t(n
9) Z :/ Dt eI an(%52)"
t(0)=k
kjer je 3 = 1/(kgT) inverzna termicna energija. To je particijska funkcija za

polimer, ki se za¢ne v tocki t(0) = k in je v zacetni tocki orientiran v smeri z-
osi (k je enotski vektor v z smeri), ter se po prepotovani poti z dolzino L konca v

tocki, kjer je njegov tangentni vektor enak t(L) = t;. Z notacijo ftt(is): * Dt oznatu-

Kk
jemo funkcionalni integral, ki pomeni vsoto po vseh tangentnih poljih na polimer
z dolzino L, ki je na enem koncu orientiran v smeri z-osi, na drugem koncu pa v
smeri t7, gl. npr. [92]. Edwards in Doi na tej tocki vpeljeta analogijo s kvantno
mehaniko. Ce za naravni parameter n vpeljemo imaginarni ¢as n = it, potem par-
ticijska funkcija postane

t(L):tL i _— £\ 2
(10) 7z / Dt I a3

t
v ¢emer lahko prepoznamo [81, 92] s Feynmanovim integralom po poti izrazeno
reSitev Schrodingerjeve enacbe za en delec, ¢e k3T nadomestimo s /, K z maso m
delca, in t z lego delca. Ker je t enotski vektor, je tudi ustrezajoci krajevni vektor
delca enotski vektor - delec se torej nahaja na enotski sferi. Za particijsko funkeijo
torej velja Schrodingerjevi analogna enacba [90]
0z 1

11 — =_1L*Z
(11) on  2l, ’
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kjer z izrazom [, = 3K vpeljemo persistenc¢no dolZino polimera, L? pa je kotni del
Laplaceovega operatorja
1 0 0 1 02
12 L? = — | sinf— —_— .
(12) sin 6 06 (sm 89) T 0¢?

Fizikalni pomen persistencne dolzine razberemo iz sledecega izracuna. Ker je

polimer statisticno gledano enak vzdolZz celotne konture, lahko pri izra¢unu ko-
relacije tangentnih vektorjev uporabimo homogeni nastavek

(13) < t(n)-t(n') >=<t(n—n') - t(0) >=< cosf(n —n’) > .

Povpreéje < cosf > tu pomeni s particijsko funkcijo utezeno povprecenje po pros-
torskem kotu

[* d(cos ) cos 02
(14) < cosf) >= — .
J-, d(cos0)Z
Z uporabo formul (11), (12) in (14) lahko izpeljemo, da velja
—n' 1 1
(15) 0 < cosbln =) > = — < L?cos(n —n/) >= —— < cosf(n —n') >,
on 21, Ly
kjer smo upostevali, da velja L? cos§ = —2cos 6. Iz enacbe (15) sledi
(16) < cosB(n —n') >=e /b

Pokazali smo, da korelacija med orientacijami segmentov polimera pada ekspo-
nentno s polimerno konturno razdaljo, in sicer na skali persisten¢ne dolZine I,,.
To ni presenetljivo, saj ve¢je lokalne deformacije zahtevajo vec vloZzenega dela kot
manjse. Energijsko je ugodneje, da se molekula upogiba gladko in povsod, kot
pa ostro na diskretnih mestih, zatorej pricakujemo, da bodo tangentni vektorji v
dveh bliznjih tockah polimera kazali v priblizno enako smer in da bodo korelacijo
izgubljali Sele zlagoma, na vecjih razdaljah. Persistencna dolzina torej predstavlja
tipi¢no dolzino vzdolZ polimera, na kateri polimerni tangentni vektorji popolnoma
dekorelirajo. Mozna je tudi interpretacija, da se lahko polimer mocno zvije Sele
na razdaljah, ki so precej vecje od /,, medtem ko je za razdalje pod persisten¢no
dolZino razmeroma raven. Persistencna dolzina predstavlja minimalno mersko
lestvico, nad katero linearno verigo Se lahko obravnavamo z gaussovskimi aproksi-
macijami. Iz persistencne dolzine lahko ugotovimo, kako upogljiv je polimer. Zelo
mehki in upogljivi polimeri imajo majhne persistencne dolzine, kar pomeni, da
tangentni vektorji na verigi zelo hitro dekorelirajo. Pri dolgih linearnih polimerih
alkanih persisten¢na dolzina znasa ~ 1 nm. Pri manj upogljivih verigah je deko-
relacija pocasnejsa, persistenc¢na dolZina pa vec¢ja. Primer za to je npr. molekula
DNK, katere persistencna dolZina znasa ~ 53 nm, ¢emur ustreza okrog 150 baznih
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parov v dvojni vijacnici. Pri modelih naklju¢nega gibanja persistencne dolzine ni
moc¢ vpeljati, ker je po definiciji enaka ni¢, saj so orientacije monomerov popolnoma
nekorelirane. Kvadrat vektorja med zacetkom in koncem polimera sedaj izracu-
namo takole:

(17)

n n

/dndn <8I;T(l) OR(n >:/L/dndn < t(n—n')-t(0) >=

L n
://dndne n= = 91 (L — 1, + L,e 2/%) .
0

< (R(L)—R(0))? >=

O\h

Rezultat (17) ima pomembni limiti [90]. Prva limita je tista, kjer je dolzina L
polimera bistveno daljSa od persisten¢ne dolZine /,:
(18) L/lﬁffoo < (R(L) — R(0))* >= 2L = bL.
DolZini b = 2], = 25K obicajno reéemo Kuhnova dolZina in opisuje neodvisno enoto
polimerne verige. V tej limiti termi¢na kopel na skali Kuhnove dolzine unici ko-
relacije dolgega dosega med dovolj oddaljenimi deli polimera. Druga limita izraza
(17) je limita, kjer je dolzina polimera bistveno krajsa od persistenéne dolzine. V
tem primeru lahko eksponent v (17) razvijemo do ¢lenov 2. reda in dobimo
(19) lim < (R(L) - R(0))? >=L*.

L/l,—0
Tu je torej razdalja med koncema polimera enaka L, polimer se torej vede kot popol-
noma iztegnjena palica. Termic¢na kopel tu ne igra nobene vloge.

Polimer se torej na razdaljah mnogo pod persistenéno dolzino vede kot toga pal-
ica, na razdaljah nad persistenc¢no dolzino pa korelacijska funkcija < t(n — n') - t(0) >
eksponentno razpade. Na skalah nad persistenc¢no dolzino lahko zato polimer
- vsaj kar se tice njegovih globalnih lastnosti - opiSemo v modelu nakljuénega
gibanja, kjer v vsakem koraku sko¢imo za Kuhnovo dolzino dale¢. Vsak korak
tu igra vlogo nekaksnega "monomera" dimenzije b. Lahko gremo Se dlje: fiksiranje
dolzine skoka na dolzZino b je v resnici nepotrebno. Dovolj je, ¢e zahtevamo zgolj
to, da so dolzine skokov normalno porazdeljene okrog dolzine b. Gibko verigo mod-
ela Kratky-Porod lahko torej na velikih skalah opisemo kot naklju¢no gibanje, za
dolzine korakov gibanja r pa velja Gaussova porazdelitev

(20) Y(r) = (3/2mb%)%% exp|[—3r?/20%]
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tako da je < r? >= b?. Taki verigi pravimo Gaussova veriga in je zaradi centralnega
limitnega izreka v termodinamski limiti N — oo ekvivalentna verigi, ki jo gener-
iramo z modelom naklju¢nega gibanja s fiksno dolzino koraka, gl. npr. [89] str.
308. Za orientacijsko nekorelirane monomere, ki jih opiSemo z vektorji r;, potem iz
enacb (20) in (1) sledi

N g N
(21)  W(ry,..,ry) = H(3/27rb2)3/2 exp[—3r2 /2b%] = (3/27b*)3/? exp [—@ Zri

n=1 n=1

Ko upostevamo, da jer, = R,,;1 — R,,, dobimo

N
(22) U(ry,...,ry) = (3/21b%)%2 exp [_— Z(Rn—H - Rn)2]

n=1

V zvezni limiti dobimo Wienerjevo porazelitev

(23) T(R(n)) x exp [—i /O Y dn (aR(”)ﬂ .

262 on






POGLAVJE 3

Statisti¢na fizika nabitih molekularnih verig

3.1. Poisson-Boltzmannova teorija nabitih tekoc¢in

V nadaljevanju predstavljamo Poisson-Boltzmannovo teorijo ionskih raztopin.
Gre za teorijo povprecnega polja, s katero bomo opisali ionski oblak in ki se naslanja
na naslednje predpostavke: i) edine interakcije v sistemu so Coulombske interak-
cije med nabitimi delci. ii) Konstantne in inducirane dipolne interakcije zanema-
rimo. iii) Naboji so tockasta telesa, zato ne upostevamo neelektrostatskih inter-
akcij kratkega dosega, npr. steri¢nih. iv) Vodno raztopino modeliramo kot zvezen
medij s konstantno dielektri¢no konstanto ¢ = 80. v) Elektrostatsko polje ¢(r), v
katerem se nahaja vsak ion, je zvezno povprecno polje ostalih sistemskih nabojev.
Isto velja za gostoto nabojev p(r).

V nasSem sistemu se med kolumnarnimi makroioni ter polielektrolitnimi veri-
gami nahajajo prosti ioni razlicnega predznaka, gl. sliko 1.2. Vsak ion okrog sebe
ustvari ionski oblak, ki je v povpre¢ju sferno simetricen [84]. Ioni z nabojem e
imajo v polju ¢(r) energijo eyo(r), torej je verjetnostna gostota takega elektrolitnega
oblaka v skladu z Boltzmannovo porazdelitvijo

(24) ngy = noeﬂFﬂeqb(r) ’

kjer se n, in n_ nanaSata na pozitivno in negativno nabite delce, n, pa je gostota
ionskega oblaka v odsotnosti zunanjega polja, tj. pri ¢(r) = 0. Za gostoto naboja
p(r) velja Poissonova enacba

(25) V() = 25

€€p

Zanjo zaradi elektronevtralnosti fv pdV = fav on - dS velja znani robni pogoj:
(26) n- v¢(r)|rob = _0/650 s

kjer je n normalni vektor na povrsino makroiona, ¢ pa povrsinska gostota naboja
na makroionu DNK. V primeru protiionov so vsi prosti naboji v (elektronevtralnem)
sistemu nasprotnega predznaka kot povrsina, tj. p = egny = egng. V primeru soli
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seveda velja p = egny — egn_. Ko zdruzimo enacbi (24) in (25), dobimo Poisson-
Boltzmannovo enacbo, ki se v primeru protiionov glasi

(27) V24(r) = G010 ~peod(r)

€€

v primeru soli pa

(28) V2p(r) = 00 (e=Peodr) _ gBeodl)) — €97 sinh(Beyd(r)) .

€€p €€
V sibkem polju, kjer je coulombska interakcija posameznega iona z povprec¢nim
zunanjim poljem bistveno manjSa od povprecne termicne kineticne energije (t;j.
za epo(r) < 25 meV), lahko hiperboli¢ni sinus razvijemo in dobimo linearizirano
Debye-Hiicklovo enacbo

2
- 2Being
€€

(29) V¢(r) o(r) = K¢(r).

Vpeljali smo Debyejev valovni vektor x? = 23e2ng/¢cy, ki je obratna vrednost Debye-
jevega radija senéenja x = \,'. Debye-Hiicklovo enacbo (29) lahko v osnosimetri-
¢nem primeru prepiSemo v radialni problem in ob upostevanju robnega pogoja (26)
in elektronevtralnosti dobimo znano resitev za ¢(r): sencen coulombski potencial

—RT

€y €

(30) ¢(r) =

dmeeg T

Ce zgornji potencial razvijemo v vrsto za majhne xr, dobimo

6(r) e n e n e 1
r)~ K+..= - —K
dreeqr  4dmeeg 4meeg \ 1

Izpusceni c¢leni pri » — 0 potencno izginejo. Prvi ¢len vrste predstavlja coulomb-

sko polje centralnega iona, drugi pa povprecno polje vseh ostalih ionov v oblaku.
Poisson-Boltzmannova enacba je uporabna analiticna aproksimacija z mnogimi
aplikacijami. Ker je nelinearna, njene analiticne resitve obstajajo le v posebnih
primerih robnih pogojev. Vedno pa se lahko resevanja lotimo numeric¢no in na ta
nacin dolo¢imo elektrostatsko polje in gostotne profile. éeprav je v cilindri¢ni ge-
ometriji natanéna resitev znana, smo se v disertaciji odlo¢ili za numeri¢no rese-
vanje - med drugim tudi zato, da preverimo delovanje programske kode, ki je
preizkus uspesno prestala, a o tem kasneje. Kot vsaka aproksimacija ima tudi
Poisson-Boltzmannova enacba omejeno podrocje veljavnosti, vendar v fizioloskih
pogojih, kjer povrsine niso premoc¢no nabite, razmeroma dobro velja.

Dolzina sencenja \p variira od ~ 3 A v ny = 1 molarni raztopini NaCl, pa do
1 yum v &isti vodi, kjer je molarnost raztopine reda velikost ny ~ 10~7. Uporabna
formula za racunanje dolzine sencenja v odvisnosti od molarnosti raztopine n, je
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Ap = 3.05 A/ \/W . Debye-Hiicklova slika na preprost nacin opisuje interak-
cije med ioni. Pove nam, da interakcija med danima ionoma na razdalji r zaradi
sencenja ostalih nabojev v sistemu eksponentno razpade v skladu z enacbo (30).
V prvem priblizku lahko recemo, da je v primeru » < A\p Coulombska interakcija

! odvisnost, medtem ko pri ve¢jih razdaljah preide v

rahlo sencena in ohranja r~
eksponentno sencenje.
Ustavimo se Se pri Poisson-Boltzmannovi Hamiltonki sistema. Na podlagi opisa

sistema ga lahko sestavimo iz naslednjih prispevkov

(31) BHpp = % > eeulrir) + > eide(ri)
iyj=a,c i

pri éemer je u(r;,r;) = (1/4meeo)|r;—r;| ! standardno Coulombsko jedro, tako da prvi
clen zgoraj pomeni parsko interakcijo med gibljivimi naboji (anioni a, kationi ¢) v
sistemu; drugi ¢len pomeni interakcijo vsakega naboja z zunanjim potencialom ¢.,
ki izvira iz nabitih povrsin v sistemu. K omenjeni Hamiltonki se bomo v razsirjeni
obliki vrnili ob formulaciji samousklajene teorije za moc¢na polja - dodali ji bomo
Se entropicni prispevek polielektrolitnih verig, ki jih bomo opisali z Wienerjevo
distribucijo, ter prispevek elektrostatskih interakcij med gibljivimi naboji soli in
med nabito polielektrolitno verigo.

3.2. PribliZzek povprecnega polja in teorija samousklajenih polj

Gre nam za to, da poiSCemo razmeroma preprost opis interakcij med nabito
verigo in njeno okolico. Bistvo priblizka povprecnega polja je razklopitev interakecij
in povprecenje po nekaterih parametrih v sistemih, ki vsebujejo vecdel¢ne interak-
cije. Te metode so - vsaj v segmentu, ki zanima nas - koristne pri obravnavi mnozice
polimernih verig, med katerimi prihaja do steri¢nih in elektrostatskih interakcij
med monomeri. Pri tem predpostavimo, da so vsi monomeri identic¢ni, ter da v sis-
temu ni interakcij dolgega dosega. Ker je obravnava vec¢delénih interakcij notoriéno
zapletena, so metode povprecnega polja na tem podrocju zelo dobrodosle. V tem pri-
blizku se osredotocimo na eno verigo v zunanjem polju, v katerega pospravimo vse
interakcije, ki v sistemu obstajajo - s tem problem vecih teles prevedemo na prob-
lem enega telesa v zunanjem polju. Konformacijo opazovane verige potem mod-
eliramo kot idealno verigo v povpreénem zunanjem potencialu ¢(r), ki ga generira
okolica verige. V naSem primeru se v polju ¢(r) skrivajo prispevki ostalih verig,
soli ter heksagonalne mreze kolumnarnih makroionov DNK. Eden nasih glavnih
ciljev je izra¢un gostote monomerov odlikovanega polimera p. Monomer odlikovane
verige, ki se nahaja na mestu r, ¢uti povprecno zunanje polje ¢(r), ki je odvisno od
gostote vseh ostalih monomerov p(r) ter od vsote v(r) ostalih prispevkov, ki niso
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povezani z verigami v okolici - v sistemu, ki ga obravnava disertacija, je to npr.
prispevek soli in heksagonalne mreze makroionov DNK. Torej lahko zapisemo

(32) d(r) ~ kgTx p(r) + ~(r)

kjer x predstavlja interakcijski parameter, v katerem se skrivajo van der Waalsove
interakcije monomer-monomer, monomer-protiion in protiion-protiion [91]. Ce naj
bo teorija usklajena, mora biti gostota p(r) sama odvisna od zunanjega potenciala
¢(r) itn., torej

(33) P(r) ~ kpTx p(o(r)) +~(r)

Ker je polimerna gostotna sama odvisna od povpreénega zunanjega potenciala, v
katerem se nahaja, je potrebno enacbo (33) reSevati iterativno, za resitvi za p in
¢(r), h katerima iteracija konvergira, pa pravimo, da sta samousklajeni.

3.3. Polielektrolit v zunanjem polju v limiti Sibke sklopitve

Do sedaj nismo nikjer dosledno upostevali, da so molekularne verige lahko tudi
elektri¢no nabite. To bomo storili sedaj - nekatere lastnosti molekularnih verig, ki
jih bomo uporabili v nadaljnih izracunih, smo Ze izpeljali v razdelku o nevtralnih
verigah.

3.3.1. Greenova funkcija. V tem razdelku obravnavamo vedenje nabite mole-
kularne verige s Kuhnovo dolzino 0. Vsak del verige z dolzino b, ki bo odslej
igral vlogo neodvisnega ter po dolZini renormiranega monomera verige, naj bo v
povprec¢ju nabit z nabojem 7. Ce na vsak tak monomer polielektrolita na mestu
R(n) = R,, deluje povprecni zunanji potencial ¢(r), potem je ravnovesna porazdelitev
gaussovske verige modificirana z Boltzmannovim faktorjem exp[—( Zivzl o(R,)],
oziroma v zvezni sliki

N
(34) exp {—ﬁ / dn ¢<Rn>] ,
0

kjer je, kot obi¢ajno, 5 = 1/kpT inverzna termic¢na energija. Wienerjeva porazde-
litvena funkcija (23) tu postane

(35) U(R(n)) x exp [—% /ON dn @—3)2 - ﬁ/ON dn gb(R(n))] .

Pri statisti¢ni obravnavi takih sistemov je koristno vpeljati Greenovo funkcijo poli-
elektrolita, ki je definirana z enacbo
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Ry=R

[ DR exp [~ Y dn (92)” — 3 [ dn 6(R(n)]

Ro=R’

(36) Gy(R,R) = —
=R 3 (N g, (0R\2
JdR [ DR, exp [_W fo dn (a—n) }
Ro=R’
kjer notacija [ DR,, oznacuje funkcionalni integral, saj je R,, = R(n) zvezna funkcija
spremenljivke n, s katero parametriziramo prostorsko krivuljo, ki opisuje poli-
elektrolitno verigo. Funkcionalni integral je tako opredeljen prek limite

/'DRnE lim H/an.

Integracijski meji Ry = R’ in Ry = R oznacujeta funkcionalni integral po vseh
konformacijah, ki se zacnejo v R’ in s tem, ko parameter n pretece vrednosti med
0 in N, pripotujejo v R. V odsotnosti zunanjega polja, tj. pri ¢ = 0, se Greenova
funkcija Gaussove verige poenostavi v Gaussovo verjetnostno porazdelitev

(87  GN(R,R)|y—0 = Gy(R — R/) = [3/27Nb*]*? exp[-3(R’ — R)?/2NV?]A(N) ,

kjer je 6(IN) Heavisideova funkcija, ki smo jo dodali zgolj zaradi matemati¢ne prik-
ladnosti, s tem je Gy(R,R’) definirana tudi za N < 0. V sploSnem primeru ¢ # 0
pa Greenova funkcija Gx(R,R’) predstavlja Stevilo konfiguracij, tj. particijsko
funkecijo verige, ki se zacenja v R’ in konc¢uje v R, ko parameter na polimerni kon-
turi pretece vrednosti med 0 in N.

3.3.2. Edwardsova enacba. Funkcionalni integral lahko preoblikujemo v zve-
zo, ki je prikladnejsa za nadaljne izracune. V primeru, ko je zunanje polje ¢ = 0, je
porazdelitev G (R, R’) Gaussova, njena Fourierova transformacija pa je

21,2
(38) Gyv(R-R') = / (;1{)3 exp(—ik - (R — R/)) exp (—Nb6k ) O(N)
in ni tezko pokazati, da velja
(39) d 21,2 21,2
GN(R' — R, k , [ vk "

N(aN ) = / 2n)? exp(—ik - (R — R’)) [—T exp <— G ) O(N) + 5(N)} =

2
= %WGN(R’ —R) + (R —-R)I(N)

Analogijo enacbi (39) za neniceln zunanji potencial ¢ # 0 bomo izpeljali v diskretni
sliki, kjer polimer obravnavamo v modelu naklju¢nega leta po vozlis¢ih kubi¢ne
mrezZe, pri cemer sledimo de Gennesovemu argumentu v [91]. Prehod iz zvezne v
diskretno sliko lahko naredimo brez izgube splosnosti [91], ker ta prehod de facto
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pomeni le renormalizacijo dimenzij sistema, gl. [93], str. 34. Statisticna utez
verige v zunanjem potencialu je enaka exp[—[3 25:1 »(R,)], vsota utezi za vsako
mozno konformacijo s fiksnima koncema R in R’ pa je

(40) 2NGN(R,R)

kjer je z Stevilo najblizjih sosedov danega vozliséa na mrezi; »"¥ tako pomeni stevilo
vseh poti z N koraki, medtem ko nam Greenova funkcija to Stevilo omeji na tiste
poti, ki ustrezajo fiksnima koncema polimera R in R/. Ce k nakljucnemu letu
dodamo Se en korak, bomo od R’ do R prispeli v NV + 1 korakih. To pomeni, da bomo
v N korakih prispeli do enega od bliznjih sosedov od R, v zadnjem, edinem moZnem
koraku pa potem do R. Imamo torej ve¢ moznih scenarijev, pri katerih vsak zadnji
korak vodi do R, vsak predzadnji do poljubnega najbliZjega soseda na mrezi. Ce
oznacimo mrezna mesta najblizjih sosedov konca polimera z R”, potem je vsota po
poteh, po katerih iz predzadnje lege R” z enim korakom prispemo v zadnjo lego R,
enaka

(41) > Gy(R,R").

RII
Pri vsaki od gornjih konformacij v statisti¢ni vsoti upostevamo le korake med R’ in
R”, zato moramo zadnji korak, ki vodi do konca polimera v R, v vsoto dodati sami:

(42) Cnn(RR) = = 3" Gu(RR”) exp(~ 36(R)) .

R
V limiti dolgega polimera, kjer je razdalja |R — R’| mnogo vecja od mrezne kon-
stante b, in v primeru Sibkega in pocasi se spreminjajocega zveznega povprecnega
zunanjega potenciala ¢ < 25 meV, lahko fazno vsoto razvijemo v Taylorjevo vrsto
okrog Gy (R’,R”) do ¢lenov drugega reda:

(43)  Gya(RR)=(1-6(R) Y [Gu(R\R") + (R~ R) - VG(R', R)+
.

1 *Gny(R/, R
+—(R . Ru)a(R i R”)Ig N( ) )

2 0R,0Rg3 +oo
V centrosimetri¢ni mrezi vsi ¢leni, ki so linearni v odvodih, izginejo, statisticna
vsota pa tece le po najblizjih sosedih, med katerimi je razdalja |[R — R”| = b. Torej
velja

11 , , PGy(RLR") b? 92G (R, R")
(4D z 2 3B - RU(R-RYs OR.OR; 2 Oasg OR.OR;

R// R//

b2
= Evch(R’,R)
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Sedaj upostevamo, da v centrosimetri¢ni mrezi velja >, Gy = 6Gy, in Se (zaradi
tega koraka smo prej privzeli limito dolge verige) Gn,1 — Gy =~ %:—NN. Sledi Ed-
wardsova enacbha

b? IGN(R ;R
(45) —EVQGN(R/, R) + 6¢(R)GN(R,, R) = —% ,
ki je strukturno identi¢na Schrodingerjevi
- - L OU(r, )
(46) —%V U(r,t) + V(r,t)¥(r,t) = —th :

Clen B¢ je torej polielektrolitna analogija kvantnomehanskemu potencialu V(r),
medtem ko N ustreza imaginarnemu c¢asu it. V tem sta lepota in mo¢ Edwardsove
enacbe. Dolocena polielektrolitna konformacija ustreza doloceni poti kvantnega
delca skozi fazni prostor; polielektrolitna Greenova funkcija je z Boltzmannovim
faktorjem utezena statisticna vsota vseh moznih konformacij dolzine N med fik-
snima prostorskima koncema, kvantna enodel¢na valovna funkcija pa je koher-
entna superpozicija amplitud posameznih poti delca skozi fazni prostor med dvema
fiksnima ¢casoma. Resitve Edwardsove enacbe so zato ekvivalentne resitvam Schro-
dingerjeve enacbe, ki jih v kompleksni ravnini rotiramo za /2.

3.3.3. Priblizek osnovnega stanja. Po zgledu iz kvantne mehanike vpeljimo
operator H

2
47) H = —%V2 + Bo(R) ,

ki mu po zgledu stacionarnih lastnih funkcij iz kvantne mehanike pripisemo od
Stevila monomerov N neodvisne lastne funkcije ¢ (R)

(48) Hi(R) = En(R) .

Ker je operator H o¢itno sebi-adjungiran, tvorijo njegove lastne vrednosti £, monotono
narascajoce zaporedje realnih vrednosti, njegove lastne funkcije pa tvorijo ortonormi-
ran kompleten sistem

(49) / GR)GR)AR = oy
(50) > Ui(R)Uk(R)

S(R'—R).

Greenovo funkcijo Gy (R’,R) lahko po zgledu iz kvantne mehanike razvijemo po
lastnih funkcijah operatorja H

(51) Gn(R,R) =1 g (R)yn(R) e o
k
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Z uporabo formule (49) lahko za Greenovo funkcijo zlahka dokazemo Kolmogorov-
Chapmanovo kompozicijsko identiteto, ki jo bomo potrebovali v nadaljevanju

(52) GN(R/,R) :/dSGN/(R/,S)GNN/(S,R)

Fizikalna vsebina identitete je jasna: polielektrolitno verigo lahko razdelimo na
dve zaporedni podverigi z dolzinama N’ in N — N’, ki se stikata v tocki s. Nato
izracunamo utez za podverigo, ki se razteza med R’ in s, ter utez za podverigo, ki
s, je enak G (R/,R), kar je seveda ravno utez za celotno verigo, ki se za¢ne v R’ in
konca v R. Kompozicijska identiteta velja le za nesamointeragirajoce verige, saj je
le v tem primeru mozno utezi faktorizirati na gornji nac¢in. V primeru verige, pri
kateri bi upostevali interakcije med podverigami, Greenova funkcija ne bi razpadla
na dva disjunktna faktorja.

Nacin obravnave sistema vecih verig je torej naceloma naslednji. Ogledamo
si eno verigo v zunanjem potencialu ¢ in izpeljemo lastne funkcije v,. Z njimi
konstruiramo Greenovo funkcijo Gx(R/,R), ki predstavlja statisticno utez za vse
konformacije verige z N monomeri s fiksnima koncema R’ in R. Od tod lahko potem
izpeljemo katerokoli fizikalno koli¢ino v sistemu. V disertaciji nas bo zanimala
polielektrolitna gostota p(r). Da bi jo izracunali, si pogledamo statisticno utez za
verigo, ki se zacne v poljubni tocki R/, se nadaljuje skozi r in se konc¢a v poljubni
tocki R
_ JdR' [dR YN, Gn (R, 1)Gy_n (1, R)

B [dR'dRGN(R/,R)

(53) p(r)

Formula za gostoto (53) meri, na koliko nac¢inov je mozno realizirati tista stanja,
pri katerih gre polimer s fiksnima koncema R’ in R skozi tocko r, v kateri gostotno
polje racunamo. Imenovalec gornje enacbe pa je le vsota vseh utezi - tudi za stanja,
ki ne potekajo skozi r - in zagotavlja normalizacijo. Ce imamo v istem zunan-
jem potencialu ve¢ neodvisnih verig, zgolj pomnoZimo gornjo vrednost z njihovim
stevilom. S pomocjo formule (53) lahko izracunamo povpreéje poljubne fizikalne
koli¢ine 7(r) takole

_ JARAR YN, Gno (R, 1)Gy-no(r,R) (r)

(54) <n(r) > JdR'dRG (R, R)

Razvoj po lastnih funkcijah (51) vsebuje faktor exp(—N& ), ki maksimalno obtezi
lastno funkcijo osnovnega stanja £ = 0, saj je lastna energija £ minimalna. Ko
imamo opravka z dolgimi verigami, tj. z N — oo, je zato smiselno obdrzati zgolj
prvi élen k£ = 0 v razvoju. Prosta energija sistema z Greenovo funkcijo Gy (R’,R) je
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[68]:
(55) F = —k‘BTln (/ dedRGN(RI,R)) .

Nas sistem je translacijsko invarianten vzdolz z-osi (gl. sliko 1.2), zato lahko celotni
izracun predstavimo v ravnini, ki jo popiSe (sedaj ravninski) vektor R = (z,y).
V priblizku osnovnega stanja sta Greenova funkcija sistema in sistemska prosta

energija
(56) Gy(R,R)) =~ ¢5(R)h(R)e N
(57) F ~ ]{JBTNNE(),

kjer je N §tevilo vseh verig v sistemu [68]. Najnizje leZeta lastna vrednost v tem
priblizku torej direktno doloca prosto energijo sistema. S pomo¢jo povedanega iz-
racunajmo gostoto polielektrolita. Ko upostevamo zvezo (56) v enacbi (53) zaradi
ortonormiranosti in kompletnosti sistema funkeij v, dobimo

S AR JAR SNy 5 (R (r)e N g (r)dho (R)e 0NN
N JJ dR/ARYG (R )b (R)eEoN

= N|to(r)[*.

Gostota je torej sorazmerna kvadratu Z, to je zato, ker se v tocki r stikata dva
konca verige, od katerih vsak s seboj nosi en faktor v)y. Tudi normalizacija je (za
eno verigo z N monomeri) ustrezna: [ drp = N oziroma [ dr|yy(r)|* = 1.

(58)  p(r)







POGLAVJE 4

Resevanje Edwardsove enacbe v Wigner-Seitzevi celici

4.1. Wigner-Seitzev celi¢cni model

Raztopine nabitih makromolekul so tako zapleteni fizikalni sistemi, da njihova
teoreticna formalizacija prek kakr$nih koli ab initio izracunov odpade. Celi¢ni
model je ena od aproksimacij, ki nam vseeno omogoca njihovo kvalitativno obrav-
navo. Ker imajo makroioni enak predznak naboja, se bodo (ob odsotnosti drugih
efektov, gl. npr. [51], [70]) organizirali tako, da bodo eden od drugega ¢imbolj odd-
aljeni. V tem primeru lahko celotni prostor razdelimo v celice, od katerih vsaka vse-
buje en makroion, pa tudi dovolj protiionov in soli, da je posamezna celica navzven
nevtralna. Ob predpostavki, da je porazdelitev makroionov v prostoru pribliZno ho-
mogena, ima vsaka celica priblizno enak volumen, ki je enak celotnemu volumnu,
deljenemu s Stevilom makroionov v sistemu. Med celicami zaradi elektronevtral-
nosti ni elektrostatskih interakecij.

V celicnem modelu omejimo obravnavo celotnega sistema na eno samo celico
in pri tem zanemarimo vse interakcije prek celicne stene. Povedano drugace: v
celicnem modelu razklopimo particijsko funkcijo celotnega sistema na disjunktne
faktorje posameznih makroionov, tj. vecdel¢ni problem prevedemo na enodel¢nega.
Za numericne izracune se splaca obliko celice izbrati tako, da dosezemo ¢im visjo
stopnjo simetrije, pri ¢emer se moramo seveda opirati tudi na obliko makroiona.
V disertaciji obravnavamo linearne polielektrolite, zamejene v cilindri¢ne celice.
V centru vsake celice se nahaja makroion DNK. V tem primeru je celicam tezko
dati nek jasen pomen - popolnoma mozno je, da jih v dejanski raztopini sploh ne
moremo formulirati. DNK opiSemo kot nabit, tog in neskoncen valj, polielektrolit
pa kot gibko nabito nit, ki se nahaja v celici, katere os je makroion DNK. Opis
DNK s togim neskon¢nim valjem si lahko privosc¢imo, dokler sistem opazujemo na
dovolj majhni skali, kjer je dejanska molekula precej daljsa od svojega radija. To je
v naSem primeru nedvomno res - Ze ¢e se omejimo zgolj na razmerje persistencne
dolzine DNK proti njenemu radiju, dobimo razmerje priblizno 50 proti 1, torej je
priblizek popolnoma legitimen.
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SLIKA 4.1. Skica celicnega modela. Homogeno raztopino a) razdelimo na
pribliZzno enaka podro¢ja okrog makroionov b), nato pa celice simetriziramo
¢). V zadnjem koraku se osredoto¢imo zgolj na eno celico d). V nasem
primeru je ureditev cilindriénih celic regularna s SestStevno simetrijo.
Povzeto po [50].

4.2. Formulacija problema in algoritem resevanja

Natanc¢no formulirajmo nas§ problem. Nas$ model, prikazan na slikah 1.2 in
4.2, je sestavljen iz mreze DNK makroionov, potopljenih v eno-enovalentni elek-
trolit, zraven pa se nahaja tudi nasprotno nabita neskonc¢no dolga in gibka poli-
elektrolitna veriga. Ker je veriga dolga, lahko upraviceno uporabimo priblizek os-
novnega stanja. Dokler je sklopitev polielektrolitnih nabojev z zunanjim poljem
¢(r) dovolj Sibka, sistem opisemo z Edwardsovo enacbo (45), ki jo bomo v prib-
lizku povprecnega polja reSevali v cilindri¢ni Wigner-Seitzovi celici, kolumnarno
fazo DNK (gl. sliko 1.2) pa bomo simulirali z ustreznim robnim pogojem. Eno-
enovalentni elektrolit povzroci sen¢enje makroionskega elektrostatskega polja, ki
ga zato opiSemo z Debye-Hiickelovim potencialom (30). Zaradi translacijske in-
variance sistema okrog vzdolzne z-osi makroionov je prikladno zapisati Debye-
Hiickelov potencial v drugaéni obliki [68]. Ce z 1 oznacimo linearno gostoto nega-
tivnega naboja na makroionu DNK, naboj enega segmenta polielektrolitne verige
pa z e, lahko zapiSemo

peg [ e [1€o
59 = — dz = — K = —kgTwyK
69 ooy = [ e = L) = —kaTun ().
kjer je Ky(x) modificirana Besselova funkcija drugega reda; ker je problem ravnin-
ski, naj bo od sedaj dalje tudi r = (z, y) ravninski vektor. V enacbo (59) smo vpeljali
tudi brezdimenzijsko interakcijsko jakost

Heo ne
60 -0
(60) o AreeokpT  egen o
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kjer je Ip standardna Bjerrumova dolzina iz = e?/4meeoksT, ki pomeni razdaljo,
na kateri je elektrostatska energija med dvema tockastima nabojema enaka njuni
termicni energiji. Ko upostevamo priblizek osnovnega stanja, iz enacb (56) in (45)
sledi Edwardsova enacba v obliki

2
(61) —%Vi?ﬂo(r) — woKo (k7)o (r) = Eotho(r) .

Pri tem je V2 = r=1(0/dr)(rd/or) radialni del Laplaceovega operatorja v cilin-
dri¢nih koordinatah. Z robnimi pogoji je pa takole. Lastna funkcija v(r) mora
zadoscati normalizacijskemu pogoju

(62) /dr|w0(r)|2 1

Poleg tega zahtevamo, da polielektrolitna veriga ne more prodreti v makroion
DNK, torej mora biti gostota polielektrolita na povrsini makroiona enaka ni¢. Ce
se eden od makroionov z radijem a nahaja v izhodisc¢u, torej velja

(63) Yoa) =0

Vnaprej lahko povemo Se nekaj o resitvah v),. Gostota monomerov N|i|? mora biti
simetricna funkcija koordinate r, zato mora biti polje ¢y nujno simetri¢no ali an-
tisimetri¢cno glede na povrsino Wigner-Seitzeve celice. ResSitve povprecnega polja
minimizirajo sistemsko prosto energijo, osnovno stanje bo zato tisto, ki med povrsi-
nama makroionov nima dodatnih vozlov.

Povedano pomeni, da mora biti odvod gostotnega polja na celi¢ni povrsini enak
nié:
(64) n - Vipo(rws) =0,

, kjer je n normalni vektor na povrsini Wigner-Seitzove celice, s pa njen radij,
gl. sliko 4.2. Medosna razdalja makroionov je tako 2ry,5. Enacba (61) predstavlja
robni problem 2. reda s parametrom FE), ki ga je prav tako potrebno Sele dolo¢iti.
Problem (61) zahteva, da numeri¢no poisc¢emo lastne funkcije osnovnega stanja.
Resevali smo ga numeri¢no v okolju Matlab. Eden od prvih problemov, s kater-
imi smo se srecali, so divergence sencenega makroionskega potenciala Ky(xr) na
povrsini makroiona. Poleg tega je potrebno dolociti tudi parameter lastne en-
ergije L, , zato moramo poleg robnih pogojev kakopak upostevati tudi normal-
izacijo lastne funkcije. Scasoma se je izkazalo, da je eden glavnih problemov pri
numeri¢cnem resevanju izviral ravno iz normalizacijskega pogoja. Nastopila sta
dva lo¢ena problema. Ko smo reSevali Edwardsovo enacbo v celicah z majhnim pre-
merom, je prislo do velikih tezav s konvergenco, v celicah z velikim premerom pa je
reSitev sicer konvergirala, a je preskakovala v vi§ja lastna stanja. Ugotovili smo,
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SLIKA 4.2. Skica Wigner-Seitzeve celice. DNK makroiona sta temno
modra, polielektrolitna veriga je svetlo modra, sol, zaradi katere pride do
Debye-Hiuckelove interakcije, pa je predstavljena z rumenimi kroglicami.
Oznacena sta celi¢ni radij s in normalni vektor na celi¢no povrs§ino n.

da je Matlabova knjiznica bvp4c za resevanje robnih problemov uporabljala strel-
sko metodo po odvodu lastne funkcije v izhodis¢u racunske mreze, tj. na povrsini
makroiona. To je dodatni pogoj, ki ga je algoritem primoran vpeljati, da sploh zago-
tovi dolocenost sistema, ki je sicer pravzaprav poddolocen - z normalizacijo si nam-
re¢ vnaprej ne moremo pomagati in torej ostanemo z dvema robnima pogojema, ki
za sistem 2. reda z neznanim parametrom ne zadostujeta. Algoritem je zato sam
dodal odvod funkecije na povrsini makroiona, izra¢unal resitev, ter izracunal, ali je
normirana. Nato je ustrelil znova in poskusil zadeti normalizacijski pogoj. Problem
v majhnih celicah (rys < 1) pa je v tem, da so odvodi ¥(a) ~ ry’% izjemno veliki
in je algoritem vecinoma popolnoma nestabilen: Zze majhna sprememba odvoda v
izhodisc¢u lahko pomeni zelo veliko razliko na povrsini celice - in seveda napacno
normalizacijo. Problem smo resili tako, da smo napisali strelsko metodo, ki je kli-
cala knjiznico bvp4c, streljali pa smo po vrednosti 1y(rys) na povrsini Wigner-
Seitzove celice. S tem je bil problem dobro dolocen in je konvergiral tudi za nizke
vrednosti ryyg.

Omenili smo tudi preskakovanje v vi§ja lastna stanja. Ta problem je nastal
zaradi dejstva, da je uspesSnost resevanja robnih problemov pogosto zelo odvisna
od tega, kako dober zacdetni priblizek za ), ¢ in E, uporabimo na zaéetku. Pri
velikih celicah ry 5 = 1 so bile lastne energije osnovnega (F,) in prvega vzbujenega
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SLIKA 4.3. Diagram numeri¢nega algoritma za reSevanje Edwardsove
enacbe (61). Strelski algoritem strelja po vrednostih ¢y(rws), algoritem
Bvp4c resi robni problem in priblizno doloéi gostoto polielektrolita na celi¢ni
povrsini, minimizacijski algoritem FminBnd pa nato minimizira | [ dr|yo|* —
1| do napake reda 107°.

stanja (&) dovolj blizu skupaj, da je iteracija znotraj predpisane napake lahko kon-
vergirala tudi v E;. Problem smo odpravili, ko smo vrednost za zacetni priblizek
Eo(rws) izracunali z ekstrapolacijo iz mnozice lastnih energij, izracunanih pri man-
j$ih celiénih radijih Ey(rws — A), Eo(rws —24), Eo(rws — 3A) itn., kjer je A velikost
koraka pri racunanju.

Celotna metoda je sestavljena iz treh modulov, gl. sliko 4.3. Najpre;j strelski al-
goritem proizvede vrednost ¢y(rys) in jo poslje rutini bvp4c, ki resi robni problem
(61), ter generira vrednosti zﬁo(r), 150/(7“), E, ter J dr\fLEO]Q. Pri tem z vijugo oznacene
vrednosti predstavljajo priblizke na poti do resitve. Strelska metoda spreminja
vrednost ¢ (rws) dokler normalizacija ni znotraj intervala [ dr|io|? € 14 0.15. Ko
je enkrat napaka v normalizaciji nizja kot 15 odstotkov, vrednost ¢y(rys) kot robni
pogoj posredujemo Matlabovemu algoritmu fminbnd za natan¢nejSo omejeno opti-
mizacijo, ki potem generira resitve (), 1, (r) ter E, z natan¢nostjo normalizacije
e = 1075 tj. | [dr|¢p* — 1| ~ 107°. Numeri¢no integracijo smo izvedli s pomocjo
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Matlabove trapezne metode t rapz na neekvidistantni mrezi, ki jo je generiral al-
goritem bvp4c. Tako dobimo dovolj natanc¢no izraéunane lastne funkcije in lastne
energije.

4.3. Resitve Edwardsove enacbe

V tem razdelku predstavljamo resitve enacbe (61)

(65) ) 1)+ g (woKolsr) + Eo)iolr) =0,
z robnimi pogoji

(66) Yo(a) = 0

(67) wo(rws) = 0

(68) /dr|@b0|2 = 1,

kjer je a radij makroiona DNK, 75 pa radij Wigner-Seitzeve celice. Enacbo (65)
smo resili v parameterskem prostoru za spremenljivke x € [0.1,4]/nm, w, € [2, 10]
in ryg € [0.2,1.8]. Variacija po x pomeni regulacijo Debyejeve dolZzine sencenja in
torej koli¢ine uni-univalentnega elektrolita v sistemu. Vecje koncentracije elek-
trolita v skladu z enacbo (30) pomenijo mocnejSe sencenje makroionskega poten-
ciala, kraj$o dolZino \p in torej vedje vrednosti parametra x = \,'. Parameter wy
v skladu z zvezo (60) pomeni v enotah termic¢ne energije merjeno jakost sklopitve
med povrsinskim nabojem na makroionu in linearnim nabojem na polielektrolitu.
Velik w, pomeni mocnejse sklopitve, majhen w, pa manjse. Tu je potrebno poudar-
iti, da smo ne glede na velikost w, tu Se vedno v priblizku Sibkega zunanjega polja
begp < 1, kajti do Edwardsove enacbe smo prisli z razvojem (43). Parameter g
pomeni radij celice, v kateri enacbo (65) reSujemo in bo imel velik vpliv na resitve
tako v primeru enacbe (65) kot tudi kasneje, pri samousklajenem resevanju sklo-
pljenih enacb za ¢(r) in ¥ (r).

4.3.1. Gostota p = |¢(r)]* in povrSinska vezana stanja. Slika 4.4 na levi
strani kaZe pre¢ni prerez dveh znadcilnih polielektrolitnih gostotnih profilov p = 2
- prikazan je prerez skozi dve sosednji celici, ¢eprav je bilo racunsko obmocje le
v eni sami celici, kot kaze desni graf slike 4.4. V primeru moc¢nega sencenja (ze-
lena krivulja) veriga Sibkeje cuti elektrostatsko polje makroiona, zato je tu bolj kot
elektrostatski privlak med verigo in makroionom pomembna zahteva ¢y(a) = 0,
ki verigi prepoveduje prodiranje skozi steno makroiona. Gostota je zato v tem
primeru najvecja na sredini slike, tj. na robu Wigner-Seitzeve celice. Takemu gos-
totnemu profilu, katerega edini maksimum se nahaja na robu celice, v disertaciji
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SLIKA 4.4. Levo: Preéni prerez dveh znaéilnih polielektrolitnih gostot-
nih profilov p = 2. V primeru mo¢nega senéenja (zelena krivulja) je gos-
tota najvecja na sredini slike, tj. na robu Wigner-Seitzeve celice. Takemu
gostotnemu profilu, katerega edini maksimum se nahaja na robu celice, v
disertaciji recemo monomodalni profil. V primeru Sibkega sencenja (modra
krivulja) se polielektrolitna veriga zgosti v blizini makroionov DNK, ki niso
narisana, nahajajo pa se ob levem in desnem robu slike. V tem primeru
gostota ni najve¢ja na robu celice, temvec¢ v blizini makroionov, kar vodi v
bimodalni gostotni profil. Tako smo ga poimenovali, ker ima gostota v tem
primeru v nasem prerezu dva maksimuma. Desno: Gostota 3 (r) pri para-
metrih xk = 0.7/nm, wy = 2:1: 10, ryyg = 0.2. Celica je v tem primeru dovolj
ozka, da elektrostatski efekti ne pridejo do izraza, ker mo¢no dominira za-
hteva y(a) = 0, da polielektrolitna veriga ne more prodreti v makroion.
Veriga se zato zgosti karseda dale¢ stran od makroiona, na robu celice oz. na

sredini med makroioni.

recemo monomodalni profil. V primeru Sibkega sencenja (modra krivulja) pa elek-
trostatski privlak med verigo in makroionom pride bolj do izraza. Zaradi tega
se polielektrolitna veriga zgosti v blizini makroionov DNK, ki na sliki niso nar-
isani, nahajajo pa se ob levem in desnem robu slike. Zgostitev v bliZini makroionov
vodi v gostotni profil z maksimumi ob makroionih in mu od tu dalje recemo bi-
modalni gostotni profil. Stanja verige, za katera je znacilen bimodalni gostotni
profil, imenujemo povrsinska vezana stanja, ker se veriga v teh stanjih zgoscéa ob
povr$ini makroiona. Desna stran slike prikazuje polielektrolitno gostoto ¢2(r) pri
parametrih x = 0.7/nm, wg = 2 : 1: 10, rps = 0.2. (Zapis p = a : § : b bo v nadalje-
vanju pomenil, da parameter p spreminjamo od a do b s korakom ¢.) Celica je v tem
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primeru dovolj ozka, da elektrostatski efekti ne pridejo do izraza, ker moc¢no do-
minira zahteva ¢y(a) = 0, da polielektrolitna veriga ne more prodreti v makroion.
Veriga se zato zgosti karseda dale¢ stran od makroiona, na robu celice oz. na sre-
dini med makroioni. Pri tako majhnih celi¢nih radijih o¢itno za vse prikazane
parametre mo¢no dominirajo steri¢ni’ mehanizmi, ki preferirajo zgostitev verige
na sredini celice in ki smo jih vpeljali noter z robnim pogojem vy(a) = 0. Gos-
totni profili so zato ne glede na razliéne interakcijske jakosti wy in za razmeroma
sibko sencenje x = 0.7/nm zelo podobni - v vloZenem grafu prilagamo povecavo v
blizini celi¢cne povrsine, ki sploh pokaze, da dejansko imamo opravka z razlicnimi
reSitvami. Ko celi¢ni radij povecamo, se razmere spremenijo in vplivni postanejo
tudi elektrostatski prispevki. To prikazuje slika (4.5), kjer je edini spremenjeni
parameter radij 7y s.

Ponovno smo spreminjali parameter wy = 2 : 1 : 10 in lepo je viden prehod iz
monomodalne v bimodalno gostotno porazdelitev, gl. Se sliko 4.7. Dokler so inter-
akcijski parametri nizki wy = 2, 3,4, 5, je porazdelitev monomodalna in v dolo¢anju
gostotnega profila 12 dominirajo steri¢ni prispevki. Ko wy pove¢amo na vrednosti
med 6 in 10, prevlada elektrostatika in polielektrolitna veriga se pri¢ne zgoscevati
v blizini posameznega makroiona, kar vodi do bimodalne gostotne porazdelitve.
Najjasneje se ti pojavi pokazejo primeru Sibkega sencenja (x = 0.7/nm) in najsirse
Wigner-Seitzeve celice (ryys = 1.8), gl. sliko 4.6. Najbolj izrazito bimodalna dis-
tribucija ustreza najmocnejsi interakciji wy = 9, najmanj izrazito bimodalna pa
wy = 2.

V nasem sistemu poteka stalno uravnovesanje med steri¢nimi in elektrostat-
skimi prispevki. Eden od nac¢inov vplivanja na to, kateri prispevek bo dominanten,
je - kot je razvidno iz gornjih resitev - celiéni radij ry 5. Razmerje med prispevkoma
pa se da regulirati tudi prek variacij inverznega radija sencenja ~ oz. prek variacij
koncentracije elektrolita. Nasi izracuni kazejo, da je vpliv variacij x izdaten -
prikazujemo ga na sliki 4.8. Po pricakovanjih bo pri nizkih koncentracijah elek-
trolita, tj. pri nizkih x in velikih \p sencenje makroionskega potenciala dovolj
sibko, da bodo monomerni gostotni profil |¢)(r)|* narekovale elektrostatske interak-
cije, kar vodi v bimodalne gostotne profile, saj polielektrolitna veriga tu preferira
povrsSinska vezana stanja. Pri mo¢nem sencenju, tj. pri velikih , pa so elek-
trostatske sklopitve med makroionskim potencialom in nabojem na verigi dovolj

INa tem mestu opozarjamo, da nam steri¢nost tu in v nadaljevanju disertacije ne pomeni ster-
i¢nih efektov na racun izkljucitvenih volumnov, kot pri Floryjevi teoriji. Od tu dalje kot steri¢ne
poimenujemo efekte, ki nastanejo zaradi robnega pogoja vy(a) = 0, da polielektrolit ne more pro-
dreti v makroion DNK. Efektov izkljuéitvenih volumnov v disertaciji nismo upostevali!
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SLIKA 4.5. Gostota polielektrolita pri parametrih x = 0.7/nm, wy = 2 :
1: 10, rws = 0.8. Sencenje je tu dovolj Sibko, da zacne pri dovolj visokih
vrednostih interakcijskega parametra wg prevladovati elektrostatski privlak
med makroionom in verigo, ki povzroci zgostitev polielektrolita v blizini

makroiona.

sibke, da je gostotni profil pod izdatnejSim vplivom sterike, kar namesto povrsin-
skih vezanih stanj vodi v monomodalno porazdelitev.

4.3.2. Energija osnovnega stanja. Prehod med monomodalno in bimodalno
porazdelitvijo je moc¢ zasledovati z opazovanjem gibanja maksimuma gostotne po-
razdelitve v odvisnosti od sistemskih parametrov. Definirajmo koli¢ino o7,,,, =
|7 maz — Tws|, Ki meri odmik lege maksimuma gostotne porazdelitve od celi¢ne povr-
Sine, ki se nahaja pri r = rys. Dokler je gostotna porazdelitev monomodalna,
se njen maksimum nahaja na celi¢cni povrs$ini, tj. na sredini med makroionoma.
S prehodom v vedno izraziteje bimodalno porazdelitev, pa se odmik maksimuma
porazdelitve od celi¢ne povrsine veca. Na sliki 4.9 prikazujemo dva mehanizma
prehoda iz monomodalne v bimodalno gostotno distribucijo. Na sliki je prikazano
razmerje 07z /Tmaz = |Tmaz — "ws|/Tmaz, Ki meri relativni odmik lege maksimuma
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SLIKA 4.6. Gostotno polje vo(r) pri parametrih x = 0.7/nm, wg = 2 : 1 :
9, rws = 1.8. Najbolj izrazito bimodalna distribucija ustreza najmoc¢nejsi
interakciji wg = 9, najmanj izrazito bimodalna pa wgy = 2.

gostotne porazdelitve r,,,, od celicne povrsine, ki se nahaja pri » = ry 5. Dokler je
OTmaz/Tmae = 0, je maksimum gostotne porazdelitve na povrsini celice, tj. na sredini
med makroioni. Ko pa razmerje zraste nad nic, to implicira odmik maksimuma gos-
totne porazdelitve od povrsine celice - in torej prehod v povrsinsko vezano stanje.
Veéja vrednost 07,0, /Tmae Pomeni vecji odmik maksimuma gostotne porazdelitve
od povrsine celice in torej zgostitev verige blizje makroionov. Na tem mestu je
potrebno opozoriti, da vloga z-osi na tem grafu ni veé taka kot pri prej$njih, na
katerih smo navajali gostotne profile. Pri prejsnjih grafih smo predstavili numer-
icno funkcijsko resitev za gostotno polje, ki smo jo iskali na intervalu (0, rys|. Slika
4.9 pa je nastala, ko smo pri vsakem celicnem radiju s poiskali maksimum gos-
totne porazdelitve. Na gornjem grafu je lepo razvidno, da pri Sibkem sencenju
(k = 0.1/nm) do prehoda v bimodalno porazdelitev pri manjsih ’kriti¢nih’ radijih
rws, . kot pri moénem sencenju (x = 3.1/nm). Spodnji graf pa kaZe, da pri vi§jih in-
terakcijskih jakostih (w, = 8) do prehoda v bimodalno porazdelitev pride pri nizjih
celiénih radijih ryy 5, kot je tudi fizikalno smiselno. Kako ob vecanju celi¢cnega radija
pride do tega prehoda oz. kaj prehod pomeni za profil gostotnega polja, kaze slika
4.10.
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SLIKA 4.7. Gostotni polji ¢o(r) pri parametrih x = 0.1/nm, wg = 2, ryg =
1.8 (levo zgoraj), ter pri x = 0.1/nm, wy = 10, rys = 1.8 (desno zgorayj).

Sencenje je tu Sibko, zato je lepo viden vpliv parametra wg. Levo spodaj:
Pri nizkih vrednostih wg je polielektrolit zbran vecinoma na sredini med
makroioni, stericne interakcije prevladuje nad elektrostatskimi interakci-
jami. Desno spodaj: wy = 10 pomeni mocne interakcije med makroionom
in polielektrolitom, zato je tu dominantna elektrostatika in polielektrolitna
veriga se navije okrog makroionov. Mosti¢ne interakcije med makroioni so
tu izdatnejse.

Na sliko 4.10 smo dodali tudi graf energije osnovnega stanja F,(r), izracunan
pri enakih sistemskih parametrih, ki ima natanko v tocki prehoda svoj minimum.
Ocitno se lahko po energijskem grafu Ey(r) orientiramo o tem, kje polielektrolitna
veriga preide v povrsinsko vezano stanje. To se pri danih sistemskih parametrih
wo in k zgodi pri tisti vrednosti celicnega radija ry s, kjer ima Fy(r) minimum.
Na sliki 4.11 so prikazane prostorske odvisnosti energije pri razli¢cnih parametrih
k=28 : 0.3 : 4.0/nm in pri dveh vrednostih w, = 4, 10. Tip ¢rte je pri doloceni
vrednosti x enak za obe interakcijski jakosti, tj. wy = 4 in wy = 10, kar omogoca
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SLIKA 4.8. Vpliv inverznega radija senenja x na gostotni profil |¢(r)
interakcijskem parametru wy = 10. Pri velikih « so radiji sencenja \p = k~

nega profila monomerov | (r)

|? pri
1

majhni, zato je potencial makroiona moc¢neje sencen. Pri dolocitvi gostot-

|2 zato steriéni prispevek prevlada nad elektro-

statiko in je profil monomodalen. Nasprotno pa je pri nizkih x makroionski
potencial Sibko sencen in gostotni profil izdatneje narekujejo elektrostatski
efekti, kar vodi v polielektrolitna povrsinska vezana stanja.

hitro primerjavo. Opazimo lahko, da pri wy = 4 in x = 4/nm do prehoda v povrsin-

sko vezano stanje ne pride, saj je graf Ey(r) pri teh vrednostih monotono padajoc¢

(polna modra ¢rta na sliki 4.11). Pri x = 4/nm in ved¢ji interakcijski jakosti wg = 10

do prehoda sicer pride, funkcija namre¢ ima zelo blag minimum, vendar se pojavi

Sele pri velikih celi¢nih radijih 75 . ~ 1.1 (polna €rna €érta na sliki 4.11). S pada-

joc¢im inverznim radijem sencenja x, tj. s padajo¢im sencenjem, do prehoda prihaja

vedno hitreje. Najprej do njega pride pri majhnih «, kjer je sencenje makroionskega

potenciala Sibko, najkasneje pa pri veéjih x, ko je senéenje mocnejSe. Tako je npr.

TWS, c|n=2.8 /nm, wo=10 =~ 0.66 ,

medtem ko se pri ve¢jem « minimum lastne energije preseli k ve¢jim radijem:

TWS, ¢|k=a.0/nm, wo=10 = 1.0
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SLIKA 4.9. Dva mehanizma prehoda iz monomodalne v bimodalno po-
razdelitev pri ve¢anju celicnega radija ry . Na slikah je prikazano razmerje
OTmaz/Tmaz = |Tmaz — "WS|/Tmaz, Ki meri relativni odmik lege maksimuma
gostotne porazdelitve r;,,, od celitne povrSine, ki se nahaja pri r = ryg.
Gornja slika: pri konstantni interakcijski jakosti wg = 10 smo variirali
koncentracijo elektrolita oz. inverzni radij sencenja x. Spodnja slika: pri
konstantnem inverznem radiju sen¢enja x = 0.1/nm smo variirali interakci-
jsko jakost wy.

4.3.3. Osmotski tlak. Sistem (gl. sliko 1.2) smo opisali z Wigner-Seitzevo
celico okrog makroiona, vloZzeno v velik rezervar, ki lahko prek polprepustne celicne
stene s celico izmenjuje ione soli, ne pa tudi polielektrolitnih verig; te iz celice ne
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morejo. Ustavimo se za hip Se pri silah, ki jih med makroioni posreduje moleku-
larna veriga. Te sile merimo z osmotskim tlakom polielektrolitnih verig na steno
Wigner-Seitzeve celice. Z osmotskim tlakom polielektrolitnih verig na steno celice
razumemo tlak, ki ga na steno Wigner-Seitzeve celica izvaja veriga, ker ji celicna
stena preprecuje izhod iz celice - ne govorimo torej o hidrostaticnih tlakih v sis-
temu. Pri izracunu osmotskih tlakov polielektrolitnih verig smo upostevali, da
je brezdimenzijski tlak p* v sistemu enak gostoti proste energije na robu Wigner-
Seitzeve celice [61]

8E0(U1WS)
A%

_— OF (w) L
(69) pF = ( 5V )w:wws_ kTN N

Odvod proste energije po volumnu mora biti izraéunan pri konstantni tempera-
turi, prosta energija sistema pa je z lastno energijo povezana prek enacbe F =
kTN NE,, gl. enacbo (57). Sila oz. tlak med makroioni je sorazmerna odvodu
lastne energije na povrsini celice. Iz slik 4.10 in 4.11 lahko torej opazimo, da
v tistih podroc¢jih parametrskega prostora, kjer je krajevna odvisnost lastne en-
ergija nemonotona, pride do privlaka med makroioni. Kjer je odvod lastne energije

v (n)

SLIKA 4.10. Prehod iz monomodalne v bimodalno gostotno porazdelitev ob
vecanju celitnega radija v primeru wy = 3 in x = 0.1/nm. Z modro barvo je
oznacena krivulja pri ’kritiénem’ radiju rwg . = 0.8, kjer pride do prehoda.
Dodan je graf energije osnovnega stanja Ey(r), ki ima natanko pri tocki pre-
hoda svoj minimum.
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SLIKA 4.11. Krajevne odvisnosti energije pri razliénih parametrih x =
2.8 : 0.3 : 4.0/nm in pri dveh vrednostih wy = 4, 10.

negativen, je namrec¢ tlak med makroioni ravno tako negativen - polielektrolitna
veriga torej med makroioni istega predznaka posreduje privlacne interakcije. To
se zgodi zaradi entropiéne elasti¢nosti verige, ki smo jo opisali z enacbo (6). Veriga
je v povrsinskem vezanem stanju zgoséena v blizini veéih makroionov. Ce Zelimo
makroione razmakniti, s tem raztegnemo tudi verigo, ki je med temi makroioni vz-
postavila molekularne mostove. Z raztegom znizamo Stevilo moznih konformacij,
ki jih veriga lahko zavzame, in torej znizamo njeno entropijo oz. poveéamo njeno
prosto energijo. Zaradi tega se v verigi pojavijo sile, ki Zelijo ponovno vzpostaviti
ravnovesno stanje, tj. vrniti makroione na njihovo prejSnje mesto: zaradi pris-
otnosti polielektrolitne verige med makroioni Ze v limiti Sibkega polja nastanejo
privlacne sile. O tem mehanizmu in njegovih posledicah bomo podrobneje govorili
tudi v poglavju 7.






POGLAVJE 5

Samousklajena teorija polja za zamejene polielektrolite

5.1. Obmogje veljavnosti Edwardsovega modela

Povzemimo najprej dosedanje korake. Nas sistem je sestavljen iz cilindri¢nih
makroionov s povrsinsko gostoto naboja o, eno-enovalentnega elektrolita, ter dolge
polielektrolitne verige z nabojem 7 na 'monomeru’ Kuhnove dolzZine b. Polielektro-
lit smo opisali s funkcionalnim integralom oz. Greenovo funkcijo (36). Poka-
zali smo, da lahko v limiti Sibkega polja za funkcionalni integral izpeljemo rekur-
zivno formulo (45), ki je formalno identi¢cna Schrodingerjevi enacbi. Verigo smo
obravnavali v priblizku povpre¢nega zunanjega polja ¢(r), za katerega smo vzeli
kar makroionsko elektrostatsko polje, senceno z elektrolitom v Wigner-Seitzevi
celici. Sencenje smo opisali v Debye-Hiickelovi linearizaciji Poisson-Boltzmannove
teorije, torej ponovno v limiti Sibkega polja ey¢(r) < 25 meV. V cilindriéni geometriji
smo lahko Debye-Hiickelov potencial prek integrala vzdolz makroionske simetri-
jske osi prepisali v modificirano Besselovo funkcijo 2. reda Ky(xr) in tako izpeljali
Edwardsovo enacbho (65) za sibko polje v cilindri¢ni geometriji.

Ena glavnih pomanjkljivosti zgornje metode je v tem, da razklopi zunanji poten-
cial ¢(r) in polielektrolitno gostotno polje ¢ (r). Pri obravnavi rezultatov moramo
zato stalno imeti pred o¢mi, da jih ne moremo samoumevno posplositi na sisteme,
kjer je polielektrolit moc¢no sklopljen z zunanjim poljem. Pokazali bomo, da se v
tem primeru polji ¢(r) in ¢(r) vzajemno dolo¢ujeta in razklopljena slika torej ni
vec ustrezna. Formulirali bomo samousklajeno teorijo takega sistema, pri cemer
se bomo tesno naslonili na soroden izracun v planarni geometriji, predstavljen v
literaturi [40].

5.2. Reformulacija teorije za moc¢na polja

5.2.1. Hamiltonka sistema in particijska funkcija. Zapisimo Hamiltonko
nasega sistema. Polielektrolitno verigo bomo opisali z Edwardsovim modelom v
priblizku osnovnega stanja, ki na skalah mnogo nad Kuhnovo dolzino b preide
v Wienerjev kontinuumski model prosto povezanih palic (s Kuhnovo dolzino b in
nabojem 7) v zunanjem polju. Na tej skali nas lokalna elasti¢nost Kratky-Porod
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ne bo vec¢ zanimala, prispevki k Hamiltonki bodo zgolj entropi¢ni Wienerjeve ob-
like, ki pa bodo poskrbeli za entropi¢no elasti¢nost, ki smo jo opisali zgoraj, gl.
enacbo (6). Celotna konturna dolzZina verige je NI, celotno Stevilo verig v sistemu
pa je V. Vse elektrostatske interakcije so posredovane prek Coulombskega jedra
u(r;, r;) = (1/4mee)|r; — ;] 71, ki je reSitev Poissonove enacbe
(70) V2u(r, ;) = — 20T

€€p
V nasem priblizku bomo zanemarili nehomogeno porazdelitev naboja vzdolz verige
in privzeli, da je ta vzdolz verige konstantna. Poleg tega privzamemo, da je sistem
monodisperzen in so vse verige enako dolge. Hamiltonka v tej sliki potem izgleda
takole

(71)
N N 2
3 or®
LTS [ a (#) 2 3 cuesulrir) S Nefu(ri 3ol

Prvi ¢len predstavlja entropicni prispevek k energiji polielektrolitnih verig, oznaka
r® pa pomeni zvezno krajevno koordinato vzdolz konture a-te verige. Indeksi i, j
in k tecejo po vseh nabojih v sistemu, tj. po vseh anionih in kationih soli ter po
vseh nabojih na vseh polielektrolitnih verigah. Tretji ¢len predstavlja regular-
izacijo Hamiltoniana in le odstrani samointerakcijske ¢lene ¢ = j. ¢. oznacuje
elektrostatski potencial zaradi fiksnih povrsinskih nabojev, tj. makroionov DNK,
v sistemu. V tej sliki privzamemo, da v prostoru ni dielektriénih nezveznosti. V
zvezni sliki Hamiltonka izgleda takole

NN or® 2
(72) BH = 2% azl /0 dn (#) + g / / drdr’p(r)p(r')u(r, r')—

_g/drp2(r)]\7u(r,r) +ﬁ/drp(r)¢e(r)a

kjer je p(r) gostota vseh gibljivih nabojev (tj. soli in polielektrolitovih monomerov) v
sistemu. Oblika Hamiltonke (72) je razmeroma neprikladna, saj je nelokalna - vse-
buje Coulombsko jedro u(r,r’), ki zgolj posredno govori o tem, v kak§nem polju se
nahaja vsak posamezni naboj v sistemu. Kar bi si zZeleli, je Hamiltonka, ki namesto
parskih coulombskih interakcij vsebuje povprecno polje, v katerem se nahaja posa-
mezni delec.

Da bi to dosegli, Hamiltonko (72) podvrzemo Hubbard-Stratonovicevi transfor-
maciji, ki v splosnem izgleda takole

(73) exp [—g/ drdr’p(r)p(r")u(r,r')| =



5.2 Reformulacija teorije za moc¢na polja 53

= a) [ Dote) exp (15 [ drptwyots) - 5 [[ ararotruieriow))

kjer je A(B) = (2m)N/?\/det[Bu~!(r,r)]. Pod korenom v A(3) ter v eksponentu pod
fukcionalnim integralom po transformacijskih poljih ¢(r) nastopa inverzni Coulomb-

ski potencial «~!(r, '), za katerega velja (gl. [71])
(74) ut(r, 1) = —eed(r — 1) V2.

Bistvo Hubbard-Stratonoviceve transformacije je preoblikovanje drugega ¢lena v
enacbi (72), ki se tako iz parske interakcije med naboji prevede na interakcijo delca
s fluktuirajo¢imi polji ¢(r), po katerih izvajamo funkcionalno integracijo. Ob up-
ostevanju zveze (74) lahko zapiSemo

(75) e = A(B) / Do(r) exp (-ﬁ%i /0 " (ar ”>>2 +ig / drp(r)¢(r)> «

<o (57 [aromviow) - § [ anwvuten) + 5 [ drpen)

V nadaljevanju bomo studirali, kaj se dogaja v eni Wigner-Seitzevi celici, vloZeni

v velik rezervar, ki lahko s celico izmenjuje ione soli, ne pa tudi polielektrolitnih
verig, ki iz celice ne morejo in se nahajajo v stanju omejenega ravnovesja. Stevilo
ionov soli v sistemu torej ne bo fiksno. Particijska funkcija sistema je zato v
prispevku soli velekanoni¢na, v njej pa moramo upostevati naslednja dejavnika:
i) opravka imamo z N verigami. ii) prosti naboji, tj. anioni « in kationi ¢ so med se-
boj nerazlo¢ljivi in imamo zato N, ! razliénih permutacij, ki dajo enako fazno vsoto.
Permutacij polielektrolitnih nabojev nam na ta nacin ni potrebno upostevati, saj so
pripeti na verigo in med seboj ne morejo menjati mest. Velekanonic¢na particijska
funkcija je zato oblike

== H Z i ;l j\;v' //DNCrDN“r " Dro‘(n)A(ﬁ)/qu(r) x

!
a=1 N,=0 N,=0 re

(76) X exp <_ﬁ2ibQZ/ONdn (3r§7§n)>2+w/dm<r)¢(r)> "

xexp( Oﬁ/dgb YV2p(r ﬁ/drp Nurr—f—ﬁ/drp )b ( ))

Tu koli¢ini za,c’ = exp(fita,Na.) 0znacujeta ionski aktivnosti anionov in kationov,

e P2 je ustrezni kemijski potencial. Prva dva funkcionalna integrala v enacbi
(76) pomenita vsoto po vseh moznih legah anionov in kationov v sistemu, tretji
funkcionalni integral pa pomeni vsoto po vseh konfiguracijah a-te polielektrolitne
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verige, ki se zaéne v r* in konéa v r®. Singularnost, ki jo predstavlja predzadnji,
samointerakcijski ¢len v eksponentu zgornje enacbe, pospravimo v renormalizirano
aktivnost ng .. = zq.exp[f [ drp*(r)Nu(r,r)]. Nato zdruzimo ¢lene, ki so linearni v
gostoti naboja p, kar nam prinese eksponent oblike

exp(if / drp(r)[6(r) — ie(r)])

Sedaj naredimo transformacijo ¢(r) — ¢(r) + i¢.(r), da se znebimo ¢lena ¢.(r).
Nadalje upostevamo, da je gostota naboja lahko prostorska (ioni), ploskovna (makro-
ioni) ali linearna (polielektrolit), p(r) = py (r)+p,(s)+pi(n) = py(r)+0d(r—s)+70(r—
r®). Nato v eksponentu enacbe (76) upo$tevamo identiteto ¢V?¢ = V- (¢V ) — (V)?
ter robni pogoj —eeyVolopb = 0. Robni pogoj nam kasneje omogoci, da se (po uporabi
Gaussovega izreka) znebimo ¢lena V- (¢V¢), ker se izniéi s ploskovnim prispevkom
S § dsoig(s). Ko vse nasteto vpeljemo v particijsko funkcijo (76), se ta poenostavi
v:

N
(77) E=A(p) H/ DNCI‘DN“I'/D¢(I-) Gy(r®, 1t N) e PHroliet)]
a=1

Pri tem je G,4(r®,r*’, N) standardna polielektrolitna Greenova funkcija, ki smo jo
vpeljali Ze prej (gl. enacbo (36)), in je za fluktuirajoée polje ¢(r) definirana kot

(78) 2
”)) +i57/dn¢(ra(n))> ,

N N
Gy(r*, r® / Dre( exp( 2?2 Z/ dn (ar
a=1"70

medtem ko je Hpp standardni Poisson-Boltzmannov Hamiltonian, v katerem up-
ostevamo dekompozicijo gostote naboja na volumski prispevek py = ng(exp(Beop) —
exp(—Lfegp)) = 2ngcosh(fey¢) in povrsinski del p,(s) = od(r — s) (linijskega smo
pospravili v Greenovo funkcijo), in ki deluje na polje i¢(r)

(79)  BHpplid] = 2n0/dr cosh(Pegig(r) +6%dsa ip(s) _ ol /dr iVo(r

Gornja enacba nam omogoca fizikalno interpretacijo transformac1Jsk1h polj ¢. Ker

ima Hamiltonka Poisson-Boltzmannovo obliko, lahko recemo, da so transformaci-
jska polja kar z imaginarno enoto mnozena elektrostatska polja v sistemu. Se bolj
zgosScen zapis particijske funkcije dobimo, ¢e vpeljemo povprecje oblike

(80) < [ >e= /qu(r) e PHpBlig(r)] f.

)1;[ < / d*rd®r’ Gy (r®, r® N)>¢

V tem primeru sledi

(81)

(1]
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Kolikor je zgornji zapis = eleganten, pa ni najbolj pripraven. Precej bolj koristno
je, ¢e v eksponent enacbe (77) spravimo tudi logaritem Greenove funkcije, kar
je seveda isto kot ¢e nam Greenova funkcija direktno nastopa kot faktor zraven
exp(—OHpgp). V tem primeru dobi particijska funkcija (77) obliko, ki je standardna
v kvantni teoriji polja, namrec

82) == A(3) / Do(r) eS|

kjer smo funkcional akcije S; definirali v obliki
(83) Sy = Hppli¢] — kgTN In ( / / Gy(r, v, N)d’r d%’) :

5.2.2. Minimizacija funkcionala S,. Particijske funkcije (82) ne moremo iz-
racunati analiti¢cno, lahko pa se iz nje veliko naucimo, ce se problema lotimo nu-
mericno, gl. [46]. Vpeljemo samousklajena polja, ki jih definiramo kot tista, ki
minimizirajo funkcional akcije in zadoS$c¢ajo enacbi

55,

(84) 56() =0,
pri cemer %((f))) predstavlja funkcionalni odvod funkcije f(x) po funkciji g(y). 1z
enacb (83) in (84) torej sledi
(SHPB[ZCb] Y (// ’ 313 /)
(85) ———— = _ kgTN In Gy(r, ', N)d’rd’r’' ) =0.
66(r) T do(r) . )

V nadaljevanju bomo uporabili naslednji formuli za funkcionalno odvajanje inte-
gralov funkcionalov:

5 [ _ : o [ df W)\ _ .
(86) M/Oodyg(f(y)) =g (f(z)) in 57 (@) /Oody (d—y) = —-2f"(x).

Formuli sta preprosto dokazljivi, gl. npr. [93], str. 124. V enacbi se bomo funkcional-
nega odvoda vsakega clena lotili posebej. Pri tem bo koristno, ¢ce najprej eksplicitno
izracunamo funkcionalni odvod Greenove funkcije

(87)

5 5[ 3 (N (orv(n))? N
%G(b(ra, ' N)=— Dr® exp [—@/0 dn ( rafln)> —|—i67'/0 dnqﬁ(ra(n))] =

" 06 e

iBTGy(r®, r'e, N)m/o dn ¢(r*(n)) = iBTGy(r", r'®, N)/O dné(r(n) —r%(n)).
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Sedaj lahko uporabimo kompozicijsko identiteto (52) in za funkcionalni odvod Green-
ove funkcije dobimo

(88)

5(25 o(r*, ' N) zﬁT/dr”a/ dn Gy (2", ", N—n)Gy(x", v, n)d(r(n) —r*(n)) .

Z znanim odvodom (88) lahko pri funkcionalnem odvodu logaritma, ki nastopa v
funkcionalu akcije Sy, postopamo takole:

(89) U/dwdi” Gy, 17, N)}:

/ d3roz d3 /a ( Oc) I_/o¢7 N) —

ff d’re d®r Gy (re, r'e,

X

ff d’re d’r ’“Gd,(ra, v’ N)

N
X // d?’ro‘d?’r’a/dr"a/ dn Gy(r'®, ", N — n)Gs(r", v, n)d(r(n) — r*(n)) =
0
= i07Tpy (1) .

pri cemer smo ponovno prisli do formule za polielektrolitno gostoto (53), le da tokrat
v sistemu z nenic¢elnim poljem ¢(r) # 0:
[[ d*r dPre fo dn G4(r'™, r" N — n)G4(r", r, n)

[[ &*r d*reGy(r, v, N) '

Ker je particijska funkcija po definiciji realna in pozitivna za vsak fizikalni sistem

(90) ps(r) =

[47], mora biti koli¢ina i¢(r) realna. Zato naredimo transformacijo ¢(r) — i¢(r), gl
npr. [47], [40], [46] in [59].

Oglejmo si Se funkcionalni odvod Poisson-Boltzmannove proste energije Hpg.
Funkcional proste energije lahko odvajamo ¢lenoma in pri tem uporabimo formuli
(86). Sledi

OHpg €€o

91) 5 = —7%/dr Vo)? —Qk:BTno&b/dr cosh(Beqo) ——j{er(ba—

= eegV?¢(r) — 2kpTng sinh(Beye) ,
medtem ko zadnji, povrsinski ¢len v prvi vrstici enacbe (91) ob predpostavki elek-
tronevtralnosti sistema poskrbi za ustaljeni elektromagnetni robni pogoj (gl. ko-
mentar nad enacbo (77)):
99(r)
on
kjer je n lokalni normalni vektor na povrsino Wigner-Seitzeve celice. Sedaj poz-

(92) —€€g

20'7

namo oba funkcionalna odvoda iz enacbe (85). Z minimizacijo funkcionala akcije
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smo torej prisli do sistema diferencialnih enacb, ki predstavljata samousklajeni
enacbi polja za polielektrolitno verigo, potopljeno v elektrolitno kopel:

(93) eeoV2p(r) — 2kpTngsinh(Begp) — TN py(r) = 0
(94) —eeg 9(r) o.
On

Ce se Zelimo lotiti reSevanja sistema (93), moramo poiskati eksplicitno funkci-
jsko odvisnost za p,. Tu nimamo prav veliko moZnosti - uporabili bomo priblizek
dominantnega osnovnega stanja (56), G4(r,r’, N) ~ y(r)¢o(r') exp(—EN). V tem
priblizku je gostota polielektrolita

[ &’x" d’r’ ng dn o (r')¢ho (r") e SN ey (x")ghy (r)e 50"

(95) p¢(r) = ff d31‘ dSr/¢0<r)¢0(r/)e—5oN -

= N|y(r)]*.

S tem korakom smo nelinearno sklopili polji ¢(r) in ¢(r), sistem (93) pa predstavlja

komplementarno enaébo k Edwardsovi enadbi (45). Ce tudi v enaéhi (45) Greenovo
funkcijo zapiSemo v priblizku osnovnega stanja, dobimo enacbi samousklajenih polj

(96) eV () — QkBTno sinh[Bego(r)] — TN NH(r)]? = 0
97) ——V 19(r) + Bro(r)i(r) — Egp(r) = 0,

pri ¢emer je V3 = r~1(9/0r)(rd/0r) ponovno radialni del Laplaceovega operatorja
v cilindri¢nih koordinatah. Zgornji diferencialni enachbi (96) in (97) sta osnovni
enacbi naSega sistema in njune reSitve predstavljajo temeljni vsebinski problem
disertacije. Ocitno je, da se sistem v odsotnosti elektrolita poenostavi v Poisson-
Boltzmannovo enacbo (28). Ob prisotnosti elektrolita pa sistem pomeni modifici-
rano Poisson-Boltzmannovo enacbo, kjer moramo elektrostatsko polje samouskla-
jeno dolociti skupaj z gostoto nabojev v sistemu. Imamo torej sistem cetrtega reda
z neznanim parametrom &,.

Navedimo robne pogoje. Eden od robnih pogojev bo ponovno zahteval, da odvoda
gostotnega in elektrostatskega polja na povrsini celice izgineta, s tem simuliramo
makroionsko heksagonalno mrezZo; drugi robni pogoj mora poskrbeti, da je inter-
akcija med polielektrolitno verigo in makroioni steri¢na in je gostotno polje v na
povrsini makroiona enako ni¢; tretji robni pogoj pa uposteva, da je elektrostatsko
polje ¢(r) soda funkcija razdalje med makroionoma. Ne glede na to pa mora zanj
veljati standardni elektromagnetni robni pogoj (92). Ker moramo hkrati ohranjati
stevilo monomerov, lahko k navedenim pogojem dodamo Se normalizacijsko zahtevo
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za gostotno polje, od koder bomo dolocili &. Po vrsti so robni pogoji, ki spadajo k
enacbama (96) in (97), torej naslednji

0
(98) %(T =rys) = 0
(99) v(ir=a) = 0
0
(100) X =rws) = 0
(101) —eeog—i(r =a) = 0
(102) /dr\@b(r)|2 = 1.

Pri tem je a radij makroiona DNK, r, s pa radij Wigner-Seitzeve celice. S temi do-
datnimi pogoji je nas sistem (96) in (97) popolnoma dolocen in se lahko lotimo nje-
govega resSevanja. Preden to storimo, dolo¢imo Se prosto energijo sistema: dolo¢imo
jo iz particijske funkcije (82) s pomocjo zveze F(r) = —(8V) ' InZ, torej

(103) F(r) = —(8V) ' In / Do(r)

X exp {_BHPB[Qb] +N1H (/ G¢<r7 I‘I, N)d31' d3r/)} .

Ker ne smemo zamenjati logaritma in funkcionalne integracije, smo prisiljeni par-
ticijsko funkcijo aproksimirati z nec¢im, kar bomo znali logaritmirati. Ker v funk-
cionalnem integralu v enacbi (103) integriramo po vseh moznih funkcijskih oblikah
polja ¢(r), je obicajen trik kar aproksimacija integrala z eksponentom funkcionala
akcije S, izratunanega v sedelni tocki (ang. saddle-point approximation), kjer je
3S4/0¢(r) = 0. Torej takole

(104) / Dé(r) e % = exp [ BSS] |

kjer je S, funkcional, ki deluje na poljubni polji ¢(r) in ¢, funkcional S3°* pa je isti
funkcional, izrac¢unan v sedelni tocki, ki jo dolocata samousklajeni resitvi enacb
(96) in (97). S tem integracijo po vseh moznih, Se tako eksoti¢nih oblikah polja ¢(r)
nadomestimo z eksponentom akcije tistega polja, ki je resitev Euler-Lagrangevih
enacb (96) in (97). Kaj s tem pridobimo? Ko enkrat numeri¢no resSimo doti¢ni
sistem (96) in (97), tj. ko poznamo samousklajeni polji ¢(r) in ¥ (r), lahko prosto
energijo sistema izracunamo s pomoc¢jo formule (103) takole

(105) Flr) = —%V IE = ksTA(N/S)Eo(x) + Hpp(r)/S.
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Prvi ¢len v gornji enacbi, ki opisuje polielektrolitni prispevek k prosti energiji sis-
tema, dobimo iz enacbe (104), ce Greenovo funkcijo zapiSemo v priblizku osnovnega
stanja

Gy(r, 1/, N) == o(r)¢ho(r')e N

Drugi clen predstavlja obicajno Poisson-Boltzmannovo Hamiltonko

(106) BHpp|o —2n0/drcosh Begp(r —l—ﬁ?{dsaqb 66Oﬁ/d (Vo(r

ki po vrsti vsebuje prispevke soli, povrsinskih nabojev in zunanjega polja.






POGLAVJE 6

Resevanje Euler-Lagrangevih samousklajenih enacb

V razdelku predstavljamo resevanje samousklajenega (v nadaljevanju tudi SCF,
iz ang. self-consistent field) sistema sklopljenih diferencialnih enacb (96) in (97) pri
dodatnih pogojih (98). Omenjeni sistem je bistveno bolj zapleten kot Edwardsova
enacba, vendar na ta ra¢un njegove resitve ponujajo vecje bogastvo interpretacij in
pojavov.

Prvi korak v resevanju je ponovno transformacija SCF sistema v brezdimenzi-
jsko obliko. Brez izgube splosnosti lahko privzamemo, da je naboj na posameznem
monomeru enak osnovnemu naboju 7 = ¢, ter da je povrsinska gostota naboja na
makroionu negativnega predznaka o < 0. Zdaj uvedemo i) brezdimenzijski radij

_ 1
w=A,T,

kjer je A\p Debyev radij senéenja za eno-enovalentni elektrolit, definiran z \;' =
2nofeo/e€o; 1) brezdimenzijsko gostoto naboja feg\po/eey; iii) parameter elektro-
statske sklopitve med gostoto polielektrolitnih verig in povprecno gostoto naboja

Ap
AN

V zgornji enacbi smo numeriéni predfaktor pred \p, ki ima enoto dolZine, poimen-

(107) (Beg Jeco) N (N/S)Ap -

ovaliz \[' = (Bet/eey) N (N/S), da bi bilo stalno eksplicitno jasno, da je razmerje i—’f
brezdimenzijsko.

Sedaj navajamo Se numericne vrednosti sistemskih konstant, ki se v nasih racu-
nih pogosto pojavljajo. Brezdimenzijsko gostoto naboja fegApo/(e€) v vodi z dielek-
tricno konstanto ¢ = 80 in pri sobni temperaturi k37T = 25 meV prepiSemo v

A 2\
beodn Py D7 ~9nm-Ap-—,

€€p €€y €p €0

(108)

pri cemer je o/ey obratna ploséina makroionskega valja, na katerem se ob povrsin-
ski gostoti o nabere naboj ¢y. Za molekulo DNK velja opyr /e ~ 1 nm~2. To je vred-
nost, ki ustreza linearni gostoti naboja na DNK, leq/ 1.7A, ¢e molekulo aproksimi-
ramo s togim valjem s premerom 1 nm. Kuhnovo dolZino polielektrolita smo na
podlagi eksperimentalnih podatkov postavili na 1 nm, kar ustreza ~ 3 — 6 mo-
nomerom Vv polifosfatnih ali poliakrilatnih verigah (gl. [72]). V nasem modelu
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zanemarimo vplive, ki jih imajo coulombske elektrostatske interakcije na Kuhnovo
dolzino. Ce nadalje vpeljemo Se brezdimenzijsko polje ¢ = (ey¢, lahko na podlagi
povedanega samousklajen sistem (96) in (97) zapiSemo v brezdimenzijski obliki

d’ 1d

Y R

dw?  wdw

d2S0 1 dy . 2,2

Elektromagnetni robni pogoj se sedaj glasi

de BeogAp
11 — | =
( O) dw |w—a/>\D cco

o

Nepredirnost makroionske povrsine zapiSemo z robnim pogojem

(111) wlw:a/)\p :07

medtem ko Wigner-Seitzev robni pogoj zahteva niclo odvoda polielektrolitnega gos-
totnega polja na povrsini Wigner-Seitzeve celice:

(112) dv

dw |wws=7‘ws/>\p

=0.

Normalizacijski pogoj se sedaj glasi

rws/Ap
/ V?(w)2rwdw = 1.
a/Ap
Pri tem je a polmer molekule DNK, in predstavlja notranjo povrsino Wigner-Seitzeve
celice, ry s pa je zunanji celiéni radij.

Tudi tokrat smo SCF enacbe resevali numeri¢no v okolju Matlab. Ponovno
smo uporabili strelsko metodo po vrednostih gostotnega polja ¥?(wys) na povrsini
Wigner-Seitzeve celice; Sele s tem je sistem dobro dolocen in ima dovolj dodatnih
pogojev za dolocitev polj ¢ in ¢ (r) ter energije osnovnega stanja &. Vecina proble-
mov, s katerimi smo se srecali med resevanjem, je podobna tistim iz razdelka 4.3,
posebno velike tezave pa smo imeli s preskakovanjem v vi§ja stanja, kjer ima +*(r)
znotraj Wigner-Seitzeve celice vec¢ kot eno ni¢lo. Tu se je kompleksnosti ustrezno
jasneje pokazala obcutljivost reSevanja robnih problemov na zacetni priblizek.

6.1. Algoritem resevanja

V blizini izhodis¢a smo resitve sistema (109) sicer Se lahko iskali na podoben
nacin kot pri reSevanju Edwardsove enacbe, za vecje radije Wigner-Seitzeve celice
pa je tisti algoritem prenehal konvergirati in potrebno je bilo izdelati novega.
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Novi algoritem zaéne z inicializacijo sistemskih parametrov (o, Ap, (Ap/\1)?)
in wys. Nato v prvem koraku postavimo polje ¢ na ni¢ in zaénemo z naslednjo
iteracijo. Opisimo prvi cikel iteracije. Najprej reSujemo enacbo

d*y  1d
a4 60 1) = 0.

Gornjo enacbo smo reSevali s kombinacijo strelske metode in Matlabovih opti-

(113)

mizacijskih algoritmov, s katerimi smo minimizirali koli¢ino |1 — 27 [ dw w?| in
tako zadostili normalizacijskemu pogoju. Shema v iteraciji uporabljenih strelskih
in optimizacijskih metod je bila naslednja. Pri danih (o, A\p, (Ap/\1)?) in wy g smo
si izmislili robni pogoj ¢)(wys) in z bvp4c resili enacbi (113) ali (115) (pri enacbi
(114) strelske metode ne potrebujemo). Nato smo preverili normalizacijski pogoj
11 — [ 2rwdwi?], in e je bila razlika vecja od 0.15, smo povecali ¢)(wws). Tako smo
nadaljevali, dokler razlika ni padla pod 0.15. Tako smo s streljanjem priblizno
dolocili ustrezno vrednost ¢/(wys) - za natanc¢no dolocitev smo nato uporabili zZe
omenjeni algoritem fminbnd za omejeno optimizacijo, ki je dolocil odvod na robu
celice dovolj natan¢no, da je veljalo |1 — [ 2rwdwy?| < 107° A vrnimo se nazaj k
opisu iteracije.

Iz enacbe (113) dobimo priblizek zﬁ(o) za polielektrolitno gostotno polje v, ki ga
potem v naslednjem koraku nesemo v enacbo

2

ddi(zl) + idflf > — sinh gy + (Ap/A1)20%) = 0.
Enacbo (114) resimo z Matlabovo rutino bvp4c - tokrat streljanja ne potrebujemo
- ter si tako zagotovimo vektor priblizkov (@E(l), $q1y) za polji (¥, ). PribliZzek nato
uporabimo naslednji iteraciji, kjer nam 1/;(1) sluzi kot zacetni priblizek polja 1;(2)

(114)

$(1) pa za funkcijo v enacbi:

e 1ddg 5V
dw22> n Ed— +6(An/1)*(Eo — 1)) = 0.

S tem je prvi cikel iteracije kon¢an. Da bi ugotovili, ali je potrebno iteracijo nadal-

(115)

jevati, smo ob koncu vsakega cikla dolo¢ili razliko med vektorjema i(zk 4 In 1;(21@)
Ker bi bilo direktno odstevanje |w i) (Qk)| zaradi odstevanja majhnih vrednosti
numeric¢no nestabilno, smo VzpostaV111 naslednji kriterij. Iteracijo smo prekinili,
ko je bilo zadosceno pogoju

(116) 11— Yo 1< 1077,
I sy I o

Na tej tocki reSevanja smo si pri enem radiju celice zagotovili natancne resitve

sistema (109). Sedaj povecamo radij in celoten iterativni postopek ponovimo - in ga
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ponavljamo, dokler nimamo resSitev na reprezentativno Sirokem intervalu celi¢nih
radijev in to z dovolj veliko resolucijo, da bo kasneje mozno racunati tlake v sis-
temu.

6.2. Resitve samousklajenega sistema enacb

6.2.1. Polji ¢/(r) in ¢(r). Tu predstavljamo resitve sistema enacb (109). Kot v
razdelku 4.3 bomo najprej predstavili neposredne resitve, torej vedenje polielektro-
litnih gostotnih profilov ¢?(r) ter potencialov ¢(r). V nekaterih pogledih bo ve-
denje podobno, ve¢inoma pa bodo nelinearne sklopitve med poljema ¢(r) in (r)
vzpostavile precejsne razlike v vedenju sistema. Brezdimenzijske spremenljivke
nasega faznega prostora so brezdimenzijska gostota naboja %a, razmerje med
radijem senéenja in med Kuhnovo dolZino polielektrolita Ay /b (vzeli smo b = 1 nm),
ter razmerje A\p/)\; med radijem senéenja \p in med \;' = (Be2/eco)N'(N/S), ki je
kolicina z enoto dolzine, njena velikost pa meri celotno gostoto vseh polielektro-

litnih verig v sistemu. Vi§ji \; pomeni niZjo gostoto polielektrolita in obratno.

030 7 I N I T I T T T I T I T I T I N 4

SLIKA 6.1. Prehod iz monomodalnega v povrsinsko vezano stanje pri pa-
rametrih o = 6opyx, Ap = 0.7:0.2: 1.3nm, (Ap/)\1)? = 1. Pojav je podoben
kot pri Edwardsovi enachi, gl. sliko (4.4). Povrsinska vezana stanja so zaradi
visoke gostote naboja na makroionu zelo izrazita.

Slika 6.1 kaze prehod iz monomodalnega v povrsinsko vezano stanje pri para-
metrih 0 = 60png, Ap = 0.7 : 0.2 : 1.3nm, (Ap/A\;)? = 1. Pojav je podoben kot pri
Edwardsovi enachi, gl. sliko (4.6), o tem smo izdatneje pisali v razdelku 4.3, zato
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WW S

SLIKA 6.2. Premikanje lege maksimumov gostotnih porazdelitev v
primerih pri ¢ = 0.10pyx (érne krivulje) in ¢ = 0.3 0pnyi (modre krivulje)
zaradi spreminjanja radija sencenja A\p = 0.01 : 0.25 : 3.51 nm.

tu vec kot pravkar omenjenega grafa ne bomo navajali. Resitve so podobne: v zelo
ozkih celicah se povrSinska vezana stanja ne razvijejo pri nobeni, Se tako veliki
gostoti naboja na makroionu. V tako omejenih razmerah so entropicni prispevki
k prosti energiji dominantni, zato ne pride do adsorpcije na makroion na racun
elektrostatskih interakcij. V Sirokih celicah se razmere spremenijo na enak nacin
kot pri Sibkem polju. Ko pri nespremenjenih parametrih o, A\p/bin Ap/\; preidemo
nek ’kriti¢ni’ radij, elektrostatske interakcije prevladajo nad entropijo in veriga se
zane zbirati ob makroionu. Gostotna porazdelitev ¢)?(r) preide iz monomodalne
porazdelitve s centrom na povrsini Wigner-Seitzeve celice v bimodalno. To slika
6.1 jasno prikazuje, povrSinska vezana stanja pa so zaradi visoke gostote naboja
na makroionu Se zlasti izrazita. Pri nizjih gostotah naboja so razmere podobne, le
manj izrazite, za ilustracijo gl. Se sliki 4.5 in 4.6.

Prehod v povrsinsko vezano stanje je morda bolj nazoren na slikah 6.2 in 6.3,
kjer prikazujemo dinamiko maksimumov gostotne porazdelitve monomerov in gos-
totni profil glede na prerez Wigner-Seitzeve celice. Pri nizkih vrednostih \p je
makroionski potencial dovolj moc¢no zasencen, da se polielektrolit zbere na povrsini
Wigner-Seitzeve celice, zato je odmik maksimuma gostotne porazdelitve s povrsine
celice enak ni¢. Nekje v okolici A\p = 0.7 se zacne prehod v bimodalno gostotno dis-
tribucijo, kar pomeni odmik maksimuma gostotne porazdelitve s povrsine celice.
Ko \p povecamo na 1.3 nm, ionski oblak razred¢imo do te mere, da elektrostatska
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SLIKA 6.3. Gostotni profili v Wigner-Seitzevi celici pri razliénih radijih
senc¢enja. Makroion na sliki ni prikazan, nahaja pa se v centru vsakega
profila. Opazen je prehod iz monomodalnega v povr§insko vezano stanje pri
parametrih 0 = 6 opng, Ap = 0.7 : 0.2 : 1.3nm, (Ap/A1)? = 1. PovrSinska
vezana stanja se pojavijo pri vi§jih vrednostih \p in so zaradi visoke gostote
naboja na makroionu zelo izrazita.

interakcija med polielektrolitom in makroionom mocno preseze entropijske pri-
spevke k polielektrolitni gostotni distribuciji, veriga pa se nabere ob makroionski
povrsini. Naj ob tem poudarimo: tu ne moremo govoriti o obi¢ajni adsorpciji, saj
uporabljamo robni pogoj ¢|,—x, = 0.

6.2.2. Limita (Ap/)\;)*> — 0 in Poisson-Boltzmannove resitve. Relevanten
test delovanja nasega programa je primerjava samousklajenih resitev z resitvami
limitnih primerov nasega modela, ki so praviloma lazje dostopne. V limiti nizkih
polielektrolitnih gostot samousklajen sistem enacb (96) in (97) preide v osnovno
Poisson-Boltzmannovo enacbo (28), torej je smiselno primerjati samousklajene re-
Sitve v tej limiti z reSitvami Poisson-Boltzmannove enacbe. V cilindri¢ni geometriji
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SLIKA 6.4. Primerjava resitev Poisson-Boltzmannove enacbe (28) (modri
kvadratki) s samousklajenim poljem ¢(w) (zvezni ¢rni grafi) pri parametrih
oc=01:1:510pnK, A\p = 1.1nm, (Ap/A;)? = 0.1.

za Poisson-Boltzmannovo enacbo

(117) L0 ( 8—90) = 26010 (o))

- r
ror \_ Or €€

. dy __ Beolp
ob robnem pogoju g¥ |u=a/x, = 2

resitev, gl. [73], za celotni elektrostatski potencial v sistemu

o(r) =1In [(ar/2z)2 COSQ(Zhl(T/b))] ,

kjer so a, b in z znani sistemski parametri, vendar smo se v disertaciji vseeno od-

o sicer obstaja analiti¢na Fuoss-Lifson-Kacalski

locili za samostojno numeri¢no resevanje. To smo storili zato, da smo hkrati pre-
verili del numeri¢nega algoritma, ki ga uporabljamo pri obeh primerih.

Rezultati so taki, kakrsne smo pricakovali. Na sliki 6.4 primerjamo reSitev
Poisson-Boltzmannove enacbe (28) s samousklajenim poljem ¢(w) pri parametrih
oc=01:1:510pnyk, Ap = 1.1nm, (Ap/A;)? = 0.1. Gostota polielektrolita je v tem
primeru nizka, zato mora biti Poisson-Boltzmannova slika veljavna. Kot vidimo,
povecevanje gostote naboja na makroionu ni pomemben dejavnik, torej ob nizki
gostoti polielektrolitov (in v primeru (Ap/A;)? = 0.1 je temu tako) sklopitev med
makroionom in polielektroliti ne more kaj dosti vplivati na sistem. Dominantna
tako ostaneta prispevka ionskega oblaka in makroiona, kar pa je seveda natanko
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SLIKA 6.5. Primerjava resitev Poisson-Boltzmannove enacbe (28) (modri
kvadratki) s samousklajenim poljem ¢(r) (zvezni ¢rni grafi) pri parametrih
0 = 60pNk, A\p = 0.7 : 0.2 : 1.7nm, (Ap/\1)?> = 1. makroionska gostota
naboja je tu zelo visoka, razmerje (Ap/A1)? pa dovolj nizko, da oéitno gostota
polielektrolitov Se ni dovolj velika, da bi pomenila kaj ve¢ kot perturbacijo k
Poisson-Boltzmannovi resitvi za polje ¢(w).

Poisson - Boltzmannova slika - in ujemanje mora biti popolno, kot tudi je: Poisson-
Boltzmannove resitve so prikazane z modrimi kvadratki in lepo sovpadajo s ¢rno
¢rto, ki predstavlja resitve samousklajenih enacb za primer nizke polielektrolitne
gostote.

Slika 6.5 prikazuje situacijo z izredno visoko gostoto naboja na makroionu, ven-
dar je hkrati razmerje (Ap/)\;)? = 1 o€itno dovolj nizko, da sta prispevka ionskega
oblaka in makroiona Se vedno dominantna. Opazen je sicer rahel odmik Poisson-
Boltzmannovih od samousklajenih resitev. éeprav torej ujemanje ni vec¢ tako po-
polno kot na sliki 6.4, pa Poisson-Boltzmannova slika Se vedno ostaja v najnizjem
redu ustrezen opis.

Slika 6.6 kaze primerjavo med Poisson-Boltzmannovo resitvijo (modri kvadratki)
ter SCF resitvami pri razliénih gostotah polielektrolita v celici. Kot je pricako-
vati, se v primeru majhnih polielektrolitnih gostot Poisson-Boltzmannov opis dobro
ujame s samousklajenim (najbolj zgornja krivulja na sliki 6.6). Cim pa povecamo
gostoto verig v sistemu, postane ta opis popolnoma neustrezen, kar je na sliki 6.6
lepo vidno .
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Slike 6.6, 6.7 in 6.8 zelo nazorno kazejo, kakSen vpliv ima polielektrolit v sis-
temu na elektrostatski potencial v sistemu. Zanimiva je tudi primerjava med
slikama 6.5 in 6.8. Razmerje (Ap/)\;)? je pri obeh enako, le da imamo enkrat vi-
soko, drugi¢ pa nizko nabit makroion. Na sliki 6.5 so dolZine sencenja med \p =
0.7 - 1-7 nm, na sliki 6.8 pa med \p = 0.01 - 3.01 nm. Resitve za polja ¢(w) pri
enakih vrednostih (Ap/A;)? in A\p so ne glede na razlike v o v obeh primerih zelo
podobne.

V tem razdelku je bilo predstavljenih zgolj malo resitev za gostotne porazdelitve
in sorazmerno vec za elektrostatski potencial ¢. Za to smo se odlocili, da smo jas-
neje ilustrirali, da nase samousklajene numeriéne resitve konvergirajo k pravi,
tj. k nemodificirani Poisson-Boltzmannovi limiti, ko gostoto polielektrolitov lim-
itiramo proti nic. Gostotni profili bodo Se dodatno predstavljeni v naslednjem
razdelku ter tudi pri analizi vedenja osmotskega tlaka v sistemu.
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SLIKA 6.6. Primerjava resitev Poisson-Boltzmannove enacbe (28) (modri
kvadratki) s samousklajenim poljem ¢(w) (zvezni ¢rni grafi) pri parametrih
o =0.1opnk, Ap = 0.26nm, (Ap/A;)?> = 0.01 : 1 : 5.01. Variacija razmerja
(Ap/A1)? ima, vsaj kar se ti¢e odmika od Poisson-Boltzmannove teorije brez
polielektrolitnih verig, precej ve¢jo tezo kot variacije makroionske gostote
naboja o.
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SLIKA 6.7. Primerjava resitev Poisson-Boltzmannove enacbe (28) (modri
¢rtkani grafi) s samousklajenim poljem ¢(r) (zvezni ¢rni grafi) pri para-
metrih ¢ = 0.30‘DNK, )\D = 0.01 : 0.25 : 3.761’11’11, ()\D/)\l)Z = 5. Vi-
soko razmerje (\p/)\1)? implicira visoko vsebnost polielektrolita v Wigner-
Seitzevi celici, zato postanejo resitve Poisson-Boltzmannove enacbe popol-
noma neustrezne. To se lepo vidi Ze na sliki 6.6.

SLIKA 6.8. Primerjava resitev Poisson-Boltzmannove enacbe (28) (modri
¢rtkani grafi) s samousklajenim poljem ¢(r) (zvezni ¢rni grafi) pri para-
metrih o = 0.1opyi, Ap = 0.01:0.25: 3.01nm, (Ap/A)? = 1.



POGLAVJE 7

Lastne in proste energije sistema. Sile med makroioni.

7.1. Lastne energije

V prejsnjem razdelku smo prikazali resitve za polji ¢'(w) in ¢(w), ki smo ju
dolocali samousklajeno iterativno. Sedaj predstavljamo vedenje najnizje lastne en-
ergije & (delamo v priblizku dominantnega osnovnega stanja), gostote proste en-
ergije F ter p—V fazne diagrame nasSega sistema. Lastno energijo osnovnega stanja
&y smo hkrati z normalizacijo polja ¢)(w) doloéili s strelsko metodo, gl. razdelek 6.
Na ta nacin polielektroliti vplivajo na interakcijo med makroioni. Dokler smo v lim-
iti ozke celice, je polielektrolit stisnjen med makroione in polielektrolitno posre-
dovana interakcija med njimi je stericna odbojna, kar nakazujejo pozitivne vred-
nosti lastne energije pri majhnih radijih, Se bolj pa divergence tlaka v ozkih celicah.
Do steri¢nih vplivov pride ne glede na vse ostale sistemske parametre - ko celico
dovolj zozimo, postanejo vrednosti &, pozitivne. Ta efekt nastane zaradi robnega
pogoja ¥|,—xe = 0, ki zahteva, da je gostota polielektrolita na povrsini makroiona
enaka nic. Ko radij celice povecamo, se za¢ne pri dovolj visokih gostotah naboja in
dovolj velikih Debyevih radijih sencenja polielektrolit gostiti v blizini makroionske

7 Ew)
0 0

SLIKA 7.1. Leva slika: Gostotni profili in lastna energija & (w) pri ra-
zliénih celiénih radijih pri parametrih ¢ = 6 opng, Ap = 1.3nm, (Ap/A1)? =
1. Desna slika: lastne energije & (w) pri parametrih ¢ = 6opyk, Ap = 0.7 :
0.2:1.7nm, (Ap/\1)? = 1.
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SLIKA 7.2. Krivulje lastne energije in gostote monomerov ob variaciji
makroionske gostote naboja pri fiksnih Ap in (Ap/A1)?, tj. pri parametrih
oc=01:1:51lopyk, Ap = 1.1, (A\p/A1)? = 0.1. Variacija o ne vpliva na
pozicijo minimuma lastne energije.

povrsine, kar implicira vzpostavitve molekularnih mostov med makroioni in vodi
v privlac¢ne interakcije med njimi. V razdelku z resitvami Edwardsove enacbe smo
na sliki 4.10 prikazali gostotne profile pri razliénih celiénih radijih, kjer je lepo
vidno, da je imela lastna energija v tocki prehoda iz monomodalne v bimodalno
gostotno porazdelitev svoj minimum. V primeru mocne sklopitve verige z zunan-
jim poljem to ne velja ve¢ - minimum lastne energije ne sovpada vec¢ s prehodom.
To je prikazano na levem grafu slike 7.1, kjer na levi strani prikazujemo gostotne
profile pri razli¢nih celi¢nih radijih, na desni strani pa vpliv Debyevega sencenja
na vedenje lastne energije. 1z levega grafa je razvidno, da do prehoda v povrsinsko
vezano stanje pride precej zatem, ko je Sla lastna energija skozi svoj minimum.
To razhajanje z Edwardsovo enacbo utemeljujemo s tem, da v primeru samouskla-
jenega dolocanja polj ¢(w) in ¥ (w) lastne energije ne doloca ve¢ zgolj polje 1 (w).
Na sliki 4.10 je bil x = A\ fiksen, torej je bil potencial ¢(w) pri razliénih celiénih
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w

SLIKA 7.3. Krivulje lastne energije pri nizki makroionski gostoti naboja in
razliénih vrednostih \p; grafi so narisani za parametre c = 0.1opng, Ap =
0.01 : 0.25 : 3.01 nm (od zgoraj navzdol), (A\p/\1)? = 2.5. V vloZenem grafu
nekaj gostotnih porazdelitev pri istih parametrih. Korelacij med funkcijsko
odvisnostjo &y in prehodom v povrsinska vezana stanja ni ve¢.

radijih in pri razli¢cnih vrednostih sklopitvenega parametra w, prav tako fiksen.
V SCF primeru pa se polje ¢ dolo¢a hkrati s poljem v, zato vsaka sprememba
polja ¢ implicira tudi spremembo polja ¢. Lastna energija & se v Edwardsovem
primeru dolo¢a skupaj z gostotnim poljem v, v SCF primeru pa skupaj z gostotnim
in elektrostatskim poljem ¢, to pa pripelje do prikazanega zamika med minimu-
mom lastne energije in prehodom v bimodalno distribucijo. Lastna energija ni ve¢
ustrezen indikator prehoda, kar se najlepse vidi na sliki 7.3. éeprav so krivulje
lastnih energij monotone in ohranjajo predznak, sistem vseeno preide v - sicer zelo
blago, pa vendar - povrsinsko vezano stanje. To jasno kaze sliki 7.3 vloZeni graf,
ki prikazuje gostotne profile )?(w) pri tistih parametrih, pri katerih smo ra¢unali
tudi prikazane lastne energije. Oglejmo si Se sliki 7.4 in 7.5. Prva prikazuje grafe
lastnih energij v primerih ¢ = 0.1o0pnk ter 0 = 4.1 0pnk pri razliénih vrednostih
(Ap/A1)?. Pri nizki vrednosti A\p = 1 je vedenje lastne energije monotono ne glede
na o in (Ap/A)% Krivulje (Ap/\;)? = 0.1, 1.1, 2.1 so pri o = 0.1 zelo rahlo razmakn-
jene, pri 0 = 4.10pyk pa je njihov vpliv izdatnejsi, gl. sliko 7.5. Po pricakovan-
jih se pri nizki makroionski gostoti naboja (gl. levi graf slike 7.4) energija vede
monotono, pri visokih (desni graf iste slike) pa ne. Gostota naboja na makroionu
ima torej, kar se tice splosne funkcijske odvisnosti & (w, o, Ap, (Ap/A1)?), tu podoben



74 Lastne in proste energije sistema. Sile med makroioni.

{ Eogw

Egw)

02 04 06 08 10 12 1.4 16 18 20

SLIKA 7.4. Leva slika: grafi lastnih energij pri parametrih ¢ =
0.1cpnk, Ap = 0.1, 1.1 nm, (Ap/A1)? = 0.1, 2.1, 4.1. Desna slika: grafi
lastnih energij pri parametrih ¢ = 4.10pyk, Ap = 0.1, 1.1 nm, (Ap/\)? =
0.1, 2.1, 4.1. Grafi za navedene vrednosti (Ap/A1)? si sledijo pri doloéenem o
in A\p od spodaj navzgor.

vpliv kot pri Edwardsovem primeru, hkrati pa ni vec jasnih korelacij med minimu-
mom lastne energije in prehodom v povrsinsko vezano stanje. Iz slike 7.2 je mo¢
natancneje sklepati, da variacija makroionske gostote naboja ocitno ne vpliva na
lego minimuma lastne energije. Podobno kaze tudi slika 7.5, kjer prikazujemo
krivulje lastne energije pri fiksni vrednosti Debyevega radija \p = 1.1 ter pri treh
razliénih vrednostih makroionske gostote naboja in razmerja (Ap/\;)?, ki meri gos-
toto polielektrolitov. Kar je zanimivo pri rezultatih, prikazanih na slikah 7.4 in
7.5 - in se tudi nanasSa na zgoraj povedano - je dejstvo, da na lego minimuma ne
vplivajo niti variacije o (torej lastnosti makroionov) niti razmerje (Ap/)\;)? (torej
gostota polielektrolitov). Kot kaze, je edini parameter, ki vpliva na lego minimuma
lastne energije, Debyev radij \p. Ta na lego mocno vpliva, kar kaze na to, kako
pomembno vlogo v sistemu igra sol. Cim vedji je Debyev radij, v tem ozji Wigner-
Seitzevi celici energija doseze svoj minimum. To je razumljivo, saj izjemno majhen
Ap pomeni zelo veliko zasencitev makroionskega potenciala, temu primerno pa v
gostotni porazdelitvi zacnejo dominirati entropijski prispevki, ki preferirajo zgos-
titve na povrsini celice. Podobno, ¢eprav nekoliko manj izrazito vedenje opazimo
tudi v obnasanju resitev Edwardsove enacbe, gl. sliko 4.11. Tudi tam Debyev radij
narekuje pozicijo minimuma lastne energije.
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SLIKA  7.5. Grafi lastnih energij pri parametrih o =
0.1,2.1,410pnK, Ap = 1.1, (Ap/M)? = 0.1,1.1,2.1 (pri danem o od
spodaj navzgor). Variaciji ¢ in (Ap/)\;)? ne vplivata na pozicijo minimuma
lastne energije. To je vidno tudi na sliki 7.4.

7.2. Proste energije in sile med makroioni

Interakcijo med enako nabitima makroionoma v prisotnosti polielektrolita na-
rekujejo trije mehanizmi. i) Entropi¢ni prispevki k stericnim interakcijam med
makroionom in verigo, ki vedno pomenijo odboj makroionskih povrsin. ii) Sencena
elektrostatska interakcija med nabitima povrsinama, ki prav tako vodi do odbo-
jnih interakcij. iii) Mehka adsorpcija polielektrolita na obe nabiti povrsini, ki
izvira iz direktnih elektrostatskih interakcij med polielektrolitom in nasprotno
nabitima makroionskima povrSinama. Izraz mehka adsorpcija pomeni kvalita-
tivno drugacno fizikalno vsebino kot pri ’obi¢ajni’ adsorpciji, gl. [40]. Obicajno
se vzame adsorpcijsko energijo za konstantno in neodvisno od sistemskih para-
metrov, oz. ona sama je sistemski parameter. To vodi v situacijo, kjer je lastna
energija sistema &(w) monotona funkcija, gl. [40]. V primeru mehke adsorpcije
elektrostatskega izvora pa adsorpcijska energija ni konstantna, temvec je odvisna
od sistemskih parametrov na netrivialen nacin, ki ga eksplicitno niti ne poznamo.
Boj omenjenih treh mehanizmov za prevlado v sistemu pripelje do nemonotonega
vedenja lastne energije, proste energije in tudi sile med makroionskimi povrsinami.
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SLIKA 7.6. Shematski prikaz polielektrolitnega mosti¢enja, ki vodi v

privlake med enako nabitimi makroioni. Veriga je narisana s ¢rno ¢rto,
makroioni DNK pa kot sivi vodoravni valji. Levo: veriga v ozki celici. Gos-
totno porazdelitev v najveéji meri doloc¢a robni pogoj ¢(a) = 0, da veriga
ne more prodreti v makroion DNK. V tem reZimu je sistem efektivno elek-
tricno nevtralen in elektrostatika ne pride do izraza. Dominantne sile so
sile zaradi izkljucevanja verige iz makroiona in tlak v sistemu je pozitiven.
Desno: veriga v Siroki celici. Sile zaradi izklju¢evanja verige iz makroiona
niso ve¢ prevladujoce. Do izraza pride elektrostatika: veriga se zgosti v
bliZini makroionov, ter med njimi vzpostavi molekularne mostove. Zaradi
entropic¢ne elasti¢nosti verige molekularni mostovi posredujejo med enako
nabitimi makroioni privlac¢ne interakcije - tlak v sistemu postane negativen.

Stalnica vseh spodaj prikazanih rezultatov je steri¢no izkljucevanje polielektro-
litne verige iz makroiona, ki pri majhnih makroionskih separacijah, tj. v ozkih
Wigner-Seitzevih celicah, generira trdo sredico interakcije, ki vedno pomeni mocno
pozitivne proste energije (pa tudi tlake in lastne energije). Sistem je ob moéno
dominantnih steri¢nih interakcijah efektivno elektri¢cno nevtralen. Ko makroione
dovolj priblizamo, neizogibno prevladajo stericne odbojne interakcije, gl. levo okno
na sliki 7.6.

Ko makroione razmikamo, pa lahko ob ustreznih vrednostih sistemskih pa-
rametrov o, A\p in (Ap/)\;)? zadanemo predele faznega prostora, kjer interakcije
med enako nabitimi povrSinami postanejo privlacne. Ta privlak izvira iz pre-
pleta mehke adsorpcije polielektrolitne verige na makroione ter iz njene entropi¢ne
elasti¢nosti, ki smo jo izpeljali na zacetku disertacije, v razdelku 2.1.2. Dokler so
medpovrsinske razdalje majhne, je polielektrolit stisnjen v prostor med makroioni.
Ko makroione razmikamo in razmaknemo prek neke mejne razdalje (ki jo lahko
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preberemo iz spodnjih grafov tlaka v sistemu), zacnemo polielektrolitno verigo,
mehko adsorbirano na makroione, prav tako raztegovati. S tem niZzamo Stevilo
moznih veriznih konformacij, niZamo entropijo in opravljamo delo, s tem pa zacne
njegova prosta energija narascati. Veriga se globalno vede elasti¢no; ker pa je ad-
sorbirana na makroione, med njimi generira privlacne interakcije, gl. desno okno
na sliki 7.6.

Pri velikih makroionskih separacijah lahko makroionska elektrostatska inter-
akcija prevlada nad mosti¢nimi interakcijami, kar pomeni, da na velikih razdaljah
lahko spet pride do odboja. Obstajajo torej deli faznega prostora, kjer z vecanjem
makroionske razdalje preidemo rezime odboja, privlaka in konéno spet odboja.

V katerem rezimu se sistem nahaja, je moc¢ razbrati iz tlacnih krivulj. Da
bi izracunali osmotski tlak v sistemu, tj. silo med makroionskimi povrsinami,
moramo poznati prosto energijo sistema, ki jo, kot Ze omenjeno v razdelku 5.2.2,

dolo¢imo iz particijske funkcije = s pomoéjo enaébe F(w) = —(3V) ' InZ, gl. enacbo
(105):
(118) F(w) = _ﬁLV InE = kgTN(N/S)E(w) + 47mo/dwwcosh(ﬂeogo(w))+
2mee 8 9
+5 ¢ dsop(s) — 5 wdw (Ve(w))*.

Ker poznamo polji ¢ in ¢ ter & (w), smo lahko prosto energijo racunali direktno z
numeric¢no integracijo po gornji formuli. Za izracun osmotskih tlakov smo uporabili
definicijo tlaka, ki tlak v sistemu enaci z gostoto proste energije na sredisc¢ni ploskvi
med makroionoma, tj. na robu Wigner-Seitzeve celice:

(119) P = — (ag/@) .

V prej$njem poglavju smo predstavili vedenje lastnih energij na Sirokem po-
droéju faznega prostora (parameter o je imel vrednosti med 0.1 opyg In 6 opyk,
(Ap/b) pamed 0.1 in 2.1). Tu predstavljamo rezultate, ki smo jih dobili pri povrsin-
skih gostotah naboja, ki so blizu opyg. Na grafih smo skupaj prikazali lastne
energije, proste energije ter osmotske tlake. Pri analizi smo se v tem razdelku
osredotocili na lastne in proste energije, medtem ko obravnavo osmotskih tlakov
puscamo za naslednji razdelek, kjer bomo skupaj s tlaki analizirali Se fazni prehod
v sistemu.

Graf 7.7 kaze vedenje lastne in proste energije ter tlaka pri sistemskih para-
metrih ¢ = 0.90pyk, A\p/b = 1.21, (A\p/A1)? = 0.45 : 0.02 : 0.55 in 0.65. Vrednosti
(Ap/A1)? si od 0.45 do 0.65 sledijo od spodaj navzgor. Ce je v Sibkem polju, tj. pri
reSitvah Edwardsove enacbe, Se veljalo, da vedenje proste energije enoli¢no doloca
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SLIKA 7.7. Lastna energija (¢rtkana modra érta), prosta energija (rdeca
¢rta) in osmotski tlak (¢rna c¢rta) pri sistemskih parametrih o =
0.90pnK, Ap/b = 1.21, (Ap/A1)® = 0.45 : 0.02 : 0.55 in 0.65. Vrednosti
(Ap/A1)? si od 0.45 do 0.65 sledijo od spodaj navzgor.

lastna energija, tukaj to ni vec¢ vsa resnica. Vedenje lastne energije je monotono
pri vseh parametrih, medtem ko prispevki soli in zunanjega polja poskrbijo za
nemonotono vedenje proste energije. Slika 7.7 tudi Ze kaze nemonotono vedenje
tlaka p* ter prisotnost mosti¢nih interakecij (kjer je p* < 0), a o tem kasneje.
Naslednja grafa 7.8 in 7.9 prikazujeta sistem, v katerem je povrsinska gostota
naboja na makroionih enaka opyi. Graf 7.8 prikazuje £, F' in p* pri parametrih
0 =0pnK, Ap/b=0.91, (Ap/A1)* = 0.35:0.02 : 0.45 in 0.55 (od spodaj navzgor). Graf
7.9 pa prikazuje £, F in p* pri parametrih 0 = opyg, Ap/b = 1.21, (Ap/\1)? = 0.55 :
0.02 : 0.65 (od spodaj navzgor). Lastna energija na obeh grafih spet monotono pada s
celicnim radijem, prosta energija pa ne. Iz primerjave obeh grafov lahko sklepamo
na pomembnost elektrolitnega sencenja: pri manjSem radiju sencenja A\p/b = 0.91
je prosta energija opazno bolj monotona kot pri A\p/b = 1.21. To je priéakovano, saj
vecji radiji sencenja omogocajo mocnejSe sklopitve polielektrolita z zunanjim povr-
precnim elektrostatskim poljem. Morda bi kdo oporekal, da smo hkrati z Debye-
vim radijem spreminjali tudi gostoto polielektrolita (Ap/)\;)?, in da torej ne moremo
priti do enoznac¢nih zakljuckov glede vloge sencenja, vendar ta oéitek ne drzi. Iz
omenjenih grafov, ter tudi tistih kasneje navedenih, je razvidno, da so pri visokih
gostotah polielektrolita (tj. pri visokih vrednostih (Ap/\;)?) tako energijski kot
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SLIKA 7.8. Energija, prosta energija in tlak pri parametrih o =
opNI, Ap/b=0.91, (Ap/A1)? = 0.35: 0.02 : 0.45 in 0.55 (od spodaj navzgor).

tlac¢ni profili monotoni - to pomeni, da je v sistemu nad elektrostatskimi interakci-
jami prevlada sterika. Kljub temu lahko v zvezi z vlogo radija sencenja pridemo do
nekaterih zakljuckov, ki so popolnoma enoznacni - in to drzi tudi za trditve, ki smo
jih o radiju sencenja navedli zgoraj.

Oglejmo si namre¢ omenjena grafa. Sistem, katerega vedenje prikazujemo na
grafu 7.8, ima manj$o vrednost \p/b in manjSo vrednost (Ap/)\;)?
grafa 7.9. Majhen radij sencenja (Ap/b = 0.91) za sistem na sliki 7.8 pomeni, da
je makroion ucinkoviteje sencen kot v primeru \p/b = 1.21 na sliki 7.9. Hkrati pa
ne pozabimo, da so gostote polielektrolitov na grafu 7.8 nizje od gostot na grafu
7.9. Prvi sistem je torej mocneje sencen, in z nizjimi gostotami polielektrolita.
Drugi sistem je Sibkeje senéen in z vigjimi gostotami polielektrolita. Ce bi imela
oba enaki gostoti polielektrolita, bi lahko nesporno trdili, da ima radij sencenja

od sistema z

taksno vlogo, kot smo jo zgoraj opisali. Ker pa smo hkrati spremenili Se gostoto
polielektrolita, lahko to trdimo Se toliko b0lj, ne manj. Gostoto polielektrolita smo
namrec¢ v drugem primeru povecali v primerjavi s prvim, pa sta vendar tlak in
prosta energija opazno bolj nemonotona.

Ce ge nekoliko povecamo gostoto naboja na povrsini makroiona, kot smo to
storili na sliki 7.10, je prehod iz stericno dominiranega v elektrostatsko domini-
rani sistem Se toliko lepse viden. Slika 7.10 prikazuje &, F' in p* pri parametrih
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SLIKA 7.9. Energija, prosta energija in tlak pri parametrih ¢ =
opNi, Ap = 1.21, (Ap/A1)? = 0.55 : 0.02 : 0.65 (od spodaj navzgor).

o= 120pnK, Ap/b =121, (A\p/A1)? = 0.55, 0.65 : 0.02 : 0.75 in 0.85 (od spodaj navz-
gor). Pri majhnih gostotah polielektrolita je sta tako £ kot F' nemonotona; tlak pa
-kot odvod F’ - Se toliko bolj.

Za dodatno ponazoritev vpliva soli si oglejmo graf 7.11, ki prikazuje &, F' in p*
pri fiksni gostoti naboja o = 1.30pxx in fiksni gostoti polielektrolita (Ap/);)? = 0.65,
ter pri razli¢nih vrednostih A\p/b = 0.91 : 0.05 : 1.21 (na sliki od zgoraj navzdol). Ta
graf onkraj vsakega dvoma kaze, kako pomemben dejavnik je pri dolo¢anju dom-
inance steri¢nih oz. elektrostatskih interakcij koli¢ina soli, tj. radij sencenja, v
sistemu. Pri mocnejSem sencenju A\p/b = 0.91 so grafi vseh doti¢nih koli¢in mono-
toni, nato pa z vecanjem radija sencenja, tj. z manjSanjem gostote soli, preidejo
v izrazito elektrostatsko dominirano podroc¢je. Edino v zelo ozkih celicah stericne
interakcije neizogibno dominirajo.

Nase teoreti¢ne rezultate Zelimo primerjati z eksperimentalnimi. Clanka, ki
bi porocal o eksperimentalni dolocitvi tlakov v sistemu, kot je nas§ (DNK v kolum-
narni fazi + polielektrolit + sol) zal nismo zasledili. Obstaja pa nekaj ¢lankov, ki
porocajo o faznih diagramih DNK brez polielektrolita ter tudi o pojavljanju kolum-
narnih faz in tlakih v njih, gl. npr. [15], [16] in [14]. Iz citiranih ¢lankov lahko
izvemo velikostne rede tlakov v kolumnarnih fazah DNK: gibljejo se med 0.1 — 10
pN/nm? gl. [16], [15]. Za izraéun fizikalnih vrednosti prikazanih tlakov je potrebno
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SLIKA 7.10. Koli¢ine &, F in p* pri parametrih ¢ = 1.20png, Ap/b =
1.21, (Ap/A1)? = 0.55, 0.65 : 0.02 : 0.75, 0.85 (od spodaj navzgor). Poveéana
gostota naboja na makroionu vodi skupaj z razmeroma velikim Debyevim
radijem vodi v pri dovolj nizkih gostotah polielektrolita v nemonotono ve-
denje lastne energije.

brezdimenzijski tlak p* preracunati v dimenzijsko obliko
ek sT)?

pri cemer je ¢ = 80 dielektri¢nost vode, kT = 25 meV termiéna energija pri sobni
temperaturi, ¢y osnovni naboj, A\p pa Debyev radij solne raztopine. Pri teh vrednos-

(120)

tih konstant se izra¢unani tlaki v sistemu gibljejo med —0.15 — 10 pN/nm?, kar je v
okviru velikostnega reda skladno z vrednostmi, ki so jih v kolumnarnih (kristalnih
in heksati¢nih) fazah izmerili v [15] in [16]. Nas sistem se od merjenih v [15] in
[16] razlikuje po vsebnosti polielektrolitne verige, ki lahko med makroioni posre-
duje privlacne interakcije, tj. povzroci negativne tlake. Ker se tlak p skalira kot

p~ARD",

na spodnjih grafih raje prikazujemo brezdimenzijsko razli¢ico p*, smo pa na vseh
grafih navedli fizikalne vrednosti osmotskih tlakov za znacilne tocke krivulj.

7.2.1. Mostic¢ne interakcije med makroioni in fazni prehod. Kot je razvi-
dno iz mnogih v disertaciji predstavljenih tlacnih odvisnosti, lahko polielektrolit



82 Lastne in proste energije sistema. Sile med makroioni.

0,30- E -
p*

0,15- —F

0,00+

-0,15- §

-0,30+ §

-0,454__ 1

04 08 12 16 20 24

SLIKA 7.11. Koli¢ine &, F in p* pri fiksni gostoti naboja ¢ = 1.30pnk In
fiksni gostoti polielektrolita (Ap/A1)? = 0.65, ter pri razliénih vrednostih
Ap/b=0.91:0.05: 1.21 (na sliki od zgoraj navzdol).

prek mehke adsorpcije med enako nabitima makroionoma posreduje privlacne in-
terakcije. Te izvirajo iz entropicne elasti¢nosti verige, ki je vzpostavila molekularne
mostove med makroionoma in se zgostila v njuni blizini [64]. Dokler obnasanje
sistema dominira entropija, je veriga zbrana na povrsini celice (na sredini med
makroioni) in vse interakcije so odbojne. Z razmikom makroionov ali povecanjem
radija sencenja ipd. postane energijsko ugodnejsa mehka adsorpcija na makroion.
V tem primeru imamo opravka s povrsSinsko vezanim stanjem in ko razmikamo
makroione, hkrati raztegujemo tudi verigo, ki je na njih adsorbirana. Z raztegov-
anjem verige nizamo Stevilo njenih moznih konformacij, zato entropija pada, prosta
energija verige pa raste s kvadratom razdalje med koncema verige,

1 (3kgT\ .,
F =+ =
(Ree> 0o+ 92 < Nb2 > Ree

kar smo pokazali v uvodu, gl. formulo (6); smo torej v elastiénem rezimu.

Oglejmo si sedaj izracunane sile med makroioni v solni kopeli ob prisotnosti
polielektrolitnih verig. Samousklajeni sistem (109) smo reSevali na Sirokem po-
dro¢ju faznega prostora. Kot bomo videli, je sistem ob majhnih radijih sencenja
predvidljivo steriéno dominiran, pri veéjih radijih senéenja in nizkih gostotah poli-
elektrolita pa je elektrostaticno dominiran. Pokazali smo, da na zamejenem po-
dro¢ju faznega prostora (o, Ap/b, (Ap/A\1)?, wws) pride do faznega prehoda ter do
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koeksistence dveh faz. Kar nas je v disertaciji Se zlasti zanimalo, pa je prehod med
tema dvema rezimoma. To se najlepsSe vidi iz grafov osmotskega tlaka, ki imajo
pri doloéenih vrednostih (o, Ap/b, (Ap/A1)?, wws) van der Waalsovsko odvisnost od
celicnega radija.
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SLIKA 7.12. Brezdimenzijski osmotski tlak p* v sistemu pri parametrih
o =08:01:130pnk, Ap/b = 1.21, (Ap/\1)? = 0.55. Grafi si za 0 =
0.8 : 0.1 : 1.3 sledijo od zgoraj navzdol. VloZene vrednosti dimenzijskega
tlaka p = eeg(kpT)?p*/(eoAp)? tako tu kot na kasnejsih grafih predstavljajo
iz brezdimenzijskih vrednosti izracunane maksimalne vrednosti privlacne
interakcije med makroioni.

Graf 7.12 prikazuje tlacne odvisnosti v sistemu pri fiksni koli¢ini soli in pri
fiksni gostoti polielektrolita. Variirali smo povrsSinsko gostoto naboja in rezultati
niso presenetljivi. Za primera ¢ = opyx in 0 = 1.30pyx navajamo tudi maksi-
malno vrednost p = ee(kpT)?p*/(eoAp)? privlaéne interakcije med makroioni. Tako
je Pmin(0pnk) = —0.04 pN/nm? in puin(1.30pyx) = —0.15 pN/nm?. Pri razmeroma
nizkih gostotah naboja ¢ = 0.80pyx tlak monotono pada s celicnim radijem (kar
implicira dominacijo izkljuc¢itvenega robnega pogoja ¢'(a) = 0), pri vi§jih gosto-
tah pa zacnejo prevladovati elektrostatske interakcije. Tu prosta energija ni vec
monotona in veriga se v ravnovesnem stanju zgosca v blizini makroionov. Pri teh
vrednostih sistemskih parametrov se to zgodi brez faznega prehoda.

Podobno sporocilo dobimo iz grafa 7.13, ki kaze tla¢ne izoionske krivulje (krivulje
p*(w) pri fiksnih vrednostih \p/b) pri treh razlicnih gostotah naboja, dveh radijih
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SLIKA 7.13. Osmotski tlak pri treh razlicnih gostotah naboja (0 =
0.9, 1, 1.30pnK), dveh radijih sencenja (Ap/b = 0.91, 1.21 od zgoraj navzdol)
in fiksni gostoti polielektrolita ((Ap/A1)? = 0.35).
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SLIKA 7.14. Osmotski tlak pri parametrih ¢ = opng, Ap/b =
0.91, (Ap/M1)? = 0.35 : 0.05 : 0.85 (od spodaj navzgor). VloZena vrednost
p = —0.016 pN/nm? oznaéuje maksimalno velikost privlaéne interakcije med

makroioni v primeru o = opng, Ap/b= 091, (Ap/\1)? = 0.35.

sencenja in fiksni gostoti polielektrolita. Tu lahko hkrati opazujemo vpliv gos-
tote naboja na makroionu in vpliv variacije radija sencenja pri dotic¢ni gostoti. Pri
o = 0.9 0pyk pri majhnem radiju sencenja dominira sterika (Se enkrat opozarjamo,
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da za monotone profile tlaka tu ni odgovorna sterika v smislu izkljucitvenih volum-
nov, temvec¢ robni pogoj ¢'(a) = 0, ki verigi ne pusti prodreti v makroion), pri ve¢jem
pa elektrostatika. Pri radiju sencenja A\p = 1.21 nm navajamo Se najvecje vred-
nosti polielektrolitno posredovanih privlaénih interakeij p = eeo(kgT)?p*/(eoAp)? pri
vseh treh gostotah naboja na makroionih. Velikost privla¢nih interakcij je mocno
odvisna od povrsinskega naboja na makroionu in z vecanjem o strmo narasca. Pri
vi§jih gostotah naboja elektrostatika dominira ne glede na radij sencenja, vseeno
pa je pri vecjih radijih sencenja dominacija izdatnejsa.

Na grafu 7.14 so prikazane tlacne krivulje za molekulo DNK pri Ap/b = 0.91
in (Ap/A\1)? = 0.35 : 0.05 : 0.85 (od spodaj navzgor). Pri (Ap/)\;)? = 0.35 pri dovolj
velikih celicah prevladajo elektrostatski vplivi, pri ostalih primerih pa povsod do-
minira sterika. Faznega prehoda med razli¢cnimi fazami tu ni opaziti, najdemo pa
ga, Ce povecamo radij sencenja na \p/b = 1.21, gl. Se sliko 7.16.
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SLIKA 7.15. Levo: Shematski prikaz koeksistenéne in spinodalne
krivulje. Na podroéju med koeksistenc¢no krivuljo (¢rne tocke) in spinodalno
krivuljo (bele tocke), obstajajo metastabilna stanja sistema. Desno: She-
matski prikaz soobstoja dveh faz s heksagonalno simetrijo. Znotraj manj
urejene faze (sivi valji) se nahajajo otoki bolj kristalizirane faze (rumeni
valji). Molekularno verigo predstavlja rdeca nit.

Levo okno slike 7.15 prikazuje van der Waalsovske izoterme ter spinodalno in
koeksistencno krivuljo. Spinodalna krivulja zamejuje podrocje z negativno stislji-
vostjo. Taka stanja so nestabilna in v naravi ne morejo obstajati. Med koeksis-
tencno in spinodalno krivuljo je podrocje metastabilnih stanj, izven koeksisten¢ne
krivulje pa - dokler smo pod kriti¢no izotermo - ena ali druga faza, kot kaze levo
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okno. Na desnem oknu slike 7.15 je skica sistema med faznim prehodom. Ce za-
¢nemo iz stanja s Siroko celico ter potujemo po izotermi k ozZjim celicam, se med
faznim prehodom za¢nejo v manj urejeni fazi (faza I, sivi valji) pojavljati otoki
druge faze (faza II, rumeni valji), ki na tocki, ko preidemo koeksistenc¢no krivuljo
na levi strani, napolnijo celoten sistem.
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SLIKA 7.16. Osmotski tlak v blizini faznega prehoda pri parametrih o =
opNIK, Ap/b = 1.21, (Ap/A1)? = 0.55 : 0.02 : 0.65 (od spodaj navzgor). Z
rdeCimi tockami so oznacene tocke koeksistencne krivulje, z modrimi pa
tocke spinodalne krivulje.

Na sliki 7.16 prikazujemo izracunane tlake pri parametrih ¢ = opyk, Ap/b =
1.21, (Ap/A1)? = 0.55 : 0.02 : 0.65 (od spodaj navzgor). Z rdeimi toékami so oz-
nacene tocke koeksistencne krivulje, z modrimi pa tocke spinodalne krivulje. Na
podroc¢ju med koeksisten¢no in spinodalno krivuljo obstajajo metastabilna stanja
sistema, pod spinodalno krivuljo pa so stanja nestabilna in v naravi ne morejo
obstajati. Edina tocka na spinodalni krivulji, ki ustreza moznemu fizikalnemu
stanju sistema, je kritiéna toka. VloZena vrednost p = —0.016 pN/nm? oznacuje
maksimalno velikost privlaéne interakcije p = eco(kpT)*p*/(egAp)* med makroioni
v primeru ¢ = opng, A\p/b = 1.21, (A\p/X1)? = 0.55. Izoionske krivulje so tukaj
van der Waalsove oblike, zato smo jih analizirali z Maxwellovimi konstrukcijami,
izracunali koeksistencne in spinodalne krivulje ter poiskali kriti¢ne tocke. Kriticna
tocka lahko obstaja le v sistemih, kjer je razlika med fazami zgolj kvantitativna, t;.
kjer se fazi razlikujeta zgolj v stopnji interakcije med molekulami, sicer pa imata
enako simetrijo, gl. desno okno na sliki 7.15.



7.3 Koeksistenéne krivulje in odvisnost p’(c/opnk) 87

00f = .
COEex.
spin.

-01+F , —
p*(w) \ |
i
0,2} 0,01 V /‘ﬁ |
-0,02 ]
| 04 08 12 16 |
¥ p =-0.087 pN/nm’
—0,3 E . 1 1 ) 1 . L

04 08 12 16 20 24
w

SLIKA 7.17. Osmotski tlak v sistemu pri parametrih o = 1.1opyg, Ap/b =
1.21, (Ap/A1)? = 0.55 : 0.02 : 0.75 (od spodaj navzgor). Na grafih je lepo
viden fazni prehod, z rdec¢imi tockami so oznacene tocke koeksistencne
krivulje, z modrimi pa tocke spinodalne krivulje. VloZeni graf prikazuje
eno od Maxwellovih konstrukcij, vloZena vrednost p = —0.087 pN/nm? oz-
nacuje maksimalno velikost privla¢ne interakcije med makroioni v primeru
o =11lopyk, Ap/b =121, (Ap/A1)* = 0.55.

Na slikah 7.17 in 7.18 prikazujemo osmotske tlake v sistemu pri parametrih
o = l.lopnk, Ap/b = 1.21, (Ap/A\1)? = 0.55 : 0.02 : 0.75 (od spodaj navzgor) ter
pri parametrih ¢ = 1.30pyk, Ap/b = 0.91, (Ap/A1)?* = 0.50 : 0.02 : 0.60 (od spodaj
navzgor). Fazni prehod je v obeh primerih jasno viden, primera Maxwellovih kon-
strukcij pa sta v vlozenih grafih. Ponovno so z rde¢imi tockami so oznacene tocke
koeksistencne krivulje, z modrimi pa tocke spinodalne krivulje. Na grafu 7.17 ocen-
jujemo maksimalni polielektrolitno posredovani privlak na p = —0.087 pN/nm?, na
grafu 7.18 pa na p = —0.088 pN/nm?.

7.3. Koeksisten¢ne krivulje in odvisnost p(c/opyk)

V prejsnjih sekcijah smo pokazali resitve sistema (109). Zaceli smo z gostotnimi
polji in elektrostatskim poljem v sistemu, nato prikazali lastne energije, proste
energije in nazadnje Se tlacne odvisnosti. Pri dolocenih vrednostih sistemskih
parametrov smo pokazali, da so tlacne krivulje p*(wys) van der Waalsove oblike,
kar pomeni, da imamo v sistemu zvezni fazni prehod brez parametra urejenosti
med fazama z isto simetrijo. V sistemu se ob prehodu simetrija ne zlomi, le mrezna
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SLIKA 7.18. Osmotski tlak v sistemu pri parametrih o = 1.30pnk, Ap/b =
0.91, (Ap/A1)? = 0.50 : 0.02 : 0.60. Na grafih je lepo viden fazni prehod,
z rdecimi toCkami so oznacene toCke koeksistencne krivulje, z modrimi pa
tocke spinodalne krivulje. Vlozeni graf prikazuje eno od Maxwellovih kon-
strukcij, vloZzena vrednost p = —0.088 pN/nm? oznaéuje maksimalno ve-
likost privlacne interakcije med makroioni v primeru o = 1.30pyg, Ap/b =
0.91, (Ap/A1)? = 0.50.

konstanta kolumnarne faze pade in pride do zveznega prehajanja med bolj (faza I)
in manj (faza II) kondenzirano fazo. Razlika med fazama I in II je izklju¢no kvan-
titativna, razlikujeta se zgolj v stopnji interakcij med molekulami gl. npr. [84], str.
258, ter desno okno slike 7.15.

Povejmo nekaj splosnih opazk glede vpliva gostote polielektrolitnih verig na
vedenje sistema. Pri visokih vrednostih parametra (Ap/)\;)?, tj. pri visokih gos-
totah polielektrolita, je sistem stalno v fazi z niZjo povprec¢no mrezno konstanto:
tu DNK makroionov ni mogoce zblizevati brez izdatnih vlozkov dela. Stisljivost
x = —V~1(0V/0p) je stalno pozitivna in v limiti majhnih celic pada proti nié, gl.
npr. sliko 7.17. Ta padec k nicli se pojavi bistveno bolj na racun steriénega rob-
nega pogoja 1*(a) = 0 kot na rafun elektrostatskega odboja med makroioni. To
utemeljujemo s tem, da lahko z rahlimi variacijami (Ap/)\;)? bistveno bolj vpli-
vamo na p — V' profile kot z variacijami povrsinske gostote naboja na makroionu.
Pri dovolj visoki vrednosti (Ap/\;)? je bilo nemogoce poveéati makroionsko gostoto
naboja do te mere, da bi izsilili povrsinska vezana stanja. Gostotni profili 1% so
ostali monomodalni za vse vrednosti o.
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SLIKA 7.19. Koeksistenéni krivulji pri parametrih 0 = 1.20png, Ap/b =
1.21, (Ap/A1)? = 0.65 : 0.02 : 0.75 (érne tocke), ter pri o = 1.20pNK, Ap/b =
0.91, (Ap/A1)? = 0.45 : 0.02 : 0.55 (rdeée tocke). Vrisane so tocke, izraéunane
iz Maxwellove konstrukcije, ter v ustreznih rezimih tudi skici faz, med ka-
terima pride do prehoda. Crtkane érte so tu in na spodnjih grafih zgolj za
vizualno oporo.

Pri nizkih vrednostih (Ap/\;)? je situacija drugaéna: tu je gostota polielektro-
lita dovolj nizka, da steri¢ni prispevek polielektrolita ni dominanten. Tu pride do
izraza polielektrolitno premoscanje, ki med enako nabitimi makroioni posreduje
privlacne interakcije. O tem pricajo negativne vrednosti tlaka in stisljivosti. Na
doloéenih intervalih faznega prostora je sistem podvrzen faznemu prehodu. Kje
natanko se to zgodi, je odvisno od vseh sistemskih parametrov - kot je tudi razvidno
iz grafov v tem poglavju. Ko sledimo tlacni krivulji p(V')(»,/5,)2 pri konstantni gos-
toti polielektrolita, preidemo iz podro¢ja z eno fazo prek podrocja, kjer sta fazi
v ravnovesju, v podrocje z drugo fazo. Pri velikih celi¢nih radijih se sistem na-
haja v fazi I in ima veliko pozitivno stisljivost. Ko Wigner-Seitzev radij manjSamo
do te mere, da vstopimo na podrocje znotraj koeksistencne krivulje, preidemo na
podrocje faznega prehoda, kjer stisljivost divergira: tlak se z ozanjem celice ne
spreminja. Med procesom stiskanja se v dvofaznem sistemu, kjer sta fazi I in II
v ravnovesju, veca delez faze I. Ko celi¢ni radij zmanjSamo dovolj, da ’zadenemo’
ob koeksistencno krivuljo, je ves sistem v fazi I. Tu stisljivost mo¢no pade in tlak
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SLIKA 7.20. Koeksistenéni krivulji pri parametrih 0 = 1.30png, Ap/b =
1.21, (Ap/A1)? = 0.65 : 0.02 : 0.75 (érne tocke), ter pri 0 = 1.20pNk, Ap/b =
0.91, (Ap/A1)? = 0.45 : 0.02 : 0.55 (sive tocke). Vrisane so tocke, izraéunane iz
Maxwellove konstrukecije, ter v ustreznih rezimih tudi skici faz, med kater-
ima pride do prehoda.

zacne z nadaljnim manjSanjem celicnega radija divergirati. V zvezi z grafi koek-
sistencnih krivulj v tem poglavju dodajamo opozorilo, da so ¢értkane krivulje, ki
na grafih povezujejo tocke, tu zgolj v vizualno oporo in nimajo fizikalne vrednosti.
Slika 7.19 prikazuje koeksistencni krivulji pri parametrih ¢ = 1.20pNk, Ap/b =
1.21, (Ap/A1)? = 0.65 : 0.02 : 0.75 (Erne tocke), ter pri ¢ = 1.20png, A\p/b = 0.91,
(Ap/A1)? = 0.45 : 0.02 : 0.55 (rdece totke). V grafu prikazane tocke smo izraéu-
nali prek Maxwellove konstrukcije za dvofazni sistem v faznem ravnovesju. Graf
nakazuje vpliv radija sencenja, tj. gostote elektrolita v sistemu. Pri vi§jih radijih
sencenja, tj. pri izdatnejSem makroionskem elektrostatskem vplivu, se kriticna
tocka nahaja pri vi§jem tlaku in manjsem celicnem radiju. (Mimogrede, nad kri-
ti¢no tocko ne moremo govoriti o razliki v fazah, sistem tam postane homogen [84].)
Podoben vpliv variacij radija sencenja kaze slika 7.21, ki prikazuje koeksistenc¢ni
krivulji pri parametrih o = 1.3 0png, Ap/b = 1.21, (Ap/A1)? = 0.65 : 0.02 : 0.75 (¢rne
tocke), ter pri ¢ = 1.20pyk, Ap/b = 0.91, (Ap/A\)? = 0.45 : 0.02 : 0.55 (sive tocke).
Obe sliki kazeta, da z visanjem radija Ap/b sencenja dosezemo, da ima sistem van
der Waalsovski tlaéni profil tudi tam, kjer pri nizjih \p /b Ze dominira sterika in so
tlacni profili monotoni.
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SLIKA 7.21. Niz koeksistenénih krivulj pri razliénih vrednostih
makroionske gostote naboja o = 0.9 : 0.1 : 1.30pnNKk, ter pri A\p/b = 1.21.
Vrednosti (Ap/)1)?, pri katerih je v posameznem primeru prislo do faznega
prehoda, so navedene na grafu. Vrisane so tocke, izracunane iz Maxwellove
konstrukcije, ter v ustreznih rezimih tudi skici faz, med katerima pride do
prehoda.

Soroden nauk lahko potegnemo iz slike 7.21, ki prikazuje niz koeksisten¢nih
krivulj pri razli¢nih vrednostih makroionske gostote naboja o = 0.9: 0.1 : 1.30pnk,
ter pri A\p/b = 1.21. Vrednosti (Ap/\;)?, pri katerih je v posameznem primeru prislo
do faznega prehoda, so navedene na grafu. Pri niZjih gostotah naboja se tudi kri-
ticne tocke nahajajo pri nizjih tlakih, kar pomeni, da pri nizjih gostotah naboja ob
viSanju tlaka v sistemu hitreje prevladajo steri¢ne interakcije nad premostitven-
imi. Sile elektrostatskega premoscanja so pri visjih gostotah naboja na makroionu
dlje casa enakovredne ali moc¢nejSe od steri¢nih. Poleg tega se tudi kriticna tocka ob
vecanju gostote naboja na makroionu zlagoma seli na krivulje p(V')(,,,/x,)2 z vedno
vi§jimi vrednostmi (\p/A;)%. To pomeni, da pri vi§jih makroionskih gostotah naboja
sterika izgubi premoc¢ nad premo$céanjem pri relativno vigjih vrednostih (Ap/\;)%.
7 drugimi besedami, pri vis§jih gostotah naboja sterika preneha dominirati Ze pri
tistih vrednostih (Ap/\;)?, ki pri nizjih gostotah naboja Se zadostujejo za steriéno
dominacijo in monotone tla¢ne profile.

Narascanje kriticnega tlaka z gostoto naboja prikazujemo na sliki 7.22. Gostoto
naboja smo spreminjali od ¢ = 0.90pyx do 0 = 1.30png s korakom 0.1. Vrednosti
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SLIKA 7.22. Tlak kriti¢ne tocke p}(c/opnk) pri razliénih povrsinskih gos-
totah naboja o ter pri A\p/b = 1.21. Gostoto naboja smo spreminjali od
0 =090pnyK do o = 1.30pnK s korakom 0.1.

na sliki 7.22 so vzete iz rezultatov, na podlagi katerih je narisana tudi slika 7.21,
le vrednost pri ¢ = 1.150pnyx smo naknadno izracunali in dodali v graf. Stolpci
napake izvirajo iz dejstva, da pri numericnem resevanju Euler-Lagrangevih enacb
s parametri nismo nikoli popolnoma natanc¢no zadeli kriti¢ne izoionske krivulje,
zato smo napako v izracunanem kriticnem osmotskem tlaku ocenili iz parametrsko
sosednjih resitev.
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Zakljucek

V disertaciji smo razvili teorijo povprecnega polja za nabite verige ob prisotnosti
nabitih povrsin v limitah Sibke in mocne sklopitve z zunanjim poljem. Teorijo smo
uporabili na sistemu polielektrolitov na heksagonalni mrezi DNK makroionov ob
prisotnosti ionov soli. Tovrstni problemi so bili v planarni geometriji ze obravna-
vani, v cilindri¢ni pa Se ne, zato smo namesto planarne vpeljali cilindri¢éno Wigner-
Seitzevo celico, v kateri smo z robnimi pogoji ustrezne simetrije simulirali kolum-
narno fazo DNK. Sistem smo opisali z Greenovo funkcijo, za katero velja Edwards-
ova enacba, ki je formalno identi¢na Schrédingerjevi.

V Edwardsovi sliki polielektrolitno verigo modeliramo s potekom prostorskega
Brownovega gibanja, kar pomeni, da verizno konfiguracijo dobimo kot rezultat
difuzijskega procesa v prostoru, podobno kot Schridingerjeva enacba opisuje di-
fuzijo kvantnega delca v verjetnostnem prostoru. Zaradi te formalne sorodnosti
so v polimerno fiziko vstopile funkcionalne metode kvantne teorije polja, ki so
bile v osemdesetih letih prejSnjega stoletja ze dobro razvite. Kondenzirani sis-
temi polielektrolitov, makroionov in soli so v bioloskih tkivih sicer pogosti, pa tudi
kolumnarne faze so danes precej raziskovane, vendar je treba resitve Edwardsove
teorije Sibke sklopitve brati s pridrzkom. Glavni problem teorije je, da ne uposteva
povratne zveze med polielektrolitno gostoto in elektrostatskim poljem v sistemu.
Ti dve koli¢ini sta v Edwardsovi sliki efektivno razklopljeni in monomer verige
cuti zgolj povprecno elektrostatsko polje soli in povr§inskih makroionov. V sistemu
pride do tekmovanja med steri¢nimi prispevki, ki smo jih vpeljali v model z robnim
pogojem ¢ (a) = 0 ter elektrostatskimi prispevki zaradi sencenega coulombskega
potenciala.

Kot podrobno razlozimo v razdelku 4, razmerje teh dveh mehanizmov doloca
mono ali bimodalnost gostotne porazdelitve monomerov. Prehod v bimodalnost
lahko med povecevanjem celicnega radija dosezemo na dva nacina, i) pri kon-
stantni interakcijski jakosti wy variiramo koncentracijo elektrolita oz. inverzni

1

radij sencenja . ii) pri konstantnem Debyevem radiju ' variiramo interakci-

jsko jakost wy. Prehod v povrSinsko vezano stanje smo povezali z lastno energijo
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sistema, s katero je v Edwardsovem primeru sorazmerna tudi celotna prosta en-
ergija, saj v priblizku osnovnega stanja velja, gl. enacbo (57)

(121) F ~ kgTNNE, .

Pokazali smo, da ima prosta energija na tocki prehoda iz monomodalne v bimodalno
porazdelitev svoj minimum, sila med makroionoma bi bila v tem priblizku tedaj
torej enaka nic in bi se na tej tocki prevesila iz odbojne v privla¢no. Prehod je
seveda mocno pogojen s celiénim radijem - v limiti majhnih radijev do prehoda za
nobeno testno vrednost ni prislo, ker je bil polielektrolit stisnjen med makroiona
in kot tak posredoval zgolj steri¢cne odbojne interakcije. Pri velikih radijih pa smo
nasli zelo izrazito mosticenje, gl. npr. sliko 4.6.

Nase delo predstavlja razsiritev objavljenih raziskav v zvezi z Edwardsovo enac-
bo, saj njenih direktnih numeric¢nih resitev v literaturi Se nismo zasledili. Enacba
je bila ze resena z analiticnimi aproksimacijami, konkretneje z WKB metodo v
asimptotskem rezimu nizke gostote makroionov, izpeljani pa so bili tudi neka-
teri analiti¢ni limitni zakoni, gl. [68]. Pricujoca disertacija je, kolikor nam je
znano, prva celovita numeri¢na obravnava Edwardsove enacbe. Kot smo opisali
v razdelku 4.2, smo problem resevali s strelsko metodo po vrednostih gostotnega
polja na povrsini celice in s tem algoritmu dali dodatni robni pogoj, ki ga je sicer
moral zagotoviti sam. To je algoritem naredil z variacijo odvodov gostotnega polja
v izhodiScu, kar je vodilo v hude nestabilnosti in nam sprva povzrocalo precej tezav.

Kot smo Ze veckrat navedli, ima Edwardsova enacba omejeno podrocje vel-
javnosti, zato smo teorijo v poglavju 5 reformulirali za primer moénih sklopitev med
poljema 1%(r) in ¢(r). Zapisali smo Hamiltonko sistema, ki vsebuje entropi¢ne ¢lene
z energijo verige v Wienerjevi obliki, coulombsko interakcijo med vsemi naboji v
sistemu, ter prispevek nabitih povrsin. Hamiltonko smo transformirali v skladu
s Hubbard-Stratonovicevo transformacijo. Na ta na¢in smo nelokalne coulombske
parske interakcije prevedli v interakcijo enega naboja s povprecnim lokalnim zu-
nanjim poljem. Zatem smo s to Hamiltonko konstruirali particijsko funkcijo, ki
je v prispevkih soli velekanonic¢na, v polielektrolitnem delu pa ne - s tem smo se
odpovedali moznosti, da bi polielektrolit lahko zapustil celico in tako zanemarili
efekte konc¢ne velikosti celice. Particijsko funkcijo smo faktorizirali na polielek-
trolitni del, ki ga predstavlja Greenova funkcija G,(r, r/, V), ter na Poisson-Boltz-
mannov del, ki ga doloca standardni Poisson-Boltzmannov Hamiltonian GHppg.
Particijska funkcija tako dobi obliko:

(122)  Z=A() [ Do) = A() [ Dofr)e MmN UGt )
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Z minimizacijo funkcionala akcije S, smo v priblizku osnovnega stanja prispeli do
Euler-Lagrangevih enacb za nas sistem. To sta enacbi (109), njuni resitvi pa sta
polielektrolitno gostotno polje ¢ (r) in sistemsko elektrostatsko polje ¢(r). Skupaj
z njima smo morali dolociti Se lastno energijo £&. Ko enkrat poznamo tako obe
samousklajeni polji kot tudi lastno energijo, je nas sistem popolnoma dolocen - vse
fizikalne koli¢ine, prosta energija ter polielektrolitno posredovane interakcije med
makroionoma so izrazljive s temi parametri.

V disertaciji smo pokazali, da ni mogoce ve¢ enoznacno zatrditi, katera koli¢ina
je odlocujoca pri prehodu verige v povrsinska vezana stanja, tj. v reZim mosti¢nih
interakcij. Imamo veliko modelskih prispevkov in preplet vseh njih je tisti, ki je od-
locilen. Vsi ti faktorji narekujejo vedenje v sistemu ter silo med makroionoma. Nasi
rezultati kazejo, da tudi tu obstajajo podrocja izrazitega mosticenja, pa tudi po-
drocja entropijsko dominiranih zgostitev na povrsini celice. Mosticenje smo opisali
z elektrostatsko mehko adsorpcijo, ki je plod prepleta steri¢nega robnega pogoja
1 (a) = 0 ter elektrostatskih privlakov med makroionom in nasprotno nabito verigo.
Negativni predznak mosti¢nih interakcij ob razmikanju makroionov izvira iz en-
tropicne elasti¢nosti polielektrolitne verige, ki ji z raztezanjem niZamo Stevilo moz-
nih konformacij, s tem nizamo entropijo in vecamo prosto energijo. Ta elasti¢ni
odziv entropijskega izvora (veriga je iz togih monomerov) poskrbi za privla¢no in-
terakcijo, ki jo med enako nabitimi makroioni posreduje polielektrolit.

Pokazali smo, da lahko nas sistem obstaja v (vsaj) dveh fazah, vendar se v pre-
hodu med njima simetrija sistema ne zlomi. Pri dolo¢enih vrednostih sistemskih
parametrov zacnejo v sistemu nastajati kondenzati faze z nizjo mrezno konstanto.
Na izoionskih jakostih van der Waalsove oblike smo izracunali Maxwellovo kon-
strukcijo, dolocili kriti¢no izoionsko jakost, kritiéno tocko, pri danih parametrih pa
tudi tlake prehoda ter spinodalne in koeksisten¢ne krivulje. Iz omenjenih krivulj
je razvidno, da se pri nizjih gostotah naboja tudi kriticne tocke nahajajo pri nizjih
tlakih, kar pomeni, da pri nizZjih gostotah naboja ob visanju tlaka v sistemu hitreje
prevladajo steri¢ne interakcije nad premostitvenimi. Pokazali smo, da pri vi§jih
gostotah naboja sterika preneha dominirati Ze pri tistih vrednostih (Ap/\;)?, ki
pri nizjih gostotah naboja Se zadostujejo za stericno dominacijo in monotone tla¢ne
profile.

Zakljuciti velja s predlogi za nadaljnje delo. Prva korekcija in razsiritev dis-
ertacije, ki se ponuja sama od sebe, je resitev polnega samousklajenega sistema, ki
so ga vpeljali Borukhov, Andelman in Orland v [56]. Ta sistem poleg tistih, ki jih
uporabimo tudi mi, vsebuje Se steri¢ni prispevek v(¢?® — 1), kjer je v drugi viri-
alni koeficient, ¢, pa gostota polielektrolita v rezervoarju, ki smo jo mi postavili na
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ni¢ in velekanoni¢nost upostevali le v prispevku anionov in kationov v sistemu. Ta
naloga bi skoraj gotovo zahtevala popolnoma nov numeriéni algoritem - verjetno
bi se splacéalo iskati v smeri specializiranih algoritmov za Sturm-Liouvillove prob-
leme, s katerimi dolocamo natanc¢no dolo¢eno lastno vrednost. Ker nas problem
ni neposredno zvedljiv na Sturm-Liouvillovega, smo bili z naso metodo prisiljeni
v iskanje tiste lastne vrednosti, ki je bila blizu zacetnega priblizka, zato smo ko-
rekcije programske kode lahko izvajali Sele naknadno, tj. potem, ko smo videli,
koliko vozlov ima gostotno polje. Kakorkoli, kon¢na razli¢ica algoritmske kode, ki
je predstavljena v disertaciji, se je za reSevanje nasSega sistema dobro obnesla na
sirokem podroc¢ju faznega prostora. Poleg povedanega bi bila gotovo zanimiva nu-
mericna analiza sistema vecih delcev in njihovih interakcij, vendar se bi morali tu
odpovedati metodam povprecnega polja, to pa je Ze druga zgodba.
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