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CAUCHYJEVA NEENAKOST

V Preseku 14 (1986/87) 5t. 1 smo spoznali Jensenovo neenakost. Tokrat bomo
obravnavali $e eno tudi pomembno neenakost: Cauchy—jevo neenakost (izg.
Kosi). Ime je dobila po francoskem matematiku Augustin Louisu Cauchyju
(1789 — 1857).

Neenakost se glasi:
Zarealna Stevilaay, a,, ..., a, inby, by, ..., b, (n € IN) velja:

(@2 +a,> +..+a 2)(by? +by% + .. +b ?) > (a1by +asb, + ... +a b )

pri ¢emer velja znak enakosti samo v primeru, ko je a, = t.b;, a, = t.b,, ...,
a = 1‘.13”r za neko realno $tevilo t ali pa je b, =0 (i=1,..,n0).
Neenakost bomo dokazali na dva nacina:
1. Hitro se prepricamo o veljavnosti Lagrangeove enakosti za realna 5tevila
b{. =2 N2

(a2 +a,% +...+a )by ? +b,% + .. +b ?) =

=(a1by +ab, +..+a b, )+ E (apj ~a}.bf12
ij=1
I<j
saj se po kvadrlranju in mnozenju na desni strani dvojni produkti 2.aab’.b;
(i,j=1,2, in 7/ <j) unicijo, ostane samo vsota kvadratov (ab Blij=
S [ (e n}, kar pa je enako levi strani. Ker je vsota na desni stram enakosti

nenegativna, je veljavnost Cauchyjeve neenakosti o¢itna. Enakost velja natanko
tedaj, ko je a; b = ab Sedaj lo¢imo dva primera:

a) Ce niso vsi b; enaki ni¢, lahko predpostavimo, da obstaja tako na-
ravno Stevilo /, da je b # 0. Tedaj je za vsa naravna §tevilaj med 1 in n res
a,=a, b;/b Ce pisemo t =a,/b,, potem je a. = tb}

bl V5| JE:aJ so enaki nlc za vsa naravna Stevila / med 1 in n. V tem primeru
tudi velja enakost.

Tako je prvi dokaz neenakosti koncan.

2. lzhajamo iz ocitne neenakosti, ki velja za poljubna realna Stevila a;, a4, ...,
a,inby, by,...b, (n € IN) ter t:

(@ —b10)> + @, —byt)* + ..+ (2, —b 1)* >0

saj je vsota kvadratov realnih Stevil vedno nenegativna. Po kvadriranju in ure-
janju ¢lenov po potencah Stevila t dobimo:

(a1248,% + ..+ a %) — 2.(ayby+ayby+..a b )t + (by 2 +by? +..4b ?)E2 >0
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Na levi strani neenakosti smo dobili kvadratno funkcijo. Ker je pri poljubnem
realnem §tevilu t nenegativna, je njena diskriminanta nepozitivna:

4.(a;bytasby + .. +a b )’ —4.(a, a2+ . 4a %) (by 24Dy +. 4 b,*) <0
Odtod takoj sledi Cauchyjeva neenakost:
(albl +33b2 T anbn}2 < {a; 3 +322 - +3n3}[b12 + bgz 2 e bnz}

Enakost velja natanko tedaj, ko je diskriminanta enaka ni¢,oziroma natanko
tedaj, ko obstaja realno Stevilo t, da velja a;— b;t=0oziromaa; = th; za vsako
naravno $tevilo 7 med 1 in n.

Oglejmo si 3e dve posledici Cauchyjeve neenakosti:
1. V neenakost postavimo b; = b, =...= bn =1 in naj bo a; 20r=1,2,
n). Tako dobimo:

(@2 +a,® +..+3 2 )n>(ay +a, +...+a))’

od koder po korenjenju in deljenju z n sledi:

Viay? +a,2 + .42, ) /n) >(ay +a, +...+a)/n

V izrazu na desni strani prepoznamo aritmeti¢no sredino nenegativnih real-
nih Stevil a,, a,, ..., a  na levi pa kvadratno sredino istih §tevil. Ugotovili smo,
da kvadratna sredina ni manj$a od aritmeti¢ne sredine poljubnih nenegativnih
Stevil. Enakost velja le v primerua, =a, =..=a,.

2. Sedaj pa v Cauchyjevo neenakost postawrno a = \/_ b, = 1/\/— kjer so
X; (f=1, 2, ...,n) poljubna pozitivna realna étevlla Tako doblmo po urejanju
3e eno pomembno neenakost:

Xy +xa +..4x.)/n 2 n/(1/xy +1/xy + ...+ 1/x,)

lzraz na desni strani neenakosti se imenuje harmonic¢na sredina pozitivnih real-
nih $tevil xy, x, ..., x,,. Aritmetiéna sredina pozitivnih realnih Stevil je ve¢ja ali
kve¢jemu enaka harmoniéni sredini. Za konec reSimo 3e eno nalogo, ki naj bo
primer uporabe Cauchyjeve neenakosti.

Ce za poljubna pozitivna realna $tevila X Vi (i=1,2, ... n)veljax; +x;, +
t..tx, =1,y ty, +..+y_ =1, potem je resni€na tudi neenakost:

x 2 lyr xt ya ¥t x Py, 21

Resitev: Ce v Cauchyjevi neenakosti napravimo zamenjave a = x/\/_
b, = \/_,, (i=1,2,..,n) dobimo neenakost:

X12/yy + %22 fyg + ... +xn2/yn}[yl tystaty,) Slxgtxyt ,,,+xn}3
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Po upostevanju pogojev naloge takoj sledi:
X 2/yi v x 2 lyr ¥t x 2y, 21

kar je bilo treba dokazati. Hitro se prepri¢amo, da velja enakost le v primeru
x,.=y’.zaimed Tinn.

Za vajo priporo¢amo bralcu, da poskusi resiti naslednje naloge:
1. Resi gornjo nalogo tudi brez uporabe Cauchyjeve neenakosti in ugotovi,
kdaj velja enadaj. (Nasvet: najprej dokaZi neenakost x,.z/yl. = 2.x,. =Y (i =

v 1))

2. V trikotniku ABC s stranicami a, b in ¢ poiS¢i to¢ko P, da bo izraz
a.x® +b.y* + ¢.z* imel najmanj$o vrednost, &e so x, y in z zaporedoma oddalje-
nosti tocke P od stranica, b in c.
3. Dokazi trikotnisko neenakost:

Vit sxt + o tx 04/ ypt 4oty 1) >
> \/ux, Sy ot (x, y,)?)

Pri tem so X; in Y; (=1, 2, ..., n) poljubna realna $tevila. Kdaj velja enakost?
4. Kaksen je geometrijski pomen trikotniSke neenakosti za n=2inn =3, ce
SO X;, ¥; in (xj. - y,.} (f=1,2, ..., n) koordinate to¢k v ravnini oziroma prosto-
ru? Ali sedaj ve$, zakaj se neenakost imenuje trikotniska?

5. Dokazi, da velja neenakost:

C\/§23+b

kjer je ¢ hipotenuza, a in b pa kateti pravokotnega trikotnika. Za katere triko-
tnike velja enakost?
Roman Drnovsek
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