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Cinleifung.

§ 1 Ein von atten Geiten begrengter Raum wird ein Korper genannt.

Die Grenge eines Kiorpers nennt man deffen Oberfladhe, und jeden
Lheil devfelben eine Fladye.

Die Grenge einer Flade nennt man deven Umfang, und jeden Ef)m[
desfelben etne Linite.

Die Grengen einer Linie nennt man Puntte.

Puntte, Yinien, Fladen und Kérper heifen Raumgebilde.

Die Raumgebilve fomnen durd) Beweguug evzeugt werden. Bewegt
fidy ein Puntt, jo ijt dev von thm juviidgelegte Weg eine Linie. Bewegt fidh
eine Linie, fo ift der von ihv juriidgelegte Weg eine Flidje ober wieder eine
Yinie. Durd) die Bewegung einer Flache wird ein Kirper oder wieder eine
Sliche, durd) die Bewegung eines Kovpers wieder ein Korper evzeugt.

Gin Kovper hat drei Ausdehnungen (Dimenjionen): Linge, Breite
und Hohe. Eine Fliche Hat jwei Ausdehnungen: Linge und Breite. Gine
Yinie fat nur eine Ausdehnung: die Yinge. Gin Punft hat feine Aus-
defhnung.

§ 2. Durd) die BVegrenzung der Ausdehnungen erhalten bdie Raum:
L;Lbi[bc die Eigenidaft der Grdofe. Kovper, begrenste Flichen und begrenste
Yinden werden daher audh Raumgriofen genannt.

Die Beftimmung der Grifie (Quantitit) eines begrenzten Raumgebildes
gejchieht dburch dag Meffen. Gin Rawmgebilde mejjen heifit, eine ahl finden,
weldye angibt, wie vielmal ein al§ Einfheit angenommenes Raumgebilde der-
felben Art in dem gegebenen enthalten ift. Diefe Bahl Heift die Weafzahl
de§ Raumgebildes.

Die Grofe eciner begrengten Linie bheift deven Cinge, bdie Gvife einer
begrensten Flache deven Flacheninfalt, die Grofe eines Korpers deffen
Cubitinhalt oder Bolumen.

§. 8. Aufier der Grife fommt an den begrenten Raumgebilden aud)
de Geftalt, b i bie Art der Lereinigung bder eingelnen Theile u einem
Gangen, in Betvachhung.

Modnit, Geometrie. 1
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Awei Rawumgebilve fonnen diejelbe Grife haben, aber in der Geftalt
verfhieden fein; ebenfo fomnen jwei Naumgebilde diefelbe Seftalt und ver-
jdyiedene Grdfge haben. FRaumgebilde, weldhe bdiefelbe Grofe Haben, heifen
gleich); Faumgebilde, weldye diefelbe Geftalt haben, Heifen ahnlich; Noums-
gebilde, welche diefelbe Grofe und bdicfelbe Geftalt haben, nennt man con:
gruent. Congruente Naumgebilde untericheiden fid) nur durd) den Ovt, an
dem fie fid) befinden; fie Eommen fo incinander gelegt werden, dafé fie fich
vecden. Umgefehrt: Konnen zwei Raumgebilde jur Decdung gebradht wevden,
fo jind fie congvuent.

Die Gleichheit 3rweter Raumgebilde wird durch das Jeichen =, die Afhn-
lichfeit durd) oo, und die Congrueny dureh =2 audgedriict.

§. 4. Die Wijfen{daft von den NRaumgebilden fheift Geometrie.

Die Geometrie behandelt thre Lehren nach) der mathematijchen Miethode
auf dem Grunde von Erfldvungen, Grvundfdben und Forderungsjdsen in
Lehriagen, die bewiefen, in Aufgaben, die geldst, und in Bu- und Folge-
faten, die jenen angejchloffen werden.

§. 5. Gine Grildvung oder Definition ift die Angabe der wefent:
lichen: Mierfmale ecines Begriffes.

Grundfdpe oder Ariome find Sige, die man unmittelbar ald wabhr
evfennt, die daher nicht bewiefen ju werden brauchen, aber auch nicht bewiejen
werden fonnen. Soldhe Sige find fiir den Aufbau dev mathematifchen Wiifjen-
jhaften unentbehrlich.

Die allgemeinen mathematifchen GSrundjife:

1. jebe Grife ift fidy jeldbjt gleich;
2. Gribfen, die einander gleid) find, Hmnen fitr einanber gefeht twerben;
3. {ind ivei Grifen einer dritten gleich, fo find fie auc) unter einanber gleid;
4. jebe Grifie ift gleic) der Summe ihrer Theile und gréfer ald nur einige derfelben;
5. werben mit gleichen Grifen gleiche Verdnberungen vorgenommen, fo erhilt man
wieder gletche Grofen;
haben aud) in der Geometrie ihre Geltung.

Gin Yehriat (Theovem) it ein Sap, deffen Wahrheit erft aus andeven
fhon al8 wahr erfannten Sigen bdurd) Zergliederung und Bujammenjetung
der Begriffe (logijhe Schlujsfolgevung) abgeleitet werden mufs. Ein geometri-
jcper Cehriat ift gewdhnlih fo gefafst, dajé ein VBedingungsjay mit einem
Hauptjage verbunden ift. Dev Bebingungsfay enthilt die Bovausfegung
(Hypothefid), weldhe den Gegenjtand angibt, von dem, und die Bedingungen,
unter denen vom Gegenjtande im Lehriage etwad ausgejagt wivd. Der Haupt-
jas enthilt die Behauptung (Thejis) und fpridt die ju beweifende Walhrheit
aus. Hiiufig liegt die Vovausfetung auch in der vorangegangenen Grfliivung
eines im Cehriate gebrauchten Wortes. Jeder Lehriats bedarf eines Beweijes,
b. i. der Darlegung, bajs die Wahrheit des Sated eine nothwendige Folge
der Apiome ober andever bereits afs ridtig efannter Sige ijt. Dev Beweis
ift entweder divect oder indivect. Bei dem divecten Beweife wird die im
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Yehrfae aufgejtellte Behauptung afs Folgerung aus dex LVoraudjepung und
aug fjchon anerfannten Sigen durc) eine Reihe von Schlitfien abgeleitet; bei
dbem inbdivecten Beweife aber wird auf die Wahrheit einer Vehauptung ge-
jhlofien, indem man nadyweist, bdajg die Annahme bder entgegengejeten Be-
hauptung ju Folgevungen fithren wiirde, weldhe mit jchon ald wahr ecfannten
Siigen im Widerjpruche jtehen.

Unter der Umfehrung eines Vehriages verfteht man einen Saps, welder
die Borausfesung des erften oder einen Theil derfelben als Behauptung, und
die Behouptung des evften ober einen Theil devfelben als Bovausjesung ent:
hilt. Die Umtehrung eines vidhtigen Sakes ift nicht nothwendig wieder viditig,
jie bedarf daher eines bejonderen Berweifes.

Solgejdate find Siige, welde aud einem vorfhergehenden Satse un-
mittelbar oder dburd) einfacge Schliifje abgeleitet werden fomnen. Gin Fujat
it ein @afy, durd) welhen die Ausfage eines vorhergehenden Sawes erweitert
oder ndher beftimmt wird.

§. 6. Gine Aufgabe ift die Forbevung, etwasd hevzujtellen, dagd gegebenen
Bedingungen geniigt. Jede Aufgabe evfordert eine Auflojung.

Die Aufgaben der Geometrie find entweder Conftructions ober
RedynungSaufgaben; eviteve verlangen bdie Hevftellung eines geometrijchen
Gebildes, lepgtere haben die Vevedynung von Raumgrofen mit Hilfe der Sahl
jum” Gegenjtande.

1%¥



Erfter Theil.
Planimetrie.

Grer Abldynitt,
Gervade Linien nud Winfel.

1. Die gerade SLinie und die ebene Jilddje.

827, Die einfachite Linie ift die gevabde Linie, aud) blof Gervabe.
Die gevade Linie st fid) nicht definieven, ihre Vorftellung mujs al8 elementar
vorausgefeist werden.

Gine Linie, weldhe nicht gevade, aber aud gevaden Yinien jufammengefesst
ijt, witb eine gebrvodene Vinie genannt. GEine Yinie, von der fein Theil
gerade ift, eifit frumm.

Grundfal. Durd) jwei Punfte fann nur eime Gervade ge-
jogen werbdeu.

Folgelihe. a) Die Yage einer Gevaden ift duvc) jwei Puntte bejtimmt.

b) Bwei von einander verfchiedene Gerave fonnen nur einen gemein:
jomen Punft haben. Man fagt, fie fdhneiden fih in diejem Punfte und
nennt diefen gemeinjamen Puntt ihren Sdynittp untt.

8. 8. Die einfadhjte Fladye ijt die ebene Flade, aud) blof Ebene. Sie
ift, fo wie die gevadbe ¥inie, eine Grundvorftellung und bdaher feiner jtrengen
Grflarung fibig. '

Gine Flache, von der fein Theil eben ift, feift frumm.

Grundfak. Jede Gevade, welde mit ciner Ebene 3wei Punifte
gemeinjam hat, liegt ganj in derfelben.

Durd) drei nidht in einer Gevaden liegende Punfte fann nuy
eine Gbene gelegt werben. Denu jieht man duvd) wei diefer Puntte eine
®evade und dreht eine Ebene, welche jene swei Puntte, alfo auch die durd
. diefelben gejogene Gevade, in fich enthilt, um diefe Gevade (wie um eine fejte
Achje) fo lange, bis fie aud) duvd) den dritten Punft geht, fo farm die Ehene
weiter feine andere Lage einnehmen, ofhune diefen Punft zu verlafjen.

Fuolgelah. Die Lage einer Gbene im Naume ift beftimmt:

a) durd) drei Punfte, die nidht in einer Gevaden liegen;
b) durd) eine Gerade und einen Punft auferhald derjelben;
c) burd) jwei jid) fchneidende Gevade.
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§. 9. Jener Theil der Geometrie, weldjer von den Raumgebilden hanbelt,
die in einer und devfelben Ghene liegen, heifit Planimetrie. Raumgebilde,
weldye nicht als in einer eingigen Ghene liegend gedacht werden fonuen, bilden
den egenfjtand der Steveometric.

II. Strabfen und Stredien.

§.-10. Gine unbegrenzte Gerade wird duvd) jeden ifhver Punfte in zwei
halbbegrenste Gevade getheilt, weldhe auf beiden Seiten bdes§ gemeinjamen
Grengpunttes liegen und von Ddiefem aud entgegengefeste Ridhtungen
haben. Jede duvdy einen Punft halbbegrenzte Gerade wird ein Strahl genannt.
Bon den beiden Strahlen, in weldhe cine unbegrengte Gerade burd) einen
Puntt getheilt wird, heifgt jeder die Grgénung ded andern.

Gine dbuvd) zwei Punfte begrenste Gerade heift eine Strede; die beiden
Gvengpuntte feifen ihre Endpunite. Die Strede wifhen zwei Puntten
bejtimmt die Entfernung oder den Abjtand derjelben.

Cin Strahl wird durd) den Grengpuntt und einen jweiten in ihm Hegenbden
Punit, eine Stredfe durch ihre Endpuntte begeichnet.

Gine Strede AB fann von cinem fid) bewegenden Punfte auf zwei
Uvten befdyvichen werden, entweder in ber Riftung von A nad) B, oder in
der entgegengefepten Ridhtung von B nad) A. Wird auf diefen Gegenjats der
Richtungen Riidfid)t genommen, fo nennt man AB bdie Strede, weldhe bder
Puntt in feiner Bewegung von A nad) B, und BA bdie Strede, weldhe ev in
feiner Bewegung von B nach A juviidlegt, und nimmt bie eine diefer Strecen
als pofitiv, die amdere ifv entgegengefeste al8 negativ an. Hiernady ift
NP =P Al

Oewdhnlicd) wird auf diefen Gegenjay der Ridtungen nidht RNirctficht ge-
nommen und nur bdie abfolute Linge der Strecen in Betvadyt gezogen.

§. 11, Yegt man zwei Strecen jo auf einander, dajs ein Paar Endpunite
und die Richtungen gujammenfallen, fo find die Strecfen gleidh, wenn aud) die
anderen jwei Endpunite jujammengallen, und ungleid), wenn die anderen Enbd-
bunfte nidht jujammenfallen. Qm weiten Falle ift jene Strede die Heinere,
deven jweiter Gudpunft gwifchen den Endpuniten der andern Strede liegt.

DBerlingert man eine Strede AB (Fig. 1) itber B hinaus bis C, jo
heifit die erhaltene Strede AC die Summe Dder
Gtreden AB und BC, und umgefehrt die Strede
4 B ('  AB bie Differen; der Streden AC und BC.

§. 12. Mm eine gegebene Strede su mefjen, untevjudyt man, wie viels
mal eine andeve ald Ginheit angenommene Strece in derfelben enthalten ift.

Az Einfheit bed Langenmafes nimmt man dad Meter an. Ein Meter (_m)
Wit in 10 Decimeter (dm) & 10 Centimeter (em) & 10 Millimeter (mm) ein-
getheilt, 1000 Meter find ein Riloteter (km), 10.000 Deter find ein Myriameter (um).

wig. 1.
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ITY. 2Winkel.

§. 13. Gehen in einer Ebene von einem Puntte zwei Strahlen aus, fo
heift die Grdofe der Drehung, welde bder eine Strahl in diefer Ebhene
um den gemeinfamen Punft maden mujs, um in die Ridtung ded weiten
Strahles zu gelangen, der Wintel der beiden Strahlen. Die zwei Strablen,
weldhe den Winfel bilben, heifen die Schentel; bder gemeinfame Puntt Heifit
oer Sdyeitel deg Wintels. Die jwifchen den Schenfeln liegende chene Fliade,
in weldjer die Drefhung ald vollbradht betraditet wird, heifit die Winfelflade.

Ginen Winfel begeichnet man entiveder duveh drei Budjtaben, von denen
einer am Sdeitel und wei an den Schenfeln ftehen und der am Scheitel
ftehende immer in die WMitte gefetst wird, oder durch einen jwijchen die Schentel
in der Nihe ded Scheitels gefessten Budyftaben, oder aud) durd) den Budhjtaben
am Sdeitel alfein, wenn diefer Sdeitel nur einem eingigen LWinfel angehirt.

Rig. 2. Gin Winfel AOB (Fig. 2) tann von einem Strahle,

B welcher fich um O breht, auf zwei Avten befchrieben werben,

entiweder duveh die Drehung aug der Richlung OA in bie

Ricdtung OB, ober durd) die entgegengefeste Drehung von

0 4 OB nad) OA. Wird auf diejen Gegenjaty der Drehungs-

vidhtungen Riickficht genommen, fo nennt man AODB den Winfel, weldhen bdev

©trahl in feiner Drehung von OA nad) OB, und BOA den Winfel, welchen

er int feiner Drehung von OB nad) OA befdyreibt, und nimmt den einen diefer

Winfel al8 pofitiv, den andern al@ negativ an. Hiernad) ift AOB =
— BOA.

Meijtens nimmt man auf diefen Gegenjaly der Drehungdricdhtungen feine
Riictficht und betvadhtet den Winfel nur ald die abfolute Grofe der zu deffen
Gntitehung ervforderlichen Drehung.

§ 14. SLegt man zwei Winfel fo auf einander, dafd die Sdeitel, ein
Paar Schenfel und die Drehungsrichtungen ujammenfallen, fo jind die Wintel
gleid), wenn aud) die anbdeven zwei Scdhenfel zufammenfallen, und ungleid,
wenn die anderen Sdhenfel nidyt jufammenfallen. Jm weiten Falle ift jener
Winfel der fleineve, deffen pweiter Schenfel jwifchen bdie Schenfel bed anbdern
Wintels fallt.

g1g. . Wird ein Strahl OA (Fig. 3) in einer Ehene um den

4 Bunft O fo gedreht, dajs ev zuerft in bie Richtung OB und

B yon da durd) weitere Drehung in die Richtung OC gelangt,

/ jo beifit ber durd) die gange Drehung entftandene Winfel

0 4 AOC de Summe bder Winfel AOB und BOC, und

umgefehrt der Winfel AOB bdie Differeng der Winkel AOC und BOC.

§ 15. Dreht fidh ein Strahl um feinen Grengpunft in einer Ebene

Bevum, fo bildet ev nad) und nad) mit feiner anfinglichen Richtung alle um
jenen Punit moglichen Winfel.
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Dreht fid) dev bewegliche Stvahl fo weit, bid er wieder in feine urfpriing-
liche Ricdhtung uviidgefehet ift, fo hat er eine Umbrehung gemadt. Der
Winkel, weldher durch eine gange Umbdrehung entjteht, bHeift ein voller
Winfel; feine beiden Schenfel fallen zufammen. Alle vollen Wintel find
einander gleid.

Kommt der bewegliche Strahl O A (Fig. 4) in die Ridhtung OB, weldhe
feiner anfinglichen Richtung entgegengefesit ift, fo hat er eine Halbe Umbdrehung
gemadyt. Denn die Grife der Drehung, durd) die OA in die entgegengejeste
Ridtung OB Piniibergefiihrt wird, ijt offenbar gleich der Grife dev Drehung,
durd) welde OB bei weiterer Fortfessung fener Drehung wieder in die urfpriings
lihe Yage OA juriidgefithrt wird.

Fig. 4. Gin Wintel A OB, weldjer durd) die halbe Mm-
drefung des beweglidhen Strahles entjteht, heift ein
geftvectter Winfel; jeine Schenfel liegen auf entgegen-
gefessten Seiten des Scheiteld in einer Gevaden. Ein

B // \ 4 gejtvecter Wintel ift die Hilfte eined vollen Winfels.
Alle gejtredten Winfel find einanber gleid).
Gin Wintel AOC, der Heiner al8 ein geftrectter
D . ift, heipt ein hohler; ein Winkel AOD, der grifer
alé ein geftvedtter ijt, ein erhabener Winfel.

Qedem hohlen Wintel zweier Strafhlen entfpricht immer aud) ein exhobener
Winfel derfelben; wenn jedoch nidht ausdriidlich anber§ beftimmt wicd, ijt ftet&
vev fhohle Winfel ju verftehen.

§. 16. Gin Wintel AOB (Fig. b), welcher bie Hiilfte eines gejtreciten
Winfels ift, Heift ein vedhter Winfel; su feiner Entjtehung wird der vievte
Theil einer mbdrehung evfordert. Alle rvedhten Winfel jind ecinander
gleich. Devr vechte Winfel wird mit dem Budyftaben R begeichnet.

Fig. 5. Gin geftvectter Wintel ift gleih jwei Redhten; ein
B ¢ polfer Wintel ift gleich vier Rechten.
2 . Gin Wintel AOC, weldher fleiner al ein vechter

ift, eift ein {piger; ein Winfel AOD, weldher grofer
al@ ein vedhter, aber Fleiner alg ein geftvecter i, ein
0 ftumpfer Winfel. Spike und frumpfe Winfel heifen mit
einem gemeinfamen Namen {dyiefe Winfel.

Aiet Winfel, deren Summe einen Rechten betrdgt, heifen Complement-
winfel; swei Wintel, deven Summe 3wei Redyte betrigt, heifen Supplement-
wintel.

Bulaly, Wird dev bewegliche Strahl nad) einer vollen Wmbdrehung nod)
weiter gedreht, jo fommt ev nac) und nad) wiederholt in bdie Ridhtungen, bdie
.0 fdon wihrend der evjten Umbdrehung fHatte. Die Winfel, bdie bdabdburd)
evzeugt werden, find gleidh~fo vielmal vier Redjten, als volle Umbdrehungen
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{tattfanden, vevmehrt um die Winfel, welche der Stvahl mit feiner anfing-
ligen Ridytung bei der erjten mbdrehung gebildet Hat.

§. 17. Bwei Wintel, welche denjelben Scheitel und einen gemeinjamen
Sdenfel haben und in bdevjelben Ghene auf entgegengejelsten Seiten bdiejes
Sdentels liegen, heifen anftofende Winkel.

Bwei anjtofende Winfel, deven nicht gemeinfame Schenfel nad) entgegen-
gegejesten Richtungen in einer Gevaden liegen, heifen Nebenwintel.

Lehrfak. Die Summe jweicr Nebenwinfel ift gleid) jwei
Redten.

Denn fie bilden ufummen einen geftrectten Winfel (§§. 14 und 15).

Bufithe. a) Dic Summe alfer anjtofenden Winfel, weldhe auf derjelben
Seite einer durch) den gemeinjamen Scheitel gehenden Geraben auf einander
folgen, ijt gleich zwei Rechten.

b) Die Summe aller anftofenden Winfel, welde um den gemeinjamen
Scheitel herum auf einander folgen, ift gleid) vier Rechten.

§. 18. Bwei Winfel, deven jeder von bden Grgingungen bder Straflen
gebildet wivd, weldye die Schenfel des andern Winkels find, heifen Scheitel-
winfel, wic a und ¢, oder b und d (Fig. 6).

Lebrlok. Je zwei Sdeitelwintel find ecinander gleid.
LBoraus]. a und c find Scheitelvintel.

Behaupt. a = e.
Beweis. a + b =2R al§ Nebenwintel,
B~ T, 1"
alfo a +b = b 4 ¢, und wenn man beiderfeits

Fig. 6.

b fubtrabiert, a = c.

GEbenfo fann man beweijen, dajd b = d ijt.

Folgelab.  Jjt von den Winteln, weldye jwei fid) jdyneidende Gevade
mit einander bilden, einer ein vedhter, fo find e8 auch die anbdeven; ift einer
pon jenen Winfeln ein jdjiefer, fo find e8 aud) die andeven.

§. 19. Bwei fich jdhneidende Gerade heifen ju einander novmal (fent-
vedht), wenn fic mit cinanber vedhte Winfel, und fdyief, wenn fie mit ein-
anber jdyiefe Winfel bildben. Dajs CD zu AB novmal ijt, wird angeseigt:
CD | AB.

§ 20. Um die Winfel ju mejfen, unterjucht man, wie vielmal ein
ald Einheit angenommener Winfel in bem gegebenen Winfel enthalten ijt.
As Cinheit ded Winfelmafes witd ein Grad (°), d. i. der 360fte Theil
eines vollen Winfels, angenommen. Einen Gvad theilt man in 60 Veinuten
(*), cine Minute in 60 Secunden ().

IV. Pavallefe Linien.
§. 21. Gine Gerade EF (Fig. 7), welde zwei oder mehrere gevade
Linien jehueidet, wird cine Tvandvevjale diejer Gevaden genaunt.
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.ﬁﬁerbeu swei Gevade AB und CD von einer dritten EF gejdynitten,
fo entjtehen an beiden Schnittpuntten acht Winfel.

Fig. 7. Die Winkel e, d, m, n, welde pwifchen den gejdhnits
v teen. Geraden liegen, heifen inneve; die Winfel a, b, o, p
oA dagegen dufere Wintel.
4— 2 Gin dufgever und ein innever Winfel auf devjelben
Seite der Transverjale und an verfdiedenen Sdyeiteln heifen
e ?f ;" p Gegenwinfel; wie a und m, b und n, ¢ und o, d und p.

Awet dufere oder zmwei inneve Winfel auf den ent-
£ gegengefetsten Seiten der Trandverfale und an verjdhiedenen
Sdyeiteln werden Wed)felwintel genannt; wie a und p, b und o, ¢ und n,
d und m.
Bwei dufere oder jwei innere Winfel auf devjelben Seite der Trans-
verfale und an vevidjiedenen Scheiteln Heifen Anwinfel; wie a und o,
b undb p, ¢ und m, d und n.

§. 22. LehrTidke.

1. Werdben 3wei Gerabe von einer dritten fo gejdnitten, dajs
trgend 3wei Gegenwintel gleid) find, fo find a) aud) je zwei andeve
Gegenwintel gleidh), b) je zwei Wedhjelwintel gleidh), und c) je zwei
Anwintel Supplementwintel (Fig. 8).

Borausf|. a = m.
Eifte Behaupt, b= Faaa) W= W
Fig. 8. Beweis. a+b=2R ud m +n =2R (§. 17),
B folglih a + b =m + n; aber a = m nad) der Bor-
/ augfetung, daher aud) b = n.
alh TG - z
il R Gbenjo wird bewiefen, dajé ¢ = o ift.

Endlid) ift a=d undb m =p (§ 18), aljo wegen
== minudy di= pi

Bweite'Behouphils=p b — o0jc=n, d—Mm.

Beweis. Nad) der Voraugfepung ijt a = m, aber
m = p (§. 18), jolglidy aud) a = p.

GEbenjo jeigt man, daj§ b =0, ¢ =n, d = m ift.

Dritte Behauypt. a +0=2R, b+ p=2R,

c+m=2R, d+n=2R.

Beweis. a+e¢=2R (§ 17), c=o0 nad) der jdon bewicjenen.
evjten Behauptung; folglih aud) a + o = 2R.

Gbenfo zeigt man, dajs b4+p=2R, c+m =2Rund d + n = 2R ijt.,

2. Werbden zwei Gevadbe von einer dritten fo gefdnitten,
bafs ivgend jwei Wedhjelwintel gleid) jind, fo jind a) aud fe
dwei andeve Wedyjelwintel gleidh, b) je zwei Gegenwintel gleid,
und e¢) je jwei Anwinfel, Supplementwintel




Beweid. €8 fei c=n. Da ¢ =Db als Scheitelwinkel, jo ift aud
b =n. Sind aber ywei Gegenwinfel gleih, fo mitflen (nach 1.) audh affe
iibrigen in dem Lehriake enthaltenen BVehauptungen al8 bewiefen angejehen
werdeir.

3. Werden jwei Gerade von einer dritten fo gejdhnitten,
dajé irgend zwei Anwinfel Supplementwintel jind, fo find aud
a) je swei andere Anwintel Supplementwintel, b) je 3wei Gegen-
winfel gleidh, und c) je jwei Wed)jelwintel gleid.

Beweis. €8 jei a +0=2R. Da aud) a +c=2R, jo mujs
a—+c=a - o, daher ¢ = o fein. Sind aber zwei Gegenwintel gleid), fo
treffen (nadh 1.) aud) alfe iibrigen Behauptungen u.

Folgelak. Aus den vovanjtehenden drei Sigen lajst fich indivect folgern:

Werden 3wei Gerade von einer dritten jo gejhnitten, dajé entweder jwei
Gegenwintel oder swei Wedhfehvintel nidht gleich, oder wet Anmwinfel nicht
Supplementwintel find, jo find je 3wei Gegenwinfel und je swei Wechjelwintel
nicgt gleih), und je zwei Anwintel nicht Supplementwintel.

§. 23. 3wei Gerade, weldhe in derjelben Ebene Liegen und, fo weit fie
aud) verlingert werden, in feinem Punfte jujammentreffen, BHeifen einander
pavallel. UWm ju begeichnen, dajs zwei Gevade AB und CD parallel find,
fdyreibt man AB || CD.

Grandfal. Durd) einen Puntt auferhalb einer Gervaden fann
ju diefer nuv eine Pavallele gezogen werden.

Fulgeliihe. a) Sind jwei gerabe Linien einer und derfelben
dritten pavallel, fo find fie aud) unter einanbder parallel.

Jjt (Fig- 9) AB||MN und CD || MN, fo ift audy AB || CD.

Fig. 9. Denn wive die Gerade AB nidht pavaliel u CD,
e ola UL jo miijgte fie hinveichend werlingert CD in cinem Puntte
(————p [dneiden; dann gibe e§ aber durd) diejen Schnittpunit
M v jwei Pavallele ju MN, was nad) dem obigen Grundjate

nidht miglicy ift.
b) Eine Gevade AE (Fig. 10), weldye eine von zwei Pavallelen,

Fig. 10. AB, fdneidet, mujs bei gehoriger Berlingerung
_—H aud) die andeve CD fdyneiden.
( :’—"" 2 Denn jdynitte jie diefe nicht, fo wave jie ihr pavallel;

pann gdibe e8 aber durcd) den Puntt A wei Pavallele ju
C—-v-—D CD, was dem obigen Grundiate widevipridy.
¢) Gine Gbene ift duvd) wei pavallele Gevade beftimmt. (Vergleiche
§. 8, Folgef.)
§. 24. Lebrlike.
1. Werden zwei Gevade von einer Transgverjale fo ge-
fdnitten, dafs entweber jwei Wedhfelwinfel oder zwei Gegen-



wintel gleid), odev 3wei Anwintel Supplementwinfel find, o jind
die gefehnittenen Gevaden pavallel (Fig. 11).

Sig. 11. PBeweis. E8 fdneide die Gevade EF bie beidben Ge-
raden AB und CD jo, bajé ¢ = n ijt. Da dann aud) d =m
fein mujs, fo fann man den auf der einen Seite von EF
swijchen BG, GH und HD liegenden Zheil der Ehene BGHD
purd) Drehung jo in den auf der andern Seite [iegenbden
Theil CHG A bringen, dajs die Strede GH auf HG und
bic Strahlen GB und HD besiiglich in die Ricdhtungen HC
und G A fallen, dajs fich alfo die beiven Theile der Ebene deden. Die Ge-
taden AB und CD bilben dbemuad) mit dev GH 3u beiden Geiten der lesteren
dagjelbe geometrijhe Gebilde; Bhitten fic daher eimen Punft auf der einen
Geite der GH gemeinfam, o miijsten jie aud) auf der andern Seite einen
folhen gemeinfam Hhaben, alfo ficdh in 3wei Puntten jdhneiden, was unmoglic
it (§. 7,Db). Die Geraden AB und CD find aljo paralfel.

Da (§. 22) jwei Wedhfelwintel audh gleid) find, wenn zwei Gegenwintel
einander gleich, ober wenn zwei Anwinfel Supplementwintel find, fo ift der
obige ¥ehrjat vollftdndig bewiefer.

2. Mmtehrung des Lehriages 1). Werben jwei pavallele Gerabde
bon einer Trangverfale gefdnitten, fo find a) je zwei Wedhfels
wintel gleich, b) je 3wei Gegenwintel gleid), und ¢) je zwei An-
winfel Supplementwintel (Fig. 12).

Pean braucht hier nur ju jeigen, dajs unter der gegebenen Vovausjesung
swei Wedhfelwinfel gleidh) find, indem dann nach § 22, 2 aud) die iibrigen
Behauptungen jutveffen.

Fig. 12. - Borausf. AB | CD.

Behaupt. W. BGH = CHG.

Beweis. Wirve BGH nidit = CHGEG, {o miijste
BGH > CHG, odber BGH <~ CHG fein. Lire
BGH = CHG®G, jo zieche man die Gevade MN fo durd)
G, baj8 NGH = CHG wird; dann wire MN || CD,
wad nidt moglih ijt, da nacd) bder Vorausfehung
AB | CD ijt und durd) den Puntt G ju einer Ge-
raden nuv eine Parallele gezogen werden fann. Ghenfo [Efst fidy jeigen, dafs
BGH nidt fleiner alsé CHG fein fann. 8 mujs alfo BGH = CHG fein.

3. Werben zwei Gerade von einer dritten fo gefdhnittemn
dafs die Summe dev inneven Anwintel auf einer Seite der Trans-
verfale fleiner ift alé 3wei Redte, jo miifjen {id) die beiden Ge-
vaden bei hinveidhender Berldngerung auf diefer Seite ber Trans:
berjale fdneiden (Fig. 12).

Beweis. €8 jeien MN und CD wei Gerade, welde von der EXF fo
gejdhnitten werden, dajé8 HGN 4+ GHD < 2R ift. Bieht man durd) G
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cine Gevade AB fo, daf8 HGB + GHD = 2R witd, fo ift (nad) 1.)
AB||CD. Die Gevade MN, welche die AB jdmeidet, mufé dafer audy
die CD fdyneiden (§. 23, b). Die§ ift aber nuv in der Ridjtung des Strafhles
GN miglid), da wegen HGN << HGB bder Strahl GN wifdhen GB und
GH, folglih fein Grginjungsjtrahl GM zwifdhen GA und GE Tiegt und
vemnady dev legtere mit CD nicht jujammentveffen fann.

Fuolgelah, Grridtet man auf den Scenfeln eined Hohlen Winfels Nor-
male, jo fdyneiden fich diefe in einem jwijchen den Schenfeln liegenden Punfte.

Jolgt aus 3., wenn man bdurd) bdie Fufpunfte bder Novmalen eine
Gevade 3ieht.

§. 2b. LebrTibe.

1. Sind jwei Gerade zu einer dvitten novmal, fo find fie
pavallel.

Der Beweis wird mit Hilfe von §. 24, 1 gefithet.

2. Jft von zwei Pavallelen die eine gu einer Gevaden nor-
mal, {o ijt aud) die andeve ju ihr novmal

Beweis mit Juziehung von §. 24, 2.

3. Bon einem Punfte auferhald einer Geraden fann zu
diejer nur eime Novmale gejogen werden.

Jndivecter Beweis. Liefen fich von dem Punfte u der Geraden
mehreve Normale giehen, fo Dhatten diefe einen Punft gemeinjam und miijsten
nadh 1. gugleich) pavallel fein, wad einen LWiderfprud) enthilt.

4. Jn einem Punfte ciner Gevaden fann auf diefe nur eime
JNovmale evvichtet merden.

Beweid wie 3u 3.

§. 26. @3 fei ver Winfel AOB (Fig. 13) und der Punft O’ gegeben.
Bieht man durd) O die Gevade A'AY || AO und die Gevade B‘B” || BO,

&ig. 13.
5
B" o y/a
\ & /
o m. q w ' ¢ m q ]
4 4 4 S 4
o

BU

4 g 4 479
jo find bdie Schenfel der um O’ entjtehenden vier Winfel mit den Schenfeln
ves gegebenen Winfels theild in demjelben Sinne pavallel, wie O'A’
mit OA, odber O'B’ mit OB, theild im entgegengefjesiten Sinne
pacallel, wiec O‘A" mit OA, oder O'B" mit OB.
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LebrTak, Bwei Wintel, deven Sdhentel paarweife pavallel
jind, finbd a) einander gleid), wenn beide Paave der Shentel in
demfelben, obev beidbe im entgegengefeyten Sinne pavallel jind;
dagegen b) Supplementwintel, wenn jwei Shenfel in demfelben,
die beiden anberven aber im entgegengejesten Sinne pavallel find.

Beweis. a) Verlingert man OB, big jie A'A" in C fdhneivet, o
iit (nadh §. 24, 2) m = v und a = v, folglich auh) m = a. — A m = a
und m = p (§ 18) folgt aud) p = a.

b) RNady a) ift m = a, aber n 4 m = 2R; mithin au) n +a=2R
Dan=gq, fo ift audh) q + a = 2R.

Ebenjo wird dev Beweis gefithrt, wenn man den Punft O in dev Winkel-
fliche AOB annimmt.

2. Dreht man in der vorfhergehenden Fig. 13 bdie Geraden A'AY und
B/B" al8 cine fefte BVerbindung um den Punft O’ in einer bejtimmten Ridy-
tung, die Bier dex Pfeil angeigt, um 90° fo fommen biejelben in eine Lage
gegen den Winfel AOB, wie fie Fig. 14 darjtellt; es with A‘A” | OA
und B‘B" | OB, wihrend dabei die Winfel m, n, p, q ungedndert bleiben.

Fig. 14,
Vs A
7
9
B Y
il N
, \ %
/
% «

Die Seentel diefer Winfel heifen in der neuen Lage zu den Schenfeln des
Winfeld AOB in bdemfelben oder im entgegengefepten Sinne novmal,
je nadhdem fie vor ifrer Drehung um 90° ju den Schenfeln diejes Winkels
in demjelben ober im entgegengejessten Sinne pavallel waven. So ijt O'A’
3u OA oder O'B' ju OB in demjelben Sinne novmal, dagegen O'A" ju
OA, odber O‘B” ju OB im entgegengefesten Sinne normal.

LebrTok. Bwei Wintel, deven Sdhenfel paavweife ju eins
ander novmal find, jind a) einander gleid), wenn beide Paarve
der Sdhentel in demfelben, oder beide im entgegengejepten Sinne
3u einander novmal find; dagegen b) Supplementwintel, wenn
3wei Schentel in demjelben, die beiden andeven aber im entgegen-
gefesten Ginne u einander novmal find.

Folgt aud dem unter Jd. bewiefenen Lehriate.
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bungsfise.
§. 27. Beweife folgende Lehriite:

1. Die Halbicvungslinien jweier Nebenmwinfel find u einander normal.

2. Die ur Halbievungslinie cines Winkels im Scheitel ecrvidytete Normale
halbiert den Nebenmwintel.

3. Die Halbierungslinie eines weier Scheitelwinfel halbievt auch den andern.

4. Die Halbicrungslinien zweier Gegen- oder Wedhjelwintel an jwei pamﬂieien
von einer Trandverfale gefchnittenen Geraden find pavallel.

5. Die Halbievungglinien zweier Anwinfel an wei von einer Transverfale
gefdynittenen Pavallelen find zu einander novinal,

6. Drei Gevade jhneiden fidh) in einem Puntte; man weife nad), dajs je drei
nicht aneinander liegende Winfel 180° betvagen.

7. Grridhtet man im Sdjeitel eined Winfel8 auf beiden Schenfeln nady ver-
jhicdenen Seiten Novmale, jo fdhliefen diefe einen Winfel ein, weldher 3u
vem gegebenen Winfel fupplementir ijt.

Buweiter Abldnitt.
Begrenzte ebene Gebilde.
I. Das Dreied.
1. Erklavungen und allgemeine Eigenfchaften der Dreiecke.

§. 28. Gin von drei Stredfen begrenstes ebenes Gebilbe heifit ein Dreied.
Die drei Strecten heiffen Seiten ded Dreieckes.

Jedes Dreiet hat drei Edpuntte, drei Seiten und drei Winfel
Jeder Seite liegt ein Winfel gegeniiber, wilhrend die beiden andeven Wintel
oiefer Seite anliegen; jedem Winfel liegt cine Seite gegeniiber, wihrend
die beiben anbdeven Seiten ihn einfdhlicfen.

Nimmt man in einem Dreiece A BC ivgend eine Seite AB ald Grund-
linie an, fo heifgt die Novmale CD, weldhe von dem gegeniiberliegenden G-
punfte zu diefer Seite gegogen wird, die jugehvige Hihe ded8 Dreieces.

§ 29. Gin Drveied, in weldem feine Seite einer andern gleich ijt,
heift ungleichjeitig; ein Drveiect, in weldem 3wei Seiten gleid) find, heift
gleidyfdhentlig; ein Dreied, in weldem alfe dvei Seiten gleid) find, Heifit
gleidhjeitig.

Qn einem gleichjchentlichen Dvetecfe nennt man die beiden gleichen Seiten
die Sdyenfel, die britte Seite die Grundlinie, und den Ddiefer gegeniiber-
liegenben Gcpuntt den Sdyeitel ded Dreieces.

§. 30. Lehrfah. Dic Summe dev drei Winfel cined Dreiedes
ift gleid) zwei Redhten.
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Fig. 15, Beweid. Bevlangert man (Fig. 15) die Seite
¢ I AB big D und jieht BE || AC, fo ijt
¢ =
Ifl:i} nach §. 24, 2;
4 Bm p mmitm+n+b=2R (§. 17, Buj. a), folg-
B lih aud) a + ¢ + b = 2R.

Mean founte auch due) C eine '311 A B pavallele Hilfslinie ziehen. Wie wird dann
ber Beweis gefiifet?

Fuolgeliige. a) Durd) pwei Wintel eines Drveieced ober deven Summe
iit aud) bie Grdfe des dritten Wintels gegeben.

b) Jn einem Dreiecte fann nur ein vedhter, jowie aud) nur ein frumpfer
Wintel vorfommen.

§ 8L Gin Dreied heift jpigwintlig, wenn alle drei Winkel des-
jelben fpiy find; vechtwinklig, wenn in demjelben ein rechter, ftumypf:
wintlig, wenn in demfelben cin frumpfer Winel vorfommt.

Jn einem  vehtwintligen Dreiecfe heift die Seite, weldhe dem vedhten
Wintel gegeniiberliegt, Hypotenufe; die Dbeien Seiten, weldje den vedjten
Wintel einjdliefen, werden Katheten genannt. Das jpife und bag jtumpf
winflige Dreiect begeichnet man mit dem gemeinjamen Namen {dyicfwinklige
Dreiecte.

§. 32, Unter dem Aufenmwinfel eines Dreieces verfteht man denjenigen
Wintel, weldhen eine Dreiectsfeite mit dev BVerlingerung eciner andern bildet.

LehrToh. QJeder Aufenwinfel eined Dreiedes ift gleid) bdev
Summe der beiden inneven ihm nicdht anliegenden Winfel. (Fig. 15.)

Dent CBD=m +n=a +c.

Fuolgelal. Die Summe der dvei Aufenwinfel eines Dreiedes ift gleid)
bier Rechten.

§. 33. fLebrTibe.

1. Gleidhen Seiten eines Dreir 3. Gleidgen Winteln eined Drei-
edes liegen gleiche Winfel | edes liegen gleiche Seiten
gegentiber. gegenitber.

2. Der grofeven Seite eines 4 Dem groferen Wintel eines
Drveiedes liegt der grifere Dreiedes liegt die gridfere

Winfel gegeniiber. | Seite gegeniiber.
Fig. 16. Beweis jum 1. Sape. (Fig. 16.)
¢ o 8 fei tm Dreiefe ABC BC = AC.

Man ftelle fid) dag Dreied I mnod) einmal,

jeboch umgewendet, vor, wie in I, und ver-

Jig fhicbe IT fo auf I, baf8 fidh bdic gleidjen

Wintel C decfen. Dann miiffen wegen BC =

AC aud) die Punfte B und A de8 Dreis

o B B A ecfed IT auf die Punfte A und B ded Dreieces I,
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und fomit die Seite BA bes erfteven auf bie Seite AB bes lesteven fallen; =
e8 dedt alfo der Winfel A des Dreiectes II den Winfel B des Dreieckes I;
folglich A = B.

Sig. 17. Beweis jum 2. Sage. (Fig. 17.)

p @8 fei die Seite BC > A C. Man mache CD = AC

, und ziehe die Stvede AD. Dann ift (nad) 1) in dem

Drciede CAD bder Binfel DAC = ADC, aber Winke!

- B BAC > DAC, folglih auy Winfel BAC > ADC.

Jun it ADC al8 Aufemwintel des Dreiectes ABD grifer ald der Winfel
ABC; fomit mujs umjomehr Winfel BAC > ABC fjein.

Der Beweis jum 3. Sate wivd indivect gefiihrt. &8 fei (Fig. 16)
Der Winfel A = B. Wiive die Seite BC nicht = A C, fo miifste BA = AC
fein.  Allein dann wive nad) dem vorhergehenden Sage auh A = B, was
ver Boraugfesung A — B widerfpricht. E8 mufs daher BC = A C fein.

Beweis sum 4. Sae ebenfalld indivect. E8 fei (Fig. 17) der Winfel
BAC > ABC. ®ejetst e8 wive nidht BC > A C, jo miifste BC = A C ober
BC << AC fein. Aus dev erften Annahme wiivde folgen, daf§ BAC = ABC
ift; aud dev jweiten, dajs BAC << ABC ijt; beided widerftreitet der Bor-
ausfepung BAC > ABC. @8 muj8 daher BC > AC fein.

Fulgelihe. Aus 1. folgt:

a) Jn einem gleidhichentligen Dreiede find die Winfel an dev Grund-
linie einander gleich. Duvd) einen Wintel cines gleichjchentligen Dreiectes find
auch die andeven wei Winfel beftimmt (§. 30).

b) Der Aufenwinfel am Scdeitel eines gleichichentligen Dreiectes it
doppelt fo grofy al8 jeder Winfel an der Grunblinie (§. 32).

¢) Jn cinem gleichjeitigen Drveiecte find alle drei Wintel einander gleid,
und dakher jeder 60°.

Aus 4. folgt:

d) Jm vedhtwintligen Dreiecte ijt die Hypotenuje grofer ald jede Kathete.

e) Im jtumpfwintligen Drefecte ijt die dem ftumpfen Winkel gegeniiber-
liegenbe Seite die grifte.

§ 34. Lebhrlike. 1. Jede Seite eines Dreiedes ift fleiner
alg die ©umme der beiden anbdeven Seiten.

Beweisd. E§ jei ABC (Fig. 18) ein Dreiect, deffen grifte Seite A B ift.

&ig. 18. Dentt man i) CD | AB, fo ijt (nad) §. 33, d)

AD < AC und
BD < BC, baher
AD + BD << AC + BC, obder
- B i AB'E AQ + BO.

Dajg AC << AB 4+ BC und BC << AB 4+ AC ijt, folgt unmit-

telbar au§ der Bovausfesung.
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2. Qede Seite eines Dreiedes ijt grofer ald die Diffeveny
der Deiben aubdeven Seiten.

Nady dem vorhergehenden Sage ift :

AC+BC>AB ubd AB+4 AC=>BC;
folglich ift audh, wenn man Gleiches jubtrabiert,
BC=> AB — AC, AC> AB—BC umd AB> BC — AC.

§. 35. Wird von einem Puntte auferhalb einer Geraden ju diejer eine
novmale oder jdhiefe Gevade gezogen, fo Heift ihr Durd)jdynitt mit der gegebenen
Gevaden der Fufpuntt der andern Geraden.

LebeTaf. Rieht man von einem Punfte auferhalb ecinex
@erﬂbcn su diefev eine novmale und mefhreve jdhiefe Streden,
[InEsEyi

1. dbie Novmale die fitvgefte unter allen Streden;

2. 3wel jchiefe Streden, deven Fufpunfte von dem Fuf:
Punfte ber Novmalen gleidhe Abjtdande Haben, find einander
gleich; und

3. von jwei jdhiefen Streden, deven Fufpunfte von dem
Fufpuntte der Normalen ungleicdhe Abftande haben, it die ent:
fexnteve die grofeve.

Fig. 19. Beweis. 8 fei (Fig. 19) CD | AB.

1. Dajé CD fizer al8 CE, CF, CG ijt, folgt
aus §. 33, d. :

2. 3t DE = DG, fo muj§, wenn man bden
vechten Winfel CDG um CD umlegt, der Puntt G
auf B, affo audp CG auf CE fallen; folglich ijt
CE—=1CG,

3. 3m ACDE ijt der Winfel CED jpi, daher fein Nebenwintel
CEF ftumpf, und fomit im /A CEF bdie Seite CF > CE.

Aus den Sigen 2. und 3. folgen indivect auc) deven Umiefhrungen.

Die von einem Punfte zu einer Geraden gezogene Novmale beftimmt
den Abjtand des Punttes von der Geraben.

s Fuolgelal., Bon einem Puntte auperhalb einer Geraden fonnen ju diefer
tmnter 3wei, aber aud) nur zwei gleidh lange {chiefe Streden gezogen werden.

2. @ongrueny dev Dreiede.

§. 86. Bwei Dreiecte find congruent (§ 3), wenn jie auf ecinander
gelegt fich vollftindig decfen. Damit diefes moglich fei, miiffen in den Dreis
eden alfe jech8 Beftanditiicfe, die drei Seiten unbd bdie drei Winfel, paaviveife
gleich fein. Davaus folgt: JIn congruenten Dreieden jind die Seiten,
weldye ben gleichen Winfeln gegenitberliegen, einander gleid), und
ﬂlenin jind die Winfel, welde den gleiden Seiten gegeniiber-
legen, einanbder gleid.

Mocuit, Geometrie. 2
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Da die Seiten und Winfel ecines Dreiecfes von einanbder nidht unab-
hingig find, fo gemiigen fdhon weniger als fechs Stiide, um aus ihrer 1ber
einftimmung in 3wei Dreiecfen auf deven Congruen; fhlicfen zu Lonnen. Die
Fille, in benen bdiefes ftattfindet, find in den folgenden viev Lehridten iiber
vie Gongruen; dev Dreiecde enthalten.

§ 37. L @ongruemsfak. Sind in jwei Dreieden eine Seite
und die beiden anliegenden Wintel paarweife gleid, fo find die
Dreiece congruent (Fig. 20).

Borausdfepung. Seite AB = A'B’, Winfel A = A’ unb B = B".

Fig. 20. Behauptung. AN ABC 2 A'BC.

o Beweis. Nan lege das A A'B'C! jo auf

ABC, bdaj8 die Punfte A’ und BY auf bdie Punite
A und B fallen, wag miglich ijt, weil AB = A'B’
ijt. Weil der Winfel A = A’ ift, fo nufs A‘C
in die Ridtung AC fallen; wegen B = B mujs
4 B ebenjo B'C in die Richtung BC fallen. Wenn abex

die Geraden A'CY und B/C’ in die Ridtungen der Gevaden AC und BC
fallen, fo mujé auch der Schnittpuntt C’ der erfteven auf den Schnittpuntt C
der [eteren fallen. Die beiden Dreiede ABC und A‘B'C' deden fidh) aljo.

Fulgelaly. Awei Dreiede, welde cine Seite, einen anliegenden und den
gegenitberfiegenden Winfel paavweife gleid) huben, find congruent (§. 30, a).

§. 38, II. Congruemsfok. Sind in jwei Dreieden jwei Seiten
mit dem cingejdhloffenen Winfel paavweife gleid), fo jind die
Dreiede congruent (Fig. 20).

Borausjepung. €8 jei AC = A'CY, BC =B'C’ und C=C".

Behauptung. A ABC 2 A'B'C.

Beweis. Man lege dag Dreied A'B'CY jo nuf dad Dreied ABC,
pajg C’ auf C, C'A’ in die Ridtung CA, wnd C'B’ in die Ridhtung CB
fallt, wag miglid) ijt, da nady der BVorausjeung die Winfel O umd C gleid)
find; wegen AC = A‘C’ muj8 auch der Punft A’ auf A, und wegen BC =
B‘C’ der Punft B auf B, alfo die Seite A'B’ auj AB fallen; folglid) ijt
ANABC S A'B C,

§. 39. II. @ongruenzloh, Sind in jwei Dreieden zwei Seiten
mit dem bder groferen diefer Seiten gegeniiberliegenden Winfel
paarweife gleid), jo jind die Dreiede congruent. :
Fig. 21. Borausf. E8 jei (Fig. 21)

e MO, B G — BOGI
feaemer BC = AC, fjomit aud
BC = A'CY, endlich ber Wintel

’ A — .A.l.

L B Behaupt. A\ ABCABC
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Beweis. Man lege dag A A'BCY jo auf dad A\ ABC, bdajs bder
Puntt A auf A, C' auf € und A‘B’ in die Richtung AB fillt, was wegen
AC = A'C' und A = A’ miglih ift. Dann mujé audj B auf B fallen.
Denn fiele dev Punft B nicht auf B, jo miijgte er entweder auf einen Punit
innerhalb bev Seite A B, etwa auf B, ober auf cinen Punft threr Verlinge-
vung, etwa auf B*, zu fiegen fommen. Wivde B’ auf B fallen, fo wive,
wenn man B C ieht, AN\ AB" C 22 A'B/C (§. 38), daher B"C = B'C! =
BC, fomit das A\ CB"B gleihichentlig, 8 miifsten aljo in demfelben die
gleichen Winkel B*BC und BB" C fpits fein; dann wire dev Winkel AB"C
ftumpf unbd folglih AC > B"C (§. 33, ), fomit audh AC > BC, was
dev Borausepung widerfpridht. — Ghenjo wiivde fich ein Widerfpruch evgeben,
wenn B auf B fiele.

Dev Punft B’ muf8 daher auf B fallen; dann ijt aber A\ ABC 22
ALBLEY, i

Bulak. Die Shlujsjolgerungen besd obigen Beweifes jtiten fich auf die
Bedingung, dajé der Winkel der groferen dev jwei iibereinftimmenden Seiten
gegeniiberliegt. Jft bieje Vebingung nicht vorhanden, jo Eonnen aud) nidht jene
Sdlitffe gemadht werden. Wenn daher in wei Dreieden zwei Seiten mit
dem ber fleineven diefer Seiten gegenitberliegenden Winfel
wedpjeljeitig gleid) find, jo ift e8 nidht geftattet, auf die Congruen; der Dreiecte
3w fdyliefien. 1

§. 40. IV. @ongruenslal. Sind in jwei Dreieden alle drei
Seiten paarweife gleid), jo find die Dreiede congruent (Fig. 22).

Fig. 22. LBorvausfeung. AB = A'B’,
o A= AICiamd BC = Bl@)

C
/ﬂh\ /\ Behauptung. ANABC ==
3 A'B'C.
4 Y. XB Beweis Man lege dag Dreied
| A'B'C’ fo an bag Dreiet ABC,
i oaf8 fid) bdie zwei griften Seiten
w A‘Bund AB beden, und daj8 der
ol Punft C’ auf die entgegengejetste
Seite von AB nad) C“ falit. Dann find nady der Vorvausfepung die Drei-
efe ACC” und BCC” gleidhichentlig, aljo find die Winfel an der Grund-
linte gleid), x =y, u=12; folglich ift aud) x +1u =y + 2, oder ACB =
ACYB = A'C'B.
Jjt aber ACB = A‘C'BY, fo ijt (nad) §. 38) A\ ABC = A'B'C-.
§ 41. Da congruente Dreiecfe in Grofe und Geftalt iibeveinjtimmen,
1o folgt, dajs die Beftanditiice, aus deren Gleichheit in zwei Drefecten man
auf die Gongruen; bdiefer leteven fdhlicfen famn, die Grife und die Gejtalt
eines  Dreieces ungweiveutig beftimmen. Die Beftimmungsjtiide eines
Dreiedtes find alfo: 1. eine Seite mit jwei Winfeln; 2. gwei Seiten mit
%




vem  eingejchlofjenen Winfel; 3. jwei Seiten mit dem der grifeven Ddiefer
Seiten gegeniiberliegenden Winfel; 4. alfe drei Seiten.

RNidyteongruens der Dreiece.

§. 42. LebrTak, Sind in jwei Dreieden jwei Seiten paavweife
gleid), die von ifhnen eingefdhloffenen Winfel aber ungleid, fo find
aud) die dritten Seiten ungleid), und jwav ift diejenige die grofere,
welde dem griferen Winfel gegenitberliegt (Fig. 23).

Borvausf. AC = A'C!, BC = B'C' unb Winte!l ACB > A'C'B".

Fig. 23. PBehaupt. AB > A'BL

¢ i Beweis. Man madye den

Winfel ACB" = A‘C'B’ und bie

Strefe CB' = C'B’, wobei dex

Puntt B auferhalh dbe§ Dreiecfed

A B A B ABC falle. Dann ijt, wenn man

ABY unb BB jieht, A\ AB"C

B 20 A‘B'C* (§. 38), aljo AB" =

A'B'. Wegen BC = B"C ijt mun Wintel CB”B = CBB", aljo CB“B

> ABB" und umjomehr AB"B > ABB"; folglihy ift (nady §. 33, 4)
AB = ABY, fomit audy AB > A'B’.

$ier wurbe angenommen, bdajs der Punft BY auferhalb ded Dreiecte3 ABC falle.
Derfelbe fann auch in bie Seite A B, ober innerhalb desd Dreiected ABC u liegen fommen.
Wie ftellt fich ber Betweis in diejen beiden Fdllen?

§ 43. ZLehrTak. Sind in jwei Dreieden zwei Seiten paare
weije gleich, die britten Seiten aber ungleid, {o {ind aud) die
diefen Seiten gegeniiberliegenden Winfel ungleid), und jwar
ift bevjenige der grifeve, welder dev griferen Seite gegeniiber-
liegt (Fig. 23).

Beweis. E3 fei AC= A'C/, BC =B'C’ undb AB = A'B’. Wire
ACB = A‘C'BY, jo miijste (nad) § 38) audy AB = A’'B’ f{ein; wire
ACB < A'C'B’, jo mifste (nad) §. 42) aud)y AB << A'B’ fein. Beided
widerfpricht der BVovausjessung; folglih mujd ACB > A'C'B’ jein.

Amvendung der Congruenzfise. y

§ 44, ALebrfihge. 1. Die Gervade vom Scheitel eines gleidy
jdentligen Dreiectesd nad) dvev Mitte der Grundlinie ift jur Grund-
linte novmal und halbiert den Winfel am Sdeitel.

&ig. 24 Porausj. AC =BC, AD = BD (Fig. 24).

Behaupt. CD | AB und p = q.

Beweis. ANACD2BCD (§. 40), daer m =n
obex CD | AB, md p=q.

i 2. Die Normale vom Sdheitel eined gleid
A D B identligen Dreiedes auf die Grundlinie halbiert
die Grundlinic und den Wintel am Sdeitel (§. 39).
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3. Diec Gevade, weldhe den Wintel am Schettel eines gleidy
{hentligen Dreiecdes halbiert, halbiert aud) die Grundlinie und
ift ju ihv normal (§. 38).

4. Die Gerabde, welde man in der Mitte der Grundlinie
eines gleichfchentligen Drveiectes ju diefer novmal ervidhtet, geht
durd) den Sdheitel.

Folgt aug 1., ba dic Gevade zwifdhen dem Scheitel und der Mitte der
Grvundlinie ju bdiejer novmal ift, duvd) die Mitte der Grundlinie aber gu der-
jelben nur eine eingige MNovmale gezogen werben fann.

§.'45. Rwei Punfte liegen ymmetrijd in Bejiehung auf eine
Gevade, wenn bdie Stvecte, welche fie verbindet, ju bdiefer Gevaden novmal ift
und durd) fie Halbievt wird; bdie Gevade fheift die Symmetriead)fe oder
Symmetrale. So liegen in Fig. 24 die Punfte A und B fymmetrifd) in
Beiehung auf die Gerade CD, welde die Symmetrale ift.

Bwei chene Gebildbe liegen fymmetrijd in Begiehung auf eine
Gerade, wenn jedem Punfte ded ecinen Gebilded ein fymmetrifd) liegender
Punft des anbern Gebildes entjpridht; 3. B. die Dreiefe ADC und BDC.
Awei  fymmetrijd) liegende ebene Gebilde fonnen bdurch Wmwendung um die
Symmetvale jur Dectung gebracht werden.

Ein ebened Gebilde heift fymmetrijch, wenn e§ fid) durd) eine
Gevade (bic Symmetvale) in zwei jymmetrijd) legende Theile theilen (dfst;
3 B. dasg Dreied ABC.

§./46. 1. Jede Strede ijt ein {ymmetrijdes Gebilde; ihre Symmetrale
ijit die in bev Mitte su ihr evvidhtete Novmale.

Sever Puntt dver Stredenfymmetrale hat von den beiben
Cndpuntten der Strede gleidhe Abftande; und wmgelehrt.

Folgt aug der Congrueny der vedhbwinfligen Dretecte ADC und BDC
(Big. 24).

2. Qever Winfel ift ein fymmetrifdhes Gebilde; feine Symmetvale ift
die Halbicrungslinie desfelben.

Fia. 26, )
"o St CD (Big. 25) die Symmetrale bes Wintels

ACB, aljo ACD = BCD, wmb ift DE | AC,
DF | BC, fo evgibt fich aus der Congruens dev vecht=
‘ winfligen Dreiede CED und CFD:
E g o Jeder Punft der Winteljymmetrale haty
' pon den beiden Schenfeln des Winfels gleidye |
4 2 BN | Abjtdnde; und umgefehrt. |

0§ 47 1 Gin gleigidentliges Dreied ift fymmetrijd) in Be-
sehung auf feine Hohe als Symmetrale.



Ju einem gleidhjchentligen Dreiede fallen die Symmetrale
der Grundlinie, die Symmetrvale des Winteld am Sdeitel und
pie Hiohe in eine Gevade jujammen (§. 44).

2. Gin gleidyfeitiged Dreied ift fhmmetvifd) in Begiehung auf fede -

feiner drei Hihen als Symmetrieachie.

Jn einem gleidpfeitigen Dreiece ift jede Hohe sugleich eine
©eitens und cine Winfelfymetrale.

§. 48. LehrTibe.

1. Die dbrei Seitenfymme:
tralen eined Dretedes
jdhneidben einander in dems
jelben Punfte, ber bon den
drei Gdpunften gleiche AL-
jtinde hat. (Eriter merfwiivdige
Puntt des Dreieces.)

Fig. 26,

61'

Beweis. Schneiden fid) (Fig. 26)
bie ju den Seiten ’AB und AC ge-
hovigen Symmetralen DO und EO
in dem Punfte O (§. 24, Folgef.), jo
iit O nad) §. 46, 1 fowohl von A
und B, al8 auch von A und C gleidh
weit entfernt. Hat aber der Puntt O
von B und C gleiche Abjtdnde, jo liegt ex
aud) in dev Symmetrale der Seite BC.

Der Puntt O liegt innerhalb, auf
pem  Umfange oder auferhold bdes
Dreiedes ABC, je nadpem bdiefes
fpits, vecht- ober ftumpfwintlig ift.
Der BVeweid gilt jedod) unverdindert
fiiv alle dret Yagen.

2. Die drei Wintelfypmme:
tralen eined Drveiedes
jdneiden einander in dems
felben Puntfte, dev von
ben drei Seiten gleiche Ab-
ftinde hat. (Bweiter merfwiir:
dige Punft de§ Dreiectes.)

Fig. 27.

Beweis. Schueiden fid) (Fig. 27)
vie Symmetralen der Winfel BAC
und ABC in dem Puntte O (§. 24, 3),
fo ift O nad) §. 46, 2 jowoh[ von
AB und AC, al8 aud) von AB und
BC gleid) weit entfernt. Hat aber der
Punft O von AC und BC gleidye
Abjtinde, jo liegt ev aud) in dev Sym:-
metrale des Wintels ACB.

Bulah. Ebenfo wird bewiefen, dajs
fich bie Symmetralen ded einen inneren
Dreiedwinfel8 und der Mebemwintel
der beiden andeven i einem Puutte
jchneiden, ber von bden bdrei Seiten
gleiche Abjtande Hat.

Tbungsfite. _
§ 49. 1. Rieht man von einem Punfte im Jnnern cined Dreiectes
Strecten 3u den Endpuniten einer Seite, jo ift a) die Summe diefer Streden
fleiner af8 die ©umme der beiden anbdeven Seiten, und b) dev von diefen



£
Qtrecfen gebilbete Winfel grofer alg der Winfel, den die beiden andeven Seiten
emnfchliegen. ’
) Man verlingere eine Stvecte bis jum Durdidnitte mit einer Seite unbd wenbde §. 34,
L und 8. 32 an,

la. Gin Winfel eined Dreiectes jei «; wie grof ift dev Winfel, weldyen
die Halbicrungdlinien der beiden andern Winfel mit einander bilben?

2. Halbiert man bden Aufenwinfel am Scheitel cines gleichjchentligen
Dreiectes, fo ift vie Halbierungslinie der Grvundlinie pavallel.

5. Bleht man durd) den Scheitel ecined gleichjchentligen Dreiectes eine
Pavaliele yur Grundlinie, jo Halbiert diefe den Aufemmwintel.

3a. Der Winfel, welchen die auf einen Schenfel eines gleichjchentligen
Drveiedes gefiillte Hohe mit dev Grundlinie bildet, ift halb o grof wie der
Winfel an dev Spite.

(3. Bevlingert man die Hypotenufe iber ihre Endpunite je um die
anliegende Kathete, fo fchliefen die Verbindbungslinien dev neuen Endpuntte
am Scheitel deg vechten Winkels einen Winfel von 135° ein.

4. Die Hohen auf die Schentel eines gleidhichentligen Dreiected find ein-
ander gleid).

D. Sind in einem Dreiecte jwei Hohen gleidh, fo ift dasjelbe gleichichentlig.

6. Berbindet man wei beliebige Punite zweier pavalleler Geraden durd
tine Strecfe und halbiect diefe, o wird jede durd) den Halbierungspuntt wijden
den Pavallelen gegogene Strede in demfelben falbiert.

7. Qft in einem vechhwinfligen Dreiecfe einer der fpiten Winfel doppelt
fo grof alé der ambeve, fo ift die Hypotenufe doppelt fo grof als die fleinere
Rathete.

Qegt man an Dad Dreied ein congruented mit bder groferen RKathete an, jo erhilt
man ein gleichjeitiges Dreied.

8. Qft in einem gleichjchentligen Dreiecte ein Bafidwintel doppelt jo grof
Wie der Scheitelmintel, fo wird s durd) die Symmetvale ded Bajiswinfels in
et gleidhichentlige Dreiece zevlegt.

II. Das Bierek.
1. Grklavungen und Lebhrlake.
§. 80. Gin von vier Streden begrengtes ebenes ebilde heift ein
Biered.
Die Stredte AC (Fig. 28), weldje zwei gegeniiberliegende Ecpuntte ded
Bierees verbindet, heifit eine Diagonale.
ig. 28. Gin Bieved hat vier CEcpuntte, vier Seiten, vier
v/ ¢ Wintel und wei Diagonalen.
§ 51. fehrfob., Die Summe aller Winfel
cines BVievedes ift gleid) vier Redyten.
A R Beweis. Bevlegt man (Fig. 28) das Bievect duvd) eine
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Diagonale in wei Dveiece, fo betvigt die Winfeljumme in jedem devfelben
swei Redhte, aljo in beiden jujammen vier Redyte.

§ 82, Mit Ridfidht auf die gegenjeitige Lage bder Seiten werden die
Bievede in Trapezoide, Trapeze und Pavallelogramme eingetheilt.

Gin Tvapezoid ijt ecin Bieved, in weldhem feine Seite mit einer
andern pavalfel ift; ein Trape; ift ein Bieved, in weldem nuv wei gegeniiber-
liegende eiten pavallel find; ecin Pavallelogramm ift ein Bieved, in
weldhem je zwei gegeniiberliegende Seiten pavallel find.

Lefrfite von der Pavallelogrammen.

§ 83. 1. Ju einem Pavallelogramm find fe jwei gegeniibers
liegenve Wintel gleid.

Die Ridytigleit diefes Saes ergibt fich unmittelbar aus §. 26, 1. a).

2. @ind in einem Bievede je zwei gegeniibevliegende Wintel
gleid), jo ijt bagfelbe ein Parallelogramm (Umfehrung von 1).

Der VBeweid frist jih auf § 51 und §. 24, 1. -

Folgelab. 3t in einem Pavallelogramm ein Wintel ein vedhter, jo find
ed aud) die andeven; ijt ein Winfel ein jdhiefer, jo find e8 aud) bdie andeven.

Mean unterjcheidet daher vedytwinflige und jhicfwinflige
PBaralelogramme.

§ 54 1. Jn einem Pavallelogramm find fe zwei
gegeniibevliegende Seiten einander gleid.

7 Sig. 29. Borvausi. €8 jei ABCD (Fig. 29) cin Pavallelo-

¢ gramm, aljo AB||DC, AD || BC.
& Behaupt. AB=DC, AD = BC.
4 B

Beweis. Bieht man eine Diagonale BD, fo ijt

AABD 22 CDB (§ 24, 2 und §. 37), daher AB =DC, AD = BC.

Den obigen Sa pflegt man aud) jo audpudriden: Pavallele
swifdhen Bavallelen find einander gleid.

2. ©ind in einem Biervede je zwei gegeniiberliegende Seiten
gleidy, fo ift dasgfelbe ein Pavallelogramm (Umfehrung von 1).

PBeweis. €& jei in dem BVievede ABCD (Fig. 29) AB=DC unp
AD =BC. Damn ijt A ABDS2CDB (§ 40), aljo jind bic TWedfel-
winfel ABD und CDB, cbenjo ADB und CBD gleich; folglih AB [| DC
b AD||BC (8§ 24, 1).

Foloefike. a) Jedes Pavallelogramm wivd durd die
Diagonale in 3wei congruente Dreiede getheilt.

3t auch die Umfehrung diejeds Saties vicdhtig?

b) @ind jwei Gevrabdbe parallel, jo haben alle Puntte
ber einen Gevaden von der andevn gleide Abjtande.

Denn die Senfredhten, weldhe die Abjtinde dev Punfte dev einen jweier
Pavallelen von der andern angeben, find nad) § 25, 1 pavallel, dahev nady 1.
einander gleid).
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Die conjtante Entfernung eine§ jeden Punfted der einen weter Pavallelen
bon der anbdern feifit der Abjtand der beiden Parallelen.

Nimmt man in einem Parallelogramm eine der Seiten ald Grun b-
linie an, fo Beifit ihr Abjtand von der gegeniiberliegenden Seite die Hohe
deg Pavallelogramms. Unter der Hohe eine§ Trapezed verfteht man den Ab-
ftand bder zwei parallelen Seiten.

3. Sind in einem Bievecde zwei gegeniiberliegende Seiten
gleich und pavallel, jo ift Dagfelbe ein Pavallelogramm.

Beweis. Jn dem Bievede ABCD (Fig. 29) jei AB=DC und
AB | DC. Dann ijt A ABD 22 CDB (§. 38), aljo find auch die Wedpiel-
winfel ADB und CBD gleidh, woraug AB || BC folgt.

§. 55. Sind in einem Pavallelogramm wei anftofende Seiten gleid), fo
find es audh die andeven; dasg Pavallelogramm heifit in diefem Falle gleid):
feitig. Sind dagegen zwei anjtofende Seiten ungleich), o Beift dag Pavallelo-
gramm ungleichjeitig.

Mit Riicicht auf die Grife dev Winfel (§. H3) und auf die Yinge
der Seiten unterfdyeidet man vier Avten von Paralfelogrammen: 1. das jdyief-
Wwinflige und ungleichjeitige Pavallelogramm oder dag Rhomboid; 2. dag
{dicfwintlige und gleidhjeitige Pavallelogramm oder den Rhombus; 3. das
tedptwinflige und ungleichieitige Pavallelogramm oder das Redyted; 4. das
vedhtwintlige und gleichfeitige Pavallelogramm ober dag Quadrat.

Gin Rhomboid ijt duvd) zwei anjtofende Seiten und den von diejen
eingejchlofjenen Winfel, ein Rhombus bdurd) eine Seite und einen Winfel,
ein Rechted bduvdh wei anftofende Seiten, e¢in Quadrat durd) eine Seite
beftimmt.

§ 56. 1. Die Diagonalen cinesd jeden Parvallelogramms hal-
bieven einanbder.

2. Die Diagonalen eines Redtedesd jind einander gleid.

3. Die Diagonalen eines Rhombug find zu einanbder normal

4. Dic Diagonalen cined Quabdrates find einander gleid
Und ju einanber normal.

Beweife aug der Congrueny der Dreiecte.

Alle vier Siigge gelten auc) in thren Umfehrungen.

Bufithe. a) Gin Redpted ift fymmetrifd in Besichung auf jede
Gevade, welde zwei Gegenfeiten Halbiert.

b) Gin Rhombus ijt fymmetrifd) in Begichung auf jede Diagonale.

¢) Gin Quabdrat ift {ymmetrijd) fowohl in Begiehung auf jede
Gevade, weldhe zwei Gegenfeiten halbiert, ald in Begichung auf jede Diagonale;
8 hat viev Symmetricad)ien.
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Lefjrjitse vou den Tvapezen.

§. &%. 1 Die Strede jwifdhen den Mitten der nidtparallelen
Seiten eines Trapezed it a) den pavallelen Seiten pavallel und
b) gleid) der halben Summe derfelben.

Beweid. &8 fei (Fig. 30) AB||DC, AM =MD und BN = NC.

a) Bieht man durd) M die EF || BC und verlingert CD bi8 F, fo
it NAEM X DFM, daher EM = MF. WWegen EF = BC (§. 54, 1)

Fig. 30, it oy SR E—L BE oy i EM = BN BNME ijt

FD [/} alfo ein Parallelogramm (§. 54, 3), folglih MN || EB.

/ b) Aus der Congrueny ber Dreiece AEM und
M}r‘ vy DFM folgt AE = DF. un ijt MN = BE = AB
I\ — AE und audhy MN = CF = CD } DF, folglic
4 F B 2MN=AB+ CD und MN = 4+ (AB 4 CD).
Die Strede MN fheifit die Meittellinie des Trapezes.
2.)3ieht man in einem Trapeze durd) bie Mitte eimer der
nidtparallelen Seiten eine Pavallele mit den zwei Parvallel

jeiten, {o fHhalbiert diefelbe aud) die andere der nidytpavallelen
Seiten.

Beweig. €8 fei (Fig. 30) AB||DC, ferner AM =MD ud
MN||AB||DC. 3ieht man durch M die EF || BC und verlingert CD
big¢ ¥, fo it ANAEM X DFM, bafjer EM = MF; aber EM = BN
und MF = NC, folglih BN = NC.

3. Gind in einem Trapeze die Winkel an einer der beiden

pavallelen Seiten gleid), fo find die nidtpavallelen Seiten des
Trapezesd einander gleid.

Fig. 31. DBeweis. E8 fei (Fig. 31) AB||DC und A = B.
D ¢ Bieht man CE | DA, foift EC = AD und . CEB
— A =B o i A BEC, B0 = BEu(EL 3353
/ mithin audh) AD = BC.
Fin Traner die nt : Sel
iz B Gin Trapey, in. weldhem die nidytparallelen Seiten

gleidh) find, Deift cin gleidiidhentliges Trapey oder ein
Antiparallelogramm.

4. Umgetehrt: Jn einem gleidhfdhentligen Trapegze find die
Winfel an jedbev der pavallelen Seiten einander gleid.

PBeweis. E8 fei (Fig. 31) AB||DC und AD = BC. Bieht man
CE||DA, foit EC = AD = BC, aljo im 2\ BEC ber infel CEB = B;
aber CEB = A, folglih) auh) A=B. Da A+D =B+ C=2R, o
ift audy D = C.

5. Jn einem gleidhjdentligen Trapeze ijt die Strede zwifden
ben Mitten der pavallelen Seiten ju diefen normal

Beweid duvd)y Decfung.



Bulah. Gingleididentliges Tvapes ijt jhmmetrijd); jeine Sym-
metrale geft durd) die Mitten der pavallelen Seiten.

Das Teltoid.

§. 58. Gin VBieved, das swei Paave gleidher anjtofiender Seiten hat,
heifit cin Deltoid.

Fig. 32. Qit (Fig. 32) AC=BC und AD = BD, foijt

i ABCD ein Deltoid. Dagjelbe bejteht aus zwei gleid)-

jchentligen Drvetecten, bdeven gemeinjame Grundlinie die
Diagonale AB ift. Davaus folgt:

1. Die Diagonalen eined Deltoids find 3u
einanber novmal.

2. Das Deltoid ift {ymmetrijdy; jeine Sym-
metvicadpje ift die Dingonale, welche die Scheitel bder
gleidyen Sdjentel verbinbdet.

Qefrfise vou den Pavallelen im Dreiede,

§. 59. 4) Die Strede zwijden den Mitten zweier Seiten
tines Dreiedes ift a) der dritten Seite parallel und b) die Halfte
devjelben (Fig. 33).

Sig. 33, Beweis. €3 jei AM = MC und BN = NC.

bt a) Bicht man CR || BA und durdh) M die PR || BC,

jo iit A\ AMP 2 CMR, daher MP = MR. Begen PR
v =BC(§.54,1) it aud) $PR = $BC, b.i. PM = BN;
BNMP ijt affo cin Paralelogramm (§. 54, 3), folglidh
A—— MN|PB.
b) Da MN || AB, fo ijt A\ CMN S MAP, baber
MN = AP; ¢8ift aber aud) MN = PB, folglih 2MN = AP + PB =
AB, b MN = 4 AB.
£ Rieht man in einem Dreiede durd) die Witte einer Seite
tine Pavallele ju ciner jweiten Seite, fo halbiert diejelbe aund
die britte Seite (Fig. 33).

DBeweis. €5 fei AM = MC und MN || AB.

Rieht man MP || CB, fo ift A AMP 2 MCN, dafjer PM = NC;
8 ijt aber aud) PM = BN, folglich BN = NC.

Die voranftehenden zwei Lefriipe twnen audy unmittelbar qud den analogen Stifen
bom Trapee im §. 57, 1 und 2 gefolgert werben, indem man das Dreied als cin Trapes
betrachtet, befjen fleinere Pavalleljeite Null ift.

8, Wird in einem Dreiede eine Seite in mehreve gleide
Theile getheilt und dburd) jeden Theilungspuntt eine Parallele
3U ciner jweiten Seite gezogen, fo wird dadurd) aud) die dritte
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Seite in ebenjo viele gleiche Theile getheilt
e (Fig. 34). _
\ Boraus). AM = MN=—=N@=— 0OF =PC
und MQ||NR||OS||PT| CB.
Behaupt. AQ=QR=RS =8T =TB.
Bemeid. AQ = QR (nod) 2) und QR =
Ris—B = B () 5. b7, 21
§. 60. LehrTak. Die drei Hohen eines Dreiedes jdneiden
cinander in demfelben Puntte (Dritter merbwiivdige Punft des
Dreieces.)
&ig. 85, Beweid. Es jei in dem Dreiecte ABC
& U 4" (%ig.85) AD | BC,BE | AC, CF | AB.

Z DV / Aieht man durd) A, B, C Pavallele ju BC,
e / AC, AB, fo exhilt man bda8 Dreied A'B'C".

AL NG @ AB = AC =BG, fo it & 54, 1)

e / : : = 2

% i A bie Mitte ber Seite B'C. (S.Ereufo folgt, dajs
B bie Mitte der Seite A'C’ und C bdie Mitte

" ber Geite A'B' ift. Die Hihen AD, BE

und CF des Dreiedfed ABC find aljo Seitenfymmetralen de§ Dreiedes

A'B'CY und mitffen fich daher al8 foldhe (nach §. 48, 1) in demfelben Punfte
Threiden.

§. 61. Lehrfok, Die drei Sdwerlinien eines Dreieces, d. i
pie Strectert, welche von den drei Ecfpuniten zu den Meitten der Gegenjeiten
gezogen werben, jehneiden einander in demfelben Punfte, welder
jede Sdywerlinie jo theilt, dajé dev an einer Ede liegende Ab-
jdhuitt doppelt fo grof ijt als dev anbdeve. (BVierter mevhwitrdige Puntt
bed Dreiedes.)

Beweis. €8 feien (Fig. 36) D, E und F bie Mitten der Seiten BC,
AC und AB; O fei ber Sdnittpuntt der Sdwerlinien BE wnd CF
Bieht man DG und EH pavallel ju CF, jo werden bduvd) diefelben
(nad) §. 59, 2) BF und AF falbicrt. €8 ijt bemnad) BG = GF = FH,

Fig. 36. paher (nad) §. 59, 3) audh BR=RO = OFE,

I jomit BO = 20E. Die Shwerlinie BE wird alfo
pon einer jweiten Schwerlinie CF in O jo getheilt,

& oajg der an der e B liegende Abjchnitt devfelben
doppelt fo grof ift ald der andeve. Bieht man noch

\/ 0\ \X die dritte Schwerlinie AD, o mujs audy fie bdie
1 7 ]" c BE in diejelben wei Abjchnitte theilen und daher
i durd) ben Puutt O gehen.

Der Sdnittpuntt O der drei Schwerlinien cined Dreieded heiRt dev
Sdywerpuntt desfelben.
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2. Hbungslibe.

§. 62. 1. Ju jedem Vievede ijt die Summe der Diagonalen grifer als
die jweier Gegenfeiten.

9. Qebe in einem Parallelogramme duveh den Schnittpuntt der Diago-
nalen gezogene Strecfe wivd in diefem Punite Halbievt.

3. Die Diagonalen eined Rhombug Halbicren die Winfel, durd) deven
Sdyeitel fie gehen.

4. Der Sdnittpuntt der Dingonalen eined Fhombus hat von den viev
eiten gleiche Abjtinde.

5. Qn einem gleidhjchentligen Trapeze find die Diagonalen einander gleidy.

6. Sind in einem Trapeze die Dingonalen einander gleich, fo it dag-
jelbe gleichichentlig.

7. Die Halbievungspunite der Seiten cined Pavallelogramms bilden die
Edpuntte eined neuen Pavallelogramms (§. 59, 1). Jft bdas erjtere ein
Rhombus, fo ijt das leptere ein Rechtedt; ift dagd exjteve ein Redhtedt, o ijt
dag lesteve ein MRhombug; ift dag evjteve ein Quadrat, fo ift dag lefsteve aud)
ein Quabrat.

8. Die Palbievungspuntte dev Seiten eines gleidhfchentligen Trapezes
bilden die Gcpuntte eines Rhombus.

9. Die Halbievungslinien dev viev Winfel eined Pavallelogramms (oder
der upenwintel desfelben) fhliefen ein Rechted ein.

10. Bieht man von einem Punfte in bder Grundlinie eined gleichjchent:
ligen Dreiectes zu jedem der Schenfel cine JNovmale, fo ijt die Summe der:
felben gleich dev auf einem Schenfel ftehenden Hihe des Dreieces.

11. Berbindet man in einem Paralelogramme die Mitten jweier gegen-
{ibexliegender Seiten mit den Endpuntten einer Diagonale, jo wird duvd) bdiefe
Berbindungdlinien die anbdere Diagonale in dvei gleiche Theile getheilt.

12. Halbiert man in einem Rhombug bdie Winkel der Dingonalen, fo
bilden bdie Sdnittpuntte diejer Halbievungslinien mit den Seiten die Ecfen
eines Quadrates.

13. Berbindet man bdie MDitten fe zweier aufeinanbderfolgender Seiten
eined Antipavallelogramms, fo entfteht ein gleichieitiges Bieved.

14. BVerbindet man in cinem Bievede die Miitten je zweier aufenmnbev
folgender eiten, fo entjteht cin Parallelogramn.

15. Bevrbinbet man in cinem Bievecde bdie Miitten jweier gegeniiber-
liegenber ©eiten mit den Mitten der beiden Diagonalen, fo entjteht ein
Pavallelogramm.

III. Das Bieledk.
1. Grklavungen und Lehrlibe.
8. 36. Qedes von mehreven Strecfen begrengte ebene Gebilde heift ein
Bieled oder Polygon.
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Ein Bieledt hat fo viele Seiten ald Winfel und ebenjo viele Eefpuntte.
Gin Bieledt, deffen alle Winkel hohl jind, heift hohlwinflig. Nur jolde
Polygone follen hier in Betvad)t gezogen werbden.

Mit Ricficdht auf die Anzahl der Seiten unterfcheidet man drei-
jeitige Bielete ober Dreiede, vievfeitige oder Vievede, fiinfjeitige oder
Finfede, ...nfeitige oder n-Cefe.

§. 64. Gine Strece, weldhe wei nidht unmittelbar aufeinander folgende
Gefpuntte eines Polygonsd vevbindet, heifit eine Diagonale.

Durd) gang einfache Schlitffe wird man auf folgende Sige geleitet:

1. Bon jedem Edpuntte eined nfeitigen Polygons laffen jih n—3 Din-
gonalen iehen.

2. Die Anzahl aller miglidhen Diagonalen eined n-Edes ijt gleid) H (ng_ 2)

3. Jedes n-Cct [ajst fich dburch Dingonalen, welche von einem Eefpunfte
aug gegogen werden, in n—2 Dreiece erlegen.

§ 65. fehrfah. Die Summe aller Winteleines Poly:
gong ift gleid) o vielmal jwei Redhten, ald die um 2 vers
minbevte Bahl ber SGeiten anzeigt

Beweis. Berlegt man ein nieitiges Vieled durd) Diagonalen, weldhe
von einem Gcpunfte audgehen, in n—2 Dreiede, fo ijt die Winfeljumme
verjelben und jomit aud) des n-Edes (n—2).2R.

Der Beweis fonnte aud) gefiihet fverden, tndem man von einem Punfte im Junern
bed Polpgons zu allen Edpuniten Streden jieht.

§. 66. Rwei BVielede find congruent, wenn in denfelben alle Seiten
und alle Wintel in derfelben Orduung paaviveife gleid) find.

LebrTige. 1. Bwei Polygone, welde fich dbuved iber-
einftimmend gejogene Diagonalen in paavweife congruente
Dreiede gevlegen Tafjen, find congruent.

Beweis., Legt man bdie panviweije congruenten Dreiecte der NReihe noad)
aufeinander, fo falfen auch bdie Gdpuntte der beiden Polygone aufeinander;
aljo jind bieje congruent.

2. Umgetehrt: 3wei congruente Polygone werden duvd
iibeveinftimmend gezogene Diagonalen in paavweije
congruente Dreiede getheilt.

Beweis. Yegt man jwei congruente Polygone jo aufeinander, dajs die
entjprechenden Ecfpuntte aufeinander fallen, fo decfen {ich aud) bdie iibevein-
jtimmend gejogenen Diagonalen, mithin aud) die dadbuvd) gebildeten Dreiece.

§ 67. LehrTak. Sind in 3wei n-Eden 1) n—2 aufein:
ander folgende Seiten und dican diejen liegenden n—1
Winfel; 2) n—1 aufeinander folgende Seiten und die
von diejencingejdloffenen n—2 Wintel; 3) alle n-Seiten
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und n—3aufeinander folgendeWinfel paavweije gleid:
fo find die beiden n-Ede congruent.

Beweis. Berlegt man die beiden Bielece duvd) itbeveinjtimmend gezogene
Diagonalen in je n—2 Dreiecfe, fo find je jwei entjprechende Dreiecte con-
geuent, und zwar n—3 Paave derfelben in allen bdrei Fillen nad) §. 38,
oas leste Panr aber im erften Falle nad) § 37, im weiten nady § 38 und
im bdritten nadh §. 40; dann aber find nad) §. 66, 1 die Bielecte felbjt congruent.

Folgelok, Bur Bejtimmung cined n-Eced find tm allgemeinen 2n—3
bon einander unabfingige Stiicte exforderlich; die drei nidht gegebenen Stitcke
oiivfent jepodh) nidgt jamumtlic) Seiten fein.

2. Regulire Polygone.

', 68.  Gin Polygon, in weldem affe Seiten und alle Winkel einander
gleid) find, Deift vegelmifig oder veguldr. Unter den Dreiecten it das
gleidhjeitige Dreiect, unter den Bieveen dad Quadrat veguldr,

Jeber Wintel eined veguliven n-Cded betvigt 2RF—J‘—:Ej (§. 62).

LebrTaly, Die Symmetralen jweier anftofender Seiten
eined veguldven Polygons {dmneiden fjid in einem
Puntte, weldher a) von allen Edpuntten, b) von allen
Seiten Ded Polygonsg gleidhe Abftdande hat.

Fig. 37, PBeweis. €5 fei ABCDEF (Fig. 37) ein
vegelmifiges Bicled, GO die Shmmetrvale dev Seite
\ ~ AB, und HO bdie Symmetrale der Seite BC. Dafs
/< fih GO nd HO in cinem Punfte O jdhneiden miifjen,
¢ ergibt jidy aus §. 24, Folgejats. Bieht man nun vou O
s allen Gpuntten des Bielecfe8 Stveden und fallt
" yon O Normale auj die Seiten CD, DE,..., fo ijt
AAOGSXSBOG==BOH=2COH...,
bafr OA =0B=0C=0D =...
D06 = O0OH =0l — OK..

Der Puntt O beift der Mittelpunit ded veguliven Polygons.

Folgelibe. a) Sn einem veguliven Polygon jdyneiden fid) alle Seiten-
{pmmetralen und afle Winfelfymmetvalen im DMittelpuntte ded Polygons.

b) BVerbindet man den Mittelpuntt cines veguliven Polygons mit allen
Ectpuntten purd) Streden, fo wird dabuvd) dad Polygon in fo biele congriente
gleichjchentlige Dreiecte zervlegt, al8 e§ Seiten hat.

Biehe vom Mittelpunite eined vegultiven n-Geed zu allen Gepuniten Streden; twie
grofy ijt a) ber Winfel am Scheitel, b) der Winfel an bder Grunbdlinie in jedem ber dadburdh
gebildeten gleid)jchentligen Dreiecte ?

Bevechne dieje Winkel inbejondere:

a) fiiv bad gletchfeitige Dretect; b) fiir bad Qaadrat;
c) fiir pad regquldve Fiinfed; d) fiiv bad reguldve Sedyded;
e) filr dad reguldre Behned; 5 f) fitr bad regulare Frodifec.
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§ 69. 1. Sowohl jede Seitenfymmetrale als jebde
Wintelfymmetvale einesd veguldren Polygons ift cine
Symmetrieadie desjelben.

Bon der Ridhtigfeit fiberzeugt man jich durc) Umwendung um die besiige
lidge Symmetrale.

2. Gin veguldres n-E¢ Hat n Symmetrvieadien

3t n eine gevade 3ahl, jo Haben immer je jwei gegeniiberliegende Seiten
und je jwei gegeniiberliegende Winfel diejelbe Symmetrale. Jft dagegen n
cine ungevade Zahl, fo falfen immer eine Seiten wnd eine Winfelfymmetrale
jufammen.

IV. Der Streis.
1. Allgemeines fiber den Kreis.
§ 70. Dueht fidh in einer Ehene eine Strede OA (Fig. 38) um den
cinen Edpuntt O fHerum, big fie wieder in ihve urfpriingliche Lage fommt,
o bejchreibt dev Punft A wdhrend diefer Umbdrehung eine frumme Linge,

Fig. 38. weldhe Kreiglinie oder Kreid genannt wivd. Dev Puntt
B O feift dev Mittelpuntt oder dag Centrum ded Kreifes.

Alle Punfte einer Kreidlinie find vom Mittelpuntte

A 4 vevjelben gleich weit entfernt. Diefe conftante Entfernung

beifit der Halbmejjer oder Radiug des Kveifes. Alle
Halbmeffer eines Kreifes find einander gleid).
Jeder Theil der Kreislinie Heifit ein Bogen (arcus)
und die gange Kreiglinie die Pheriphevie des RKveijes.

Cine Strede AB, weldhe jwei Punfte der Pheviphevie verbindet, heift
Sefhne (chorda). Geht die Sehme duvd) den Mittelpuntt, wie AC, jo heift
fte ein Durvdhmejjer (diameter) des RKveifes. Jeder Duvymeffer eines
Rreifes ijt doppelt jo grof al8 ein Halbmefjer.

Cin Winfel AOB, defjen Scheitel im Mittelpuntte liegt, defjen Schenfel
aljo Halbmeffer des Rreifes find, heift ein Centrviwinfel Ein Winfel
ADB, defien Scbeitel in der Peviphevie liegt und deffen Schentel Sehnen
deg Rreijes find, heifit ein Peripheriewintel

Cin Theil der Kreisfladie, der von einer Sehne und dem dagu gehvvigen
Bogen begrengt wird, eift ein Kreigabjdhnitt odber Segment. Ein Theil
ver Rreidfliche, dev von zwei Halbmefjern und dem dagu gehorigen Bogen
begrenst wird, beift ein Kreigausjdnitt oder Sector.

Au jeder Sehne gehoven zwei Centriwinfel, ;wei Bogen, wie aud) jwel
Augjchnitte und wei Abjdnitte, weldhe tm allgemeinen ungleidh) finn, LWemnn
jedoch nidht ausdriiclid) anders beftimmt wird, ift jtets der hofhle Centriwinkel,
ferner devjenige Bogen, welder fleiner ift ald die Halbe Peripherie, und



oerjenige Ausjchnitt oder Abjdnitt, welcher fleiner ijt al8 die halbe Kreisflide,
su verftehen.

§ 71. Die Lage eines Punftes in Bezug auf einen Kreis
hangt von feinem Centvalabiftande, d. i. von feinem Abftande vom IMittels
puntfte des RKveife ab.

Ein Punft liegt entweder anferhalb eines Kreifes, ober
auf der Peripherie dedfelben, oder imnmerhalb des RKreifes, je
nacdhdem fein Centralabjtand grofer, oder ebenfo grof, obder
fleiner ift al8 der Halbmejfer.

Diefe Beziehungen, weldhe wnmittelbar aus der Definition des Kreifes
in §. 70 folgen, gelten aud) in ihren Umfehrungen.

Folgeliibe. a) Bwei Kreife mit gleidhen Halbmeffern find congruent.

b) Der RKreis ift ein ymmetrijdes Gebilde; jeder Durdymefier ijt
eine Spmmetrieadje.

§.72. ZLebrTok., Bon allen Streden, die fidh von einem
Punfte an die Peripherie eined Kreifes jiehen laffen, ift a) die
jénige die griofte, in welder der Mittelpunitt ded Kreifes liegt,
und b) bdiejenige bdie fleinfte, deven Berlingerung durd) den
Weittelpuntt geht.

%ig. 9. Beweid. Jijt A.(%ig. 39) der
gegebene Punft, und ieht man von
pemjelben durd) den Meittelpuntt O
peg Kreifed eine Gevade, welde bdie

B Peripherie in B und C jdyneidet,
ferner eine belichige Strede AD an
die Peripherie, fo - ijt

a) AD <DO 4 AQ, b. i. AD < AC;

b) AD> AO —DO(inI), oder AD>DO — AO (in IT), b. i.
AD = AB.

2. Die Geraden und die Winkel am Hereife.

§ 73. Die Lage einer Geraden in VBezug auf einen Kreis
hingt von ihrem Centralabjtande, d. i. von ihrem Abjtande vom Mittel-
puntte deg Kveifes ab.

Lehrfnk, Gine Gervabe hHat mit einem RKreife entweder
a) feinen, oder b) einen, oder c) wei Punfte gemeinjfam, je nad-
dbem ifr Gentvalabftand grofer, oder ebenfo grof, odev fleiner
ift al§ ber Halbmeffer.

Beweis. a) It (Fig. 40, I) die Novmale OC vom Wittelpunite des
Rreifes auj die Gerade AB grofer als bder Halbmeffer, fo liegt jdhon bder

PMoinit, Geometrie. 3
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Suppuntt C der Novmalen auferhald des Krveifes, daher aucdh jeder andeve
Puntt D der Gevaden AB, dba OD = OC ijt.

Fig. 40.
A4 i Al /4 b//4
D D
[ ¢
B B

2 g
b) 3t (Fig. 40, II) die Normale OC von O auf AB gleih dem
Dalbmefier bes Kreifes, jo liegt ihr Fufpuntt C auf dev Peviphevie des Kreifes;
jeder andeve Punft D der Gevaden AB aber mujs, dba OD = OC ijt, aufer-
halb de§ Krveifes (iegen.

c¢) Jft endlid) (Fig. 40, III) die Normale OC von O auf AB fleiner
alg der Halbmeffer, fo liegt ihr Fufpuntt C innerhalb ded Kveijes; bdie un-
begrengte Gevade AB mufs daher, um aud dem Junern ded Kveifes, welder
cine gefdhlojfene Figur ijt, nad) aufen zu fveten, den Kreid auf jever Seite
pon C, in den Punften D und E, treffen. Dann it OD = OE gleid) dem
Halbmejjer. Einen dritten Punft fann bdie Gervade mit der Kreislinie nicht
gemeinjam haben, da fih von O zu der Geraden AB nicht mehr als wei
gleiche Streden ziehen laffen (§. 35, Folgef.).

§ 74 Pat cine Gerade AB (Fig. 40, II) mit ciner Kreislinie nur
einen Punft gemeinfam, wihrend alle andeven Puntte bdevfelben auferhalb
bes Qreifes liegen, fo fagt man: bdie Gevadbe und der Kveid beviihren fid
in jenem Punfte. Eine jolde Gerade heift eine Tangente ded Kreifes, und
oer Punft, welden die Tangente mit der Kreislinie gemeinjam Hat, der
Berihrungdpunit.

Dat cine Gevade AB (Fig. 40, IIT) mit einer Kreislinie 3wei Puntte
gemeinjam, jo jagt man: bdie Gerade hneidet den RKreid in diefen wei
Punften. Cine jolhe Gerade heift cine Secante des Kreijes. Das pwijden den
beiven Sdynittpuntten liegende Stiid DE der Secante ift ¢ine Sehne (§. 70).

Sehuen ves Kreifes.

(8,95, Lehrlike. 1. Die Strede ausd dem Mittelpuntte des
Rreifes nad) dev Mitte einer Sehne ift 3u diefer novmal

2. ©Die Novmale aus dem Mittelpunite cined Kreifed auf die
Sehue halbiert die Sefhne.

3. Dic Gerade, welde in dev Mitte ciner Sehne auf diefe
normal erviditet wird, geht durd) den Mittelpunft ded Krveifes,
ober: Qede Sehnenjymmetvale geht duvd) den Mittelpunft desd
Rreifes.
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Diefe drei Lehriage cvgeben jich unmittelbar aus den Sapgen 1., 2. und
4. in §. 44.

(§.)76. Lebrfah. Durd) drei Punfte A, B und C, welde nidt
in einer Gevaden liegen, ift ein Rreid unzweideutig beftimmt.

DBeweis. Der NMittelpuntt eines Kreijes, welder durd) die Punfte A
und B geht, liegt in der Symmetrale ber Strede AB (§. 75, 3); der Mittel-
punft eined Kreifes, weldjer durd) A und C geht, liegt ebenfo in der Sym-
metrale der Stredfe AC. Dev Mittelpuntt eines durd) alle bdrvei Punfte
gehenden Kreijes ift demnacd) der Sdnittpuntt O diefer beiden Symmetvalen
(§. 24, Folgef.); der Halbmefjer desfelben ift OA = OB = OC.

Da fid) die wei Symmetvalen in cinem cingigen Punfte O fdhneiden
fonnen, jo gibt e8 aud) nur einen RKveis, welder duvd) bdie drei Punfte A
B und C geht.

§. 77. Lehrlibe.
1. ®leidyen Selhnen eineg | 3. Gleidhen Centralabjtinden
Rreifes entiprechen gleidye ‘ entipreden gleidhe Sehnen.

!

Gentralabjtdande.

2. Der griferen Sehne ent- 4. Dem grifieven Central
fpridt ein fleinever Gens | abftanbe entipridt eine
tralabjtand. I fleinere Sehne.

Jig. 41. Beweid zu 1. Jit (Fig. 41) AB = CD und

OE L AB, OF | CD, jo ijt, wenn man OA und
OC jieht, AN AOE == CFO0O; mithin OE = OF.
B D Beweis ju 2. 66 fei (Fig. 42) AB > AC,
OD | AB undb OE | AC, jo ijt, wenn man DE
sieht, in dem Dreiede ADE bder Binfel b > a
i, 7 (§. 33, 2), daher d << ¢ und folglih OD << OE.
Beweis ju 3. €8 fei (Fig. 41) OE=OF.
Damn ift AN AEO X CFO, baber it AE = CF,
folglih audh) AB = CD.
Beweid zu 4. ES fei (Fig.42) OD << OE. Ware
AB = AC, fo miij8te beiiglich nad) 1. oder 2. 0D >
O fein, wad gegen bdie Voraudjepung ijt.
Fuolgefak., Der Durdymeffer ift die grdfte
Selhne deg Kreifes.
§ 78. LebrTake, 1. 3u gleiden Centriminfeln eined Kreijes
gehoren gleidhe Sefhnen und gleiche Bogen.
2. 3u gleihen Sehnen eined Kreifes gehoven gleidhe Centri-
winfel und gleide Bogen.
3. 3u gleidhen Bogen cinesd Kreifes gehoven gleidhe Sehuen
und gleidhe Centrimwinfel.

3*
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Die Beweije diefer Sige durd) Dectung.

§ 79. Theilt man die Peripherie eined Kreifes in 360 gleiche Theile,
fo entfpricht jedem derfelben cin Centriwinfel von 1 Grad. Man nennt des-
halb aud) den 360jten Theil der Peripherie einen Grad (Bogengrad) und
theilt den Grad (°) in 60 Bogenminuten (), jede Minute in 60 Bogen-
jecunden (). Hiernad) driictt die Fahl der Grade, Minuten und Secunden
eined Kreidbogens jugleidh) die Bahl der Grade, Minuten und Secunden bed
sugehorigen Centriwinfeld aus. Jn diefem Sinne jagt man:

Der Kreigbogen ift das Maf des jugehirvigen Centrimintels.

Tangenten bed Kreifes.

§. 80. LehrTike. 1. Die Gevade, weldye im Endpunfte eines
Halbmejfersd ju diefem novmal ift, ift eine Tangente ded Kreifes.
(Folgt aug §. 73, b.)

2. Der Halbmejfer eined Kreifed nad) dem Berviihrungs
puntte ijt jur Tangente normal.

3. Die Normale aud vem Mittelpunfte eined Kreifes zur
Tangente geht durd) den Beriihrungspuntt.

4. Die zur Tangente eined Kreifed im Berithrungspuntte
evvidhtete Normale geht durd) den Mittelpuntt dbes Kreifes.

Die Beweife fiiv die Wmiehrungen 2., 3., 4. werden indivect gefithrt.

§.81. LebhrTak, Dievoneinem Punfte auferhalb eines Kreifes
an diefen gezogenen Tangenten find einander gleid.

Fig. 43. Beweis. G§ jeien (Fig. 43) AC und BC
Tangenten des Kreifes O, alfo AC | OA und

‘ BC | OB. 3ieht man die Strecfe C O, jo it
6 A O0OACS 0BC, mithin AC = BC.

V Die Sehne AB wifhen den Beriihrungs-
/4 puntten des Kreifes und der Tangenten A Cund BC
feift die Bervithrungsiehue des Punftes C.

Fuolgelihe. a) Die Gevade vom Schnittpunite jweier Tangenten eines
Rreifes nad) dem Mittelpunfte desjelben Halbiert 1. ben von den beiden Lan-
genten gebilbeten und den von ven beiden Halbmeffern eingejchloffenen Winkel,
2. jie Dalbiert den Bogen und bdie BVeviihrungsjehne und ift 3. zu Ddiejer
Gehne normal.

b) Der Wintel zweier Tangenten cined Kreifed ift das Supplement des
pon den Palbmejfern der beiden Beviihrungdpuntte gebildeten Winfels.

c) Der Sdnittpuntt weier Tangenten ecined Kreifes liegt in der Ver-
[angerung deg jur Beriihrungsfehne novmalen Halbmefjers.

Peripfeviewintel.

§. 82. Lehrfah. Gin Peripheviewintel ift gleid) dem halben
Centriwinfel auf demjelben Bogen.
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Beim Beweije diejes Sapes find drei Fille su unterjdjeiden:
Fig. 44, Der Mittelpuntt des Kreifes liegt
- = entiveder 1. auj einem Schenfel des

L
A g Pevipheviewinfeld (Fig. 44, I), obder
k 2. in der Winfelflache des Peripherie-
] B‘  wintels (Fig. 44, II), ober 3. auferhalb
b B y, y A per Winkelfliche des Peripheriewinkels

(Fig. 44, 1II).

Qm exften Falle it AOB =B + C, aber B=C, daler AOB =
2C ober C=1A0B.

Qm weiten und Ovitten Falle zieht man von C einen Duvdymeffer;
ourd) zweimalige Anwendung bdes evjten Falles und Addition, besiiglich Sub-
traction der jujammengehivigen Winfel evgibt fich die Behauptung.

Fulgelihe. a) Pevipheviewintel, welche auf dbemfelben Bogen
eined Kreifes aufjtehen, find einander gleid). Denn jeder verjelben
ijt gleich dem halben Centviwintel auf bemfelben Bogen.

b) B3u gleidhen Pevipheviewinteln gehdren in demfjelben
Kreife aud) gleiche Bogen. (Mmfehrung von a.)

c) B3wei Pevipheriewintfel, weldhe iiber derfelben Sehne in
pen entgegengefesten Kreisabjdunitten ftehen, evgdangen fid) zu
swei Redhten. Denn die Summe ihrer Centviwinfel betrdgt vier NRedyte.

§. 83. Gin Pevipheriewintel, vejfen Schentel durd) bdie Enbdpunfte cines
Durdymeffers gehen, heifit ein Wintel im Halbfveife.

Lehrlok, Gin Wintel im Halbfreife ijt ein vedter

Denn der Gentriwintel auf demjelben Bogen ift ein gejtvedter.

§ 84. ZehrTak. Dev Wintel, den eine Tangente ded Kreijes
mit einev durd) den Beriihrungspunft gehenden Sehne bildet,
ift gleidhg dem Pervipheviewintel iiber diejer Sehue im entgegen-

E‘m 45. gejepten Kreigdabjdnitte.

Beweis. G8 jei BC eine Tangente bded Kreifes
im Punfte A. Bieht man den Durdymefjer AE, jo ijt
a) BAD + D AE =R, unb AED 4+ DAE = R (§.83),
) dafer BAD = AED; b) ferner it CAD =R +EAD
pund AFD —R-I—EFD obet AFD=R +EAD
(8 82, a), mithin CAD = AF D.

3. Dem FHreife ein- und umgefchrichene Vielecke.
§. 85. Gin Bieled, deffen Gfpuntte in dem Umfange des Kreifes liegen,
deffen Seiten aljo Sehnen des freifes find, heift dem Kreife cingefdyrieben;
per Rreid ift dann dem BVielege umgejdricben.
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Ein Bicled, dejffen Seiten Tangenten bdes Kreijes find, heift dem

Kreife umgefdrieben, bdex

gefdhrieben.

Kreid

ift bann Ddem WBielede ein-

Cin bem Kreife eingefhriebenes Bieled mnennt man aud) ein Sehuen=
vieled, ein dem Rreife umgejcdhriebenes Bielet ein Tangentenvieled.

§. 86. LehrTob.

1. Jebem Dreiede [afst jid) |
ein Rreis umjdreiben i
Beweis. Die Seitenfymmetvalen
eined Dreiectes (Fig. 26) jdyneiven fich
in cinem Punfte O, welcher von den
orei Gdpuntten denjelben Abjtand O A
hat (§. 48, 1). Bejdyreibt man daher
aug O mit O A cinen Srei§, jo geht
er durdh) alle Gdpuntte deg Dreieckes.

2. Jedem Dreiede [dfst {id
ein freid einfdreiben.

Beweig. Die Winfelfymmetralen
eined Dreiecfed (Fig. 27) jdneiden fich
in cinem Puntte O, welder von bden
orei Seiten bdenfelben Abjtand O D
hat (§. 48, 2). Befdyreibt man daher
aug O mit OD einen Kreis, jo bevithrt
er alle dret Seiten ded Dreiectes.

Bufak. Aus dem Bujae ju § 48, 2 jolgt, dajs e8 aufer dem in 2.
angegebenen Kveife aud) nodh) drei Kreife gibt, welde fe eine Seite des Duvei-

eced und die Vevlingerungen der beiden anbdeven berithren.

PDan nennt diefe

brei Rreife dufeve Vevihrungstreije ded Dreieces, wdahrend bder obige
Rreid der inneve Bevithrungsfreid genannt wird.

§. 87. Lehrlike,

1. Yn fedem Sefhnenvievede
jind die Summen der gegens
iiberliegenden Winkel ein-
ander gleid.

Folgt aug §. 82, c.

§. 88. Umhkehrungen.

1. @ind in einem Bievecde die
Summen bder gegenitbers
{iegenden Winfel gleich, fo
ijt bagjelbe ein Sehnens-
vieved.

Beweis indivect. Wiirde dex durd)
oret Gdpuntte A, B, C bejdjrichene
Reeid nidht auch durd) den vievten D
gehen, jo miijéte ex die Seite CD felbit
obder ihre Verldngerung in etnem Puntte
jehneiden, durd) defjen Verbindung mit
A man ein Sehnenvieved evhielte.
Dann aber wiivde fid) ergeben, bdafs
ein Aufenwintel eined Dreiedes einem
inneven gegeniiberliegenden gleid) wive.

2. 3njedem Tangentenvievede
jind die Summen dev gegens
fiberliegenden Seiten ein-
ander gleid.

Folgt aus §. 81.

2. @ind in einem Hhohlwint-
[igen Bievede die Summen
dev gegeniiberliegenbden
Geiten gleid), fo iftbasielbe
ein Tangentenvieved.

Beweid indivect. Wiirde der drei
Seiten deg Bievedes berithrende Kreid
nicht auch) Ddie vievte beviihren, fo
fonnte von dem einen Endpuntte diejer
bierten Seite eine Tangente an bden
Kreid gezogen werden, woburd) man
ein Tangentenvieved evhiclte. Dann
aber wiirde fid) evgeben, bdafé eine
Seite eines Dretectes der Differeny der
beiden andeven gleid) wive.
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§. 89. LehrTake, 1. Jedem vegularen Bielede Ldfst {id) cin
Kreid um= und einfdreiben.

Der Beweis ift in § 68 enthalten.

Dex Abjtand des Mittelpunites ded rveguldven Vieledes von. ben G-
punften ift der Palbmejjer des umgefdyriebenen, der Abjtand bdes WMeittelpunttes
pon den Seiten der Halbmefjer ded cingefdhricbenen Kreifes.

2. Qjt die Pervipherie eines RKreifes in n gleide Theile
getheilt, jo bilben a) die Sehnen gwijden je zwei benadbarten
Theilungsdpuntten ein eingefdriebenesd, und b) dbie Tangenten
durd) je 3wei benadhbarte Theilungdpunfte ein umgefdriebenes
vegulares n-Gd.

Beweis. 8 fei (Fig. 46) der Bogen AB=BC=CD =...

Fig. 46. a) Rieht man die Sehuen AB, BC, CD, ...,
K fo find in dbem Bielece ABCD ... die Seiten A B,
BC, CD,... gleih (§ 78, 3), ferner bdie Wintel
A, B, C, D,... gleih (§ 82, a); folglih ift bas
¢ Polygon AB CD... vegulir.

b) Rieht man durd) A, B, C, D... Tangenten an
. pen Sreis, welde fidh in den Puniten G, H, J, K,. ..
fchneiden, fo jind wegen der Gleidhheit der Seiten A B,
G BC, CD,... und der ifnen anlicgenden Wintel (§. 84)
die Dreiede AGB, BHC, CJD,... congruent und gleichjchentlig; mithin
jind die Summen fe aweier Schenfel gleidy, alfo GH=HJ =JK =...
Aug der Gongruen; der obigen Dreiede folgt aud) die Gleichheit der Winkel

G, H, J,...; folglid) ijt dag Polygon GHIK... veguldr.

8. 90. Die Seite des einem Kreife eingejchriebenen vegu-
[iven Sechseces ift gleich dem Halbmejfer des Kreijes.

Beweis. Bieht man vom Mittelpuntte Streden zu den Edfpunften des
Sedpsectes, jo find die daburch entjtehenden Dreiece gleichieitig, da jeder Winfel
in denfelben 60° betriigt.

4. fage pweicr KHreife gegen cinander.
§. 91. Bwei Kreife, welhe bdenjelben Miittelpuntt fHhaben, bheifen con-
centrifd), wie die Kreife in Fig. 47.
Fig. 47. Die Fliche, weldye wifden den Peripherien zweier con-

e centrijcher Rveife enthalten ift, wird ein Kreidring, und ein
/ Theil degjelben, wie a AB b, ein Ringausfdnitt genannt.
‘ 6\0 Den Unterjchied aA der beiden Halbmefjer nennt man die

~ /4 Breite ded RNinged oder ded Ningausfdynittes.
e Awei Kreigbogen oder Kreidfectoren, welde zu

gleichen Gentriwinfeln gehiven, heifen Hhomolog; 3 B. die Bogen ab und
A B oder die Sectoren a Ob amd A O B.
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§ 92. Bwei Kreife, weldye verjchiedene Mittelpuntte hoben, nennt man
ercentrifd), und die Stvede, weldhe die Mittelpuntte verbindet, die Een-
trale. Swei cxcentrijdhe Rveife haben entweder feinen, oder einen obder 3wei
Punfte mit cinander gemeinfam. Dvei Punfte fonnen jwei Kveife nidht
gemeinfam Haben, da fie fonjt (nady §. 76) gang zufammenticlen.

Daben wei Kreife nur einen Punft gemeinfom, fo beviihren fie
fid), und jwar von aufen, wenn fie iibrigend gang aufiechalb einandexr
liegen; von inunen, wenn itbrigeng dev eine Kreid innechald de§ andern legt.
Daben zwei Kreife jwei Punite gemeinfam, fo fdhneiden fie fich in diejen
Puntten. Die gemeinfame Fladhe jweier fidh fhneidender Kveife feift eine
Linfe, jedes der nidht gemeinjamen Stiide ein Mond (lunula).

§ 98. Die Yage sweier Kreife gegen einander.

Gind R und r, wobei R > r vovausgejest wird, die Halbmefjer zweier
Sreije, deven Mittelpuntte O und O find, und ift ihre Centrale O O = ¢,
jo finden in Vegug auf die Lage dev beiden Kveife folgende Begiehungen ftatt.

Fig. 48. 1. Qfte>R-4-r, fo liegt jedex ber beiden
freife gang auferhalb ded andevn. (Fig. 48.)

Beweis. Aué ¢ >R +rfolgt c—r >R, . 1.
OA’ > R. @8 liegt alfo der Punft A’, und daher audy
jeder andere Puntt der Kveidlinie O, da nad) §. 72, b
jein Abjtand von dem Punfte O grdfer als OA’ ijt, auferhalb deg Kveifes O

o 2. 3fte=R+r, fobeviihren jich die beiden

Fig. 49. T :

Kreife von aufen. (Fig. 49.)

Beweis. Sdneidet der freid O’ die Centrale in A,
ift aljo O'A=r, fo mujs OA=00'—0'A=R
+r—r =R fein; der Puntt A ijt aljo beiden Kreis-
linten gemeinjam. Dagegen liegt jeder anbdeve Punlt der
Sreiglinie O, da nad) § 72, b fein Abjtand von dem Punfte O grofer als
O A ijt, aufierhalb des Kreifes O.

ig, 50. 3..S‘ftR.—i—r>c>R——.r, fi'J )’c[)ucii
open fid) bdie Dbeiden Rveife in zwei
Punften. (Fg. 50.)

Beweis, Der Kreis O’ {chneide die Cen-
trale in A und BY. u8 ¢ <R + r folgt
ce—r<R, b.1 OA <R; der Punit A’
liegt aljo innexhalb des Kreifes O. Aus ¢ >R
—r folgt ¢ +r >R, d. i. OB’ = R; der Punft B’ liegt aljo auferhalb

Fig. 51 beg Rreifes O. Die beiden von A’ nady B’ fiihrenden Bogen

M bed Rreifed O' mitffen daher den Kreid O in wei Puntten,

¥ D und DY, {dneiden.
4. Xt e=R —r, jo bevithren fid) dic beiden
le Kveife von innen. (Fig. H1.)
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Der Beweis wivd unter Beiziehung von §. 72, a dhnlid) wie ju 2.
gefithrt.

h. §jt e <R —r, fo liegt der eine dev beiden Kreife gany
innevhalb ded andevn. (Fg. 52.)

&ig. 52. Beweis mit RNidjicht auf §. 72, a analog wie u 1.

Bufas. Da in den vorhergehenden fiinf Sapgen alle
moglichen, fich gegenfeitig ausjchliefenden Falle beviidiichtigt
4 % find, weldye besiiglich der Centvale im Bevgleidhe Jur Summe
umd Differeny der Halbmeffer dev beiden Kveife ftattfinden
fonnen, fo [dfst fidh indivect leicht beweifen, dajs von diefen
Giiten auch die UmEehrungen ridtig find.

§. 94. ZLehrfike. 1. Die Centrale jweier fid) bevithvender
KRreife geht durcd den BVeviihrungspunkt.

Folgt aus den BVeweifen zu 2. und 4. in § 93.

2. Die durd) den Berithrungspuntt zweier Kreife an ben
einen gezogene Tangente ift ugleid) eine Tangente des andern.

At (Fig. 49 und 51) MN | OA, fo ift auch MN | O'A.

3. Die Centvale gweier fidh) fdhneidender Kreife ift jur ge-
meinfamen Scehne novmal und halbievt die Sehne fowie die
sugehdrigen Gentriwintel beiber Krveife (§ 44.)

Bulah, Unter dem Winfel weter fih jdneidender Kveife verfteht man
pen Winfel der durd) cinen ihrer Scnittpuntte an fie gegogenen Tangenten.

5. Ybungs[ie.

§ 95. 1. Bon allen Sehnen, die durdy einen Punft innerhalb eines
Rreifes gegogen werden fommen, ift diejenige die fleinfte, weldhe zu dem duvd
dicfen Punft gegogenen Halbmeffer novmal ift. (§ 77, 4.)

2. Bwei Sehnen, weldye nicht duveh den Mittelpuntt des Kveifes geben,
fonnen fidh nidht halbieven.

3. Kreigbogen pwifdhen paralelen Sehuen find einander gleid).

Beweid aud der Gleichheit dber Wechjelwinfel und §. 82, b.

4. Die Endpuntte jweier gleidjer Vogen eines Kreifes bilden bdie G-
punfte cines gleichjcjentligen Trapezes.

H. Die Endpuntte weier gleidher und  pavalleler Sehnen eined Kreijes
bilben die Gefpuntte eined Hechteces.

6. Alle ciner Tangente eined Kreifed pavallelen Sehnen werden bduvd
oen jum Beriihrungspuntte gegogenen Duvchmefjer Halbievt.

7. Rieht man durd) bdie Edpunfte eine§ in einen Kreid befchriebenen
Nedytected Tangenten an denjelben, o jchliefen diefe einen Rhombus ein. (§. 81).

8. Qn jedem Gehnenvielede von gevader Seitengahl ijt

o ot .=t o+
o e, den n ten Bieleddwinkel bezeichnet.
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Man zieht su den Ecdpuntten Halbmefjer und wenbet §. 82, a am,
9. Jn jedem Tangentenvielete von gevader Seitengafhl ijt
s, +8, +s,+..=8,+5s, +s + ..,

wo s, bie nte Vielecdieite begeidhnet.

10. Wenn drei Kreife, welde durd) die drei Ecdpuntte ecines Dreieced
gehen, ecinander paoriveife auf den Seiten desjelben {hneiden, fo gebhen fie
durd) einen gemeinjamen Punft. (§. 87, 1.)

V. Conffructionsanfgaben.

§. 96. Gine geometrifdie Confjtructionsaufgabe (§. 6) jpricht
bie Fovderung aug, ein geometrijhed Gebilde herjujtellen, weldes gegebenen
DBedingungen entjpricht. Die Herjtellung des begiiglichen Sebildes heift Con-
ftruction und bag Gebilde {elbjt eine Figuv. Jedbe Conftructionsaufgabe
erfordert eine Auflofung, d. i die Angabe und Begriindung des Berfahrens,
purd) weldped die Conftruction der verlangten Figur ausgefiihrt wird.

Gine Aufgabe heipt bejtimmt, wenn in derfelben jo viele von einander
unabhingige Bedingungen angegeben weroven, ald zuv Beftimmung dev gefudyten
Stitde hinveidyend, aber aud) evfordevlid) find; enthdlt eine Aufgabe
weniger Bedingungen, jo heift jie unbejtimmi; enthilt fie mehr Bedin-
gungen, fo heift fie fibevbejtimmt. Eine beftimmte Aufgabe [djst entweder
eine eingige ufldfung obder eine gewiffe, genau beftimmbave Anzahl von
Auflofungen zu und heifit dann besliglich eindeutig beftimmt oder mehry-
deutig beftimmt. Eine unbejtimmte Aufgabe Hhat unendlid) viele Aufldjungen.
Giue iiberbeftimmte Wufgabe it im allgemeinen unlosbar.

Eine Confjtvuctionsaufgabe ift al8 geldst angujehen, wenn jie auf Auf-
gaben zuviidgefithrt wird, deven ufldjung man als jelbjtverftindlich vovaus
jegen mufs, und die daher Forderungsjase ober Poftulate HeiRen.

Die Forderungsjige der Blanimetrie jind:

1. Durch jwei gegebene Punfte ecine Gevade von belichiger Linge
3u giehen.

2. m cinen gegebenen Punft mit einem gegebenen Halbmejfer einen
freid ju bejchreiben.

Auv wirvtliden Augfiihrung diejfer beiben Pojtulate bedient man fich des
Yineald und de§ Firtels.

§. 97. Die Anfldjung einer Aufgabe ergibt fidh mandymal afd unmittel-
bave Folge eines geometvijhen Lehrjages, meiftens aber beruht fie auf bder
entfpredhenden Verbindung mehrever Lehriige. Die Entiwidlung ded Gebanten-
gange, duvch welden bdag ju der verlangten Figur fihrende BVerfahren
gefunden wivd, heift Analyjis.

Aus dev Analyfis ergibt fidh dann die Conjtruction, wie aud) der
Beweis, welder die Ridhtigleit der Conftruction auf Grund der mathemati-
jhen Qehren zu jeigen fhat.
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Au dem Beweife tritt haufig nod) die Detevmination hingu, d. i. die
Grivterung dev Frage, unter weldyen Bedingungen die Lojung miglich ijt, und
0b ber Aufgabe muv eine ober mehreve Vdjungen geniigen.

Die volljtindige Aufldfung einer geometrijdhen Conftructiondaufgabe enthalt
demnad) im allgemeinen vier Theile: die Analyiis, bie Confjtruction,
ven Beweis und die Determination.

Die Unalyfig Dbedient ficdhy verichicdener Weethoden, von denen die
Methode der geometvifdhen Ovter, bdie dev Hilfsfiguren, der
ihnlichen Figuven und Dder algebraifden Analyfié bejonders
widytig fino.

Bon den zwei legteven Methoden wivd exft jpiter die Rede fein fonnen.

1. Sundamental- Aufgaben.

§. 98. Diejenigen Conftructionsaufgaben, welde ald bie einfadjten am
piufigiten Anwendung finden und bdeven Aufldjung bei ufammengefesteren
Aufgaben ald befannt vovaudgejest wird, bejeichnet man mit dem Namen
Fundamental-Aufgaben.

1. Gin Dreied ju conjtvuieren, wenn feine drei Seiten AB,
AC und BC gegeben finb.

Analyjis. Durd) die Seite AB find zwei Edpunfte A und B des
gefuchten Dreiece8 A B C bejtimmt.  Soll der bdritte Edpunft C von A den
Abjtand A C faben, fo mujs ev in der RKreislinie liegen, welde um A mit
dem PHalbmefjer A C bejdyrieben wivd; joll ferner C von B den Abjtand B C
haben, fo mujg ev aud) in der Kreidlinie legen, welde um B mit dem Halb-
meffer B C bejchrichen wird; der Puult C fann daher nur in dem Durd)-
jdhnitte diefer beiben Kreidlinien liegen.

Gonfjtruction. Man ziche cine Strede A B, welde ver cinen Seite
gleid) ijt, Dejchreibe wm A einen RKreid mit ber weiten Seite A C alg Halb-
meffer, und um B einen Kreid mit der dritten Seite B C al8 Halbmeffer;
ver Durchjdynitt € dexr beiden Kveife ift der bdritte Gcfpuntt des gejuchten
Dreiectes.

Der Beweis liegt unmittelbar in der Conjtruction.

Determination. Damit die beiden um A und B befdyriebenen Kreife
fich fchneidben und dadurd) eine Conftruction des Dreiectes A B C miglich machen,
muj8 (nady §. 93, 3) AB<<AC 4+ BC und jugleih AB > AC — BC
jein; man erhilt in diefem Falle zwei Drveiecte, weldhe jedod) congruent find
und dafer fiiv eine ecingige Lojung angefehen werden. Jjt AB= AC + BC
odet AB<Z AB — BC, fo gibt e8 fein Dreied.

Bejondere Fiille find die Aufgaben:

a) Gin gleichfdhentliges Dreiect ju conftruieven, wenn Ddie
Grundlinie und ein Sdenfel gegeben find.
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b) Ein gleidfeitiges Dreied zu confjtruieven, wenn jeine
Seite gegeben ift.

2. Gin Dreied zu conftruieven, weldes mit cinem gegebenen
Dreiede congruent ijt.

Conjtruction mit Hilfe der drei Seiten des gegebenen Dreiedes nach
Aufgabe 1.

3. Ginen gegebenen Winfel an eine gegebene Gevade in einem
gegebenen Puntte aufzutragen.

Aufldjung. Man {dueide vom Scheitel des gegebenen Winfeld ausd von
veflen Schenfeln gleihe Stiicfe ab und verbinbe die Endpuntte buveh eine
Strede, wodurd) man ein gleidhjchentliges Dreiect erhilt; dann conjtruiere man
(nach) Aufg. 2) ein ihm congruented Dreiect fo, bdajs dev Scheitel ded neuen
Dretected in den gegebenen Puntt und ein Sdhentel in die gegebene Gevade fallf.

4. Gin Dreied ju conftruieven, wenn eine Seite und die ihr
anliegenben Winfel gegeben find.

Man trage an die gegebene Seite A B in ihven Endpunften bdie gege-
benen Winfel auf; der Durchfhnitt C der beidben Schenfel AC und BC
diejer Winfel ift dev dritte Edpuntt des gejuchten Dreieces ABC.

Der Beweis liegt in der Conftruction.

Deter mination. €8 gibt nur bann ein Dreied, wenn A + B<< 2R ijt.

5. Gin Dreied zu conftruieven, wenn zwei Seiten und der
von ifhnen eingejdhlofjene Wintfel gegeben fiud.

WMan conjteuieve den gegebenen Wintel, mache deffen Schentel gleich den
gegebenen @eiten und jiehe zwijchen den Endpuntten eine Strece.

A§ fpecieller Fall:

Cin vedytwinfliges Dreied ju conftruieven, wenn bdie beiden
RKRatheten gegeben find.

6. Gin Dreied ju conftruieven, wenn wer Seiten AC und
BC unb bder ciner bdiefer Seiten gegeniiberliegende Winfel A ge-
geben find. (Fg. H3.)

Conftruction. Man confiruiere den gegebenen Winfel A und trage

Sig. 53. auf dem einen Schenfel die diefem Winfel an-
liegende Seite AC auf; um den Endpuntt C
Dejchreibe man mit der andern gegebenen, Ddem
Winfel A gegeniiberliegenden Seite BC als
Halbmefjer cinen Kveigbogen, weldher den jweiten
Sdyenfel des Winfels A in B fdneidet, und
siehe die Stree BC; ABC {jt dann das ge-

- fudhte Dreied.

Der Beweis liegt in der Conjtruction.

Determination. Dev um C mit BC bejdhriebene Kreisbogen jhneivet
den jweiten Schenfel des Winfels A in cinem cingigen Punfte B, wenn
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BC > AC ijt, dba bder anbdeve Sdnittpunft in die Crgiangung des Strahles
AB fillt; in jwei Punften B’ und b, wenn die dem Winfel A gegenitber-
liegende Seite fleiner als AC, feboch grofer ald die von C auf AB gefillte
RNovrmale CB ift; und gav nidt, wenn die gegeniiberliegende Seite << CBY
ift. (§8. 73 und 35.) Jm erften Falle geniigt nur cin Dreied ABC; im
sweiten Falle ift die Aufgabe zweideutig beftimmt, da die zwei nicht cons
gruenten Dreiee AB‘C und Ab‘C entjprechen; im dritten Falle gibt s
fein Dreiedf. Nur ein Dreied exhilt man audy dann, wenn die dem Winfel A
gegeniiberliegende Seite — A C, oder = CB'“ ift.

Gin jpecieller Fall ift die eindeutig beftimmte Aufgabe:

Ein redhtwintliges Dreied zu confjtruieren, wenn
die Hypotenufe und cine Kathete gegeben jind.

7. Die Symmetrale einer gegebenen Strede AB u
conftruierven.

Man bejchreibe um A und B mit demfelben Halbmeffer nad) oben und
unten freigbogen, weldhe fich in C und D jchneiden; diefe Punfte Haben dann
von A und B gleidhe Abjtinde, folglich ift die Gevade CD die Symmetrale
der Strede AB (§. 46, 1).

Diefelbe Conftruction lefert aud) die Lojung fiiv die Aufgabe:

Gine gegebene SGtrede zu halbieren.

8. Die Gymmetvale cineg gegebenen Winfeld ABC
3u conftruieren.

MNeon beftimme auf den Schenfeln durvd) Bejchreibung cined Kreidbogens
swei Punfte M und N, weldje vom Scheitel C gleich weit abftehen, und con-
jtruiere die Symmetrale der Strede MN; biefelbe ift dann aud) die Sym-
metvale ded Winfeld MCN oder ACB (§. 47, 1).

Dies ift aud) die Lojung fiir die gleichbedeutende Aufgabe:

Ginen gegebenen Winfel gu halbieven

9. B3uciner gegebenen Gevadben AB von cinem aufer
ihr liegenben Punfte C die Normale zu ziehen.

Man befdhreibe aug C einen Kreisbogen, welder die AB in ben Punften
M und N jdyneidet, und conftruiere die Symmetrale der Strece MN.

10. 3ueiner gegebenen Bevaden ABineinem Punite
Chevfelben dbie Novmale zu exvidten.

Man made auf der Gevaden die CM = CN und conftruiere bdie
Symmetrale der Strece MN.

11. 3u einer gegebenen Strede AB in einem Enbd-
punfte A dbervfeben die Novmale ju evvidhten (Fig. H4).

Conjtruction. PMan fdyneide von der gegebenen Strede ein Stiid A C
ab, bejchreibe davitber das gleihjeitige Dreied ACD, verlingeve die Seite
CD um ifre eigene LUinge bi8 E und ziehe die Strede AL; bdiefe ift die
gefuchte Mormale.
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Sig. b4 Beweis. CAD =60° und (§. 33, b) DAE =
" + ADC =30 buher CAR = 90°
12. 3u einer gegebenen Geraden AB
purd) eimen aufferhalb devfelben gegebenen
D\ Buntt C vie Parallele zu ziehen.
Aujlojung 1. Man jiehe durd) C eine Serade,
! g welde die AB in D jdneidet, und trage in C einen TWinkel
4 4 DCE = ADC (nad) ufg. 3) fo auf, daj8 er ju ADC
Wedhjehwinfel wivd; der jweite Schenfel CE ded conjtruievten Winfels ift die
gefuchte Pavallele (24, 1). ‘
Auflojung 2. Man fille von C die CF | AB unbd ervidhte in
C die CE | CF; bamn ift CE || AB (§. 25, 1).
Auflofung 3. Wan ziehe dburd) C eine Gerade, welde die AB in
D jdyneidet, und befchreibe um D mit dem Halbmeffer CD einen Kreisbogen,
weldher die AB in E jdneidet; bejdhreibt man dann mit demfjelben Halbmefjer
um C und E zwei Rreigbogen, welde fih in F jdneiden, o ift die Gevade
CF ber AB pavallel (§. 54, 2).
13. Gine gegebene Strede AB (Fig. 34) in mehrerve
gilenche Theile zu. theilem
Wean ziehe von A unter einem beliebigen Winfel einen Strahl AC,
trage auf ihm eine beliebige Stvecte fo vielmal auf, al8 gleiche Theile verlangt
werden, verbinde den Endpunft C mit B durd) die Strede CB und ziehe zu
oiejer aucd) durd) bie iibrigen Punfte die Pavallelen MQ, NR, OS, PT;
padurd) wird bdie gegebene Stvede in bdie verlangte ngahl gleicher Theile
getheilt (§. 59, 3).

S99 TS e n i totelpuntt eimes Rretles R

Mittels der Symmetvalen jweier nidht parvalleler Sehuen nad) §. 76.

2. Ginen Rretdbogen zu halbieven

Die Symmetvale der jum Vogen gehovigen Sehue halbievt aud) den
Gentriwinfel, folglidh nady §. 78, 1 den Bogen jelbjt.

3. Durch einen gegebenen Punit auf der Peviphervie
eined Rreifed andiefeneine Tangente ju ziehen (§ 80,1).

4 Durd) einen gegebenen Punft auferhalb eined
Rreifed an diefen Langenten zu ziehen

3t C (Fig. 43) der gegebene Puntt und O bder Mittelpuntt des Kreifes,
jo 3iehe man die Strede CO, bejdreibe iiber diefer ald Durdhmefjer cinen
Rreig, weldjer den gegebenen in den Punften A und B fdyneidet; die Gevaden
CA und CB find bdie gejuchten Tangenten.

5. llber eciner Strede als Sehne einen Kreigbogen
jubejdreiben, in weldhem jeder Pevipheviewintel dibex
biejer Sehne einem gegebenen Winfel gleid ift
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&ig. 55. Gs fei BAC (§ig. b5) der gegebene Winfel und AB

BE bie gegebene Stredte. Man exvidhte auf AB die Shmmetrale

KO, jiehe aud) AO | AC, unb bejchreibe um ven Sehmitt-

B punft O der Gevaden EO und AO al8 Mittelpunft mit

¥ dem Halbmefer AO = BO einen freis. Danu ift (§. 84)

B | ¢ AMB ber Srveigbogen, in weldem der gegebene Winfel

BAC, und ANB ber fveigbogen, in weldem fein Nebemwintel BAD als
Pevipheriewinfel fiber der Sehne AB liegt.

2. Methode der geometrifdhen Frter.

§. 100. Gine Linie oder Fliadje von foldjer Bejdjaffenpeit, dajs alle in
ifr liegenden Punfte, aber aud) nur diefe, einer gewiffen gegebenen Bedingung
geniigeletjten, heift dev geometvijde Ovt diejer Punite.

@o liegen 3. B. alle Punfte einer Ebhene, weldhe von einem gegebenen
Puntte denjelben gegebenen Abjtand haben, in der Kveislinie, weldhe um jenen
Punft mit dem gegebenen Abjtande al8 Halbmeffer bejdyrieben wird, und gibt
¢ aufiecdem feinen andeven Punft der Ebene, dev diejelbe Vedingung erfillt.
Wian driickt died durd) folgenden Saf aus:

1. a) Der geometrijde Ovt aller Punfte, weldhe von einem
gegebenen SPunfte einen gegebenen Abftand a Haben, ift dev um diefen Puntt
mit dem Halbmefjer a bejdyricbene Kreis.

Diefer geometrijehe Ovt enthilt die Lojungen der unbejtimmten Auf-
gabe: Ginen Punft zu beftimmen, weldher von einem gegebenen Punfte einen
gegebenent Abjtand bat.

Gin anbever usgdruct fiix denfelben geometvifen Ovt ijt:

1. b) Der geometrijhe Ovt der WMittelpunite alier Kveife, welche duvey
einen gegebenen Punft gehen und einen gegebenen Halbmefjer a haben, ijt der
um biefen Punft mit dem Halbmefjer a bejdhriebene Kreis.

Gbenfo evgeben fid) aué befannten geometvijhen Lehridagen folgende
geometrijde Ovter:

2. a) ©er geometrifhe Orvt allev Punfte, welche von zwei gegebenen
Punften gleidhe Abftande Hhaben, ift die Symmetvale ihrer Verbindungsjtvecte
(8. 46, 1).

2. b) Der geometrijhe Ovt der Wittelpunfte aller Kveife, weldhe durd)
awei gegebene Punfte geben, ift die Shmmetvale threr BVerbindungsitvece.

3. a) Der geometrijdhe Ovt aller Punfte, welde von den Schenteln
eined Winfels gleiche bjtande Haben, ift die Symmetvale diejes Wintels
(§. 46, 2).

3. b) Der geometrijhe Ovt dev WMittelpuntte alfer Kreife, weldye ivei
nidtpavallele Gevabe bevithren, ift die Symmetvale des von den Gevaden in
threm Scnittpuntte gebildeten Winkels (§. 81).



4. a) Der geomefrijhe Ort aller Punfte, welde von einer gegebenen
Gevaden auf einer beftimmten Seite devielben eimen gegebenen Abftand a
haben, ift die ju der Geraden auf derfelben Seite in dem Abjtande a gezogene
PBarallele (§. b4, b).

4. b) Der geometrijche Ovt der WMittelpuntte aller Kreife, weldye einen
gegebenen Halbmejjer a haben und cine gegebene Gerade auf einer bejtimmten
Seite devfelben beviihren, ift die ju der Gevaden auf derfelben Seite in dem
Ubjtande a gezogene Pavallele (8. 80).

5. Der geometrijche Ort der Scheitel aller vedytwinfligen Dretecte, weldye
eine gegebene Hypotenuje haben, ift dev itber diefer ald Duvdymefjer bejchrichene
Sreig (§. 83).

6. Der geometrijhe Ort der Scheitel aller Dveiede, in weldyen einer
gegebenen &eite ein gegebener Winfel gegeniiberliegt, ift der ither der Seite
als Sehne befdhrichene Kreigbogen, weldher den gegebenen Wintel al§ Pevipherie-
winfel fafst (§. 84).

Iie man einen jolchen SreiSbogen conftruiert, turbe im § 99, Uujgabe 5,
angegeben. -

7. Der geometvijdhe Ovt der Mittelpuntte aller Kreife, weldhe eine
gegebene Gevade in einem gegebenen Punite bderfelben beviihren, ift die in
diefem Punfte ju der Gevaden evvidhtete Novmale (§. 80).

8. Der geometrijhe Ovt der Mittelpuntte aller RKreife, weldhe cinen
gegebenen Rveis in einem gegebenen Punfte bdesfelben beviihren, ift die durd
picjen Punft und bden Mittelpuntt des gegebenen Kreifed gehende Gevade
(§ 94).

9. Der geometrifche Ovt der Mittelpuntte aller Kreife, weldhe einen
gegebenen Halbmeffer haben und einen gegebenen Kreid beriihren, ift ein mit
diefem concentrijcher Kreis, dejfen Halbmeffer gleid) ift dev Summe oder ber
Differeny der betben gegebenen Halbmejfer, je nachdem bie Beviihrung von
aufien oder von innen fjtattfindet (§. 93, 2 und 4).

§. 101, Qft fiir einen Punit ein eingiger geometrijher Ort gegeben, fo
iit dadurd) die Yage ded Punites nicht bejtimmt, da e8 unzdhlig viele Puntte
gibt, welche in bdiefem geometrijdhen Orte liegen. Sind dagegen fiir einen
Punft gwei geometrifjthe Orter befannt, jo gibt e8 nur einen, oder eine
beftimmte Anzahl von Punften, welde in beiden geometrijchen Ovtern fiegen.

Die Methode bder geometrijden Ovter bejteht nun davin, dajs
man bet Aufgaben, deven Lifung von der Bejtimmung eined Punited ab-
hingt, aus den gegebenen BVedingungen zwei Linien (Gevade oder Krveife) alg
geometrijhe Orvter deg Punftes findet, indem man zu diejem Bwede junddit
nur die eine Bedingung, welde der Puntt erfiillen jolf, beachtet und von der
andern ganj abjieht, hievauf cbenfo nur die jweite Vedingung ing Auge fafst
und bdie crjte unbeachtet [djst. Die gemeinjomen Punfte der jo gefundenen
swei geometrijen Ovter find dann die gefuchten Puntte.
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Folgende Aufgaben migen als Beifpiele dienen.

1. Ginen Punft u beftimmen, der von einer gegebenen
Gervaden AB (Fig. 56) und von einem gegebenen Punfte O aufer-
halb der Geraden denfelben gegebenen Abjtand a hat.

&ig. 56. Analyfis. 8 fei M der verlangte Punkt. Da M
von AB ben Ubjtand a haben foll, fo ijt der g. Ort
fiir M die su AB im Ubjtande CM = a gejogene Pa-

(/) vallele MM’ (g. O. 4. a); da ferner M von O den Ab-

-/ ftoand a haben foll, jo ift die um O mit OM — a be-
i P M jdhricbene Kreislinie ein gweiter g. Ovt fiiv M (5. O. 1. a);
alfo Tiegt M im Durdhichnitte dev beiden Orvter.
4 C B Conjtruction. Man ziehe ju AB in dem Ab-
jtande CM = a bdie Pavallele MM’ und bejchreibe aug O mit dem Halb-
meffer a einen Rveig, welder die gezogene Pavallele in dem Punfte M (M),
fchneivet; diefer Puntt ift der gefuchte Punit.

Beweis. Derfelbe folgt unmittelbar aug der Conjtruction.

Determination. Die Aufgabe hat zwei Aufldjungen oder nur eine
ober gav feine, je nacdhdem der um O bejdyricbene Kreid die Pavallele MM
jchueidet oder bevithrt ober gar nidht trifft. Zieht man OP | MM, jo treten
dieje brei Falle ein, fe nachdem a > OP oder a = OP oder a << OP ijt.

2. Gin Dreied 3u conftruieven, wenn eine Seite ¢, der ihr
gegeniiberliegende Winfel » und die Hohe h auf dieje Seite
gegeben find.

Fig. 57. Analyfis. &8 fei ABC (Fig. b7) das gefuchte
Dreied, in weldhem AB =¢, ACB=yp und CD =h
iit. Durd) dic Seite AB find die Ccpunfte A und B
gegeben; fomit ift nuv nody der Edpuntt C ju beftimmen.
Da ACB = y fein foll, o ift der g. Ort fiir C ein
iiber AB al8 ©efue bejchrichener Krei§bogen, bder bden

& Wintel y alg Peripheriewintel fafst (g. . 6); da ferner
AN 1 die Hiohe des Dreieces, d. i. der Abjtand bes Scheitels

E pon der Grundlinic = h fein joll, jo ift ein zweiter Ort
firr C die in dem Abjtande h ju AB pavallel gezogene Gevade (9. O. 4. a);
C ijt alfo durd) den Duvchidynitt diefer Orter gegeben.

Gonftruction. An AB =c¢ lege man in A einen Winfel BAE = y,
siehe AO | AE und ju AB bdie @ymmetvale F G, welde die Normale AO
in O trifft. Bejchreibt man nun aud O mit O A alg Halbmefjer einen Kreid-
bogen und 3ieht in dem Abjtande CD ="h su AB die Pavallele CC*, welde
den Rreigbogen in C {chneidet, fo it ABC dag verlangte Dreied.

Beweis. Sn dem Dreiede ABC ijt nach der Conftruction AB = ¢
der Winfel ACB = y (8§ 84) und die Hohe CD = h.

Modénit, Geometrie. 4




Detevmination. Man erhilt zwei Dreiede ABC und ABCY, weldhe
jebocd) congruent find, oder nur ein Dveiect obev gav feines, je naddem
h<FG oder h =FG oder h > FG it

3. Ginen Krveid zu befdyreiben, welder eine gegebene Gevade
in cinem gegebenen Punfte und einen gegebenen Kreid mit dem
Radiug R beriihrt.

Fig. 58. Analyfis. it AB (Fig. 58) die gegebene
1 ®erade, C der gegebene Puntt in bderfelben, O
ver Mittelpuntt deg gegebenen und M der Miittel-
punft des gefudhten Krveifes, fo ift die ju AB
Normale CM ein g. 0. fir M (g O. 7).
Bur Auffindung de§ jpweiten g. O. fithet bdie
Ubexlegung, dajé dev Kreis, weldjer mit dem ge-
juchten concentrijch ijt und durd) O geht, eine
®cevade beriihrt, die mit AB im Abftande R =
CD (CDY) pavallel ijt, je nadydem der gegebene Rreid von innen oder aufen
beviihrt wird, dajs dann OD (OD’) Sehnen biejer concentrifdhen Kreife jind
und die Mittelpunfte bdiefer Kveije in der Symmetrale diefer Sehnen liegen
miiffen.

Gonfjtruction: Man ervidhtet in C die Novmale CM, trigt davauf
CD (CDY) =R auf und erridhtet im WMittelpuntte der Sehue OD (ODY)
bie Normale EM (E‘MY), jo ift M (M) der Mittelpuntt des gefuchten Kreijes
und fein Radius ift MC (MC). Der Beweid evgibt Jich aud der Confjtruction.

Determination. Man erhdlt zwei Kreife, wenn die gegebene Gevade
auferhalb des gegebenen RKveifes liegt odev eine Secante ded Kreifed ift, einen
freié aber, wenn fie eine Tangente ijt.

3. Methode der Hilfsfiguren,

§. 102. Bei der Methode der Hilfsfiguren nimmt man gum
Awede der Analyjis eine vorliufige Figur von der duvd) die Aufgabe ver-
{angten vt an und untevjucht unter Amwendung von geometvijdpen Lehridgen
den Bufammenfhang gwifhen den gegebenen und den gejuchten Stiicfert, indem
man diejenigen gegebenen Bejtimmungsitiice, weldye in dev angenommenen Figur
nidt unmittelbar vorfommen, bdurd) entjprechende Hilfglinien mit devjelben in
Perbindung bringt und daduvd) eine conjtvuievbarve Hilféfigur evmittelt, aus
weldper fid) die in der Anufgabe verlangte Figur hevleiten ldjst.

A8 Beifpiele jollen folgende Aufgaben durdygefithrt werdben:

1. Gin Dreied ju conftruieven, wenn cine Seite ¢, dev ans
liegende Winfel ¢ und die Summe s dev beiden andeven Seiten
gegeben jind.
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Fig. 59 Analyiis. Wan nehme vorldufig ivgend ein
D Dreied BAC (Fig. 59) al8 dag vevlangte an, fo
pif8 AB=1¢, BAC=«¢ und BC + AC =5
C jei. Da zur Aufldjung alle gegebenen Stiife ju be-
g niien find, jo mujé bdie Strece s, welde in bder
Figur jelbjt nicht wnmittelbar vorfommt, in geeigneter
A /o] Weife mit ihr in Berbindung gebradt werben. Ver-
{ingert man ju biefem Bwede AC um bdie der Seite BC gleidhe Strece
CD und 3ieht BD, jo exhilt man dag Hilfsdreied BAD, in weldem
die Seiten AB=1c und AD ==s, fowic der Winfel BAD = o« befannt
find, und weldhed daher conftruiert werden foun. Bon diefem Dreiede aber
gelangt man zu dem gefuchten Dreiede B AC, indem man 3u BD dic Sym-
metvale zieht, welde, da bas A\ CBD gleidhjchentlig ijt, die AD im Punfte

C trifft.

Conjtruction. Man 3ieche AB =c, Tege in A bden Wintel BAD
= ¢ an, mache den Sdenfel AD = s und ziehe BD. Conftvuiert man mun
3u BD bdie Symmetrale, welhe die Seite AD in C jhneidet, jo ift ABC
pag gejuchte Dreied.

Der Beweid folgt unmittelbar aus der Sonfivuction.

Determination. Die Aufgabe ift nur [B8bar, wenn a < 180° und
o <= st

2. Gin Dreied zu conftruieven, von weldem der Umfang
und 3wei Wintel gegeben jind.

Big. 60. Analyjis. €8 fei ABC (Fig. 60)

- C G b verlangte Dreied, welches den gege-
benen Umfang AB + AC 4+ BC =u
und bdie gegebenen Winfel BAC = & und
/ ABC = § hat. Stellt man u fo dar, dajé

D A B £ man AB nad) Deiden Seiten verldngert
und AD =AC, BE = BC madt, unbd ieht DC und ED, fo entjteht das
Hilfsoveied DEC, weldhes fich conftruieven [djst, da in demjelben DE = u,

EDC'= ; unb DEC = g (§. 33, b) gegeben find. Dadurdy ift aud) vev

Gdpuntt C des gejuchten Dreiectes bejtimmt. Die beiden andeven Ecfpunfte A
und B jind die Sdeitel pweier gleichjdhentliger Dreiecfe itber den Grunbdlinien
CD unb CE und liegen in der Strede DE; fie find alfo die Sdnittpuntte
der ju CD und CE evridhteten Symmetralen (§. 47, 1) und der DE.

Conftruction. Man madhe die Strede DE = u, trage in D und E
die Winfel EDF = &« und DEG = B auf, Dhalbiere diefe Winfel und ver-
lingeve die Halbierungslinien big jum Scnittpuntte C. Eonjtruiert man dann
ju dben Streden CD und CE, die Symmetralen HA und JB, welde die

4*




DE in den Punften A und B jdyneiden, und zieht AC und BC, jo ift ABC
pas verlangte Dreiect.

Der Beweis liegt in der Analyjis.

Determination. €8 wird vovausgejest, dajé e + f << 180° ijt; dbann
ift jtets, und jwar nuv ein cingiges der Aufgabe geniigended Dreiedt moglid).

3. €in Dreied ju conftruieren, wenn eine Seite, die Diffe-
vens der beiden anbderen Seiten und bder von Ddiefen einge-
jdhloffene Wintel gegeben find.

Fig. 61. Analyjis. €8 fei ABC (Fig. 61) dag ver-

i langte Dreiedf, von weldem BC =a, AB — AC

B = d und Winfel BAC = « gegeben ijt. Trdgt man

A von AB ein Stiid AD = AC ab, jo dajg8 BD =d
A AN d g Zh i v o

D wird, und zieht CD, jo ift Wintel ADC =R — ot

b. i. bie Hiilfte ves Nebenwinfeld von e. Dad Hilfsoreied BD C, von welchem
die Seiten BC = a, BD = d und bder der griferen diejer Seiten gegen-

iiberliegenve Wintel BDC =R + ';— befannt jind, [djst jich aljo conjtruieren.

Dadurd) jiud aud) die Edpunfie B und C ded gejudhten Drefeced beftimmi.
Der dritte Edpuntt A ergibt jid) dann ol Sdeitel be§ gleichjchentligen Dret:
ected ACD.

Gonfjtruction. Man jiche BD = d, madye den Winfel BDE = ¢,
halbieve defjen Nebenwintel ADE durd) DC und bejdhreibe um B mit dem
Halbmejfer a einen Kreidbogen, welder DC in C jdyneidet; jodann iehe man
BC, conftruieve ju DC die @ymmetvale, welde bdie verlingerte BD in A
trifft, und jiehe AC; ABC ijft das gejudhte Dreied.

Der Beweis ergibt fih aus der Analyjis.

Determination Die Aufgabe ijt [B8bar, wenn d << a und o« <
180° ijt.

4. ¥Hbungsaufgaben.

A. Mad) der Methode der genmetrifdien Ovter.

§ 103. 1. Ginen Punft ju bejtimmen, der von wei gegebenen Puntten
gleich weit entfernt ift und von cinem dritten gegebenen Punfte einen gegebenen
Abjtand BHat.

2. Jn einer gegebenen Gevaden einen Punft ju bejtimmen, weldher von
swei aufer ihr gegebenen Puniten gleich weit abiteht.

3. Ju einer gegebenen Geraben einen Punft fo ju bejtimmen, dajs ev
pon einer aweiten gegebenen Gevaden einen gegebenen Abftand Hat.

4. Ginen Punft u finden, welder von jwei gegebenen pavaflelen und
einev britten fie jdhneidenden Gervaben gleich weit abjteht.

5. Qu einer Seite eines gegebenen Dretecfed den Punft ju beftimmen,
weldher von Dden beiden andeven Seiten gleich weit abjteht.



6. Bu einem gegebenen Vievede den Punft zu conjtvuieven, welder von
awei bejtimmten Gcfpuntten desjelben, und ebenjo von den beiden anderen € d-
punften gleid) weit abjteht.

7. Awijden die Schenfel eines gegebenen Winfel§ eine gegebene Stre e
jo einzutragen, daj§ fie ju dem ecinen Sdjenfel novmal ift.

§ 104. 1. 1lber ciner gegebenen Strede al8 Hypotenufe ein recytwink:
liges Dreied zu conftruieven, defjen Sdheitel in einer zur Strede parallelen
Gevaden Tiegt.

2. Gin redytwintliges Dreied ju conftruieren, wenn gegeben find: a) die
Hypotenufe und die Hohe auf diefelbe; b) die Hypotenuje und ein fpiger Winfel;
c) bie Abjdhnitte, in weldhe die Hypotenufe durd) die Hohe zevtheilt wird.

3. Gin gleichichentliges Dreiedt a) aus der Grundlinic und Hovhe, b) aus
einem Sdjentel und der jugehirigen Hohe ju confiruicren.

4, Gin Dreied su conjiruieren, wenn gegeben find: a) eine Seite, die
sugehorige Hihe und ein der Seite anliegender Wintel; b) eine Seite, der
ihv gegeniiberliegende Winfel und bdie Hiohe auf eine anbere Seite; c) eine
Seite, bie zugehirige Hohe und Schwerlinie; d) zwei Seiten und die zu einer
gehivige Schwerlinie.

5.#) Gin Drefect su conftvuieren, wenn gegeben find: a) ein Winfel und
bie Hohen auf die ihn einjdliefenden Seiten; b) zwei Seiten und die Hohe
auf eine dexfelben; ¢) gwei Seiten und bie jur dritten Seite gehorige Hohe;
d) eine Seite, die zu ihr und Ddie ju einer pweiten Seite gehovige Hobe;
e) eine @eite und bdie Hohen auf die beiven anderen Seiten.

Jn den Aufgaben d) und e), wo bie Geite als feftliegend angenommnten tivd, erhalt
man alé geont. Ovter fitr den Fufpuntt der Hohe auf cine andere Seite ben Kreid, weldher
unt den einen Enbpuntt ber gegebenen Seite mit ber Hihe als Halbmeffer bejdhrieben wird,
und bie aud bem gweiten Endpunfte an diefen Kreid gezogene Tangente.

§. 105. 1. Mit einem gegebenen Halbmefjer cinen Kreid zu bejdhreiben,
weldher a) duvd) 3wei gegebene Puntte geht; b) eine gegebene Gevade in einem
gegebenen Puntte beriihrt; c) eine gegebene Gerade berithrt und duvd) einen
anfier ihr gegebenen Puntt geht; d) jwei gegebene fich jdhneidende Gerade
beriifrt,

2. Mit einem gegebenen Halbmefjer einen Kreid u befchreiben, welcher
a) einen gegebenen Rreid in einem gegebenen Punfte bevithrt; b) einen gege-
benen Sreid beviihrt und duvdh einen auferhalb desjelben gegebenen Punft gebt;
c) eine gegebene Gevade und einen gegebenen Rreis bevithrt; d) swei gegebene
Sretfe beriihrt.

3. Ginen Krei§ ju bejdhreiben, weldher durd) einen gegebenen Punit geht
und a) eine gegebene Gevade, b) einen gegebenen Kreid in einem gegebenen
Puntte berithrt.

*) Sn den fritheven Auflagen, hat dieje Aufgabe Nummer 4.
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4. Ginen RKreid zu conjiruieven, welder jwei gegebene fich jhneidende
Gerade, und jwar die eine in einem gegebenen Punfte beviifrt.

D. Ginen Rreid ju befdhreiben, weldher duvc) einen gegebenen Punft geht
und einen gegebenen Krei§ in einem bejtimmten Punfte beviihrt.

6. Ginen freid ju bejhreiben, welder einen gegebenen Kreig in einem
gegebenen Punfte und eine gegebene Gevade beviihut.

7. Ginen Kreig ju bejchreiben, weldher zwei gegebene Kreife, und zwar
den einen in einem gegebenen Punite beviihut.

Sind O und O’ die Mittelpuntie der gegebenen Kreife, A bder gegebene Beriihrungs-
bunit bes evften und M ber Mittelpunit des gejuchten RKreifes, jo ijt bie Gerade OA ein
geont. Ort fiilv M. Den andern geont. Ort erhdlt man durc) eine dhnliche Uberlequng ivie
in Aufgabe 3 de3 §. 101,

B. Nad) ber Methode der Hilfsfignren.

§. 106. Jedes Dreied wird durd) die Hohe in zwei vedytwintlige Drei-
ecfe getheilt, welde als Hilféfiguren dienen fonuen.

12 Gin rechtwintliged Dreed, deffen Hypotenufe duvd) die Hobhe in wei
Abjdhnitte getheilt wird, zu conjtruieren, wenn gegeben find: a) eine Kathete
und die Hohe auf die Hypotenufe; b) die Hohe und ein fpitser Winfel; ¢) eine
Rathete und der ihr anliegende Abjdhnitt der Hybotenufje; d) die Hiohe und
ein Abjchmitt der Hypotenufe.

2. Gin gleichfeitiged Dreied aus der Hiohe ju conjtruieven.

3. Gin gleidhjchentliges Dreiect su conftruieren a) aud dem Schentel und
der Dife, b) aus ber Hohe und einem Winfel, ¢) aus der Vafi® und bev
Hiohe auf einen Schenfel.

4. Gin gleichfchentliges vechtwintliges Dreied aud der Hohe zu conftvuierven.

5. €in Dreied ju conftruieven, wenn gegeben jind: a) eine Seite, die
Hohe auf eine pweite Seite und dev dev [ehteven Seite gegeniiberliegende
Winfel; b) eine Seite, die jugehivige Schwerlinie und ein der Seite anlie-
gender Winfel, ¢) die Hohe auf eine Seife und die diefer anliegenden Wintel;
d) die Hohen auf zwei Seiten und der einer diejer Seiten gegeniiberliegende
Winkel; e) die ju einer Seite gehivige Hohe und Schwerlinie, dann ein diefer
@eite anliegender Wintel.

§. 107. Kommen unter den gegebenen Beftimmungsitiifen eined Drei-
efed Die Summe oder die Diffeven; jweier Seiten (oder einer Seite und
der Hohe) vor, fo erhilt man durd) entjprechende BVerlingerung einer Seite
oder  begiiglich bduvd) Abtvagen von derjelben a8 Hilfsfigur ein Dreied, in
welchem die gegebene Summe ober Diffeven; als Seite exjdheint.

1\, Gin recdhtwintliges Dreiect 3u conftvuieven, wenn gegeben find: a) die
Hypotenufe und die Summe (Diffeveny) der beiden S@atf)etc@ b) eine Kathete
und die Summe (Differenz) der Hypotenufe und der andern Kathete; ¢) ein
fpiger Winfel und die Summe (Differen;) der beiden Katheten; d) die Summe
(Differeny) aug der Hypotenuje und einer Kathete und ein fpiger Wintel;



e) die Gumme (Diffevens) dev beiden Katheten und die Diffeven; dev ihnen
gegeniiberliegenden Winfel; £) der Umfong und ein jpiger Winkel.

2. Gin gleichjeitiges Dreiet aué der Summe (Diffevens) feiner Seite
und Hihe pu conjtruieven.

3. Gin gleidhichentliges Dveied ju conjtvuieven, wenn nebft der Summe
(Differeny) der Grundlinic und des Schenfeld a) dev Winfel an der Grunbd-
finie, b) ber Winfel am Scheitel gegeben ift; wenn nebft dev Summe (Diffe-
© renz) ded Schentels und der Hihe c) die Grundlinie, d) der Wintel an dev
Grundlinie (am Sdyeitel) gegeben ijt.

\ 4 Gin Dreiet gu conftvuieven, wenn gegeben find: a) dbie Summe
(Differens) sweier Seiten, die dritte Seite und bder Ddiefer gegeniiberliegende
Winkel; b) die Summe (Diffexen;) sweier Seiten, bdie dritte Seite und ein
diefer anliegender Winfel; c) die Swmane (Diffeveny) zweier Seiten und el
Wintel.

§. 108. Dic Aujgaben iiber die Conjtruction der Parvallelogramme
oder Bievede iiberhaupt lafjen fich im allgemeinen mit Hilfe der Conjtruction
eined der Dreiecte (dfen, in weldhe dag Pavallelogramm (Vieved) duvd) eine
eingelne Diagonale oder durd) bdie beiden Diagonalen zugleid) getheilt wird.

1. Gin Quabdrvat a) aud der Seite, b) aus der Diagonale, ¢) aus der
Gumime (Diffexen;) der Diagonale und der Seite zu conjtruieren.

-2/ Ein Rechted ju conftvuieven, wenn gegeben jind: a) jwei anjtofende
@eiten; b) cine Seite und die Diagonale; ¢) cine Seite und der ihr gegen-
iiberliegende Winfel dev beiden Diagonalen; d) die Diagonale und dev Winfel
der Diagonalen; e) die Summe (Differeny) zweier Seiten und die Diagonale;
f) die Summe (Diffeven) sweier Seiten und ein Winfel; g} eine Seite und
bie Swmme (Diffeveny) der Diagonale und der andexn Seilt.

\3y €in Rhombus gu conjtruieven, wenn gegeben find: a) die Seite und
ein Winfel; b) die Seite und die Hiohe; _¢) die Seite und eine Diagonale;
d) die zwei Diagonalen; e) die Seite und die Summe (Differen;) der Dia-
gonalen; f) die Summe (Differen) der Seite und dev Hiohe und ein Wintel.

4. Gin Rhomboid zu conjtruieven, wenn gegeben find: a) jwei Seiten
und der eingejdhloffene Winfel; b) jwei Seiten und eine Diagonale; ¢) eine
@eite und die beiden Diagonalen; d) die Diagonalen und der von ihnen ein-
geidhloffene Winfel; e) zwei Seiten und die Hohe auf eine devfelben; f) die
Summe (Diffeveny) sweier Seiten, ein Winfel und eine Diagonale; g) die
Gumme (Diffeveny) der Diagonalen, cine Seite und dev von den beiden Dias
gonalen eingefchlojfene LWinfel.

5. Gin Deltoid ju conjtruieven, wenn gegeben find: a) jwei ungleiche
Geiten und eine Diagonale; b) die beiden Diagonalen und cine Seite.

§ 109. Gin Trapey ift dburd) jeved der Dreiecte, welde duvd) eine
Diagonale abgejhnitten werden, nebjt einem bavon unabhingigen Stiicde ded
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andevn diefer Dreiede, ein gleihdhentliges Tvapey jhon durd) eines diefer
Dreiede beftimumt.

@ind die beiden Pavalleljeiten gegeben, fo zieht man durd) einen G-
puntt cine Pavallele zu einer der nidhtpavallelen Seiten und erhilt dadurd
a8 Hilfsfigur ein Dreied, deffen eine Seite der Differeny der Paralleljeiten
gleidy ift.

\1/Gin gleidichentliges Trape; g conjtvuieven, iwenn gegeben find:
a) cine Pavalleljeite, die nidytparalfele Seite und bie Diagonale; b) eine
Pavalleleite, die nidtpavallele Seite und die Hivhe; ¢) die jwei Pavallelfeiten
und die Hohe; d) die zwei Pavalleljeiten und die nidytpavallele Seite; e) die
nidhtparallele Seite, die Dingonale und die Holhe; f) eine Pavalleljeite, ecin
Winfel und die Hohe;y g) die Summe (Diffeven;) einer pavalfelen und dev
nidhtparallelen Seite, die Diagonale und ein Wintel.

2. Gin Trape gu conftvuieven, wenn gegeben find: a) alle vier Seiten;
b) drei Seiten und bdie Hohe; ¢) drei Seiten und ein Winfel; d) eine
Pavalleljeite, die ihr anliegenden Winfel und eine Diagonale; e) die Pavallel-
feiten, eine nichtpavallele Seite und eine Diagonale; f) die beiden nichtparal-
lelen @eiten, eine Diagonale und die Hohe; g) die Summe (Differens) einer
pavallelen und einer nidhtparallelen Seite, die beiden anderen Seiten und die
dem Winkel, welchen diefe einjchliefen, gegeniiberliegende Diagonale; h) die
Summe (Diffeven) einer pavallelen und einer nidtpavallelen Seite, bdie bder
Parallelfeite anliegenden Winfel wund die Hihe.

C. Aufgaben ohue Begiehung anf eine bejtimmie Diethode.

§. 110. 1. Ginen vechten Winfel in dvei gleiche Theile ju theilen.

Man conjtruiere (Fig. 54) dad gleichjeitige A ACD und Halbieve den Winkel CA D,

2. Jn einer gegebenen Gevaden einen Punft fo ju beftimmen, dajé die
Gtreden, weldhe vor ihm nad) swei gegebenen Puntten auferhald der Gevabden
gezogen werden, mit diefer gleiche Wintel bilden.

llt maw von bem einen Punfte auf die Gerabe die Jormale, verlingert dieje um
fich felbit iiber ben Fufppunft hinaus unbd verbindet den Endpuntt mit dem zweiten gegebenen
Puntte, jo jchueidet biefe BVerbindungsjtrede dic Gerabe in dem gejuchten Punite,

3. Durd) einen gegebenen Punft eine Gevade fo ju ichen, dajs fie mit
einer gegebenen Gevaden einen gegebenen Winfel bilbet.

Pan frage bden gegebenen Winfel an bie gegebene Gerade auf und ziehe zu dem
sweiten Schentel durd) den gegebenen Buntt eine Pavallele.

4. Durd) cinen gegebenen Puntt wijhen den Schenfeln cines Winfels
eine Gevade jo zu ziehen, daj8 da8 von ven Sdenfeln begrenzte Stiic dev-
felbent in dem gegebenen Punfte halbievt wird.

Mart ziehe dbuvd) den Puntt P eine Pavallele zu dem einen Schentel A C, twelche
von dem onbern Schenfel eine Strede A D abjdjeidet, verlingeve dieje Ileftere um fich
jelbft (AD = AE) unb ziche burd) den GCndpunit E und ben gegebenen Punft P eine
Gerade. (§. 59, 3.)
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5. Durd) einen ywifden den Schenfeln ecined Winfel8 gegebenen Puntt
eine Gerade jo ju ziehen, dafs jie von den Sdenfeln gleide Stitde abjchneidet.

Man ziehe durd) den gegebenen Punit eine Normale zur Wintelipmmetrale.

6. Rwifden die Scenfel eined gegebenen LWinfels eine Gervade von
gegebener Qinge fo zu legen, daf8 jie von den Schenfeln gleihe Stiice
abjchneidet.

T4 QJu ocinem gegebenen frei® eine Sefne von  gegebener Linge fo u
legen, daj8 fic einer gegebenen Geraden pavallel wivd.

8. uf einer gegebenen Geraben cinen Punft jo ju beftimmen, bdafs
oie von ihm nad) einem gegebenen RKveije gezogene Tangente cine gegebene
Linge hHabe.

Man ziehe an ben Kretd eine belichbige Tangente von ber gegebemen Liinge und

bejchreibe duvch ihren Enbdpuntt einen mit dem gegebenen concentrijchen Kreid; der Schnitt-
punft biejed Rreifed mit ber gegebenen Geraben ift der gefuchte Punft.

§ 111. 1. Ein Bielect su conjtruieven, dad mit einem gegebenen Vielecke
congruent ift.

2. Gin n=G¢ aug ben in § 67 angegebenen Bejtimmungsjticen zu
confjtruieren.

3. Gin vegelmdpiges n = GE u conjtruieven, wenn eine Seite desdjelben
gegeben ijt.

4. Die Peripherie eined Nreifed a) in 2, 4 8,..., by in 3, 6, 12,...
gleiche Theile zu theilen.

\ D, Qn cinen gegebenen Kreid ein Dreied zu bejdhreiben, von weldyem
gegeben find: a) zwei Seiten; b) eine Seite und ein ihv anliegender Winfel;
(o) pwet Winkel; d) eine Seite und bdie jugehorige Hohe; e) eine Seite und
dit sugehirige Schwerlinie; £) eine Seite und die Hohe auf eine andeve Seite.

Yei ¢ conftruiere man Fuerft 2 o ald Centriminfel, fo Hot man bdie Sefhne und
fonach die Aufgabe b.

;’r"ﬁ.;lltu einent  gegebenen Kreid ein Drveied zu befdyreiben, von weldjem
gegeben find: a) gwei Wintel;<b) eine Seite und ein ihr anliegender Winfel;
¢) eine Seite und bdie Hohe auf eine anderve Seite.

$Hier fommt §. 81, b) in Untwendiung.

7. Gin Gehmenviered gu conjtruieren aus dem Halbmefjer des umge:
{dyricbenen Kreifed und ) drei Seiten, b) jwei gegeniiberliegenden Seiten
nebjt einem Winfel, ¢) einer Seite mit den 3wei anliegenden Winfeln.

\8~ Gin Tangentenvieved ju conjtruieven aug dem Halbmefjer des ein-
gefdhriebenen Rreifes und a) wei anjtofenden Seiten mit dem eingejdhlofienen
Wintel, [ b) einer Seite mit den Winfeln, weldhe einer anjtofenden Seite
anliegen.
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Dritter Abfdnitt,

Proportionalitit der Streden und Hhulichteit der ebenen
®ebilde.

1. Geometrifdie Berhaltniffe und LProportionen.

112, Gine Raumgrife Heifit ein Vea§ einer andern gleidhartigen RNaum:
grofe, wenn die jweite aus gleichen Theilen befteht, deren jeber der exften
Raumgrdfe gleich ift. Jjt 3. B. A =aM, wo a ivgend eine gange Baht
bedeutet, jo ift M ein Maf von A. Jjt M jowoh! ein Maf von A ald von
B, jo beifit ¢§ ein gemeinfames MWiaf von A und B.

Um ein gemeinfames Maff zweier Raumgrofen zu finden,
nehme man von der grofeven A die fleinere B o oft weg, als es miglich
ijit; Dievauf in gleicher Weife den NReft C von der fleineren Grisfe B jo oft,
alé e8 angeht; dann den newen Rejt D von dem vovigen NRejte C, w. f. f.
Sommt man bei diefem BVerfahren eimmal auf einen Rejt R, weldher ein Maf
be§ nidyjt vorhergehenden ift, fo ijt R ein gemeinjames, und jwar, wie aus
ocv vithmetit befannt ift, dad grofte gemeinfame Maf von A und B.

Wir wollen diejes BVerfahren an zwei Streden AB und CD (Fig. 62)
vevanjdhaulichen.

Fig. 62. Man trigt die fleincre Strede CD auf die
4 # e ovofere AB fo oft auf, ald e8 angeht, Biex
= ~B 9 mal; den Rejt EB trigt man auf bdie Eleinere
G {’HD Strede CD (2 mal), den Rejt FD auf den vorigen

Rejt EB (1 mal), den neuen Reft GB wieder auf bden frithereu FD, in
welchemn ev genau 2 mal enthalten fei. Wan hat dann

FD'=2@GB,

EB=FD 4 GB = 3GB,

CD=2EB+4+ FD = 8GB,

AB =2CD + EB = 19GB.

&8 haben Ddemmnach AB und CD dag grofte gemeinfame Niaf GB,

und 3war it diejed in AB 19 mal, in CD 8 mal enthalten.

§. 113. Sommt man bei dem im § 112 angefiihrten BVevfahren, joweit
aud) das wiederfolte Wegnehmen dev Refte fortgejest wivd, auf feinen Rejt
=0, fo haben die beiden gegebenen Grifen fein gemeinfames Niaf.

Awei Grogen, welde ein gemeinfames Wiaf haben, beifen commen-
jurabel; zwei Grofen, welde fein gemeinfames Weaf haben, incommen:
furabel.

Gin Beifpiel zweier incommenjuvabler Griofen bieten bdie Dypotenufe
und die Kathete eines gleidhjchentligen vechtwintligen Dreiectes.
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§. 114. Unter dem Vevhaltnig A : B jweier gleidhartiger Faumgrofen
vevjteht man den Quotienten ihrer Mafizabhlen, d. i. der unbenannten Rablen,
durd) weldhe die beiden Raumgrifen in Begiehung auf dasjelbe Waf aus-
gebriidt jind. o ijt in Fig. 62

AR DS C B &S GiB =9 =8

LehreTake. 1. Das Berhiltnis weier commenjurabler Grifen
ift entweder eine gange Bafhl oder ein Brud), fomit vational
(Avithmetit, §. 118, 1).

2. Dag BVerhdaltnis zweier incommenjuvabler Grogen fann
a) weder eine gange nod) eine gebrodhene Zahl jein, ed ldjst jid
jedbod) b) als Grenzwert eined vevdndevlichen Brudesd mit jedem
beliebigen Grade der Genauigfeit anndherungsweije beftimmen;
dbag Bevhdltnis ift jomit irvational (Avithmetif, § 118, 2).

3. Bwei irvationale Verhaltniffe, welde Grenzmwerte des-
jelben vevianderlidhen Brudyes {ind, find gleid). (Avithmetif, §. 114.)

§. 115. Die Gleichitellung zweier gleidher Vevhdltnijfe bheit eine Pro-
portion. Eine Proportion, in welder die beiden inneren Glieber gleich find,
heifit cine ftetige Proportion, 3. B. A: B = B : C; das mittleve Glied
wird die mittleve Proportionale (dbas geometrijde Mittel) jwijchen
ben beiden duffeven Glicbern, und dad vievte Glieco die dritte jtetige Pro-
povtionale ju dem evften und dem mittleven Gliede genannt.

@ind gwei Avten von Grdfen jo von einander abhingig, dafs, wenn A
und B zwei jujommengehorvige Werte derjelben find, fiiv ein beliebiges m zu
m A aud) m B gehirt, daj8 jid) aljo jwei Grofen der ecinen Art wie bdie
sugehdrvigen Griofen dev andern Avt verhalten, jo jagt man: die beiden Arten
pon Griofen jind gevade propovtioniert, aud) blof proportioniert;
gehort dagegen ju m A Dder Wert % jo bafg fich swel Grdfen der einen Avt
umgefelrt wie die jugehvigen Grifen der anbdern Art verhalten, fo fagt man:
pie beiden Wrten von Grifen jind verfehrt proportioniert.

Lehriah. Sind zwei Avten von Grofen fiiv je jwei commen:
jurable Werte dev einen Art gevade oder verfehrt proportioniert,

jo find fie e8 auch fiiv je jwei incommenjuvable Werte berfelﬁef/
(Avithmetif, §. 122).

II. roportionalifif dex Stredien.

§. 116. Meehreve durd) einen Puntt gehende Gerade bilden einen Strahlen-
bitfchel; der gemeinfume Punft heift jein Scheitel. Yiegen bdie Geraden in
einer Gbene, fo heifit der Straflenbiifdyel ein ebener. Jede Gerade, weldye
die Strahlen eined chenen Straflenbiifdhels jdyuneidet, heift eine Transdver-
fale desfelben (§. 21).
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Lebrfal, Bwei Strafhlen werben von je zwei pavallelen
ZTrangverfalen proportioniert gefdynitten.

Fig. 63. Bovaus]. & fei DE || AB (Fig. 63).

BehnuptaCDaD A= CE T HEB,

GANDA="CB":HEB,
AR @D =0 BaGh:

Beweis. €8 feien die Streden CD und DA commen-
jurabel, CM ein gemeinfames Niaf derjelben, und jwar
CD =m.CM, DA =n.CM; bann it CD: DA =
m:n. Theilt man mm die CD in m und die DA in n
gleihe Theile und 3ieht durch jeden Theilungspuntt eine
Pavallele su AB, fo wird dadurd) (§. 59, 3) audh CE inm und EB in n
gleiche Theile getheilt; e8 ijt aljo CE: EB =m :n, fonad) CD: DA =
CE: EB.

Hus diefer Propovtion ergibt jidh) audh) bdie Richtigheit der weiten wund
oritten ber oben aufgefteliten Proportionen. Man hat

(CD+DA):DA=(CE+EB):EBober CA: DA=CB:EB,
(CD+DA):CD=(CE+4+EB):CEoder CA:CD=CB:CE.

Diefe Proportionen find nady § 115 auch daun giltig, wenn bie Streden
CD und DA incommenjuvabel find.

" Auf gleiche Weife fann aucd) die Griweiterung des obigen Lehriates fiiv
ven Fall, dajé die eine der parallelen Transverjalen die Ergangungen der beiden
Straflen jdhneidet, bewiefen werden. |

FolgeTah. Bieht man in einem Dreiecte ju ciner Seite eine Pavaliele,
jo werden duvc) diefelbe die beiden aubdeven Seiten pwoportioniert gejchnitten.

§. 117, LehrlTal, Werden jwei Strafhlen von zwei Tvangver:
jalen proportionievt gejhuitten, jo find die beiden Trangverjalen
pavallel (Umfehrung des Lehriakes in § 116).

Fig. 64. Beweis. E8 jei (Fig. 64) CA: CD =CB: CE.
¢ Sdnitte die durd) D paralfel mit AB gejogene Grade bdie
CB im Punfte F, fo wive (nach § 116) CA: CD =
D 7 CB:CF. Dann aber mujd mit Riidficht auf die Vor-
7 ausfepung CF = CE, bd. §. der Punft F mit E identijch
A B fein. Folglich ijt die DE || AB.

Folgelaly. Werben jwei Seiten eined Dretected von einer Tvandverjale

proportioniert gejdhnitten, fo ift diefe jur dritten Seite pavallel.

§. 118. LehrTal, Werben 3wei Strafhlen von meipara[lrelcn
Trandverfalen gefdnitten, fo find bdie Abjdnitte dev beiden



Transvevfalen den Abjdynitten eined jeden Strahled
proportioniert (Fig. 65).

Beweis. Jjt DE || AB, o ijt CA: CD =CB: CE
(§. 116). Bieht man EF [| CA und betradtet B alg
Sheitel, mithin EF und CA al8 Tvandverjalen, fo ijt
aud) AB: AF=CB:CE, oder weil AF = DE ijt,
AB:DE = CB: CE. Man bhat dbaher

AR BE—GA - ClD ="CB:WH:

§.0119. Lehrlab, Wivd ein ebener Strahlenbiifdel von wei
oder mehreven pavallelen Transdverfalen gejdnitten, jo find
a) je zwei Abfdhnitte des einen Strafhled den entipredenden Ab-
fdnitten jedes andeven Strafhles, und b) je zwei Abjdnitte einer
Trandverfale den entiprechenden Ab{dynitten jeder anbeven Trans-
verfale proportioniert (Fig. 66).

Boraus{. AB || A'B'|| A"B". ..

Behaupt. a) CA:CA’: CA". ..
== G L @Iy
—H(0 D G R B e
b) AT A AT ST
— IR ST B RS
= BB HEB TR B

Beweid folgt aus §§. 116 und 118.

ig. 66.

§.120. 1. Dic Symmetrale eines Dreiedsmwinfels theilt
dic Gegenjeite in jwel Abjdynitte, weldpe den ihnen anliegenden
Seiten des Dreiecdesd proportionievt jind.

Borausf. Es jei im Dreiede ABC (Fig. 67) der Wintel C durd
bie Gerade CD Balbiert, jo dajd m = n wird.

Fig. 67. Behaupt. AD:BD = AC:BC.
E Beweisd. WMan verlingere BC und ziehe

S ) A ju DC eine Parallele, weldhe die Bex-

Sl
7 (ingexung der BC in E jdhneidet. €8 ift nun
? m = ¢, n = p, und wegen m =n aud) g = p,
T B folglih EC = AC. Jn dem Dreiede ABE ijt
CD || EA, dafex findet die Proportion AD : BD

= EC:BC jtatt, wovaug dann AD:BD = AC:BC folgt.

2. Die Symmetvale cines Aufenwinfels eines Dreiedes
theilt die vevldngevte Gegenjeite in einem Puntte, deffen Ab-
jftinde von den Gndpunften jener Seite den beiden andeven
Dreieddjeiten proportiondert find (Beweis analog wie ju 1).
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1. Sarmonifdie Theilung der Stredien.

§.\121. Siegt von jwei Punften C und D (Fig. 68) bder eine auf dev
Strede AB, ber andeve auj der Vevlingerung fo, dafd thre Abjtinde von den
Endpuntten diefer Strece gevade propovtioniert jind, daf8 aljo die Propovtion

&ig. 68. ACHBE = APvBD
s ftattfindet, jo fagt man: bie Strede AB ift duvd)
die Punfte C und D harmonijdh getheilt.
/ Aus AC:BC = AD:BD folgt audy
OB DB = CAz DA
A g B D Qjt daher bie Strede AB duvd) die Punfte

C und D havmonifdh getheilt, jo ift audy die Strede CD durd) die Punfte B
und A harmonijd) getheilt.

Die Punfte A, C, B, D Deifien vier Harmonijde Puntte. Die
Punfte C und D nennt man in Begug auf die Strece AD einander con-
fugiert; ebenjo find B und A in Begug auf die Strede CD einander conjugiert.

Bier Strahlen, welde von einem Punfte S aué duvd) viev havmonijdpe
Punfte gehen, bheifen Harmonijde Strahlen, und swar nennt man je
el Straflen, welde duvd) zwei conjugierte Punfte gehen, einaubder con-
jugiert. Alfe vier Strahlen jujommen bilden einen havmonijden
Strahlenbitfdel.

§ 122, LehrTike.\ 1~ Bieht man zu einem Strahle eines har
monifden Biifdels eine Pavallele, fo halbiert der conjugierte
Strahl das zwifdpen den Dbeiden andeven Strahlen liegende
Stiid der Parvallelen.

Fig. 69. Beweis. €8 feien (Fig. 69)
T SA, SC, SB, SD bie Strahlen
eines  hovmonijdpen Biijhels, und
£ EF || SD. Bieht man dburd) J bie
< ; GEK | AD, fo ift mit Ridficht auf
iz L £ g8, 116 wnd 118.
e RS == G GRS T
ATE T RR ] JF:KS=HJ: HK.

Sun ijt, da GK und AD (nach § 119) von den- vier Strahlen pro-
povtioniert gejchnitten wevden, und affo audy G, J, H, K vier havmonijche
Puntfte find,

GJ:HJ = GK: HK, ober GJ:GK = HJ: HK; folglid) ijt aud

: JE:KS =JF:KS, undb fomit JE = JF.
Wi 2. Gin harmonifder Strafhlenbijdel wivd von jeder Trans
verfale in vier harmonifden Punften gejdhnitten.

Beweis. G feien (Fig. 69) SA, SC, SB, SD die Stvahlen eines
Havmonijhen Biijdhels und G K eine belicbige Tvansverjale derjelben. Bieht
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man dburd) J die EF || SD, fo ijt mit Riidjicht auf §§. 116 und 118
GJ DGR — JB - S b B o B =] EROES:
Sun it JE =JF (nadh 1.), folglich auch
G5 G K = Hil - B Sooes G-J 8 LI ="GIK s HK:;
2. . G, J, H, K find vier harmonijche Punfte.

§\11}3’ LehrTah, Dic Symmetvalen eined Dreieddwinfels
und fetfied Nebenwinfels {heilen die Gegenfeite ded Dreiedes
harmonifd.

Beweis. €3 fei in einem Dreiede ABS (Fig. 69) W. ASC = BSC
und W. BSD = LSD. Man fhat
AC:BC=AS:BS und AD:BD = AS: BS (§ 120, 1. und 2.);
folglich aud) AC:BC =AD:ED.

IV. Abulidikeif der ebenen Gebilde.

§. 124, fLehrfibe, 1. Werden bdie Strafhlen eined ebenen
Strafhlenbiifdels (Fig. 70) vom Sdheitel S aug in den Punften A
und a, Bund b, C und c,... proportioniert gejdhnitten, fo find
in den ®ebildben ABCD... und abed... die entjpredenden
Streden jwifden je zwei Sdnittpunften proportioniert und die
von diefen Streden gebildeten Winfel paarmweije gleid.

Sig. 70. Bewers, &8 et BA 1'8a — BB 1 8h = 80
e

Aus diejer Vovausjeung folgt (§. 117) unmittelbar
AB[lab, AC|lae, BC| be,..., fomit (§. 118)

AB :ab = BB :8b uitb"BC*bhe=18B":%5h,

bafher aud) AB:ab =BC:be; . {. w.

Dajé ferner W. ABC = abe, W. BAC =bhac,
W BED ="hcd,. .~ i “Tolgt aits §:26,"1.

Diefelbent Bezichungen finden aud) ftatt, wenn von
je awei entjprechenden Sdynittpuntten dev eine auf einem
Strahle des Strahlenbiifchels, der andeve auf defjen Ev-
gingung [liegt, wie in den Gebilden ABCD.... und
a'b’e’d’. . .; nur find in diefem Falle je jwet entjprechende
Streden im entgegengefesten Sinne pavallel.

Bulak. Sind A, B, C, D,... UmfangSpuntte eines
freifes, fo jind aud) a, b, ¢, d... Umfangspuntte eines
Kreijes. Denn ijt O ber Miittelpuntt deg durd) A, B, C,. .. gehenden Kreifes,
und o der Puntt, welcher auf dem Strahle SO dem Punfte O entjpricht, jo
hatsmom AD ;a0 =DB0.; bo=~LC0 ;00 == aleinidi@ =B0 =
00— 1w, dothit atitheaioi—=bos= o0z :15n Ouehh diesPuntteia, b, e
liegen in dem Umfange eine$.Kveijes, defjen Mittelpuntt o ift.
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2. Mmgefehrt: Swei ebene Gebilbe, indenen dieentipredenden
Streden nad) dev Ovdnung proportioniert und dieentipredhenden
Winfelpaarweijfegleid)jind, lafjen jid) immer aufeinem Strafhlen=
bitjchel in eine folde Yage bringen, dafd ihre entjpredhenden
Puntte auf denjelben Strafhlen obder deven Crgangungen liegen
und vom Sdeitel proportionicvte Abjtande haben (Fig. 70).

Bewets. G 1ei AB:abi— AC:ac—BC b=, uib

WABE —abec BIAC— bac  BECDi—hbed 5t

Yegt man die beiden Gebilde jo gegeneinander, dajs zwei in einem Puntte
jid) jdhneidende Strecen des einen Gebilbes den entjprechenden Streden des
andern in demjelben Sinne pavallel find, fo miijjen, da die Streden nad) der
Ovonung  proportioniert und die Winfel paavweife gleich find, aud) je jwei
andeve entjprechende Strecfen in demfjelben Sinne pavallel jein.

Liegen aber zwei Gebilde jo gegeneinander, dajs je zwei entjprechende
Strecfen devjelben pavallel jind, jo miifjen jic) die durd) je zwei entfprechende
Puntte derfelben gezogenen Gevaden in einem gemeinjamen Puntte fdneiden.
@8 fei S ber Punft, in welhem fich Aa und Bb {hneiden. Wiirde Ce
nicht duvdh) S gefhen, fomdern die Bb in S fdhneiden, jo wive (§. 118)
AB:ab=S8B:Sbund BC:be =8B : 8D, dafer wegen AB : ab =
BC:be aud) 8B : Sb = S'B : 3‘b, woraug (8B — Sb) : (3'B—8'b) =
SB: 8B, oder Bb : Bb=SB : §'B, mithin S'B = SB folgt. Der Puntt 3’
muis alfo mit S identijd) fein, d. h. die Ce mujs durd den Punft S gehen.
Gbenjo folgt, dajs aud) die Gerade Dd durd) S gehen mujs, dajs jomit SA,
SB, 8C, SD,.. bdic Strafhlen eines Strahlenbiijdhels find.

Dann ergibt fidh) aug §. 116

DA Sia =S B Sib =Sl S oie=

Der Beweid bleibt jid) gleid), wenn die beiden Gebilde jo gelegt werden,
dajs die entjprechenden Strecten im entgegengejesten Sinne pavallel find.

§ 125. Rwei cbene Gebilde, weldye fich auf ecinem Stvahlenbitjchel in
cine folhe Lage bringen laffen, dajs ihre entjprechenden Punfte auf denjelben
Strahlen oder deven Grgingungen liegen und vom Scheitel propovtionierte
Abjtinde Dhaben, Bheifen d@hnlid) (o), und in diefer Vage jzugleid) pev-
jpectivifch liegend.

Qe awei entjpredjende Punite heiffen homologe Punfte, cbenjo jo
swei entfprechende Strecen (Seiten, Diagonalen, Hohen, Halbmeffer) homo-
loge Streden.

Qn zwei perfpectivijeh liegenden dhnlichen Gebilden find jwei homologe
Strecfen entweder in demfelben, oder im entgegengefepstenn Sinne pavallel.

Der Punft, in weldem fich in zwei perfpectivijd) [liegenden ahnlicdhen
Gebilden die durd) je zwei entjprechende Punfte gesogenen Geraden jdyneiden,
heifit der M phnlicheitspuntt der Gebilde, und jwar ein duferer ober
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ein innever, je nacpdem die homologen Punftpoore auj derfelben ober auf
entgegengefesten ©eiten diefes Punttes liegen.

Dag conftante BVerhltnis der Abjtande weier Homologer Punfte vom
dhnlichteitspuntt Deifit hnlichfeitserponent ober Wobdbulus bder dhnlichen
Figuren. Jjt der Modbulug = 1, jo find die Gebilbe congruent.

Folgelike, a) Jn jwei dhulichen Gebilben find die Hhomologen Streden
proportioniert und die von ihnen gebiloeten Wintel paariveife gleid.

b) Je zwei Kreife find dbhulich und jugleid) pevipectivifch liegend.

Bulal. Die hier begriindete Erilavung dhnlicher Gebilde enthilt zugleich
bie genaueven Merfmale des in §. 3 aufgeftelliten Begriffes der Hhnlichteit,
alé der Ulbereinftimmung der Geftalt.

S(ulidyeit der Dreiede.

§ 126. 3wei Dreiecte find dfhnlid), wenn in denjelben die homologen
Seiten proportioniert und die von ifhnen gebilveten Winfel paarweife gleid) find.

Lehrfak. Bieht man in einem Dreiede ju ciner Seite eine
PBavallele, jo ift dasd gegebene Dreied dem bdurd) die Barallele
abgejdhnittenen Dretede dahnlid) (Fig. 71).

Beweid Die Proportionalitit der Seiten beider Dreiecte folgt aug
§. 118, bie Oleidhheit der Wintel aug §. 24, 2.

§ 127. L Hbhnlidhheitslak, Sind in jwei Dreieden zwei
Winfel paarweife gleid), fo find die Dreiede dhnlich (Fig. T1).
Fig. 71, LBorausf. A= A" und C = C.

Behoupt. A ABC oo A'BCL

4 o
PBeweis. Dan madye CD = C'A‘ und 3iehe
2 DE || AB, jo ijt ®. CDE = A = A, baber
A ¢ ADECS A'B'C’ (§ 37). dun ift /\ ABC
4 B

co DEC (8. 126), mithin auch N ABC oo AB/C'.

Folgelak. Bwet Dreiede find dhnlic), wenn alle drei Seiten paariveije
pavaliel ober zu einander novmal find (§. 26).

§ 128. II. HbhnlichkeitsJah. Sind in jwei Dreieden zwel
Seiten ded cinen jweien Seiten de§ anbern proportioniert und
bie von bdiefen Seiten eingefdhloffenen Wintel gleich, fo jind die
Dreiede dhnlich (Fig. T1).

&g fei AC :A'C = BGHBYC I Cr =0

Mad)t man CD = C'A* wmd 3ieht DE || AB, fo ift AC: CD =
BC: CE, ober AC: A‘C' =BC: CE. Ullein nad) der Bovausfesung ijt
AC: A‘C'= B : B'CY; folglich) CE = B'CY, und dbaher A DEC = A‘B'C’
(§. 38); nun ijt AN ABC oo DEC, alfo audy A ABC oo A'B/C

g 129. II. #Hhulithheitsfag. Sind in jwei Dreieden zwel
Seiten bed einen jweien Seiten ded andern proportioniert und

Moinit, Geometric. 5
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pic ben grofeven diefer Seiten gegenitberliegenden Wintel gleidy,
fo find dbie Dreiede dhnlid) (Fig. T1).

Der Beweis ijt unter Begiehung auf §. 39 demjenigen in §. 128 analog.

§. 180. IV. Hhnlidheitslah. Sind in jwei Dreicden die drei
Seiten ded einen den drei Seiten des andern proportioniert, fo
jind die Drveiede ahnlich (Fig. 71).

E8 ek AC : AC! — A By AfB = BCaBiG.

Madht man CD = C' A’ und zieht DE || AB, jo ijt

AC :CD = AB:DE mv AC: CD —BCi»CH, odey
G ACE— AB DB and MG« A G =BG OB,

Bergleiht man diefe zwei Proportionen mit den in der Vovausjesung
enthaltenen, jo folgt DE = A‘B’ und CE = B‘(, jomit ACDE 22 A‘B/(Y
(§ 40); mm ift A\ ABC > CDE, aljo audpy A\ ABC > A'B‘C".

§ 131 Lebrfok. Jn dhnlidhen Dreieden vevhalten fid) die
DHomologen $Hohen wie 3wei homologe Seiten.

Fig. 72. Beweis. €8 fei (Fig. 72) das A ABC

c o oo A'B'CY, CD bie DHohe auf die Seite AB

und C'DY die Hobhe auf die Homologe Seite A'B.

[A, Die Dretede ACD und A'C'D' haben

A B awei Winfel wedhielfeitig gleid, Jind alfo dhnlich;

\ mithin ift CD : C'Df = AC: ACY, baher aud
L L CD: (D' = AB: A'B' =B : B/C"

§ 132, Lebhrfak. Fieht man in einem vedytwinfligen Dreiece
vom Sdeitel des vedhten Winfeld die Novmale auf die Hyhpo-
tenuje, jo ift 1. jede Kathete die mittlere Propovtionale jwifdhen
der gangen Hypotenufe und vem jener Kathete aunliegenden AL
jdnitte der Hypotenuje, 2. die Novmale die mittlere Propor-
tionale 3wifdhen den beiden Abjdnitten der Hypotenuje.

Fig. T3. Beweis. C3 fei (Fig. 73) der Winfel BAC
ein vedhter und AD | BC.

Qn den Dreiecfen ABC und ACD ijt dev Winfel
Ci=.6,, BAC=iADC.= R, 8;;ift shabey; yaudh
per dritte Winfel B =CAD und d8 /N ABC
oo DAC. Gbenjo ift N\ ABC oo DBA, und folglich
oud) A DAC co DBA.

1. Da N\ ABC «©DAC ift, jo folgt BC: AC= AC: CD;

ba AN ABC co DBA, o ijt aud) BC: AB=AB:BD.

2. Da ADAC = DBA ift, jo folgt CD: AD=AD:BD.

§. 133. Qit-(Fig '73) BC =14, AC ='b, AB =='¢,'CD = p,
BD=gq, AD=h, wo a, b, ¢, p, q, h bdie Mafizahlen der besiiglidhen
Stredfen bedeuten, fo ergibt fich aus den in § 132 aufgefteliten Propovtionen
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ab =b vy vaiiic =it prvh =hudgydaber
bi=s=ap. ' =ag, h=pqind
b=1ap, c=Vag h=Vpq

Aud ap = b* und aq = ¢* folgt nodh) ap + aq =b* 4 ¢?,

allein e8 ift ap + aq =a (p + q) = a.a = a?; folglid)
a? = bh? L el

Jn jedem vedhtwinfligen Dreiede ift alfo dag Quadrat der
WNagzahl der Hypotenuje gleidh der Summe ausd den Quadraten
ver Mafzahlen der beiden Katheten. (Pythagoridifder Lehrjag.)

Bulody. BWivd unter dem Producte jweicr Streden dag Probuct
ihrer Mafzablen, alfjo unter dem Quadrate einer Strede dag Quadrat
ihrer Majizahl verftanden, fo fann dev Pythagordijdhe Lehrfap Fivzer aud) jo
auggedriicdt werden:

Jn jedem vedtwinfligen Dreiede ift dad Quadrvat der
Hypotenufe gleid) dber Summe aus den Luadrvaten der beiden
Katheten.

Jn demijelben Sinne foun man dann aud) jdreiben:

B'@*="A C* 4 A B*

Sihnlidyteit der Viclede.

§ 134, Bwei Bielede jind dhnlic), wenn in bdenfelben bdie homo-
logen Geiten proportionievt und die von ihnen gebildeten Winfel paariveife
gleid) jino.

Aus diefer Erflavung und §. 124 ergeben fid) folgende Siige:

I Jn dhnlichen BVieleden vevhalten jich die Homologen
Diagonalen wie die homologen Seiten.

2. Afhnlicdhe BVielede werden durd) homologe Diagonalen in
ihnlidhe Dreiede zevlegt.

3. Bielede, welde fid) auf dbeveinftimmende Weife in
gleid) viele dahuliche Dreiecde zerlegen laffen, find dhnlid.

4. Die Umfange dhnlicher Bielecde verhalten jid)y wie ihre
homologen Seiten.

Jit der Weodulug g, jo hat man

AB == AP g BL=BIC . g 3 :
vaher AB 4+ BC 4.. =(A'B' + B'C' 4+ ...) q umd
(AB4+BC+..):(A'B'4+B'C'+...)=AB:A'B'=BC:B'C'=...

O. Regulare Biclede von gleider Seitenanzahl jind dhnlid.

6. In rveguldven Bieleden von gleidher Seitenanzahl ver-
halten jich die Halbmeffer der ihnen cin- oder umgefdriebenen
Rreife (§. 89, 1) wie die homologen Seiten.

7. Die Umfange veguldaver PBielede voun gleider Seitens
anzahl verhalten fid)y wie die Halbmeffer dev den Vieleden ein-
oder umgefdriebenen freife.

5*
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V. Anwendungen der Abnlidkeitsfabe anf den Sreis.

§. 135. Lehrfak. 3ieht man von einem Puntte eined Kreijes
Sefhnen ju den Enbpuntten eined Duvdmefjerd und die Novmale
auf diefem, fo ift 1. jede Sefhne bdie mittlere PBroportionale
jwifden dem ganzen Durdmeffer und dem jenmer Selhne anlie
genben Abjdnitte desjelben; 2. die Mormale die mittlere Pro-
portionale jwifden den beiden Abjdnitten ded Durvdmefjers.
(Folgt aug §§. 83 und 132.)

§ 136. 3ieht man durc) cinen Punft innerhald oder auperhalb eined
Rreifes 3u bdiefem eine Secante, fo nennt man bdie Streden jwijchen diefem
Punfte und den Schnittpunften mit dem Kreife die beiden Abjdhnitte dev
Gecante.

LehrTihe. 1. Gehen duvd) einen Punft ju einem RKreife jwei
Secanten, jo bildben bdie vier Abjdynitte derjelben eine Pro-
portion, in welder die Abfdnitte dev einen Secante dufere, die
per anbdern inneve Glieder find.

2. Gehen von einem Punfte zu einem Kveije eine Secante
und eine Tangente, fo ift die Tangente die mitilere Proportio-
nale swifden den beidben Abjdnitten der Secante.

Fig. 74,

e

Beweis ju 1. Bieht man (Fig. 74, I und II) die Streden RS’ und
R'S, jo ift der Winfel MRS’ = MR'S (§. 82, a), dafer A\ MRS ~
MR'S, und folglih MR : MR’ = MS’: MS.

Au 2. Bieht man (Fig. 74, III) die Streden RT und ST, fo ift W.
MRT = MTS (§ 84), daher /A MRT ~ MTS, und folgli) MR: MT
— 1 B S ;

§. 137. Bieht man durd) einen Punft beliebige Secanten an einen
RKreig, jo hat dag Product der beiden Abjdynitte fiiv jede Secante den-
jelben BWert, und zwarv ift dasgjelbe

a) gleid) dem Quadrate der halben ftleinjten Sehne bes
gegebenen Punttes, wenn diefer innerhalb ded Kreifes liegt, dagegen

b) gleidh bem Quadrate der Tangente ded gegebenen Punttes,
wenn diefer auferhalb des Kreifes liegt.



Beweis. a) €8 fei (Fig. 5, I) M ein Punft innechalb ded RKreifes,
und RS cine beliebige, durd) diefen Puntt gehende Secante. ieht man duvd)
M ben Halbmefier OC und die fleinfte, d. i. die jur OC normale Sefhne
AB, fo it MR: MA = MB:MS (§ 136, 1), fomit (§. 133, Bui.)
MR.MS = MA .MB; allein MB = MA, folglih MR.MS = MA2

Fig. 75.
1
LR
X
v S
0
R<

b) Jft dagegen (Fg. 75, II) M einv Punft auferhald des RKureijes,
MSR eine beliebige Secante und MT ecine Tangente des Kreifes durd) diefen
Punft, fo ift. MR: MT = MT: MS (§ 136, 2), und fomit MR . MS
= : ,
§. 138 Das conftante Product MR.MS (Fig. 75) bder beiden
Abjchnitte dev bdurd) den gegebenen Punft M gezogenen Secante heifgt die
Poteny des Punfted M in Beziehung auf den gegebenen Kreis.

Die Potenz eines Punfted fiir einen Kreid ift gleidh dev
Differeny zwifden dem Quadrate ded Centralabftandes bdiefes
Punftesd und zwifdhen dem Luadrate ded Halbmejfers.

Aus dem rechtwintligen Dretede AMO in Fig. T, I jolgt MA? =
OA? — MO?; baber ift MR. MS = M A2 = OA? — MO2

Qu dem vedytwintligen Dreiede MT O in Fig. 75, IT ijt MT? = MO?
— OT?; folglidh) ift MR.MS = MT? =MO?> — OT2

§. 139. Gin Puntt Hhat in Begiehung auf zwei Kreife diejelbe Potens,
wenn die Diffeveny der Quabdrate feiner Abftande von den Mittelpuntten beider
Kreife dev Differeny der Quadrate der Halbmefjer gleid) ift.

Denn die Poteny ded Punfteg M (Fig. 76) in Bejug auf den Kreis O
ift MO? — RO?, bic Poten dedfelben Puntted in Bejug auf den Kreig O
ift MO”? — R‘O%. Qft mmn MO? — MO”? = R0O?* — R‘O*, fo it aud
MO? —RO? = MO — R‘O*, b. . M Hat fiir beide Rreife gleiche Potengen.

Lebhrfok. Hat ein Punft M fitr zwei Kreife O und O’ diejelbe
Potenz und zieht man durd) denfelben eine Normale zu der Cen-
trale OO0/ fo hat aud) jeber Punft diefer NMormalen fitr beive
Kreife diefelbe Potens.

@8 fei MO2 — MO"” = RO*— RO, unb MN | OO" PMan hat
MO? = ON? + MN2? und MO = O‘N?2 4+ MN?, bdafher MO? — MO
— ON? — O'N2.  Ghenfo-erhilt man fiiv ivgend einen Punft M’ in MN,
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M'0? — MO = ON* — O'N? mithin
iﬁ- MJOZ 1ty M(OJE — :NIO?. rres MOI‘.’. o
R02 riba Rfo:‘z‘

Der geometrijhe Ovt aller Puntte, die
fitr 3wei gegebene Kreife gleidye Potenzen haben,
Deipt die Potenzlinie der beiden Kreife.
Die Gerade M N ijt daher bdie Potenzlinie
ver Kreife O und OL

Fuolgelike. a) Die Potenglinie poeier

Rreife jteht normal ju ihrer Gentrale.

b) Die von einem auferhald der beiden Kreife [liegenden Puntte der
PBotenzlinie an diejelben gezogenen Tangenten find eimander gleid). Denn aus
MO — TOF =MO2——T'02 jolgt MT? = MT> baber MT — MT'.

¢) Gind bdie von einem Punfte auferhalb jweier Kreife an diefe gezogenen
Tangenten gleid), jo liegt ver Punft in der Potenslinic diefer Kreife. Denn
aug MT? = MT” folgt MO®* — TO? = MO — T'O*.

d) Sdyneiden fich zwei Kreife, jo ijt ihre Potenglinie die Secante, welche
burd) die beiden Schnittpuntte geht (8. 94, 3).

e) Beviihren fid) zwei Kreife, fo ift ihve Potenglinie bdie gemeinjame
Zangente beider Kreife im Beriifrungspunite (§. 94, 1 und 2).

§. 140. Lehrfak. Jn jedem Sehnenvievede ift dad Product
oer Diagonalen gleid) der Summe der Broducte je 3mweicr gegens
itberliegender Seiten. (Ptolemdijdher Lehriat.) (Fig. 77.)

PBeweis. Madht man den Winfel CDE = ADB, fo ift, da aud) der

Fig. 77 BW. ACD = ABD ift (§. 82, a), ba8 AECD ~

y/) ABD, baber

BEC G = AB: BD, pvev, ECBD — AB. CD.
Gbenjo ift A AED ~ BCD, bahexr
A g  AL:AD=BC:BD ober AE.BD =AD.BC.
Folglih EC.BD + AE.BD = AB.CD +
AD . BC ober (EC + AE).BD = AC.BD =
AB.CD -+ AD.BC.

§. 141. Gine Stvede heift nad) jtetiger Proportion, oder im mitt:

Fig. 78. leven und dufeven Verhaltnijfe getheilt, wenn

c ver gridfeve Abjhnitt devfelben die mittlere Proportio-

A | [——[ B nale zwifhen ber gangen Stvede und dem fleineren

Abjchnitte ijt, wenn aljo bie Proportion AB: AC= AC:BC bejteht. (ol

pener Sdnitt.)

LeheTike. 1. Diec Seite ded cinem RKreife ecingejdhriebenen

vegulaven Behnedesd ift gleid) dem grifeven Abjdnitte ded nad
jtetiger Proportion getheilten Halbmejjers.
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Fig. 79. Beweis. 8 fei AC (Fig. 79) die Seite bed ein-

0 \/ gejdyricbenen veguliven Behuedes. Bieht man bdie Halbmefier
i OA und CO, jo ift AOC = 36° und daber in dem gleid)-

A ‘ jhentligen Dreiecte ACO ber Winfel ACO = T2° Halbiert

B . man nun den Winfel ACO, fo daj8 m = n = p wird,
jo ijt 2a8 /A ACO oo ABC, dafer AO:AC = AC: AB, ober weil
AQ:=BCi= BO ifinaudA@sB0O= BO% AB:

2. Dag Quadrat der Seite ded einem Kreife eingefdrie-
benen veguldven Fiinfecdesd ift gleid) der Summe aug den Vuas
draten ded Halbmefjers und der Seite bded demfelben Kreife
eingefdricbenen veguldven Zehnedes.

Fig. 80. Beweis. E8 feien (Fig. 80) O A der Halbmeffer,
B ABund AC bdie Seiten bed ecingejhyrichenen reguliren

o Fiinfece§ und Rehneces. Bieht man OC, welde den Centri-
E/ winfel A OB bde§ Fiinfeded halbiert, und halbiert auch den
N @entriwvinfel AOC bed Befhnecdesd durd) OD, bdeven Bey-
4 0 fingerung OE fenfvecdht auf der Mitte von A C fteht, fo

iit ¥. BAO =BOD = 54°, daher /\ ABO o~ OBD; folglidy AB : BO
= BO:BD, ober AB.BD = BO>.. I
Aieht man noh CD, fo ijt das N ACD gleichjdhentlig, daher BW.
ACD = CAD = ABC, und- /AN ABC o ACD, folglih AB:+AC =
AC : AD, oder AB. AD = AC*..II, mithin aus I und II:
AB (BD + AD) = AB2 BO? + AC2

§ 142, fLehrfab. Zieht man in jwei Kveifen duvd) die End-
punfte je zweier Halbmejfer, weldhe entwedber in bdemfelben
odev im entgegengefessten Sinne pavallel find, gerabe Linien,
jo fdneiden fid) diefe alle begiiglich in einem Punfte auf bdev
Vevlingerung dev Eentvale oder in einem Punfte der Centrale
felbit. ]

Dicfer Sap folgt jhon aud §. 124; er joll jebod) hier nody bejonders bewiefen werden.

&ig. 81, Es jei OM (Fig. 81) 3u
O'N in demfelben Sinne, zu

“‘"‘-N-:x_h‘ O'N’ im entgegengefesten Simne
&0! \_——— 4 pavallel, fo ift, wenn man OM

Q J‘i‘ / . N4
N =R, O'N = O'N =x um

00 = c fet (nadh §. 118),

g Rl R
O‘A — und S==—r,
: 0 A R R
vafer audh) 5 i oA —3 " 53 + 0‘"3=P; ._.}._ o alfo
cR
OA = und OJ "“R+r'
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jomit, ba O'A = OA — ¢ unb 0! = e— OJ i]'t

O'A =g——umd 0 = R+

Da dieje Ausdriife von der Lage der pavallelen Halbmefjer unabfhingig

und fomit conftant find, -jo folgt, dafé jih in A alle Geraden, welde bdie

Gnbpunite je ziweier in demfelben Sinne paralleler Halbmefjer verbinden, unbd

in J alfe Gevaden, welde duvd) die Gndpunfte weier im entgegengejepten
Sinne pavalleler Halbmejfer gehen, fdhneiden.

A ijt der dufere und J der innere hnlichteitspuntt der beiden
Rueife.  Jede durd) einen hnlichfeitspuntt gejogene Gerade Heift Afnlid-
feitgftrafhl, und swar ein duferer oder ein innever, je nachdem fie durd)
ben dufeven oder inmeven fnlichfeitspuntt geht.

Bufak. Aus den obigen Ausdriiden folgt:

)Ll e U s S s e
0. . pie Gentrale zweier freife wird durcd) den inmeven und den
duferen Aphnlichfeitspuntt hormonijdh getheilt.

§. 143. Hat ein Ahnlidhteitsftrahl zweier Kreife mit der
einen Kreislinie einen Punft gemeinfam, jo hat er aud) mit dev
aunderen Kreiglinie einen Punft gemeinfam.

G8 fabe (Fig. 81) der dufere Hhnlichteitsfreahl AM mit der Qreislinie
O ven Punft M gemeinjam. Man jiche OM und damit O'N in demfelben
@inne parallel. Die Gerade MN geht dann (nadh) §. 142) durch den Punft
Aj; die Punfte M, N, A liegen alfo in einer gevadben Linie, d. h. die AM
hat aud) mit der RKreislinie O einen Punft N gemeinfam.

Gbenjo wird der Beweis filr einen inneven Hpnlichteitsitrahl JM gefiihrt.

Fulgelithe. a) Hat ein Ahnlichfeitsitvahl mit der cinen Kreidlinic jwei
Puntte gemeinfam, fo hat ev aud) mit der andern jwei Punfte gemeinjam,
d. h. ev ijt eine gemeinfame @ecante der beiden RKreife.

b) Hat ein Hhnlicheitsirahl mit der einen Rveislinie nur einen Puntt
gemeinfam, fo hat ev audhy mit der amdern nur einen Punft gemeinjam,
b. b. er ift eine gemeinfame Tangente beider Rreife, und gwar cine dugeve
ober inmere, je nachdem bder ‘jif)nlirf)feitéftmf)l ein duferer oder innerer ift.

¢) Hat cin Ahnlicdfeitstealhl mit der cinen Kreislinie feinen Punkt
gemeinfam, fo hat er auc) mit dev jweiten feinen Punft gemeinjam, o. h. er
liegt gang auferhalb der beiden Sveije.

§ 144 Qjt der Durchmefjer AB (Fig. 82) cines Kreifes durd) bdie
Puntte C und D havmonijd) getheilt (§. 121), fo Bheifen bdieje Puntte jwei
conjugievte Pole des RKreifes; der eine liegt auf dem Durdymefier {elbjt,
per andeve auf feiner Verlingerung.
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&ig. 82 Gine Gevade heifit in Begiehung auj einen

8 P freig die Polave eineg Punktes, und diejer

n \ \\ ‘ PBunft der P ol der Geraden, wenn die Gerade

A Ls V) durd) den dem Puntte conjugierten Pol geht und

\ 0 /&B/ 4 au der BVerbindungsjtrede der beiden Punite nor-

RV ' mal ift. Sind ST und PR normal ju CD, fo

: ift ST bdie Polave de§ Punfted D, und D ber

Pol ber Geraden ST; ebenfo ift PR die Polave ded Punfte8 € und C der
Pol der Geraden PR in Beziehung ouf den Kreis.

Folgefiihe, a) Das Broduct dev Abjtdnde eined jeden Punftes
und feiner Polave von dbem Mittelpunite bes Kreifed ift conftant
und gleid) dem Quadrate ded Halbmejfers.

Denn die Proportion AC:BC = AD:BD fann aud) jo ausgedriidt
werden: (OB + OC) : (OB —0C) = (0D 4 OB): (OD — OB) und
weil jid) die Summe aus dem evften und weiten Gliede jur Diffeven; diefer
Glieder verhilt wic die Summe au$ dem bdritten und vievten Gliede zuv
Diffeven; biejer Glieder, jo ift OB: OC =0D: 0B, woraug OC.OD
= OB* folut:

b) Umgetehrt: Jft fir jwei Punfte C und D ded Durdhymejiers
OC.0D = OB? fo geht die Polare ded Punitegd C durd) D, und
bic Polare ded Punftes D durd C.

Denn gienge die Polave ded einen Punttes, 3. B. C, nicht duvch den andern
Bunft D, jondern fdnitte jie die AB in D’, jo miiféte (nach a) OC. OD’
= OB? fein; dann ift aber mit Ridficht auf die Borausfegung OD' = OD,
. §. der Puntt D’ ift mit D ibentijd).

8. 145. Rieht man von einem gegebenen Punfte auferhalb
cined Kreifes an diefen zwei Tangenten, fo ift die Berithrungs-
jehue die Polave de§ gegebenen Punftes.

PBeweis. Bieht man von D (Fig. 82) die Tangenten DS und DT,
ferner die Berithrungsjehne ST und den Halbmefjer OS, jo ift OC: 0S8
= 08:0D (§ 132), baher wegen O8 = OB aud) OC: 0OB=0B:0D,
alfo OC.OD = OB?; bie Beviihrungsfehne ST, die in C auf CD normal
fteht, it aljo (nad) §. 144, b) die Polare de§ Punttes D.

Folgelike, a) Die Polare cined aufierhald bes Kveifes Iliegenden
Punftes fdneidet den Kreid und entfernt fih umfomehr von dem Mittelpunite
vedfelben, je mehr fidh der Punft dem Krveife ndhert. Liegt der Punft in der
Beripherie ved Kreife, jo ift bdie durd) den Punft felbjt gehende Tangente
feine Polave.

b) Der Pol jeber Sebne eines Kreifes ift der Schnittpuntt dev duvd)
ifre Endpunfte gejogenen Tangenten.

c) Die Polave eines inmerhalb des Kreifes liegenden Punftes liegt aufer-
halh deg Kreijed und entfernt, fid) umjomehr von dbem Kreife, je melhr fid) der

Vi
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gegebene Puntt dem Mittelpuntte des Rreifes ndbert. Falt der Puntt mit

vem Mittelpuntte jujammen, fo liegt feine Polave in unendlicher Entfernung
vom. Rreife.

d) Der Pol einer aufevhald des Kreijes liegenden Geraden ijt die Wiitte
dev Bevithrungsiehne der Tangenten, weldye von dem Scjnittpuntte der Geraden
mit dem ju ihr novmalen Durdymeffer an den Kreid gesogen werden.

VI. Conffructionsanfgaben.
1. Fundamentalanfgaben.

§ 146. 1. Bu drei gegebenen Strecden a, b und ¢ die vievte
Propovtionale ju findben.

i 9 Man  conftruieve  einen

u willfiivliden Wintel B A C

e B P 4 (Fig. 83), made AD = a,
e . b4 = T =—h ST — iR aiele

e & & DF und bdamit pavallel bdie

EG; bann ift FG bie vierte Proportionale ju a, b, c.
2. 3u jwei gegebenen Streden a und b die dritte ftetige
Propovtionale ju conjtruieven.

&ig. 84, Auflof. 1. Nad) Aufg. 1, indem man dort ¢ = b fest.
4 Auflsf. 2. Wan iehe (Fig. 84) DC | AB, made
/—',-/ DA =a, DC =), ziehe ferner AC und normal davauf
¢ S C B big zur Bevlingerung dev AD; dannift DA : DC =

f 7 —3 DC:DB (8 132), oder a:b = b: DB, folglich DB
vie Dritte ftetige Proportionale ju a und b.

Auflsf. 3. Jjt a > b, fo fann man folgende einfadjeve Conftruction
anwenbden: Man made AB = a, bejdyreibe iiber AB ald Durdymejfer cinen
Halbfreid und wn A mit dem Halbmefjer b einen Bogen, welder jenen Kreis
in C jdhneibet; zieht man damn CD | AB, jo ijt AB: AC = AC: AD
(S 1300 otera.s b= b A L),

3. Bu zwei gegebenen Streden a und b die mittlere Bro-
portionale zu conftruieven.

Aufldf. 1. Man made (Fig. 84) AD = a, DB = b, bejdreibe iiber
AB ecinen Halbfreid und exvidte in D die DC | AB; dann ift DC bie
mittleve Proportionale jwijdhen AD und DB (§. 135).

fuflof. 2. Man made AB gleich der groferen Strede a, und AD
= b, bejdyreibe itber AB einen Halbfreid und ziche DC | AB; dann ijt die
@elfine AC bie gefudhte mittleve Propovtionale ju a und b (§. 135).

4. Gine gegebene Strede AB in Theile gu theilen, die jid
wie m:n:p... verhalten.

Plan ziche duvd) A einen willfivlichen Strahl A X, trage auf demfelben
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bon A qus Streden auf, welde jih wie m :n:p ... verhalten, und ver
fahre dann wie bei der Aufgabe 13 in §. 98.
5. Gine gegebene Strede AB (Fig. 85) nad) ftetiger Proportion
(im mittleven und dufeven Verhiltnifie) 3u theilen.
Fig. 85. Man ziche BC | AB, made BC = L AB,
,bejchreibe um C mit CB cinen Rreid und ziche durd)

0 D A und C bdie Secante AD’. Madht man nun AE
2\ / — AD, fo it AB im Bunfte E nad) ftetiger Pro-
3 portion getheilt.

A="2F Denn AD': AB = A B: AD (8. 136, 2), baler aud),
AB : (AD’,— AB) = AD : (AB — AD)
S it AD! — AB = AD! — DD/ = AD = AE,
AB  AD = AB — AE = BE; mithin
AR A T A R R

6. Gin Drveied zu conftruierven, welded einem gegebenen
Dreiede ABC (Fig. 71) dhnlidy iit.

Die Gonjtruction faun, entjprechend den Hpulichfeitsiigen, auf viev Avten
gefchehen, am einfachjten jedodh), wenn man auf einev beliecbigen Strede A’ B
in ben Gndpuntten die Winfel A und B auftvagt, deven Sdyentel jid) in C’
jhneiden; dbann ift A\ A'BC/ =< AN\ ABC.

Die Nufgabe ift unbeftimme. Crft wenn zu den jivet BVedbingungen, bdie in dem
Begriffe der hnlichteit liegen, nod) eine dritte BVeftimmming Hingutritt, 3. B. dajs die Strede
A’ B’ eine gegebene Linge haben jolf, wird bie Anfgabe eine beftimmte,

7. An zwei gegebene Krveife eine gemeinjame Tangente zu
jiehen.

Man  beftinume den  duferen und den inneven Ahnlichteitsmmtt dev
Rveife (§. 142) und ziehe aué bdenjelben Tangenten an den einen RKreid
(8. 99, Aujgabe 4); diefe find dann ugleicd) Tangenten ded zweiten RKreifes
(§. 143, b).

Determination. Liegt ber eine Kreid gang auBechalb bed anbdern, jo gibt e vier
gemeinjame Tongenten, iwei dufere und iwei innere; berithren fich die beiden Kreife von
aufen, jo gibt e8 zwei dufere und nuv eine hmrere Tangente; jdhneiden fie fich, jo find mur
bic Deiben fuferen Tangenten mbglich; bevithren fie fidh vou innen, jo gibt ¢8 nur eine
dufere Tangente; liegt der eine RKreid gany innerhalb ded anderm, jo ift feine gemeinjame
Tangente moglid).

§ 147. 1. Gegeben ijt eine Strede und auj devjelben oder
ihrev Bervlangerung ein Puntt; ¢S foll der daju harmonijd con-
jugicrte Punft gejudt werden (Fig. 86).

a) G fei gu der Strecde AC und dem Puntte

Fig. 86. B ber dufiere conjugievte Puntt D zu juchen.
— Man bejchreibe iiber AC einen Halbfveid, evs
[ TE ridyte in B die Novmale BE und in E eine Tangente
A 0 B0 N7 an den Rreis; der Schnittpuntt D der Tangente mit

der verlingerten AC ijt dev gejuchte conjugierte Punft.



76

b) €8 fei ju der Strede AC und dem Punfte D der conjugierte Punt
B ju fudpen.

Man ziehe von D aus cine Tangente an den Kreid, fille vom Be-
viihrungspunfte E eine Novmale auf AC, fo ift B der gejudhte conjugicrte
Bunft.

Der Beweis griindet fid) in beiden Fallen auf §§. 144 und 145.

2. Die Potenzlinie jweier Kreife ju conftruieven.

a) Wenn fid) die beiben Kreife jdhneiden, fo jiehe man ihre gemeinjame
Sebne (§. 139, d).

b) Wenn fih die beiden Kveife beriihren, fo conjtruieve man im Be-
viihrungspuntte ihre gemeinfame Tangente (§. 139, e).

c) Wenn fjid) die beiden Kreife O und O webder fdyneiden nody beviihren,
jo bejchreibe man einen $ilfstreis M, weldher die zwed gegebenen fjchneibet.
Die gemeinjame Sehne von O und M ift ihre Potenslinie, ebenfo ift die ge-
meinjame Sefne von O’ und M die Potenglinie derfelben, daher der Shnitt-
puntt beider Sefhnen ein Punkt der gejuchten Potenslinie von O und O, Bicht
man dann von Ddiefem Puntte die Normale auf bdie Centvale dev jwei gege-
benen Rreife, fo ift diefe Novmale die gefudyte Potenzlinie. -

3. Gin Krei§ und ein Puntt jind gegeben, ju dem Puntte
ift die Polare u conftruieven.

Nad) §. 145. Der gegebene Punft fann auperhalb oder innerhalb des
Sreifes liegen.

4. Gin freis und eine Gevade find gegeben, ju der Gevaden
ijt der Pol ju finden.

Nad) §. 145. Die gegebene Gerade fann den Kreid {chneiden odev aufer-
hatb desfelben liegen.

2. Methode der dhnlidhen Figuren.

§. 148. Jjt durd) einige der jur Conjtruction einer Figur gegebenen
Bejtimmungsitiicte die Gejtalt der Figur beftimmt, fo dajd alle Figuven,
welde in diefen Stiiden iibeveinjtimmen, einander dhnlich find, fo fann bei
ver ¥ijung die Wiethode dev dfhnlidhen Figuven angewenbdet werden.
Dabei geidynet man junicdhjt mit den die Gejtalt beftimmenden Stiten eine
ver gejuchten dhnliche Hilféfigur von beliebiger Grife und conftruievt in ihr
aud) die Stvedte, weldhe der in der Aufgabe gegebenen, aber bei der Eon-
jtruction  der Hilfsfigur nidht beniigten Strede homolog ift; das Verhiltnis
diejer beiden Strecfen gibt anch) dag Verhiltnis je jweier anderver Homologen
Streden der gefuchten und der Hilfsfigur an. Um die Aufgabe zu lofen, darf
man daber nur jede Seite (Diagonale, Hohe) der gefudhten Figur ald vievte
Proportionale ju jenen beiden Strecden und bder homologen Seite (Diagonale,
Hihe) der Hilfsfigur conftruieren.
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Die Geftalt eined Dreiedes ift beftmmt durc) zwei Wintel, duvd) das Ber-
hiltnis zweier Seiten und ben eingejchloffenen Winfel, ober durd) die Verhiilinifie bev
brei Geiten.

Gg ijt jur Anwendung diefer Wiethode nidht nidthig, dajd fich ju der
gefudhten Gefammifigur eine dfhnliche conjtruieren lajfe; es geniigt hiujig, dajs
bieg fiiv einen T heil ber legteven mbglich fei, fofern duvd) diejen Theil ein
oder mehreve Beftimmungsjtiicfe dev gangen Figur gefunden iwerden, duvd
deven Beniiung die Aufgabe auf eine bereits befannte guviidgefithrt wivd.

Durch) bas Verhilnis einer Hihe zu einer anliegenden Seite, oder bdurd) einen
Wintel an dber Grundlinie ift die Gejtalt eines Theildreiedes ded gejuchten Dreieces
beftimmt.

Durd) nachjtehend durdygefithrte Aujgaben joll die Weethode ndher er-
lautert werden.

1. Gin Dreied ju confjtvuieven, wenn jwei Winfel ¢ und f§
und die Summe s der vom Sdyeitel deg dritten Winfels aus-
gehenden Hohe und einer anliegenden Seite gegeben find.

Analyjis. Durd) dic gegebenen Winfel ijt die Geftalt ded gejuchten
Dreiedtes beftimmt, b. §. jedes Deliebige, mit diefen Winfeln conjtruierte
Dreiect ift dem gejucdpten dhnlich. Conftruiert man nun gu einem jolden
dhulichen Hilfsdreiede die Summe feiner vom Scheitel des dritten Winfels
auggehenden Hihe und einer anliegenden Seite, jo mufd diefe Summe fich ju
dev gegebenen verbalten, wie jede Seite des HilfSdreiected u der homologen

Fig. 87. Seite deg  gefuchten. Wan fann daher ivgend eine
Seite des legteven al vierte Proportionale zu bdrei
befannten Strecfen, und dann aug ihr und den Winfeln
bag gefudhte Dreied conftruieven.

Conftvuction. Man jeidhne eine belicbige
Strede A'B’ (Fig. 87) und in ifven Endpuntten:
A’ und B’ die gegebenen Winfel o und f, o dafs
bag Dreied A‘B/C’ entjteht. Dann jiehe man in
diefet Dreiecte die Hohe CD’, wverlangeve fie um
D'FY == A‘C und trage auf CEF' die Strede CF
gleid) der gegebenen Summe s auf. Bieht man nun
'y F'A’, ferner durd) F die FA || F/A’ und duvd) ben
Punkt A die AB || A‘BY, jo ijt ABC dag verlangte Dreied.

Beweis. Da AB[| A'BY, jo ijt der Winfel BAC =B'AC =«
uth ABC = A'B'C =!fuiuFeener ot man 1 ¢D: CDY= AC+AC,
alfo aud) (CD 4+ AC): (CD' 4+ A'C) = AC: A'C = CF: CF, folglid,
ba CD* 4 A'C'=CF umd CP — & iif, (CD | AC): CF' =183 €K%
woraug CD + AC = s folgt.

Determination. Durd bdie gegebenen Stiide ift dag gefud
Dreiect ftetd, und war eindentiq beftimmt.
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2. Gin Dreied aus dem Berhaltniffe bder Hohe zu einer
anliegenden Seite (h:a), dem bdiefer Seite gegenitberliegenden
Wintel (o) und der Summe der Hihe und der Grundlinie (h+ ¢ =+)
3u conftruierven (Fig. 87).

Analyfis. Durd) das gegebene Verhdlinis ift die Gejtalt des die
Seite BC = a und die Hihe CD = h enthaltenden vedhtwinfligen Theil-
oreieded BDC beftimmt und man evhilt jomit durcd) Conftruction eines
viefern Drvefede ahnlichen den Winfel ABC = f bdeg gejuchten Dreiectes.
Dann find von letstevem zwei Wintel befannt; man fann dafher wieder ein
diefem dhnlidjes Dreiect conftruieren und e8 mujs fidh) dann die Summe bder
Dohe und der Grundlinie des dbhnlichen Dreiectes zu dev gegebenen ded ge-
judjten vevhalten, wie ivgend eine Seite de§ dhnlichen Dreiectes zu der homo-
[ogen Seite des gefuchten.

&6 ergibt fich hiernad) folgenve

Conftruction. Man zeidne jwet beliebige Strecten h' und a’, weldye
ju ecinander in dem gegebenen Berhaltnific h: a ftehen, evvidhte auf einer
Strede CD’/ = h' in D’ bie Novmale, bejchreibe um C mit dem Halbmeffex
a’ cinen SKreiSbogen, weldher die Novmale in B’ fdhneidet, und 3iehe CBL
Sodann lege man an B'D’ etwa in DY, einen Winfel B'D'E = « an,
siehe CA || EDY, verlingere CD’ und D'F‘ = A‘B’ und trage auf CF* bie
Strede CF gleih bder gegebenen Summe s auf.  Bieht man nun FYAY,
ferner duvd) F die FA || FYA’ und durd) den Punft A die AB |} A‘B/, fo
it ABC bag verlangte Dreied.

Beweis. Nad) ver Conftruction ift BAC = B'A'C = B'D'E = .
Feoker Gt C Doy CA = @D @A =S gheihda,

Gnodlich hot man (CD 4+ AB): (CD'+ A‘BY) =CA:CA'=CF : CF!
oder (CD + AB): (CD'4+A‘B") = s : (CD' + A'BY),
folgliy CD + AB = s.

Determination. Jft h << a wnd ¢« + ABC < 180°% o ift bie
Yofung ftets, und jwar auf eine cingige Avt miglich.

3. Bas Berithrungsproblem des Apollonius.

§. 149. Hufgabe. Wenn eingelne Puntfte, gerade Linien obder
freife, sufammen drei Elemente, gegeben find, einen Kreid ju
conftruieven, welder bdburd) die gegebenen Punfte geht und die
gegebenen Geraden oder Kreife beviihrt.

Diejes Problem umfajst folgende zehn Aufgaben:

1. Ginen Rreis ju conjtvuieven, weldher duvd) drei gegebene Puntte geht
(BRSSP,

Die LWjung diejer Aujgabe ift im § 76 enthalten. Sie fithrt auj einen eingigen
Rreid, Liegen aber die gegebenen Puntte in eimer Geradben, jo gibt e3 Ieinen freis.

2. Ginen SKrei§ ju conftruieven, welder dburd) jwei gegebene Puntte geht
und eine gegebene Gevade bevitprt (P, P, L).
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Da P, P’ gegeben find, fo ift aud) der Schnittpuntt A
ber burc) PP’ gelegten Gleraben unb der Gevaben L beftimmt.
it x die Linge ber vont A aud an den freid gezogenen %au'
gente, joift nac) § 136, 2 x* = AP.AP’' und nad) §. 146,
ECINIENED. erhilt man x = A B. Tvigt man nun A B poun A aud nad) retﬁté

o’ und (i auf L ab, jo exhilt man C und €’ al3 dritten Peri-
Pheviepuntt bes gejuchten Sreifes und dadurc) ift dieje Unujgabe auf die Aufgabe 1 zuviid-
gefithrt. @3 geniigen gwei Kreife, die durdh) P, P!, C mud P, P, C beftimmt find.

Wie geftaltet fic) die nflBjung, wenn PP || L obex PP’ | L ift?

3. Ginen Rvei zu conftruieven, weldher duvd) jwei gegebene Puntte geht
und einen gegebenen Rreis berithrt (P, P!, K).

Segt man durd) P, P’ einen Hilfstreid, der den gegebenen freid in @, Q' jdhneidet,
und verlingert die Secanten PP und QQ', bis fie fid) in A fhneiden, jo 1t AQ.AQ' =
AP. AP Begeichnet nan die von A aus an den Kreid K gezogene Tangente mit AB, jo
it nad) §. 136, 2 AB2 = AQ.AQ' aber auch AB2= AP.AP’, baher ift AB audy eine
Tongente an den Kreid, welde durcd) P, P’ geht und den Kreid K beviihrt. Bejtimmt man
jomit quz AB2 = AQ.AQ‘ AB unbd btid;tcibt pamit aus A einen Kreid, fo {deidet der-
jelbe ben gegebenen frei3 K in zwei Punften C und C/, welche mit P und P’ ziei Sreife
Dejtintmen. Der eine freid (P, P/, C) bevithrt den gegeberten $Kreid von aufen, der anbere
Rreig (P, P/, C) aber von innen.

4. Ginen Rreid zu confteuieven, welcher burd) einen gegebenen Puntt
geht unbd swei gegebene Gevade bevithet (P, L, L*).

Der Mittelpuntt eined Kreifed, welder zivei gegebene Gerade bevithet, liegt in ber
Symumetrale des vou diejen Geraben gebildeten Winfeld (g Ort 3, b). Bieht man gur
Symmetrale von dent gegebenen Punfte die Novmale und verlingert diefe um ihre eigene
Linge, fo ift der Endpunit derjelben ein gweiter Punft des gefuchten Rretfes. Die Aufgabe
ijt jomit auj die Anfgabe 2 zuviidgefithet unbd gibt, wie diefe, rwei Auflijungen.

Iie geftaltet fich die uflbfung, wenn bie ziwei gegeberten Geraben parallel find?

H. Ginen Kveid u conftvuieven, welder durd) einen gegebenen Punkt geht
und eine gegebene Gerade und cinen gegebenen Rreis berithrt (P, L, K).

Fig. 89. M fei ein §freis, weldher durch P geht, die
Gerade in A unb den Kreid K in B von aufen be-
rithrt (Fig. 89). Fallt man von K bdie Normale K C
anf L und verldngert e8 bid D, fdllt man ferner die
Normale MA auf L, jo find MA und KD im ent-
gegengejepten Sinne pavallel, baher mufs AD burd)
ven inmern Abnlichfeitspuntt (§. 142) gehen. Jieht
man nody BD’, fo ift ADBD' oo DCA, baber
AU TS , DD': DB =DA:DCoder DD'.DC =DB.DA.
ca 4 Bieht mannod) DPP’ o ift auch DB. DA = DP.DP’,
jomit DD..DC=DP. Di;i mohurd; per Punft P’ beftimmt und die Qluygahe auj die
Nujgabe 2 rebuciert it — grilr eimen freis MY, weldyer durch) P geht, die Gerade L wmd
ben freis K pon innen bevithet, gibt ebenfo blt Gderabe, welche dur) P und den an L
ndferen Gndpuntt D' pe8 Durchmeffers DD’ gezogen wird, einen jieiten Beftimmungs-
punft P,

Dean erhilt im allgemeinen vier Sreife, von denen ivei den gegebenen Rreid von

aufjen, atvei vom inmen beritfhren.-
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6. Ginen freis ju conjtruieven, weldjer durdy einen gegebenen Punft geht
und jwei gegebene Kveife beriifrt (P, K, K.

Fig. 90. M feilber $treid, welcher durd) P
geht unbd die beiden freije K, K’ von aufen
it A und B beriiht. Bieht man die Cen-
——————§ trale KK’ und verbindet K unbd K’ mit M,
jo jchneidbet bie verldngerte AB ben Kreid
K in C, ben freid K’ in D und die ver-
(tingevte Centrale tnr Gufeven Shnlichieits-
puntt 8. Da die Wintel KAC und K'DB
gleid) find, jo ift KA || K'D, KC [ K‘B
_ und Winfel KEC = K'GB, bafer ift
A BSEC o SGB und 3G :SE = SB:SC pher SG: 8B =SE:SC...L Bexiiglich
beg freifed K ift SA: SF = SE:;SC..IL Aud I und IT folgt SA:SF =8G:8B..IIL
Segt man mm burd) P und S eine Gerabde, jo ijt oud) SA: 8P =8P':8B...IV, Yu3
TI und IV folgt mnt SF.SG = SP.SP/, wobury P bejtimmt mmd die Aufgabe auf
bie Anufgabe 3 (P, P, K) suriidgefithet ift.

Wie durc) ben dufeven fnlicheitspuntt der beiben freife K und K’ der Punkt P/,
jo with durd) den inmeven Ifnlichieitspuntt der Punmft P ber Peripherie ed gejuchten
Streifes bejtimmt. ©5 ergeben fich jonady im allgemeinen bier Lbjungen. i

7. Ginen RKreid ju conjtvuieven, weldher drei gegeberne Gerade beviihrt
(BB, L)

Jm allgemeinen geniigen vier freife (§. 86).

8. Ginen Kreis ju conftruieven, welder jwei gegebene Gevade und einen
gegebenen Rreis beviihrt (L, LY, K).

Der freis, weldier mit dem gejuchten concentrijeh it unb durch den Mittelpuntt von
K gebt, bevithvt die Geraben, weldhe zu L umd L’ im Abftanbe r (Radiug des gegebenten
Rrejed) pavallel gezogen tverdem. Diefen concentrifihen §reid lehrt bie Anfgabe 4 finden.
Durd) die boppelte Lage der Parallelen auf beiven Seiten von L und L’ ergeben jidh im
allgemeinen acdht LWjungen.

9. Ginen Rreid ju conjtruieven, welder eine gegebene Gerade und jwei
gegebene RKveife berithrt (L, K, K),

Hat der freid K den Radind r und K’ pen Rabdiusd v (r > 1), jo fann man einen
Rreid conftruieren, weldher mit bem gejuchten concentrijch ift, duvc) den Mittelpuntt bes

Fig. 91. Stveifes K‘ geht, ben zum Rreije K mit dem Radius
(r — r') concentrifch ' gegogenen DHilfatveid bervithrt und
and) die zu L im Abftande r* evvidhtete Parallele tangiert
(Ftg. 91). Den Kreis, ber mif dem gefuchten concentrijch
ift, lehrt bdie Aufgabe 5 (P, L, K) findent und liefert im
allgemeinen vier Berithrungsfreife. — Bejdhreibt man
den mit K concentrifhen Hilfstreis anftatt mit bem Halb-
mefjer xr —r* mit dem Halbmefjer x -+ r', fo erhdlt man
- auf dhnliche Wetje vier weitere Krveife, welche der Uuj-
el gabe geniiger.

10. Ginen Krei® zu conftvuieren, weldher drei gegebene Kreije bevithrt
(K, K, K).

Habent die Kreife K, K/, K“ bie Radien r, r', v und ijt r >, r' = r*, jo fann
man einen freid conftruieven, welcher mit dem gejuchten concentrifdy ift, duvch ben Mittel-
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puntt des Rreijes K geht und bie beiden zu K und K¢ mit den Rabienw r —r*, r' — r*
gezogenten concentrijchert Hilfsfreife bevithrt, jomit auf bie Anfgabe 6 (P, K, K') fithet und
bier Lofungen lefert. Bejdhreibt man bie Hilfdfreife mit r -+ »* v 4 ", jo echdlt man
noch pier weitere Lbjungen,

Bulab. Die neuere Geometrie liefert fiix dag Apollonijhe Tactions-
broblem eine allgemeine Lofung.

VII. Zibungsfate und Hbungsanfgaben.

§. 150. LehrTake.

1. Die Hiohen cined Dreieced find den Seiten, u denen fie novmal find,
verfehrt proportioniert.

2. Qe gwei Hihen eines Dreiectes jdhneiden einanbder jo, dajs dag Product
aug den Abjchnittenn der einen dem Probucte aud den Abfdhnitten bder andern
gleidy ijt. i

3. Werden jwei Dreiece iiber bderfelben Grundlinie und von gleicher
Hihe durd) eine der Guumdlinic pavallele Trandverfale gejdhnitten, fo find die
innerhalb dev Dreiecle liegenden Abjdhnitte diefer Transverjale einander gleid).

4. Die Diagonalen cined Trapezes jdhneiden fid) gegenjeitig proporvtioniert.

H. Qft die Hypotenufe eines rvedtwinfligen Dreiectes durd) die Hihe
nad) ftetiger Proportion getheilt, fo ift eine der Katheten gleich dem ihr nidht
anliegenden Abjchnitte der Hypotenuje; und umgefehrt (§. 132).

6. it eine Seite cined Dreiected nad) ftetiger Proportion getheilt und
sieht man durd) den Theilungdpunft bdie Parallele ju einer pweiten Seite, fo
theilt dieje Pavalele aud) die dritte Seite nady ftetiger Propovtion.

7. Bieht man an pwei Kreife, weldhe jich von aufen bevithren, die innere
und eine dufere gemeinjame Tangente, fo bilden die bdrei Vevithrungdpunite
die Edpuntte eined rechtwintligen Dreieces (§§. 82 und 84).

§. 151. Gonftructiongaufgaben.

1. Den Kreisumfang in 5, 10, 20, 40, .. gleiche Theile zu theilen
(§. 141 und §. 146, Aufg. 5).

2. Die Perviphevie eined RKreifes in 15, 30, 60, .. gleige Theile zu

theilen (1—135 = _Ig_ e “1% f

3. Qn einen gegebenen Kreid ein Dreied zu bejdyreiben, weldjed einem
gegebenen Dreiedfe dbnlidy ift.

4. Durd) einen Punft wijhen den Schenfeln eines Winfeld eine von
diefen begrengte Gevade fo zu ziehen, dajs fie in jenem Puntte nady einem
gegebenen Berhiltniffe m < n getheilt wird.

MWMit Hilfe einer Pavallelen.

5. Gin Bieledt su conftrnieren, dag mit einem gegebenen Bielece dhnlic
ift und beffen Seiten ju den Seiten des gegebenen Vieledes ein beftimmies
Berhdltnigd m : n haben.

Woénil, Geometrie. e 6

L



6. Ginen taujendtheiligen Magftab zu conftruieven.

Jig. 92. Man trage (Fig. 92) ouf
80 6010 20 0 700 200 300 eine Gerabe AX 10 gleide
: \ Theile auf, ervichte i A, B
/" d ben folgendven Theilungs-
\ punften Normale auf A X
und ziehe zu AX 10 Pa=
(/ rallele in gleichen Abftandern.
o L Sun theile ntan jolvof! die AB
4 GB v v £ X ald bie ifr gegendiberftefende
Gtvede F'0 in 10 gleidje Theile, zu deven leichteren Beftimmung man in frgend einer
Abtheilung eine Diagonale D 300 gieht. Endlid) ziehe man nod) Trandverjalen durd) G
und 0, jowie burd) je el folgende Theilungspuntte der AB und F O, Stellen die auf AX
aufgetragenen 10 Streden biefed Trandverjal-Mafijtabes 1000 gleiche Theile vor, jo enthilt
AB 100, BG 10, a11, b2 2 u j. w. jolche Theile. Mimmt man bie LWinge der gangen
Strede AX 3 B. fiiv etn Meter an, jo jtellt AB ein Decimeter, BG ein Centimeter, al
ein Millinteter dar.

Der BVeweid beruht auf der hnlichieit der Dreiede.

1. Gin vedhtwinfliges Dretet ju conftruieven, wenn ein fpiger Winfel
und auferdem a) die Summe der Hypotenufe wund die Hohe auf diejelbe,
b) die Schwerlinie jur Hypotenufe gegeben ijt.

Diefe und die folgenden Conftructiondaujgaben find nady der Veethode der dhnlidhen
Figuren aufulbjen.

8. €in vedhtwintliges Dreiect ju conftruieven, wenn dag Verhiltnis
beider Ratheten und auferdem a) die Hypotenufe, b) die Hiohe auf die Hypo-
tenufe gegeben ift.

9. Gin gleichfchentliges Dreiet aus einem Winfel und bder Summe bder
Grundlinie und der Hohe zu conjtruieren,

10. Gin Dreiedt 3u conjtruieven, wenn gegeben find: a) zwei Winfel und
die GSumme einer gegeniiberliegenden Seite und dev Hohe auf diefelbe; b) das
Berhiltnis sweier Seiten, der von ihnen eingejdylofjene Winfel und bdie Summe
(Diffevens) der bdritten Seite und bder Hiohe auf diefelbe; ¢) eine Seite und
ihre Berhiltnijffe su den andeven Seiten.

11. Ein Bieved gu conjtruieren, wenn eine Diagonale und die viev Winfel,
welche die andeve Diagonale mit den Seiten bildet, gegeben jind.

12. Gin Dreied mit Hilfe von Theildreiecten ju confteuieren, wenn die
Berhiltnifje dev Hohe u den beiden anliegenden Seiten und auferdem a) die
oritte Seite; b) die Sdhwerlinie ju der dritten Seite gegeben find.

13. Gin Dreiect ju conjtruieven, wenn dad Verhiltni der Hihe 3u einev
anliegenden Seite, dev diefer Seite gegeniiberfiegende Winfel und a) eine dev
swei andeven Seiten, b) die Summe diefer Seiten gegeben find.

14. Gin Redyted aud dem BVerhiltniffe einer Seite jur Diagonale und
au$ der Summe dev andern Seite und der Diagonale zu conjtruieven.

EIERIE R




15. Gin Rechtedt aus dem BVechiltniffe jweier Seiten zu conftvuieren,
wenn aufgerdem a) bdie Diagonale, b) die Summe (Differeny) der Diagonale
und einer Seite gegeben ijt.

16. Gin Pavallelogramm aug dem BVevhiltniffe zweier Seiten und dem
bon ifnen eingefchlofjenen Winfel zu conjtruieven, wenn auferdem a) die Hobhe,
b) die Summe ber Diagonale und eciner Seite, ) die Summe beider Dia-
gonalen gegeben ift.

§. 152. Redynungdaufgaben.

1. Qn einem vechtwinfligen Drveiecfe bejeichnen b und ¢ bdie Katheten,
a die Hypotenufe; man bevedne aus je sweien diefer Grifen die dritte (§. 133).

2. Qu einem vedptwinfligen Dreiecfe ijt die Hypotenuje und dad Ver-
hiltnig ber beiden Ratheten gegeben; man beftimme die Katheten.

3. Aus ciner Kathete und dem Verhiltniffe der Hypotenuje zur andern
Rathete die Hypotenuje und die jweite Kathete ju bevedynen.

4. @§ jeien p und q die den Katheten b und e anliegenden Abjdnitte
der Hypotenuje a, in welde diefe durc) die zugehirige Hohe h getheilt wird;
a) au§ b und p, b) aug p und q, ¢) aud p und h die iibrigen GSrofen zu
beredynen.

b# Qu einem vechhwintligen Dreece ift die Hypofenuje und a) bdie
Summe, b) die Diffeveny der beiden Katheten gegeben; wic grof ift jede
SRathete ?

Diefe und die weiterhin mit einem Sterndhen *) begeichneten Aufgaben werben, da
fie auf quabratijche Gleichungen mit ziwet Unbefaunten ober auf eine gemijchte quadratijhe
Gleichung fithren, BGier vorldufig zu fibergehen wund exft jpéter bei der Wieberholung des
gefammten [bungajtoffes vorjunehmen fein.

6. Qn einem vedytwintligen Dreiecte ift eine Kathete und a) die Summe,
b) bie Differeny der Hypotenuje und der andevn Kathete gegeben; man fudhe
die Hypotenufe und die weite Kathete.

7. 3 einem gleidgfeitigen Dreiece it a die Seite und h die Hohe;
aug einer diefer Grofen die andeve ju beftimmen.

8. Die Grundlinie eines gleidhfchentligen Dretectes ift a, dev Sdentel b,
die Hihe h; ausd je jweien diefer Grifen die dritfe ju finden.

9. Jn einem Duadrate ift a bie Seite und d die Diagonale; aug einev
~ Dicfer ®rofen die anbeve gu beftimmen.

10.# Qn einem Quabdrate ift die Summe aug der Seite und der Dia-
gonale gegeben; man fude die Seite und die Diagonale.

11. Bon einem Punfte, deffen firzefter Abftand von einem Kreife a ijt,
jei an diefen eine Tangente gezogen; wie grof ift dev Halbmefjer de§ Kreifes,
wenn die Tangente die Linge t Hat?

12. Dag Auge cined Beobadhters auf der Grdoberflache fieht auf der-
felben fo weit, al8 bdie Tangente angibt, weldhe vom Auge nad) der Erd-
fugel gezogen wird; iwie grof.ift die Geficdhtdweite w, oder wie lang ift die
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Tangente, wenn h die Hihe des Auges iiber dev Ervoberflade und r den Halb-
mejfer der Grbe begeichnet?

13. Wie weit evftvedt fih) die Fernjicht von der Spige eines 48 m hohen
Thurmes? (r = 858-474 g. Meilen, 1 g. Meile = 742044 m.)

Hierter Abfdynitt.
Fladeninhalt der geradlinigen ebenen Gebilde.

§. 1563. Mm den Fladeninfhalt cines ebenen Gebildes, d. i. die Grife
der von ihm begrensten Fladhe, zu bejtimmen, unterjudt man, wie vielmal
eine ald Einheit angenommene Fliche in dem gegebenen Gebilde enthalten
ift. A8 Fladheneinheit wird die Flade eined Quadrvated angenommen,
oeffen Seite der Langeneinbeit gleid) ijt. Nimmt man 3 B. dag Meter ald
Yingeneinheit an, fo ijt dbad Quadbvatmeter (m*) die Flicheneinheit.

Bwel begrengte Flidjen, welhe gleichen Flacheninhalt Haben, feifen
flachengleid.

1. Slidengleidifeit.

§. 164 Lebrfod. Jedes [diefwinflige Parvallelogramm ijt
fladengleidh) einem Redhtede, weldhes mit ihm diefelbe Grund-
finie und gleiche Hohe hat.

Fig. 93. Beweig. E8 jet ABCD (Fig. 93) cin {dhief-
ST # ¢ winfliges Pavallelogramm. Bieht man AE | AB und

BE | AB, fo fhat dag Redted ABFE mit ABCD
diefelbe Grunblinie und gleidge Hivhe. Da mun ANADE
= BCF it, jo ijt aud) ABFD 4+~ ADE =ABFD
4 i 1 BCF, b. i. ABFE — ABCD.

Fulgelnk. Bavallelogramme mit gleidhen Grvundlinien und gleichen
Hihen find flichengleid.

§. 155. LehrTak., Ein Dreied ift dic Halfte cined Pavallelo-
grammg, welded mitihm gleiche Grundlinie und gleiche Hohe hat.

Folgt aug §. H4, a.

Fulgefat., Drveiece mit gleidhen Grundlinien und gleichen Hishen find
flachengleid.

§. 156. LehrTab, Jeded Trape; ift fladengleid einem Parals
lelogramme, dad mit ihm gleidje Hohe hat, und deffen Grunbd-
linie gleidh) ift der halben Summe der pavallelen Seiten des
Trapezesd.

Der Beweid beruht auf §. 57, 1.
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§. 157. Lebrfob. Jn jedem vedtwintligen Dreiede ift das
Quabdrat itber der Hypotenuje gleid) der Summe dev Quadrate
liber den beiden Katheten.

Peweis. E8 fei dag ABAC (Fig. 94) in A vedhtwinflig; zu be-
weifen ijt, dafé dag Quadvat BCDE iiber BC der Summe aud den Qua-
draten ABFG und ACHJ diber AB und iber AC gleid) ift, waé wiv
fo fdhreiben wollen:

Fig. 94. B@ — AB: 1 AUE
Fillt man von A auf BC bie
Normale AK und verldngert fie bid
L, fo find die Redhtecte BL und CL
ben Quadraten AF und AH gleid).
Denn 3ieht man AE und CF, joijt

AABE=2Fum ABCF=2"

(§.155); mm it AN ABEZ2BCF,
alfo aud) BL = AF.
Bieht man ferner ADund BH, fo

i]"tc[lenioAACDz%, A BCH
— 4% und, b AACD 2 BCH

ijft, aud) CL = AH.
63 ijt jomit
BT. - CL = AF 4+ AH, ober BC® = AB® 4| AC2

Die Ridtigheit diejes Saes im avithmetijdhen Sinne it fhon im §. 133
nnd)gewiefen worbden.

§. 1568. Hieht man von einem Punfte auf eine Sevade eine Jormale,
fo Bheigt der Fufpunft der Novmalen bdie Projection des Punttes auf
die Gevabe. Unter der Projection einev Strede auf eine Gerade verjtehi
man die Stvede zwifdhen den Projectionen ihver Enopunfte auf diefe Gerade.
Qjt in Fig. 95 AL | ED und CD | ED, fo ift LD bie Projection bder
Strede AC aujf ED; cbenfo ift, wenn CO L AB ijt, AO bie Projection
oer Strede AC auf AB.

fehrlige. 1. Dad Quabrat iiber einer Dreiedsjeite, welde
einem fpigen Winfel gegeniibervliegt, ift gleich der SGumme bder
Quadvate iiber ben beiden andeven Seiten, vermindert um bdasd
voppelte Recdhted aus der einen diefer Seiten und der Projec
tion der anbdern auf diefelbe. :

Beweig, €8 feien (Fig. 95) BCDE, ABFG, ACHJ bdie iiber den
Geiten BC, AB, AC be8 Dreiecded ABC, worin A ein fpifser Binfel
ift, conjtruievten Quabdrate.




Bieht man 3u BC, AC, AB
&ig. 95. die Normalen AK, BM, CO und
verlingert fie big L, N, P, jo wird
padurd) jeded der Quabdrafe in wei
Rechtecte getheilt, die wiv duveh I, II,
III, T, II’, IIT' begeichnen twollen.
Durd) dhnliche mittelft Hilfs-
linien gefiihrte Beweife, wie in §. 157,
finver: mot, “hdies =TSl
IIT = IIT ijt, woraus jofort folgt:
BD =AF 4+ AH — 2AP.

" 2. Dad Vuabdbrat fiber
ciner Dreiedsfeite, welde
einem jtumpfen Winfel gegens
itherliegt, ift gleid) der Summe
per Quabvate fiber den beiden
andeven Seiten, vermehrt um dasd doppelte Redted ausd der ecinen
diejer Seiten und der Projection der andern auf diejelbe.

Der Beweid ijt dem fritheven in 1. dbhnlich.

II. Siladjenverhaltniffe.
§ 159. fLebrfige. 1. Die Fladeninhalte jweier Redhtede,
welde gleidhe Hohe Hhaben, verhalten fidh wie ihre Grundlinien.

Fig. 96. Beweid. 8 feien in den NRedyt-
PG e T ¢ efen ABCD und EFGH (§ig. 96)
TETE AR JRIE R die Hohen AD und EH gleid) und -
\ e L die Grundlinien AB und EF com-
[ 1008 e (e M, i B menjurabel.
45 Bioil e Qft in diefem Falle AS ein ge-

meinfames Maf der Grundlinien, und jwar AB=m.AS und EF =
n.AS, fo hat man AB:EF = m:n. Theilt man die AB in m und die
EF in n Zheile, deren jedev gleih AS ift, und evvidhtet in den Theilungs-
punften auf bie Grundlinien Senfredyte, jo wird dadburd) das Rechted ABCD
in m und dag Redyted EFGH in n FRedtede jerlegt, Ddeven jedes mit
ASTD congruent ift; e8 ift dafer
ABCD =m.ASTD und EFGH =n.ASTD,
jomit ABCD: EFGH = m :n, und folglich
ABCD:EFGH = AB: EF.

Sind bdie Grundlinien AB und EF  incommenjuvabel, fo folgt aus
§. 115, bajé die leste Proportion aud) fiiv diejen Fall Giltigleit Hat.

2. Die Fladyeninhalte jweier Redytecde, welde gleiche Grund-
linien haben, verhalten {ich wie ifhre Hohen.
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Folgt aus 1., dba man in den Redytecen ABCD und EFGH aud) AD
ud EH al8 die Grundlinien, AB und EF al§ die Hohen betracdhten fann.

Fulgelake. a) Die Fladeninhalte weier Parallelogramme oder Dreiede
mit gleidhen Hihen verhalten jich wie ihre Grundlinien.

b) Die Flicheninhalte zweier Pavallelogramme oder Dreiece mit gleichen
Grundlinien verhalten ficdh) wie ihre Hohen.

§. 160. LehrTak. Die Fladeninhalte je yweier Redtede vers
halten fid) wie die Producte der Mafzahlen ihrer Grundlinien
uno Hohen.

Beweis. Sind G und g die Weafzahlen der Grundlinien, H und h
die Mafzahlen der Hohen zweier Rechtede R und r, fo fei R’ ein Rechted,
deffenn Grundlinie g und deffen Hohe H jur Mafzahl hat. Dann it (§. 159)

IREsRA =G o
R':r =H:h; bdaher durd) Multiplication
Regna—GHie ol

Den obigen Safy pflegt man (§. 133, 3uj.) gewdhnlich fo auszudriicen:

Die Fladeninhalte je zweier Redhtede verhalten fid)y wie
die Producte ifrer Grundlinien und Hihen.

Fuolgelihe. a) Die Fladeninhalte jo zweier Pavallelogramme ober
Dretecte vevhalten fich wie die Producte threr Grvundlinien und Hiohen.

b) Die Fliacheninhalte zweier Quadrvate verhalten fid) wie die jweiten
Potengen ihrer Seiten.

§ 161. Aehrfal, Die Fladeninhalte jweicr Dreiede, welde
einen Winfel gemeinjam haben, verhalten {ich wie die Producte
dev diecfen Winfel einfdhlicgenden Seiten.

Beweis. Die Dreiede ABC und DEC (Fig. 97) haben den Winfel C
. gemeinfam. Bieht man BD, fo ift

Fig. 97. AABC: DBC = AC:CD und
g ANDB G DEC. =B C e,
)& s

daber burch Mulliplication
f*‘ AABC:DEC=AC.BC:CD.CE.
e Folgelak. Bwei Dreiece, iweldhe einen
A £ Winkel gemeinfam Haben, find flachengleich, wenn
dic Producte dev diejen Winfel einfchlicRenden Seiten gleid) find.
§. 162. LehrTok. Dic Fliadheninhalte zweier dhnlider Dret
ecfe verhalten jich wie die Quadrate ihrer homologen Seiten.
Beweis, €8 jei ANABC o A'B'CY und BC=a, AC=h,
B'CY = a’, A'C' = b’. Dann hat man, da W. C = C’ ijt, nad) §. 161
AABC: A'B G =5 /bt a"uht = (e (b))
Nun ift nad) der BVovausjepung b : b’ = a:a’, dafer durd) Sub-
ftitution LVABG AP aiad @5 al) e 288
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§ 163. Lebrlike. 1. Die Fladeninhalte zweier d@hnlider
Polygone verhalten jid) wie die Quadrate ihrer homologen
Seiten.

Folgt aus §. 134, 2 und §. 162.

2. Die Fladeninhalte yweiev vegulaver BVielece von gleider
Seitengahl verhalten fidh wie die Quadrate dev Halbmefjer der
piejen Vieleden ein- und umgejdhriebenen Kreije.

Folgt aus 1. mit Ridjiht auf §. 134, 6.

1L Beftimmung des Fladeninhaltes.

§. 164. Lebrfok. Der Fladeninhalt eines Redtedes ijt gleid
pem Producte aud dev Gvundlinie und der Hihe.

Beweis E8 fei R ein Redted, dag G jur Gvundlinie und H jur
Hobhe hat, und M bie Flacheneinheit, d. i ein Quabdvat, defjen Seite m die
Langeneinfeit ift. Nad) §. 160 Hhat man

B .. GzH o Gy H

A TR R

8 bebeutet nun g— die Bahl, welde angibt, wie oft die Flacheneinbeit

M in bem gegebenen Redytecte enthalten ift; % und i—{ aber find die Bahlen,
weldhe angeben, wie oft die entfprechende Léingeneinfeit m  beziiglich in der
Grundlinie G und in der Hohe H jenes Rechtectes enthalten ijt.

Die Magzahl fiiv den Flacheninhalt eined Redytected ift alfo gleich dem
Producte der auf die entfprechende Lingeneinheit ficdh bezichenden Mafzahlen
per Grundlinic und dev Hihe dedfelben.

Diefer Safs wird fiivzger in der obigen Fovm audgevriickt.

FolgeTah., Der Fladeninhalt einesd Quabrates ift gleich der
gieiten Potens feiner Seite.

§. 165. Lehrlike. 1. Der Fladeninhalt eined {diefwintligen
Pavallelogramms ift gleid) dem Producte aud der Grundlinie
und vev Hohe (§. 154 und 164).

2. Der Fladeninhalt eined Dreiedes ift gleich dem Hhalben
Producte aud der Gvundlinie und der Hihe (§ 155 und 164).

3. Der Fladeninhalt eined Trapezed ift a) gleid) dem Pro-
bucte au§ ber fhalben Summe bder Pavalleljeiten und dev Hiohe
(§. 1566); oder b) gleich dem Producte aus der Mittellinie und
ver Hiohe (§ 5T, 1).

4. Der Fladeninhalt eined veguldaven Bieledes it gleid
pem falben Producte aug dem Umfange desfelben und dem Ab-
ftande ded Mittelpunfted von einer Seite.

Beweid, E8 feien s, r und f begiiglich die Wafzahlen einer Seite, der
vom Mittelpuntte zu einer Seite gezogenen Novinalen und des Fladeninhaltes



89
eined vequliven n-Ccfes. Bieht man vom Mittelpuntte zu alfen Ecpuniten
Streden, fo wird dadurd) das n-Ed (nach §. 68, b) in n congruente Dreiecte
jeclegt. Der Flicheninhalt eines jolden Dreiedes ift -, daher

s.T e

P o2
wo ns die Nafzahl des Umfanges des Bieledes ijt.
Bulal. Der Fladheninhalt eined unvegelmifigen Bieledes

wird beftimmt, indem man dagfelbe dburd) Diagonalen in Dreiece zerlegt, bdie
fladeningalte decjelben judyt und die evhaltenen Dreiedsilichen adbdievt.

1IV. Confiructions- und Aednungsanfgaben.

§. 166. Vevwandlung gervabdbliniger Gebilbe.

Gin Gebilde verwandeln Heift, ein andeves dem gegebenen flachen:
gleides Gebilde conftruieren, das gewifjen Bedingungen geniigeleiftet.

1. Ein Dreied in ein gleidhidentliged z3u vermandeln, das
eine Seite des gegebenen Dreiedes jur Grundlinie hat.

Auflofung mittelt der geometrifdhen Orter.

2. Ein Dreied mit Beibehaltung einer Seite in ein anderes
3u vermwanbdeln, dag an diefer Seite einen gegebenen Winfel & hat.

Trigt man in einem Cndpunfte der gemeinfamen Seite den Winfel o
auf und 3ieht dann ju diefer Seite durc) den gegenitberliegenden Ectpuntt die
Pavallele, jo ift der Sdhnittpuntt der Pavallelen und de§ pweiten Schenfeld
bon « der gejuchte britte Ecfpuntt.

3. Gin Dreied ABC (Fig. 98) unter Beibehaltung eines
Winfeld8 A in cin andered ju verwandeln, dad ecine gegebene

&ig. 98. Grundlinie ¢ hat.

Man trage ¢ anf AB bi8 D auf, jiehe CD,
und 3u ihr pavallel BIE; verbindet man D und E
purd) eine Strede, jo ift ADE bdas verlangte Dreied.
Denn A\ ADE = ABC, bda beide dag /\ ABE
gemeinjam Haben und A\ BED = BEC it.

4. Gin Dreied ABC (Fig. 98) unter Beibehaltung eines Win-
fel8 A incin anderes ju verwanbdeln, das eine gegebene Hohe h hat.

Grridhtet man AF = h normal ju AB, zieht FE || AB, CD || EB
und verbindet B und D durd) cine Strede, jo ift AN ADE=ABC.

5. Gin Dreied ABC (Fig. 99) unter Beibehaltung eines
Winteld A in cin anbdeves ju verwandeln, in weldem die diefem
Winfel gegenitberliegende Seite einer gegebenen Geraden BD
pavallel ift.
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Analyjig. Jjit AFE das gejudyte Dreted, alfo
EF || DB, fo hat man AB: AF = AD: AE.
Damit N\ ABC = AFE fei, mujg aud) (nad
§. 161, Folgef.) AB. AC = AF.AE obder AB :
AF=AE: AC fein. Man hat afjo AD: AE
= AE:AC, b. i. AE ijt bic mittlere geome-
trijche Proportionale ju AD und AC.

Conftruction. Man judhe ju AD und AC die mittlere geometrijdhe
Proportionale AM (nach § 146, Aufg. 3, Aufl. 2), made AE = AM und
sieche EF || DB; AFE ift bag verlangte Dreied.

6. Cin Redhtet ABCD (Fig. 100) in cinQuadrat ju verwanbdeln.

Fig. 100. Man verlingere AB big B, fo daf§ BE=BC
wird, bejdreibe itber AE einen Halbfreis, welder die
BC in F jdueidet. Das iiber BF conftruierte Qua-
orat BFGH ijt dem gegebenen Rechtedte flachengleich.

~ Denn 3ieht man AF und EF, fo ift AB: BF
) ) =BF:BE (§ 185) ober AB: BF = BF : BC,
A BO HFE jolglih BF?= AB.BC.

7. Gin Bieled ABCDE (§ig. 101) in ein anbdeves zu vermwan-
veln, welched eine Seite weniger Hhat.

Sig. 101. Man jdneide durd) eine Diagonale CE von dem

' gegebenen Bielecfe cin Dreied CDE ab, lege durd)

A ,_./7”< D ju CE bdie Pavallele DF, welche bdie verlingerte

Z } \ Seite AE in F {jdhneidet, und ziehe CF; dann ijt

/( / 5 bad Bieled ABCDE — Bieled ABCF, weil beibe
/ (‘-\ / o aus gleichen Theilen beftehen.

Vi VA Y Durc) Wiederholung diefer Conjtvuction fann jedes

Bieledf in cin Dreiedt verwandelt werbden.

8. €in Quabdvat ju confivuieven, das gleid) ift a) der Summe,
b) der Differeng jweier gegebener Quadvate.

a) Man conftvuieve ein vedptwintliges Drveied, bdeffen Katheten gleich
find den Geiten der beiden Quabdrate; die Hypotenuje ift dic Seite bes ver-
langten Quabrates (§. 157).

b) Die Auflojung bevuht cbenfalis auf §. 157.

9. Gin Quadrat 3u conftruieren, weldes dev Summe dreier
oder mehrever Quadrvate gleid) ift.

Man vereinige nad) der Aufgabe 8. a) juerft zwei Quabdvate mit ein-
ander, dad gefundene mit dem Ddritten w. f. w.

§ 167. Theilung gevadliniger Gebilde.

1. Gin gegebened Dreied durd) Gevade, welde von einem
Edpuntte ausgehen, a) in gleidhe Theile, in Theile ju theilen,
weldje in einem gegebenen Bevhdaltniffe ftehen.




Man theile die Gegenjeite a) in gleidie Theile, b) nad) dem gegebenen
Berhiltniffe, und 3iche von dem Edpunite Strecden nad) den Theilungdpuntien
(8. 154, Folgef. oder §. 159, a).

2. Gin Dreied ABC durd) Gerabde, welde von cinem auf
ciner Seite AB liegenden Punfte M ausdgehen, in drei Theile
ju-theilen, weldye fid) wie m:n: p verhalfen.

Man theile dag Dreied (nad) 1) durd) die Gevaden CD und CE nady
dem gegebenen BVerhiltniffe und verwandle (nad) Aufg. 3 in § 166) die Dreiecte
ADC mbd BEC in zwei Dreiede itber den Grvundlinien AM und BM.

3. Gin Dreied ABC (Fig. 102) dburd) Gevade, welde einer
Seite BC pavallel find, in Theile ju theilen, welde in einem
gegebenen BVerhdaltnifje m:n:p frehen.

Theilt man AC in den Punften d und e nad
pem  Verhiltniffe m:n: p, jo hHhaben bdie Dreiece
ABd, dBe und eBC die verlangte Grife. Mian
perwanbdelt nun die Dreiede ABd und ABe mit
DBeibehaltung des Wintels A (nach §. 166, Anufg. 5)
in die Dreiede AFD und AGE, in denen die Gegen-
jeiten FD und GE bder Seite BC pavallel jind; KD
A i G B ynd GE find dann bdie gejudhten Theilungglinien.

it m = n = p, jo wird dag AN\ ABC in gleiche Theile getheilt.

4. Gin Pavallelogramm bdurd) Gerave, welde einer Seite
parvallel jindb, a) in gleidge Theile, b) nad) cinem gegebenen
Bevhiltnifie zu theilen.

Die Auflojung evgibt fid) aus § 154 ober §. 159, a.

b. Ein Trapez durch gevabe Linien, welde die beiden
Pavallelfeiten jdhneiden, a) in gleiche Theile, b) nad) einem
gegebenen Bevhdaltnifje ju theilen.

Dic Auflojung ijt jener der vorhergehenden Aufgabe analog.

6. Gin ZTrapeiz durch Gervade, welde bden Parvalleljeiten
pavallel {ind, in Theile zu theilen, welde in einem gegebenen
Bevhaltniffe ftehen.

Durd) die BVerlingerung der nidhtpavallelen Seiten big ju deven Schnitt-
puntte ift die vorftehende Aujgabe auf die Aufgabe 3 juviidgefithrt.

§. 168. NRednungsaufgaben.

1. Qn cinem gleidyjeitigen Dreiede ift 1) die Seite a, 2) die
Hiohe h gegeben; wie grof ift der Flacheninhalt £?

a% h?
1) f:-4-V3, 2){:3—[/5

2. Qn einem gleidyfdhentligen Dreiede ift a die Gvundlinie, b
der Sdpentel; man fude den Flacheninhalt £

=2 yiv—a
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3. Jn einem Drveiede find die drei Seiten gegeben; man berechne die
3u einer eite gehovige Hohe und den Flacheninhalt.

&ig. 103. €8 fei in bem Dreiee ABC (Fig. 103) bie
¢ Seite BC = a, AC =h, AB = ¢, die Hihe CD
1 =h und die Strede AD = x. Nady §. 158, 1 ift
A ol
P iz a® = b* 4 ¢?— 2cx, daher xwu; =
b/ Pun ifth* = b* — x* = (b + x) (b—-—x) ober
il b2 4 o2 — a2 b2 4 ¢2 — a2
i BE e o i
T"%2bc b2 e2—a? 2be—b2—c24a2 _ (bt —a? a—(b—q)
54 2¢c ¥ 2¢c Tl 20 ' 2c '

baber b= 5V BFoF A B Fo— A GFb—9 G—bF9.
Dritet £ den Flicheninfalt des Dreiecfes A B C aus, fo ift f = 9~2 : mithin
f=4{V@a+v+rolbtc—a) (@a—b-to a+b—oc)
et man nun den Umfang a + b + ¢ = 25, fo evhilt man, wenn
von dicjer Gleichung folgeweife 2a, 2b, 2¢ fubtvabiert wird,
bt+e—a=2(s—a), a—btec=2(—Db), at+b—c=2(s—e),
folglich ijt f =1/ s (s — a) (s — b) (s — o).
2. Jn einem Trapeze find die vier Seiten gegeben; man bevedyne die
Dohe und den Flicheninhalt.
ig. 104. @8 fei (Fig. 104) AB=4a, CD=Db, AD=c und
BC = d, bie Hohe h und der Fladeninhalt £ Bieht man
CE||DA, jo find in dem Dreiede BEC bdie Seiten BE
—a—Db, BC=d und CE = ¢, baher (nady Aufg. 3)
pie ju BE gehivige Hihe

hi= "z"(a}—_b) . Vie+d+a—b)(c+d—a+tb)(a—b+c—d) (a—b—c+d).
Da nun h gugleich) die Hohe des Trapezes, und dev Flacheninhalt desfelben

f=oi + b hft, fo folgt

et ___m4‘Ea’*;b} o Vb ohid—a ke b d—B) (b d=h =B} (a+o—B = 2).

V. bungsfase und Jbungsanfgaben.

§. 169. llbungsjate.

1. Die Sumume der drei ovmalen von eimem Punfte im Jmnern eines
gleichfeitigen Dreiected auf die Seiten ift gleid) dev Hihe des Dreiectes.

2. QJede durd) den Senittpuntt der Diagonalen eines Parvallelogramms
gezogene Gevade halbiert basfelbe.

3. RBieht man durd) die vier Cdpuntte cines Bieveces Parallele zu den
Diagonalen, fo ift dag von ihnen gebildete Pavallelogramm doppelt fo grof
al8 dag Bieved.
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4. Bieht man in cinem Pavallelogramme duvd) ivgend einen Punft einer
Diagonale Pavallele ju den Seiten, jo find die von der Diagonale nicht durdh:
ihnittenen Pavallelogramme fladengleich (§. 54, a).

b. Rieht man von ber Mitte eciner der unicdht pavallelen Seiten eines
Trapeze8 Strecen ju den Enbpuntten der andern, fo ift dag daduvch beftimmte
Dretet gleich) der Hilfte ded Trapeges.

6. Beweije mit Hilfe entfprecdhender Conftructionen, dajg die folgenden
avithmetijhen Formel aud) im geometrifthen Sinne vichtig find:

(a +b)* =a®+ 2ab + b?,
(a — b)Y = a’® — 2ab + b?
(a4 b)(a—Db) =a®>— b

7. Die Summe der Quadvate iber jwei Seiten eined Dreieces ijt
doppelt fo grof al die Swmme aus dem Quadrate iiber der halben dritten
Geite und itber der diefer bdritten Seite jugehivigen Schwerlinie (§. 158, 1
unp 2).

8. Die vievfache Summe der Quadrvate iiber den Schwerlinien eines
Drciectes ift gleich der dreifachen Summe der Quabdrate itber den Seiten.

9. Jn jedem PBarvallelogramme ift die Summe der Quadrate iiber den
bier Seiten gleidh der Sumume der Quadrate iiber den beiden Diagonalen.

10. Gonftruiert man iiber den Seiten eined vechhwintligen Dreieced ald
homologen Seiten dhnliche BVielede, jo ift das Biele ftber der Hypotenuje
gleich der Summe der Bielece iiber den RKatheten (§. 163, 1 und §. 157).

11. Unter alfen Dreieden von gleicher Grundlinie und gleichem Wmfange
iit dbag gleichjhentlige dag groftmoglicdhe (ein Meagimum).

©5 jei a bie Grundlinie, s die Summe der beiden anderen Seiten, unbd, wenn biefe

ungleich find, -f; -}~ = Die grbfiere, ~:4 — x bie fleinere Seite; bann ift der Fldcheninhalt

t=1VETaC—0@E—20 @+ o0 =1 VE—a) @ — 4

Qe fleiner x ift, defto gedfer ift £, und am griften, wenn x = 0 wird, d. §. wenn
das Dretect gleichjchentlig ift.

12. Unter allen Dreiecten von gleider Grundlinie wnd gleidhem Fliachen-
infalte ijt dev Umfang des gleichfchentligen der fleinjtmbgliche (ein Meinimuwm).

F N
s f=1 V(52— a?) (a® — 459 folgt s = ‘/‘Efjil—x—z— -+ a%

s und dafer aud) ber Wmfang u = a -} s erhilt afjo den Heinften Wert, wenn x= 0
toivd, b. 1. fitr das gleichjhentlige Dreied.

13. Unter alfen n-Gden pon gleichem Umfange Hat dag vegulive den
grifiten Fladeninhalt.

Das quifte n=-CE von gegebenem Umfange mujs gleidyfeitig jein. Denn wiren
swei Seiten AB und BC ungleich, o fonnte mon dad Bieled, ofme den Umfang ju
indern, baburd) vergrifern, dajd man ftatt ded A ABC iiber ber Grundlinie AC ein
aleichichentliged Dreiedt conftruiert, worin jeber Schenfel 4+ (AB -+ BC) ift (Saps 11). Rdjat
fid) aber das ungleichieitige Vieled obhue Ynderung bes Umfanges vergrifern, jo ift 8 nidyt
dad guiftmigliche.
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14. Unter allen n-Gden von gleidem Fladeninhalte hat das veguldre
ven fleinften Umfang.

3it p ein reguldves n-EE von dem Umfange w, P ein nicht vegultved n-Cd mit
pemijelben Fldcheninhalte und dem Umfange U, ferner p’ ein regulired n-Ed mit dem
Umfange U, fo ift P < p’' (nach 13), aljo dba p = P ift, auch p < p’; daun mujs aber,
ba p oo p! ift, u < U fein.

§. 170. Gonjtructionsaufgaben.

1. Gin Dveied in cin gleidhjchentliges ju vevwandeln, von weldem
gegeben ift a) die Ghvundlinie, b) ein Schentel.

2, Gin Dreied unter Beibehaltung cined Winfeld in ein vedhtwiniliges
3u verwandeln (Aufg. d in §. 166).

3. Gin Dreiect in ein vedytwintliges ju vevwandeln, von weldem gegeben
ift a) eine Rathete, b) die Hypotenuie.

4. @in gegebenes Dveted in ein gleidhfeitiges ju verwandeln (Aufg. 2
und 5 in §. 166).

5. Gin DOvetet in ein andeved zu verwandeln, das einem gegebenen
DOreiedfe dhnlidh) ift (Aufg. 5 in §. 166).

6. Cin Pavallelogramm in ein andeve§ zu verwandeln, weldes a) einen
gegebenen Winfel, b) eine gegebene Seite, e¢) einen gegebenen Winfel und
eine gegebene Seite hat.

1. Gin Dreiect duvd) eine Gevade, weldhe u einer Seite novmal ijt, 3u
halbieven (Aufg. 1 in §. 167 und die obige Aufg. 2).

§ 171. RednungSaufgaben.

1. Jn einem vedjtvinfligen Dveiecte jind gegeben a) die Hypotenuje und
eine Kathete, b) eine Kathete und die jur Hypotenufe gehorige Hohe; bevedyne
ven Flacheninhalt.

2.* Den Flacheninhalt eines vechtwinfligen Dreiected ju beftimmen, wenn
gegeben find:

a) bie Hypotenufe und die Summe der beiden Katheten;

b) cine Kathete und die Summe dev Hypotenufe und der andern Kathete.

3% Jn einem vechtwintligen Dreiecte find der Flacheninhalt und die zuv
Hypotenufe gehorige Hohe gegeben; beftimme die drei Seiten.

4% Jdn einem vedptwinfligen Dreiede {ind die Hypotenuje und ver
Sliacheninhalt gegeben; bejtimume die beiden Satheten.

5* Aug dem Umfange und dem Fladeninhalte cines vedtwintligen
Dreieced deffen Seiten zu bevechnen.

6. Aug ver Diagonale d (36 em) eined Quadrvates den Fliadheninhalt £
su bevechnen.

7. Aud einer Seite a (7-2m) und der Diagonale d (12:5m) eines
Redtedes den Fliacheninhalt £ ju beftimmen.



8% Yug dvem Umfange und dem Flacheninfalte eines NRechtectes bdefjen
Seiten 3u bevechnen.

9. Wie grof ift dic Seite eines gleidhjeitigen Dreiectes, deffen Flichen-
inhalt 2 m® betriigt ?

10.* Den Fliadeninhalt eines gleichjeitigen Dreiedes aus der Summe
der Geite und dev Hihe zu bejtimmen.

11. ug ber Grundlinie a (2-34 m) und dem Fliadeninhalte £ (3-76 m?)
tines gleichichentligen Dreiecfes den Schenfel b zu bevechuen.

12.% Den Flacheninhalt eines gleichjchentligen Dreiede zu beftimmen,
wenn gegeben find:

a) die jur Grundlinie und zu einem Schenfel gehorigen Hohen;

b) die Grundlinie und die gu cinem Schentel gehorige Hohe;

¢) ber Umfang und bie zur Grundlinie gehivige Hihe.

13. Jn einem Dretede jind jwei Seiten a, b und die jur dritten Seite
gehovige Hiohe h gegeben; bevedne den Flicheninhalt f.

14. Jun einem Dreiede find jwei Seiten a, b und bdie Sdhwerlinic m
der britten gegeben; Devedyme f.

Berlingere im A ABC bie Schwerlinie CD um ifre eigene Linge bis B und giehe
AE: pann it AABC = AEC, dafer nach § 168, 3

e A'i'l/(a—|—b—|—2m) (b42m —a) (a+4+2m —b) (a-+b — 2m).

15. Ju einem Dreiecfe find die drei Schwerlinien m, m’, m" gegeben;
beredyne f.

Da (Fig. 36 und §. 61) AABC =3 AO0B ijt, jo erhilt man nad) Aujg. 14

== V(m —+ m’ + m") (m’ 4 m“-:-m‘)' _(;n_—_}:g”_: ;uT)__(E i = m )

16. Jn einem Dreiede find die drei Hohen h, h!, h" gegeben; beftimme £.

1

f=
Ve+r+r e +r—pe+p —p)@+p—p
enn % = 111, =1 }% = p” gefeit mwird.

17. Dic Diagonalen eines Deltoids find D (4dem) und d (32 em).
Beftimme ven Flacheninhalt.

18. Den Flacheninhalt eined Rhombus zu bevedhnen, wenn a) beide
Diagonalen, b) die Seite und eine Diagonale gegeben find.

19. Welde Begiehung findet zwijdhen den Seiten a, b und den Diago-
nalen D, d eines Parvalelogramms jtatt?

Unter Ynwendung vor § 158, 1 und 2 erhilt man D2 - d2 = 2(a? bg}-’/’
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Fiinfter Abldmitt.
Mafibeftimmungen am Kreife.

L. Verednung der Sefuen- und Tangentenvieledie.
§. 172. Dag Sehnen- und Tangentendreied.
Fig. 105. ' 1. €8 fei O (Fig. 105) der Mittelpuntt, CD ein
; Durdymeffer de§ dem Dreiedfe A B € umgejchriebenen
Sreifes und CE | AB, ferner BC=a, AC=b, AB=c¢,
CE=h und OC=R. Da ACBD ~ CEA, fo ift
CD:CA=CB:CE, ober 2R: b = a : h; mithin
2hR = ab, und 2¢hR = abe, oder
4fR = abe,
wenn f den Fladeninhalt des Dreiecfes ABC begeichnet.
Man hat daher
5 abe abe abe :
f= "5 wmd R="= R T [ [ (§. 168, 8?,
wo 2s = a + b + ¢ ift.
Fiiv dag eingefhriebene gleidhfeitige Dreiedt ift a = b = ¢, bdaber

f:f%’ R_"I;?; %/—? und a = RV/3.

2. &8 jei O (Fig. 106) der Mittelpuntt, OD = OF = OE =r
der Dalbmejjer ded dem Dreiece ABC eingejchricbenen Kreijes und £ dev
Fladeninhalt diefes Dreiected. Man hat
fis= ABOC 4+ AOC 4 AOB, obex
f=5+5+5=3@+b+o)

Wenn a + b + ¢ = 2s gefesst wivd, ift

: f
f = rs, und r = ober

g ‘/ (= a),(,ﬁ,gﬁ) =9 (8. 168, 3).

v dad umgejdyriebene gleidjeitige Dreied,
effen Seite a ift, hat man

3ar A 6r
f=—5-r==- ud 85 g = 211/3.

Bulab. Jt O, der Mittelpuntt eined duferen Berithrungstreifes

(8. 86, Bujag) und O, G bdeffen Rabdiug, jo ijt
(B

f—ABC 4+ BO,C —BO,C = ABO, + ACO, —BCO, = —* +

,,b; L— 2%, fomit

5 i
f=S(btec—a)=1.2(6—a)=r@—a) mdr=-—1
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Auj gleidhe Weife findet man beangiid) der beiden andeven dufeven Be-
viihrungstreije r, =

—b' r5_s—c,

= . o 1 il _s-u-a_—ts—b—-l—s_—c____sl__. !

Davaug ergibt fich i -+ & el g R e e — e o
3 f3 2 f 2 i

#—3) (i Wb =) T S8t A5 iy O Err, v ==

§. 173. Da8 ein- und dbad umgejdricbene Quadrat.

DHeifen s, und S, die Seiten ded ein- und des umgefchriebenen Qua-
drates und r dev Halbmefier des Kreifes, jo ijt
s, =rl/2, S, =2r; und umgefehrt
r:%]/?:%’--.

uno e g R

§. 174. Dag ein- und dad umgejdhricbene vegulive Sedhsed.

Jit (Fig. 107) OA =1 bder Halbmefjer be§ RKreifes, AE — s, die
Seite des cingefdyricbenen, HK = S, die Seite des umgejdriebenen veguliven
Sedsectes und OL | HK, fo hat man

g == (B0
Fewner ift HK: AE =0L: OG, aljo S;:r=r: l/r2 — —f—:—, oder

8, :r=r:51/3 bafer
2r 2r
S = 3= ;/3
§. 175.* Dic einem RKrveife eingefdhriebenen vegulaven Zehn-
und Fiinfecte.
L. Radh 8 141 I trag =1, (0% gop)r A0 8% it 28, =12,
Wovaug fid) evgibt

5 = + (/5 — 1).
2. Feener ijt nadh) §. 141, 2 :
8 = s, + 12 =5 (6 —21/5) + r* = (10 — 21/5); baher

T -
== ‘/10—21/9.

Bulnd, Mit Ritckficht auf den Aushbrud s, = % 10 — 2 1/ 5 exhalt man, wenn

r ben Halbmefjer bed demt regulfiven Fimfecde bon der Seitenliinge s; umgejdhricbenen, »’
ben Halbmefjer de3 diefem Fiinfede eingejchrichenen Kreifes und d die Diagonale des Fiinf:
eced Begetdynet,

1

g e/ ey 3 ) g a="% q ).
o 50 + 10 /5, r 10‘/25+10:/5, g 1+V0H)

§. 176. Aug dev Seife s, eined einem gegebenen Kreife ein:
gejdriebenen veguliven DBielectes die Seite Sy des demjelben

Modnit, Geometrie. 1
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Kreife umgejdyriebenen veguldren Bieleded von gleider Seiten-
sahl gu bejtimmen.

Qft (Fig. 107) OA = r der Dalbmejfer ded Kreijed und AB = s, bie

Fig. 107. Seite des eingefdyriebenen veguliven n-Eees, jo ijft, wenn
OE | AB, und die Tangente durd) E von den Halb-
meffern OA und OB in C und D gejdynitten iwird,
CD = S, bdie Seite des umgejdyricbenen regulaven n-Eces.
Da dann A CDO ~ ABO ijt, jo folgt

CD:AB=0E:OF, obe

§. 177. Aug dev Seite s, eines einem gegebenen Kreife cine
gejchriebenen veguldven Bieleded die Seite s, ded demfelben
Rreife eingejchriebenen veguldven Bieleded von doppelter Seitens
jabl zu bevedynen.

Haben r und s, die ihnen im § 176 beigelegte Bebeutung und 3ieht
man (Fig. 107) OE | AB, fo ijt dic Sehne AE = s, die Seite ded ein-
gefchricbenen veguliven 2n-Edes. Man hat nun nad) §. 135, 1

S

2r: AE=AE: EF, ober, b EF = 0E— OF = r— ‘/1-2— i,

( e PTG ol
2r: 8o = 8pn (r e ‘/—r2 = 4'*), daher s, = 2r (1‘ L ‘/1‘2 iE ',Sf)f
' e
und o ‘/2r (r 2 ‘/ﬁ - _i_“)_

II. 2eftimmunng dex Peripherie und des Jiladieninhaltes eines Sreifes.

§ 178. Lebrfake. 1. Die Peviphevie cines Kreifesd liegt fiiv
jede Geitengahl dbed ithm ein- und ded thm umgefdriebenen Biel:
ecfed gwifchen den Umifdangen diefer Bielede.

PHeweis. Bieht man in einem Kreife, dem ein Vieled eingejdyrieben
ift, von je pwei aufeinander folgenden Ecdpuniten desfelben ju einem Buntte
beg von ifnen begrengten Bogend Selhuen, fo erhilt man ein neues eingefchrie-
benes Bieled von boppelter Seitengahl, defjen Umfang grofer ijt alg der Um-
fang ded friiheven (§. 34, 1). Fahrt man auf diefe Art mit der Vevmehrung
ver @eitengahl der eingefdyriebenen Bielede fort, fo wacdhst mit der Seiten-
angahl aud) der llmjang derfelben, ofne jedod) je mit der Peviphevie des
Rreifes jujammenfalfen ju fonnen, da alle Bieledsieiten al§ Sehuen des Kreijes
jtet8 innerhald desjelben liegen.




Aieht man an einen Krei§, dem ein Bieled umgejdyrieben ijt, zwijchen
fe swei aufeinander folgenden Seiten desjelben eine Tangente, fo entfteht ein
neued umgejchricbenes Biele von bdoppelter Seitengahl, deffen Umfang fleiner
ift al§ der Umfang ded fritheren (§. 34, 1). Bei fo fortgejesster Vermehrung
der Seitengahl der umgeidyriebenen Viclece nimmt dev Umfang bdevjelben fort-
Wwahrend ab; er fonn jebodh nie mit der Periphevie des Kreifes zufamumen-
fallen, da alle Bielectsfeiten als Tangenten des Kreifes jtets auferhalb des-
jelben fiegen.

2. Dev Unteridyied jwifden den Umfdangen ded einem Kreife
Um- und des ihm eingejdriebenen veguliven Bieledes wivd bei
fortgejest wadhfender Seitenangahl unendlidy flein.

Beweis. Sind CD und AB (Fig. 107) die Seiten, U, und u, die
Wmfinge bes cinem Kreife um= und des ihm eingejdhriebenen veguliven n-Eefes,
fo ijt nad)y § 134, 7
U, :u, = OE: OF, bdaher (Uy — un): Up = (OE — OF): OE, und

Un
Us — t = g% . (OE — OF).

Wit dem Wadhfen von n nimmt nun U,, folglich, ba OE conftant ijt,

aueh g_ﬁ ab; OE — OF = EF ijt fleiner al@ bdie Seite AE de§ vegu-

liven 2n-Eces, dieje Seite aber nimmi unendlid) ab, wenn n ofne Enbe
gunimmt: mithin nimmt oud)y Uy — uwy mit dem wadyjenden n unendlid) ab.

§. 179. Lehrfike. 1. Die Flade cined Kreifes ift grifer als
die Fladpe irgend cines ihm cingefdriebenen, und fleiner als
die Fliache ivgend cined ihm umgejdriebenen Bieledes.

Denn die Flache des eingefdhriebenen Bielected ift ein Theil ber Kreis-
flache, und diefer wieder ein Theil dev Flache ded umgefchriebenen Vieleces.

2. Dev Unteridyied zwifden den Fladeninhalten ded einem
Rreife um= und ded ihm cingejdhriebenen veguldren Bieledes
wird bei fortgefesst wad)jender Seitenangahl unendlid flein.

Beweid. Gind CD und AB (Fig. 107) die Seiten, Fp, und £, die
Slidheninhalte ded einem RKreife um- und de§ ihm eingefdhriebenen veguldven
n-Edes, fo ijt (nach §. 163, 2) Fy : fu = OE*: OF? baber

(Fo —fn) 2By = (OB} — OF?): OE? und

Fa — fa = 5o (OE* — OFY),

Nit dem wachfenden n nimmt nun F,, daher auch ?)Eﬁi' ab, und
OE® — OF* = OA® — OF® = AF? wird unendlid) flein; alfo wird
auc) dev Unterfdyied F, — £, bei fortgejester Bermehrung der Seitenzahl un-
eudlich flein.

§. 180. Qijt einem Kreije ein vequldres Bicled eingejdhricben und ein
amdered umgejdhricben, fo folgt aus § 178, 1 und 2, dajg fid) bei unendlich

T*
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wadfender Seitengahl die Umfinge beider BVielede, und zwar bder Umfang
beg eingefdyriebenien bei fortgejepten Wachjen, bder ded umgefdyriebenen bei
fortgefepstem Abnehmen, demfjelben gemeinjamen Grengwverte, ndmlich der Pe-
vipheric des Kreifes nihern. Die analoge Beziehung findet nach § 179, 1
und 2, zwifden den Fladeninhalten der ein- und umgejdyriecbenen rveguliven
Bielecte und der Kreisfladye ftatt.

Pievauf bevuben folgende Definitionen:

Die Linge der Perviphervie eined Kveijed ijt der gemeinfame
Grengwert der Umfinge bder dem Kreife eins und umgejdyricbenen veguldven
Bielece mit wadhfender Seitenzahl; der Fladeninhalt des Krveifes ijt
pex gemeinfame Grengwert dev Fladpeninhalte devfelben Bielecte.

§. 181. Lehrfak. Die Peviphevien zweier Kreife verhalten
jidh wie ihre Halbmejjer, oder wie ihre Durdmefjfer.

Folgt unter Anmwendung ded Gvengbegrifies aus §. 134, 7.

Fulaelihe. a) Dritden p und P die Peripherien jweier Kreife aus, deven
Palbmeffer r und R, deven Durdhmefer d und D find, jo ift p: P =1r: R
und p: P =d:D. Aus der jweiten Proportion folgt p:d =P : D, d. h.
bas Berhaltnid der Periphervie jum Durdymejfer ift in allen
Rreifen ein conjtanted. Diefed conftante Verhdltni begeidhnet man duvd

bie Bahl =z, o dafs > =L = = ijt.

b) Aus ben legten Ausbdriiden folgt: p = d= oder p = 2raz, . h.
bie Peripherie eined Krveifed ift gleid) dem Prodbucte ausd dem
Durdmefjer und der 3ahl

c) Fir r=1 ijt p=2ax, alfo x = g Die Zahl = fann demnad)

aud) alé die Mafzahl der halben Beriphevie eines Kreifes, defjen
Halbmefjer = 1 ijt, bertvadyet werden.

§. 182. Beredhnung dver Fahl =

Nad) § 181, ¢ ijt 2z die Mafzahl fiir die gange Periphevie eines
Sreijes mit dem Halbmefjer r = 1. M diefe ndaherungsweife zu beftinumen,
beredymet man Ddie Wmfinge de§ ecins und de§ umgejdhriebenen veguldven
n-Ede§ filv r = 1 und fiiv ein fo grofesd n, dajé der Wert, um welden bdie
beiben Umfiinge odifferieven, vernachldffigt werben barf. Die Decimalen, in
penen die Umfinge iibeveinjtimmen, gelten dann aud) fiiv die gefuchte Peri-
pherie des Sreifes.

E§ joll 3 B. die Bafhl = auf 4 Decimalftellen genau bejtimmt werden.
Geht mon bei der Bevednung, wic e8 am bequemijten ijt, von dem eingefdyrie-
benen vequldven Gechsecfe au§, in weldhem die Seite s, = r = 1 und bder
Umfang u, = 6 ijt, fo evbilt man (§. 174) fiiv dag umgejdyrichene SechSect
bie Seite 8, = 1-1647005.. und bden Umjang U, = 6-928203.. Aus u,
und U, beredhnet man nacdh) §§. 176 und 177 U,, und u,,, aug dicjen wieder
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Uy, und w,, w. §. w., bi§ man auf U, = 6-283194.. und w5, =
6-283181.. fommt. Da fid) dieje Umfinge evjt in ver fiinjten Decimale von
einander unterjheiden, fo evgibt fich auj 4 Decimalen genau 27 = 6-2832,
daber 0 == 5] 216
Nad) demfelben BVerfahven exhilt man auf 20 Decimalen genau
x = 3-14169 2653 89793 23846.

Die Jahl = ijt zuerjt von Avchimedes beftiunt worden, welder 84>z >34
faud. Die erjte Fahl wird Haujig gebraudyt, wo ed nidt auf grofe Genauigleit anfommt;
fie ift genauer af8 ber ebenfalld oft gebrauchte Niherungswert 3-14.

LQubdolf von Geulen bevedmete = auf 85 Decimaljtellen; nad) thm wird 7 aud
bie Ludolfjde Bah! genannt.

8 183. fLebrfihe. 1. Dic Fladheninhalte zweier Kreife ver
halten fid) wie die Quadrate ihrer Halbmefjer.

2. Der Flideninhalt einesd Kreijes ift gleid) bem halben
Producte aus der Pevipherie und dem Halbmejier.

Die Ridtigleit der beiden Sige exgibt fih nad) dem Gvenzbegriffe aus
§. 163, 2 und 165, 4.

Folgelak. Driidt r den Halbmeffer, p die Peripherie und f den Fldchen-
infalt eines Kreeifes aus, fo ift f=p .-, oder, da p = 2rax ift,

£ —=erém,
b b der Fladeninhalt eines Kreifes ijt gleid) dem Producte aus
dem Quabrate des Halbmefjers und dbev Jahl x.

Bulak. Der Fladeninhalt eines Kreifringes ift gleid dem Pro-

ducte aug der Summe der beiden Rreidumfiinge und der halben Breite ded Ringes.

II1. eftimmung der Streisbogen und Sreisfectoren.

§ 184. Lebrlige. 1. Qn demfelben Rreife vevhalten jid) die
Rreigbogen wie die jugehdrvigen Centrimintel

Fig. 108, Beweis. E8 feien die Bogen AB und CD
(Fig. 108) commenjuvabel; AM fei ihr gemeinjames
Mag, und jwar AB=m.AM, CD =n.AM;
jomit AB: CD = m : n. 3Bieht man zu jedem
Theilungdpunfte der beiden Kreigbogen Halbmefjer,
fo ift audy W. AOB=m . AOM, W COD =
n.AOM (& 78, 3), folglih W. AOB:W.COD
= m:n; und jomit

Bog. AB: Bog. CD = W. AOB: W. COD.

Daf@ diefe Proportion aud) dann ftattfindet, wenn AB und C D in-
conumenfurvabel find, folgt aug §. 115.

2. Bwei homologe Kreigbogen verhalten fidh wic die Fuge-
hovigen Peviphevien (Fig. 47).
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Beweis. Heigen P und p die Periphevien yweier Kreije, deven Halb-
mefier OA und Oa find, und finb AB und ab 3wei Bogen, weldye in diefen
Sreifen gu dem  Centviwinfel « gehoven, fo Bhat man (nad) 1) Bogen
AB:P = :360, undb Bogen ab:p = «:360; daher Bogen AB: P =
Bogen ab:p, oder Bogen AB : Bogen ab = P : p.

FulgeTal.  Bwei homologe Kreidbogen verhalten fich wie ihre Halb-
meffer (§. 181). '

§. 185. Yinge cines Kveisbogens.

1. Jjt b die Linge eined Kreisbogens, dev zu dem Centrimwinfel «
gehort, und r dev Halbmeffer deg Kreifes, fo hat man nadh §. 184, 1

b:2rmw = «:360, dajer b=r. o%.

2. §iiv r=1 ijt b =7 Dev Ausdrud == gibt alfo bie Linge

bed Bogens von « Grad fiir den Halbmeffer 1 an; wir wollen
diejen Ausdrud Fivger durd) aree begeidymen.

3. M8 b=r. o =r.arce folgt: Die Linge eines Kreis-
bogeng ift gleid) der RLinge ded homologen Bogens fir den
Halbmeifer L multipliciert mit dem Halbmeffer des erjteven.

4. Dag Lingenmaf eined Vogens fiiv den Halbmefjer 1 wird hiufig
aud) ald Maf des jugehovigen Winfeld felbjt angenommen und hiernady

2 fiiv den wollen Winfel, = fiiv den gejtvecten, % fiiv ben vechten Wintel,

allgemein arce fiiv den Winfel « gefest. Dies ift jedodh, da Yingen unbd
BWinfel als ungleidhartige Grofen im eigentlichen Sinne nidht durdy einander
gemejfen werden fonnen, ftet8 nur in dem @inne ju verftehen, daj§ aus bder
Bogenldnge fiiv den Halbmeffer 1 ungweideutig aud) auf die Anzahl Grade
ped Fugehorigen Centriwinfeld gefd)loffen werden fanm.

§. 186. Lehrfihe. 1. In demfjelben Kveife vevhalten fid) die
Rreidfectoven wie die jugehdvigen Centrimintel

2. 3wei homologe Kreigfectoren verhalten fid) wie die
Flacdeninhalte der jugehdrigen gangen Kreife.

Die Beweije find analog den Beweifen ju § 184, 1 und 2.

Fulgelak. Bwei homologe Kreisfectoren verfalten fid) wie die Quadrate
ihrer Halbmeffer (§. 183, 1).

§. 187. Lehrfab. Der Fladeninhalt eines Kreidjectors ift
gleid) dbem falben Producte ausd dem im Ldingenmafe ausdge
priidten Bogen und dem Halbnreffer.

Beweis. Begeichnel £ den Fladeninhalt eined Kreisjectors, der fiir
ven Halbmejfer r dem Centriwinfel o entjpricht, und b die Linge ded zu-
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gehivigen Bogens, fo hat man (nad) §. 186, 1) f:r*m = «: 360, daber

f= 2% gher, da 22T — b it (§. 185, 1),
br
f: 8-

Bufab. Der Fladeninhalt eined Kreisfegmentes ift, je naddem
dagjelbe fleiner obder guifer ald der Dalbfreis ift, gleich der Differeny oder
ber Summe aud der Fliche des ugehivigen Kreidfectors und der Dreiectdflacye
Fwijchen der Selhne und den beiden Halbmefjern.

IV. Sibungsanfgaben.
§. 188. llbungsjate.
1. Die Diagonalen eines Sehnenvievedes verhalten fich wie die Summen
ver Producte der in ihren Endpunften zujummenjtofenden Seiten.

Mar Deftimmt die Flddheninhalte der zwei Dreiecte, in welhe dad Bieved durd) die
cine Diagonale zerlegt wird, mit Ritcficht auf § 172, 1, aud den drei Seifen und dem
Salbmefier bes umgejchrichenen Kreifes, dann ebenjo die Fldcheninfalte der beiben Dreiede,
in eldje dad Biered duvch die 3iveite Diagonale serlegt wird, und fest die Summe der
erfteren gleid) ber Summe der lefteren.

2. Bejdreibt man iiber bden RKatheten eines in einen Halbireis ein-
gefdhriebenen vedytwinfligen Dreiecfes Halbreife, fo ijt die Summe dex daburd)
gebitdeten Dionde (§. 92) gleih bder Fliche des rechtwintligen Dreieces.
(Vehriats e Hippofratesd.)

Der Fldcdeninhalt ded Dreieced undb ber beiben Feinen Halb-
Fig. 109, freife ift gleih dem Flacheninhalte bded grofen Halbfreijes und ber

. 2 2 2
! beiden Wionde, fomit i‘—J— 4 b - EitE + 1 4 II, fomit
/,; i ; 2 8 8 8
i A “EE) ift toegen a? 4- b2 = ¢2 aud) ‘303 =1-4IL
gLk R 5. Grridhtet man iiber ben drei Seiten eined vedyt-

winfligen Dretedes als Homologen Seiten dhnlidhe Figuven, fo ift die Figur
iiber dev Hypotenufe flichengleicy mit den beiden Figuven iiber den Katheten.
(Allgemeiner Pythagordiijder Lehrias.)

©eien bie itber den Seiten a, b, ¢ (Fig. 109) ervichteten dhnlichen Figuren §mit
A, B, C begeichnet, fo ift nady §.5163}

A:B:C=a?:b2:¢2 und (A + B): C = (a2 4 b?): c2; egen’
a? - b2 = ¢? ijt jomit oud) A + B = C.

4. Der Kreid hat einen grofeven Fladeninhalt ald ivgend ein Bielec

von gleichem Umfange.

@3 fet p ber Flacheminhalt eined reguliiven n-Ecfed, dad mit cinem RKreife vom
albmefjer r gleichen Umfang 2rz hat. Bejohreibt man in dad Bieled eimen Kreis, jo hat
diefer eimen Halbmefjer o < v, weil (nad) § 178, 1) 2oz < 2rm ift. Seht man baber
o =r1—4, o ift (nady § 165, 4) p = 2rx. r‘;d =r2n —drm Der Flideninhalt
t*x he§ Rreifes ift alfo guofer al8 ber * Fladgeninhalt p ded vegulirven n-Gdes, folglich
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nad) § 169, 13, umjomehr grifer afd der Fldcheninhalt eined unvegelmifigen n-Gees von
gleichem Umfange.

5. Der RKreis hat cinen fleineven Umfang ald tvgend ein Vieled von
gleichem Fladheninfalte.s

E3 jeien k und u ber Fldcheninhalt und der Umfang eined RKreifed, p und U der
Fladgeninhalt und dev Umfang frgend eined Bieleces und k = p. Jft K der Fldcheninhalt
eined freifes mit dem Umfange U, fo ift p < K (nach 4), aljo auch k < K, wnd, da ber
fleintere Rreid den fleineven Wmfang Bat, u < UL

§ 189. Rednungsaufgaben.

1. Ju ecinem SKreife ijt r der Halbmeffer, p dic Pevipherie, £ dev Flachen-
inbalt; aus einer diefer Gvdfen bdie beiden anderen ju bevedhnen.

@egebent: a) r =528 m; b) p=17-753m; c) f = 4-0115 dm2.

2. Die Linge eine Vogend von e fiir den Halbmeffer r ijt b, der
Flicheninhalt des zugehovigen Kveifectord f; aud jweien diefer Grofen bdie
beibent andeven 3u bevechnen.

3. Wie long ijt are 1% are 1, are 17 (185, 2,)

4. Bejtimme dag Gradmaf o° eined KreiSbogens, defjen Vinge bdem
Halbmefjer gleich ift.
180°

90 = =" 57295789,

D. Bevedhne die Fliche eines Kreisfegments, deffen Halbmefjer = r und
ocffen Sehne dem Halbmeffer gleid) ift.

6. Der Flicheninhalt eines Kreidjegments, deffen Sehne a die Seite
ded dem RKreife eingefchriebenen gleichieitigen Drveiectes ift, ju bevedynen.

7. Aug dem Flacheninhalte £ und der Breite b cined RKreidringes die
Halbmeffer dev beiden Kveife ju bevechnen.

8. Der Durdymeffer eined Kreifes vom Halbmeffer r wird in dem Ver-
hiltniffe m : n getheilt und duvd) den TheilungSpunft ein mit dem gegebenen
concentrijjer RKvei§ befchrieben; wie groff ift der Flacheninhalt des dadurdh
gebildeten Kreisringes?

9. Wie grog ijt dev Fladeninhalt eines Ringausidhnittes, deffen Bogen
05 m wnd 0°4 m ju Halbmeffern Hhoben und ju einem Centriwinfel von 48°
gehoven?

10. Aus den Seiten eines Sehnenvievedes die beiden Diagonalen ju
bevechuen (§. 140 und §. 188, 1).

11. 3Jn einen Kreid mit dem Halbmefjer r ift ein Redhted bejdyrieben,
defien eine Seite a ift; wie grof ift jein Fladyeninhalt?

12.% Dex Halbmejfer cines Kveifes ift r; wie guoff ijt dev Flacheninhalt
bes diejem RKreife eingejdhricbenen reguliven Sedhzehnectes? (4r2)/ 2 — 2.

13. Wie verhalten fid) die Flacdheninhalte weier gleidyeitiger Dreiede,
wenn ber dem einen umgefdyriebene Kreid flachengleich ift dbem dem anbdern
einge{dhriebenen?
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14. 3n den Luabdranten eines Kreifes vom Halbmeffer r wird ein
Rreis bejchrichen, weldjer die Schenfel und den Bogen des Quabdranten bevithrt;
bejtimme bden Flacheninhalt eines dritten Kreifes, deffen Halbmefjer dev Summe
au§ den Halbmeffern deg Quadranten und des ihm eimgejdriebenen Kreifes
gleich ift (2r’x).

15. Gin Rechted hat bdie Seite des einem RKreife vom Halbmefjer r
eingefdyvicbenen gleidyjeitigen Dreiecfes zur Grundlinic und die Seite bdes
demjelben Rreife wmgefdhvichenen veguliven Sechedes jur Hibhe; wie grof
iit der Umfang eines RKueifes, welder mit diejom Redytecfe fldchengleich ift?
@ry/ 77y

Anfang jur Vlanimefrie.

Lifung von Confiructionsanfgaben wady der PWethode der
algebrailden Analyfis.

1. Geometrifthe Conftruction algebraifcher Ausdriicke.,

8 190. Driidt man gegebene Strecen durd) ihre Mafzahlen aus, fo
evhilt man aud) fiiv andere Strecen, die von jenen auf eine vorgefchricbene
At abhingen, bejtimmte Sahlenausdriide. Sind 3 B. a und b die Maf-
jaffen der Ratheten ecines vechwinfligen Dreieces, fo ift } a® 4+ b* der
Bablenausvrud fiir die Hypotenufe. Umgefehrt fann ecin Jahlenausdrud von
der Form } a® - b? wieder in jeiner geometvijchen Bebdeutung Hevgeftellt
werben, iuwdem man ihn al8 die Hypotenufe eined vedhtwinfligen Dreiectes
conftruiert, beffen Ratheten a und b Langeneinheiten enthalten.

Die Conftruction einer Strede, bderen Mafzahl x durd) cinen
algebraifden Ausdrud beftimmt ift, (Gjt fih auf einen der nachjtehenden
Hauptfille juriidfihren:

1. Jft x = a + b ju conjtruieven, fo trigt man auj einer gegebenen
Gevadben AB = a und dann in derfelben Ridhtung iweiter BC = b auf
Wwoburd) die Summe a -+ b alg cine einzige Strede AC erjdjeint.

2. lm x = a — b ju conftvuieren, trigt man auf einer gegebenen
Gevaden von A aué in einer bejtimmten Ridytung AB = a, und dann von
B aug in der entgegengefeten Richtung BC = b anf; die Strede AC ftellt
vann bdie Diffeven a — b bdar.

Aft b= a, affo x negativ, jo erjdeint AC von A aus in einer Rid-
tung, weldje dev urjpriinglid) angenommenen entgegengejest 1ijt.
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3. Der Yusorud x = ba—c, entjtanden aus der Proportion a: b =c: x,

wird al8 vierte Proportionale ju drei gegebenen Streden a, b, ¢ nad
§. 146, 1, conftruiert.

dx — % fithrt gu der Proportion a : b = b : x, und bildet bie dritte
jtetige Proportionale ju a und b. Die Confteuction exfolgt nadh §. 146, 2.

B..x =4 ab, entjtanden au§ x* —ab, oder aug der Proportion
a:x=x:h, ift die mittlere Proportionale swijden bden Streden a
und b und tird al8 foldhe nad) §. 146, 3, conftruiert.

6. x =]/ a® + b? wird a8 die Hypotenuje cines vedytwintligen Drei-
efed mit den gegebenen Katheten a und b conjtruiert. Fir b = a erhilt
manx =a )/ 2 al§ bdie Dypotenufe eines gleichichentligen rechtwinligen
Dreiedfes mit der Kathete a.

7. x =1 a® — b? ijt al8 dic RKathete cines vedytwintligen Dreiectes,
in weldem a die Hypotenufe und b bdie andeve Kathete ift, su conjtruieven.
Fix b = 3— echilt man x = -Z—VS alg die Hohe cines gleidyfeitigen Drei-
ecfed, deffen Seite a ift.

§ 191. Beijpiele.

1. x =a— b + c. Conjtruicre m —=a — b, und dbann x = m + c.
b : ab .
9 'x — 22% Gonfteutere m = 2> "und dann x — 2
df d’ £

ab cd

b+ cd
ab + ed L= -5, und bamm x =

8. x = ——F—. Conftruiere m =
m -+ n.

4. x=2a — a)/ 2 Conftruiere m =al/2=7/9,7 | 7 S
und dann x = 2a — m.

5. x = o (15— 1) als Seite des einem Kreife vom Halbmefjer r
eingefchriebenen veguliven Hehnedes (§. 175, 1).

Gonftruction: x = ‘/?iﬁ — 1= ‘/_1.2 s (;_)’ e
6. x =}/ a* 4 be. Gonftruiere m = }J/be, und dann
x =}/ a® = m’
7. x =V a? + b* — ¢ + & Gonftruiere junidjt m =1 a*+b?,
dban n = J/m® — ¢, und endlih x = /0 + d°.
8. x=a)2—12=12a®—a’)/2. Conjtruiere m = a2,
n =] a.m, und damn x = J/m? — nZ
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2. Algebraifdhe £ofung geometrifher Conftructionsaufgaben,

§. 192, QJft die Lojung einer geometrijhen Conftructionsaujgabe von
dem Auffinden einer Stre e abhingig, fo fann dabei die Methode dex
algebvaifden Analyfis angewendet werden, mweldhe darin befteht, dajs
man fiiv die Mafizahl der zu beftimmenden Strecte bden eutjprechenden alge-
braifdien Ausdruct fudht und bdiefen jodann geometrijd) conftruiert.

Bu biefem Bwede miiffen junddyit die Bebingungen der Uufgabe in die
algebraijdie Beichenfpradhe iiberfest werden; man bdriidt bdie gefudyte Strede
durd) x au§, wihlt die Begeihmumgen fiir die ald befannt zu beniigenden
©roflen und leitet aus ben Begichungen wifden x und den befannten Grdfen
durd) Amwendung entfprechender geometrifcher Lehrfite eine Gleidung ab.
DQurd) Aufldjung diejer Gleidung erhilt man fiiv x einen algebraijchen
Augorud, weldher fodann iwieder auf feine geometrijche Bedeutung uriict:
Jufiihren, b. i. geometrifch zu conjtruieven ift.

Der Veweisd fiir die Ridtigheit der Aufldjung ift {hon in dver Analyfis
enthalten. Die Detevmination lehnt fid) an die geometrifhe Deutung des
gefundenen Bahlenausorudes an.

Nusgefiifrie Beifpiele.

§ 193. Aufgabe. Gin gegebenes Redted ABCD (Fg. 110)
in ein anderes, von dem eine Seite gegeben ift, ju vermandeln.

Algebraifde Analyjis. Die Aujgabe ijt aol8 geldst zu betvadhten,
enn bie Yange der jweiten Seite de§ verlangten JHedptected gefunden ijt.
Pezeidnet man daher diefe unbefannte Linge durd) x
und die befannte Seite BE burd) a, fekt ferner in dem
gegebenen Rechtede AB = b und BC =¢, fo ijt, da
bie beiden Nedhptecte flachengleich jein follen,

== hie,

und, wenn man diefe Gleidung auflost,
be

X = .
a

x it alfo die vierte Proportionale ju a, b und c.

Gonftruction. Man made BF = AB = b, jiche dic Strede EC
und u ifr die Pavallele F G, weldhe die BC in G fdneidet. Dann ijt
BE:BF = BC:BG, ober a:b=1c:BG; aljo x =BG und BEHG
vas verlangte NRedyted.

Determination Die vorfehende Aufldfung ift jtets und nur auf
eine Art miglich.

§ 194 Anfgabe. Cin Dreied ABC (Fig. 111) durd) eine
Geradbe MN, welde zu einer Seite AB pavallel ift, in zwei
gleidhe Theile u theilen.
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Analyjis. Hiev handelt 8 fid) nur um die Auffindung des Punftes
M, bdurd) welden MN || AB gegogen werben foll, aljo um bie Beftimmung
dev Strede CM, die wir durd) x ausdriiden wollen. Seht man AC = a,
fo ijt, dba ANCMN oo CAB ijt, (nad) §. 162) AOMN‘ (AR ok

Fig. 111, Soll min A CMN = =~ fein, jo mui8 aud
CV
E; S %E = T’ baf;er
\
A x =52
M fein; x ift alfo die Hypotenuje eines gleichjchentligen
4 B redytwintligen Drcieced mit der Kathete ;

Gonftruction. Man ervidhte im Halbierungspuntte D der AC 3u
diefer die Normale und trage auf iy DE = DC auf; dann ijt CE?* = CD?

+DE =2(5), alfo CE= 3 1/2=x. Dadt man daher CM = CE
und 3ieht MN || AB, jo ijt /\CMN = ABNM.

§. 195. Anfpabe. Jn ein gegebenes Dreied ABC (Fig. 112)
ein Quabrat einjujdreiben.

Analyfis. ur Fejtlegung des verlangten Quabdrates EF GH hanbdelt
e8 fid) offenbar nur dbavum, in der Seite AC bden Punft B 3u beftimmen,
ourd) weldhen bdie ju AB pavallele Strede EF gejogen werden foll, damit
EF = EG werdbe. Man fege alfo die unbefannte Strede AE = x, ferner
AC=0Db, AB = ¢ mb die Hoke CD = h.

Fig. 112, Da ANABC ~ EFC ijt, fo hat man
AB:CD=EF:CJ; aber EF : CJ =
EG:CJ=AE:CE, bdaher aud) AB:CD

= AE:CE, ober ¢cih = x:(h'— x),

\ woraud x = —c folgt.
x it nIo bu bierte Proportionale ju

BYNG D-H B
c+h, b und e.

Conjtruction. Man verlingere AB um BK = CD, jiche KC und
BE || KC; bann ift AK: AC = AB: AE, ober (e+h):b=rc:AE,
alio AE = x und EFHG bdag verlangte Quadrat.

§. 196. Aufgabe. Cin gleid)identliges Dreied in cin gleid-
feitiged 3u verwandeln.

Analyfis. €8 jei ABC (Fig. 113) ein gleidyjchentliges Dreiect mit dex
Grundlinic BC und der Hohe AD; ferner fei EBC ein gleichfeitiges Dreiect
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fiber der &eite BC und HF G dag gejudhte gleidyjeitige
Dreied.  Bur Bejtimmung diejed Dreiectes fommt 8
nur davauf an, den Punft H zu finden. Seken iwiv
vaher DH = x, ferner AD = m und DE = n, jo ijt
PNIBID B P ==y R0 o 2 oy
LB DE:BDA —nf sxi:
e8¢ ift aber aud T
ABDE BDA —=n:m
baher n?:x? =n:m, und folglih x = }/mn. x ijt aljo bdie mittlere
Broportionale ju m und n.

Gonjtruction. Man befdyreibe iiber AD cinen Halbfreid und evvichte

EK | AD; bdamn it DK = VAD.DE =}V mn = x. Madt man’
daher DH = DK und 3ieht HF||EB und HG || EC, {o ift HF G bdas
vevlangte gleichjeitige Dreiedt.

§ 197.* Aufgabe. Cine gegebene Strede AB (Fig. 114) nad
ftetiger Proportion ju theilen.

Fig. 114, Analyiis. Jjt AB=a
bie gegebene Strede und x dev
 grifere Abjdnitt derjelben, fo ijt
(§. 141)
a:x=x:(a —x) ober
x*=a?—ax und

a a? s
L sy 2
r=— s /S ra

Dev evjte diefer gwei Wate x = — 5 + ‘/%—F a® ijt pojitiv
unb flefner al8 a; ev bejtimmt alfo einen jwifden A und B liegenden
Theilungspunft E. Die Wurzelgedfe in diefem Ausdrude ift die Hypotenufe

eines vechtwinfligen Dreiectes mit den Katheten % und a. Um x ju echalten,

mufé man von jener Hypotenufe noch eine Strece gleid) % abjchneiden.

a

Conftruction. Man evridte auf AB in B die Novmale BC ==,

giehe AC und befdhreibe um C mit dem Halbmefjer CB = % einen Kreis,
welcher die AC in D {dmeidet; bann ift

AD=AC—CD = §+ P ke

Man madht nun AE = AD, o ift
AB:AE=AE:BE.
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Detevmination. Die Aufgabe hat eine eingige Lojung. Dev weite

2
Wert' x = — ; - ‘/% -+ a® {jt negativ und abjolut genommen grifer
ald a, dbaber fiiv die obige Aufgabe nicht verwendbar.
Der negative Wert bon x fithet aber, wenn man das BVorgeichen von x dndert, auf

bie Qofung einer anbern verwandten Aufgabe. Denn x = %‘ i ‘/% + a? geft aud
ber Proportion a: x = x : (a 4 x) hervor; diefe aber enthilt die algebraijche Anfldfung der
ujgabe: Cine gegebene Strede a o ju verldngern, dbajs die Verldngerung
bie mittlere Propovtionale zwijden der gegebenen und ber verldngerten
Gtréde jet.

Wm bdiefen Wert von x zu conftruieren, darf man nmur AR = AD’ machent; dann ijt

p)
AE'=AD'=CD'4+ AC = i 4L ‘/‘?1— -+ a? = x, und Daher
AB: AE’—AE‘ BE'.

Dieraus ergibt jich, dajs die beiben hier angefithrien Anfgaben duveh eine und diejelbe
geomefrijche Conftvuction geld3t werden; dajé fid) ferner ber Wert bon x in ber zweiten
Aufgabe unmittelbar aus dbem negativen Werte von x in ber erften Aufgabe, fiir deven
Lofung er nidyt braudgbar war, herleiten [d{8t, wenn man mur dad Vorzeihen dndert. G2
enthilt jomit die algebraijhe Aufldjung der eriten Anjgabe audh jthon jene der zweiten in
fich, jobald man ben negativen TWert von x auf der AB bon A aud in ber Richtung gegen
E' auftrdgt, twdhrend ber pojitive auf AB bon A aud gegen E aufgetvagen -wird; fie lefert
aljo die Aufldfungen der in folgender Weije allgemein geftellten Anfgabe:

Auf einer unbegrengten Geraden, welde durd zwei gegebene Puntte
A und B gefht, einen Punft jo ju beftimmen, dajd dejjen Abftand von A bdie
mittleve Proportionale zwijdhen jeinem Abftande von B und der gegebenen
Strede AB fei.

Aus der Durchfithrung biefer Anufgabe ift erfichilich, dajs die negativen Werte dagu
dientenr, die BVejdhrdanfung aufzubeben, bdie in eine Aufgabe gelegt wurbe, und daburd dieje
in ijrer Allgemeinfeit vollftandig ju [bfen.

3. ¥bungsaufgaben.
§. 198. Gonftruiere folgende Ausdriice:

S sab 4 aabcd , . af-Lp?

15 X = T 2. X = 1?3(” . S == —L_
e =2 Diadale, b, wie=tril e 6. x:kg+,bi—az.

a a—b 2¢

7. x = }/ab 4+ c¢d — ef. 8 x =1l at L BE Liod = Ogh,

B ‘/“21;1‘;2&,_ 10— V%a” — a.-l/a_”::?e-

§. 199. Qife mit Hilfe der algebraijden Unalyfis folgende Aujgaben:
1. Gin Redptect ju conftvuieven, wenn die Summe s weier Seiten und
ijre Differeny d gegeben find.

2, Die grifeve Seite eineg Nechtecfed jo 3u theilen, dajs die Diffeveny
der Quadrate der Abfdynitte dem Fladeninhalte des NRedytected gleidh wird.
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3. Um jeden Ecdpuntt ecined gegebenen Dreieced ecinen Krei§ jo u be-
jdhveiben, dajd jeder diefer Rreife die Deiben anbdeven von aufen beriibhrt.

4. Tiber ciner Seite eines Dreiectes ein Recytect su conftruieven, weldyes
vem Redhtede aud den beiden anbdeven Seiten flachengleidh ift.

5. Ju einem Dreiedfe zu ciner Seite eine Pavallele zu ziehen, weldhe
ciier gegebenen Stvecte gleid) ift.

6. QJu einem gegebenen Dreiede ABC zu der Seite BC eine Pavallele
MN fo su jichen, dajé der eine obere Abjchnitt AM bdem andern unteren
NC gleidy fei.

7. Au einem gegebenen Rechtecte ein Quadrat fo zu conftruicven, bdajs
die Umfinge beider Figuven fich ju einanbder verhalten wie ihre Fladeninfalte.

8. Gine Stvede a in gwei Theile jo zu theilen, dajé die Diffeveny der
Quadrate beidver Theile einem gegebenen Quabdrate m? gleid) wird.

9. Gin vedtwinfliges Dreiect 3u conftvuicren, wenn ecine Kathete a und
die Summe s der Hypotenufe und der andern Kathete gegeben ift.

10. Gin Redhted aus einer Seite und der Summe der Diagonale und
der andern Seite ju conftruieven.

11. Gin Redhptet ab in ein Quadvat x* ju vermwandeln.

12. Gin Parallelogramm, defien Seiten a und b find, in einen Rhombus
3w verwanbdelh, weldher mit dem Parallelogramme einen Winfel gemeinfam hat
(§. 161, Folgef.)

13. Bon einem auferhalb eined Kreifes liegenden Punite eine Secante
fo 3u 3iehen, dajé fie buvch den Kreisumfang halbiert wivd (§. 136, 2).

14. Qn cinen gegebenen Kreis ein gleichieitiges Dreiect ju bejchreiben.

St x die Seite ded cingejdyricbenen Dreiectes und r der Halbmefjer des Kretjes, fo

erhalt man
x:VﬂfE:V(Q r)2-r2.
15. Gin gleidhfeitiges Dreied mit der Seite a in ein Quadrat x* u

berandeln.
a a
X = V—:Z* . “Z‘ VB

16. Gin Redhtet xy aus der Diagonale d und der Differeny m gweier
Seiten ju conftruieren.

x = Va2aE —m2+ ?, y=1V2@ —m2— {;

17.% Gine gegebene Sefhne a eined Rreifed jo ju verlingern, dajs Ddie
bom Endpuntte der Verlingerung an den Kreid gesogene Tangente die Yinge b
habe (§. 136, 2).

" a a? o
Berldngerung x = — = EE - -+ b2,

18.# @in Quadrat mit der Seite a in cinen Rhombus ju verwandeln,
in weldjem die Summe der Diagonalen dem Umfange de§ Quadrates gleid ijt.
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Sind 2x und 2y die Diagonalen ded NRhombus, jo evhdlt man
= +,;,1/9 b y= a—;-vz

19.% @in Quadvat x® ju conjtvuieren, wenn die Summe s der Seite und
der Diagonale gegeben ijt.
XxX=—s8+s)2
20.* @Ein Redyted xy zu conftruieven, wenn der Umfang u und dev
Flidpeninhalt a® gegeben ijt.

u u? 1 u?
s S aa8 watp 1 e 9
x 45:‘/16 a?, umd y 4$‘/16 a?,

21.% Gin gleichjdhentliges vechtwintliged Dretedt zu conjtvuieven, wenn der
Umfang nw gegeben ift.

X=1u— % 172, wo x bdie RKathete bezeichnet.

22.% @in vedhtwinfliges Dreied ju conftvuieren, wenn die Summe s dex
beiben Katheten und die Hohe h auf die Hypotenufe gegeben ijt.

Man erhilt x = — h 4 /524 b2, wo x bic Hypotenuje begeichuet.

23.% Gin redtwinfliges Dreied aud der Diffeveny d der Katheten und
ver Hihe b auf die Hypotenuje zu conftruieven.

24.* Gin vedtwintliges Drveied su conjtenieven, wenn bt Summen a
und b der Hypotenufe und jeder Kathete gegeben find.

Bezeichnet man die Hypotenufe durd) =z, bdie Kathetem durd) x und y, jo dajs
x=a—z y=hb—z ijt, fo hat man z?=(a—z)24(b—2)? woraud z=a-+b
—V2ab, baher x=1/2ab—b und y= 2ab— a folgt.

20.% Ein vedpwintliges Dreied ju conftvuieren, wenn die Differengen a
und b der Hypotenuje und jeder Kathete gegeben find.

26.% Qn ben Quabdbranten eines Kreifes vom Halbmeffer r einen RKreid
st befchreiben, welder die beiden Schenfel und den Bogen des Quadranten
berithrt.

Seipt x der Abftand bes Mittelpunited ded gejuchten Kreifed vom Bogen ded Dua-
branten, gezihlt auf der Halbierungslinie des rechten Wintels, o ijt

X =—r rye.
Welche Deutung (st fich dem negativen Werte von x geben ?



Bweiter Theil.
Stereomefrie.

Erfier AbTdnitt.
Gerade Rinien und Ebhenen im Raume.

8. 200. Bwei Gevabde im Raume Idnnen eine dreifade Lage gegen
einanbder haben. SLiegen fie in derfelben Gbene, jo find fie entweder pavallel,
oder fdhneiden fid) hinveidhend verldngert in einem Punfte. Yiegen fie nidht
in devjelben Gbene, jo fnnen jie weder paralfel fein, nod) fid) fhneiden; die
eine geht iiber ober ueben der andern vorbei. Solde Gerade nennt man fid)
freugenbde oder winbidhiefe Gerade.

Folgelike. a) Durd) einen Punft im Roume fann mit einer ge-
gebertent. Gevaden nur eine Pavallele gezogen werben (§. 23, Grundi.).

b) Wenn melhreve pavallele Gerade diefelbe Gernde jchmeiden, fo liegen
jie unter einanber und mit bdiefer in einer Ebene.

§. 201. LehrTike. 1. Cine Gerade, welde nidht in einer Ebene
liegt, fann diefe Gbene nur in eimem Punfte treffemn.

Denn trife die Gevade die Ebene nod) in einem zweiten Punfte, fo
miifte fie gang in die Ghene fallen (8. 8, Grundi.).

Der Puntt, in weldhem cine Gevade cine Ebene jcneidet, Heift dev
Fufpuntt diefer Geraden in der Ghene.

2. Wenn {id) hwei Ebenen jdhneiden), jo ijt ihre Shnitits
linie eine Gerabde.

Wive die Sdnittlinie nicht gevade, jo miifste e8 in bdevjelben drei Punite
geben, bie nid)t in gerader Linie legen. Dann miifsten bdie drei Puntte in
beiben Gbenen liegen, und bdaher bdiefe gegen die Vovausfeung eine eingige
Ebene bilden (§. 8).

I. Sage der Gevaden gegen eine Ehene.

§. 202. Gine Gernde des Naumes fann gegen cine Ebene in
einer dreifacien Lage gedad)t werden: entweder fiilit die Gevade gang in die
Gbene; ober 5 fdneidet die Dinveidhend verlingerte Gevade die Ehene in

Moinlit, Geometrie. : 8
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cinem Punfte, fie ijt gegen die Ghene geneigt; oder e§ trifft die unbegrenst
verlingevte Gervabe mit ber Deliebig evweiterten Gbene nie jufammen, bdie
®erade ijt mit der Ehene pavallel.

§. 203. LehrTalb. {_Sft eine Gerade ju zwei Gevaden, welde
durd) ihren Fufpuntt in einer Gbene gezogen werbden, normal,
fo ift jie auc) jzu jeder andern durd) ifhren Fufbunit in diejer
Ebene gezogenen Geradben novmal

Fig. 115, Beweig. E3 feien (Fig. 115) OA undo OB
‘M. swei Gevadbe in der Ehene RS, und MO | OA,
[\ , MO | OB; ferner fei OC eine britte in biefer

Gbene durd) O willkiclich gezogene Gerade. Mean ver-
lingere die Gevade MO {iber den Fugpunft O, made
pie Berlingerung ON = OM und jiehe AB, welde
oic OC in C fhneidet, ferner MA und NA; dbamt ift
AMOA 2 NOA, folglih MA =NA. 3ieht man
MB und NB, fo ift ebenfo A\MOB S NOB,
oaher MB = NB. DQann ift aber audp A\ MAB
NAB, baher . MAB = N AB. 3ieht man nod)
MC und NC, jo ijt audp AMAC 2 NAC, baher MC = NC; folglid
OC | MN (§. 44, 1), oder MO | OC.

§. 204. Jit cine Gerade zu jeder durd) ihren Fufpuntt in einer Ehene
gesogenen Geraden novmal, o jagt man, bdie Gevade und bie Ebene ftehen
ju cinander normal oder jenfredht; im entgegengefesten Falle fagt man,
die Gevade und die Ehene ftehen zu einander {dyief.

FulgeTak. Jit eine Gervade ju zwei fid) {dneidbenden Geraden

novmal, jo ift fie aud) u dber duvd) diefelben beftimmten Ehene
normal (§. 203).

§. 205. Lehrlige. 1. In einem Punfte einer Ebene fann 3u
piefer nur cine Novmale evviditet werden.

Viegen fid) zel Normale ervichten, fo wiven, wenn man durch beide
eine Ebene legt, aud demjelben Punite auf einer Geraden in einer Ghene wei
®erade normal, wad nicht moglich ift (§. 25, 4).

2. Bon cinem Punfte auferhalb ciner Ebhene fann ju bdiefer
nuv eiwe MNormale gezogen werden.

Viefien fid) jwei MNovmale ziehen, fo miiféten diefe mit ber Verbinbungs-
ftvede ihrer Fufpunfte ein DreiecE mit 3wei vechten Winfeln bilden.

§ 206. Lehrfak. ©Steht cine Gerade auf drei andeven Ge-

vaden in ihrem gemeinfamen Schnittpunfte normal, fo liegen
diefe in einer Ghene.
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ig. 116. Beweis, €8 jei (Fig. 116) OM novmal zu
den Gevaden OA, OB und OC. Man lege durd) O A
und OC die Ghene AOC. Wiirde OB nidyt in diefer
Ebene liegen, jo miifte, wenn eine duvd) OM und OB
gelegte Ebene die Gbene AOC in OD f{chneidet, der
o Winfel MOD =R fein (§ 203). Nad) der Annahme

ift aber aud) MO B = R; ¢§ wire aljo MOD =
MOB, was ein Widerfprud) ijt.

N§:207. LehrTithe. 1. Sind jwei Gevade ju einer Ehene novmal,

fo {ind fic pavallel

Fig. 117. Beweis. G fei (Fig. 117) AB | Cbene RS
und CD | Gbene RS. Verbindet man die Fufpunite
B und D ber beiven Novmalen, fo ijft Winfel ABD
+ CDB = 2R, mithin findb AB und CD pavallel,
da diefe Gevaden aud) in einer Gbene liegen. Um
lestered nachuweifen, 3ieht man von ecinem beliehigen
Punite A der AB die Strede AD, ferner in der
Gbene RS die DE | BD. Madyt man DE = AB und 3icht AE und BE,
fo it A ABD 2 BDE, aljo AD = BE; bann ift A\ ADE X2 EBA,
aljio W. ADE=EBA=R. Dafonah) ED | AD und audy ED | BD
und ED | CD ijt, fo liegt (nach § 206) CD mit AD und BD, jomit
audy mit AB in eincr Gbene; dann ijt aber CD || AB (8. 25, 1).

BuTah. Jn der Steveomefrie lautet die Definition fiir zwei pavallele
Gevade: Zwei Gerade find parallel, wenn fie in einer Gbene liegen und
beliebig verldngert einander nidt jdhmeiden. JIn der Planimetrie war e8 nidt
nothmwenbdig, die erftere Vebingung anjufithven, da dovt eben muv geometvijche
&ebilde in einer Ebene betrachtet werden.

2. Jjt von zwei parvallelen Geraden die eine ju einev Ebene
normal, fo ift e aud) die anbere.

Beweisd. €8 fei (Fig. 117) AB||CD und AB | Ghene RS. Wire
CD nidt | RS, fo fei e C'D. Dann miijste nad) 1. in der durd) AB
und D gelegten Gbene C'D || AB fein. 3n derjelben Ghene ift aber nad) dev
Borausjetung CD || AB; alfo gibe 8 ju AB bdurd) denfelben Punit jwei
Pavallele, was dem Grunbdiase in § 23 widerjpricht.

Folgelad, Alle Novmalen von verfdyicdenen Punften einer Gevaden
auf eine Gbene [iegen in einer einzigen Gbene, daher alle ihre FuBpunfte in
einer und derfelben Geraden.

§. 208. ieht man von einem Punfte im Raume cine Novmale 3u
einer Ebene, fo heift der Fufpunft der Novmalen die Projection (Normal:
projection) deé Punftesd auj die Gbhene, und bdie Ebene Deit die Pro-
jectiongebene.

g
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Unter der Projection einer Linie auf cine Ghene verfteht man
biejenige Yinie diefer Ghene, weldhe die Projectionen jammtlicher Punfte jener
Yinie enthilt. Die Projection einer Strede auf eine Ehene ift daber die
Strede wifhen den Projectionen der Endpuntte der gegebenen Strece.

Die Projection eines Punfte§ ober einer Gevaben, weldhe in der Pro-
jectiongebene liegen, ift der Punit oder die Gerade felbjt, und die Projection
ciner auf der Projectionsebene normalen Gevaden ift ein Punft.

Die Projection eined ebenen Gebilded auf eine Gbhene ift das
Gebilde, weldjes von den Projectionen dev Grenglinien des gegebenen Gebildes
begrenst wird.

§. 209. LehrTaly. Der Winfel einer Strede mit ihrer Pro-
jection auf eine Gbene it bder fleinjte von allen Winfeln, welde
piefe Strede mit den duvrcdh) ihven Fufipunit in der Ebene ge-
jogenen Geraden bilbet.

Fig. 118, Beweis. €8 fei (Fig. 118) BC | Gbhene RS,
B alfo A C bie Projection ber Strede A B auf bdie

ﬂ Gbene RS. Rieht man durd) A in der Gbene RS
B ] ivgend eine andeve Gevade AD, madt AD = AC
/ b 67 und gieht nod) CD und BD, fo ift BC < BD
D (8§ 35, 1). Jn ben Dreieden BAC und BAD ijt

5 vamn auch der Winfel BAC << BAD (§. 43).

Dev BWinkel, welhen eine Strede mit ihrev Projection auf eine Ebene
bilbet, wird al8 Maf fiir die MNeigung bder Strece gegen die Ehene an-
genommen und feit der Neigungswintel derjelben.

§. 210. ZLehrTab. Jit cine Stvede zu einer in einer Ehene
liegenden Geraden normal, fo ift aud) vie Projection der Strede
zu derfelben Geraden normal

Beweis. E8 fei (Fig. 117) AB | Gbene RS, baher BD bdie Pro-
jection der AD auf RS; ferner fei AD normal zu der in der Gbene RS
liegenden Geradben DE. Madt man DE = AB unbd zieht AE und BE,
it AEDASABE, alfo DA =BE; bdann ift aup ABDE X DBA,
alio W. BDE = BDA = R, und jomit BD | DE.

Auf gleiche Weife evgibt fich aud) die Umfehrung diefes Sates.

§ 211. Aehrfap. Bieht man von einem Punfte auferhalb
einer Gbene zu diefer eine normale und mehrere fdhiefe Streden,
fnianit

vie ‘ﬁlntmnle die fiirjejte unter diefen @trec‘t‘en
. 3iwet @cf)tefe,J mcfc[)c gleiche Projectionen auf die Ehene
l)uﬁen find einander gleidy; und

3. von jwei Sdiefen, welde ungleidhe Projectionen 'auf die
Ebene haben, ift diefenige die grofeve, welde die [grofere Pro-
jection Hat.
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Der Beweisd wird, wenn man duvd) die Streden Ebhenen legt, ahnlidy
wie in §. 35 gefithrt.

Aug den Sipen 2 und 3 folgen indivect aud) deven UmEehrungen.

Die Novmale von einem Punfte auf eine Ebene gibt dem Abjtand
oiefes Punftes von der Ebene amn.

Fulgelihe, a)i_‘bie Fufpunfte aller gleidhen Strecen, bie von einem
Puntte aufevhalb cinev Ebhene zu diefer gejogen werden, liegen in einer Kreig-
line, welche den Fufpunit der Normalen jum Wittelpuntte hat.

[ b) Der geometrifdhe Ovt aller Punfte, weldher von drei gegebenen,
nicht in gerader Linie liegenden Puntten ded Raumes gleich weit abjtehen, ijt
die ovmale, die im Wittelpuntte des duvd) jene drei Punite gehenden Kreifed
auf die Gbhene bedjelben evvichtet wird.

§. 212 éiebrl‘aig.[/,gwﬁ Gevabde, deven jede einer dritten e
raden im Raoume pavallel ift, find aud) einander pavallel

Denft man jid) eine Ebene, ju weldher die dritte Gerade normal jteht,
jo miffen nad) § 207, 2 aud) bie beiden exften Gevaden zu diefer Ebene
normal fjtehen, folglid) nadhy §. 207, 1 einander pavallel jein.

(§-213) Lehrlak, Bwei Wintel im Raume, deven Sdhentel
paarweife pavallel find, {ind a) gleid), wenn beide Paave der
@dyenfel in demfelben, obder beide im entgegengefepten Sinne
pavallel {ind; bagegen b) Supplementwintel, wenn zwei Scdhenfel
in bemfjelben, die beiden anbeven aber im entgegengejepten Sinne
pavallel finbd. :

Beweisd. a) 8 fei (Fig. 119) AC || A'A" und BC || B'B".

Madht man AC = A'C’ und BC = B'C/, und jieht die Streden
AA‘, BB, CCY, AB und A‘B’, jo ijt AA’ gleih und pavallel mit CC’
(8. b4, 3), cbenjo BB’ gleich und pavallel mit CC’, mithin audh) A A’ gleich

Fig. 119. und pavallel mit BB’ (§. 212); folglid) ijt aud

¢ AB = A'B’ (§. 54, 3). Dann ijt aber A\ ACB

0 A‘QYBY, baher Winfel ACB = A'C'B.

Wegen W. A'C'B' = A“C'B" ijt aud) W.
ACB — AHCJBU-

b) Nad) a) it ACB = A'C'B’, aber
A'C'B' 4+ A" C'B' = 2R, folglid) audy ACB

o A Bl 2R,

§. 214. Lebhrfok. Bwei pavallele Gevade, welde eine Ehene
fdneiden, bilben mit diejer gleiche Neigungswintel

Denn fie bilden mit den von je einem ifrer Punfte auf die Ghene
gefiillten Novmalen gleiche Winfel (§. 207, 1 und §. 213).

§. 215. Lelhrfihe. 1. it cine Gerabe auferhalb ciner Ebene
mit einev in diefer Gbene liegenden Geraden pavallel, fo ijt fie
audy mit der Gbhene felbjt parallel
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PBeweis. €8 fei (Fig. 120) AB || CD.
Hitte AB mit der Ghene RS einen Puntt
O gemeinjam, jo mii{8te derjelbe, wenn
man burd) AB und CD eine Ehene ABCD
legt, sugleidh in Diefer Gbene liegen; O
wive aljo beiden Ebenen gemeinjom, . §.
ev wive ein Punft ihrev Sdnittlinie CD,

was dev Bovausfegung wideripricht.

2. Jit eine Gevade mit ciner Chene pavallel und legt man
durd) die Gevabde eine jweite Chene, welde die erfte {dhneidet, fo
ift die Gerade audy mit der Sdynittlinie beiber Gbhenen parvallel

Der Beweid wivd ebenfalls inbivect gefithrt.

1L Sage der Ehenen gegen eimander.

§. 216. Bwei Gbenen fbnnen gegen einander in einer dreifacdhen Lage
gedacht werden: entweder fallen die jwei Ghenen gany jujammen; odev {dhneiden
fich die Dinveichend cvmweitevten Gbenen in einer gevaden Linie, fie jind gegen
einander geneigt; oder ed treffen die beiden Ebenen, fo weit man fie aud
eviveitern mag, nie jujommen, fie find pavallel

§. 217. BWenn fid) zwei Ebenen fdmeiben, jo feifit dic Grife der
Drehung, weldhe bdie eine Ebene um die gemeinjame Sdnittlinie maden
mufg, um in die Page der andeven Gbene ju gelangen, der Flachenwintel

Fig. 121 oder Seil dev beiden Ehenen; die gemeinfame Sdnitt-
linie nennt man die Scheitellinic oder Kante
Hee B D und dic beiden Ghenen felbjt Schentelflidyen oder
57 ’,/’" ' /]“” Seiten des Reiles.
i oy Qn Fig. 121 find A B bdie Rante, AD unb AF
H ) : pie Seiten de@ von den Chenen AD und AF ge-
By p  Dildeten Reiles D (AB)F.

e s F(AB)H heifit dev Nebenteil, HAB)L
der ©dyeitelfeil von D(AB)F.

§. 218. Grvidjtet man in ivgend cinem Punfte O (Fig. 121) der Kante
eined Keiled auf diefelbe zwei Novmale OM und ON fo, dajd bdic eine
Jormale in die eine, Ddie weite in die andere Sdhenfelfladhe fallt, jo Bat
der Wintel MON bdiejelbe Grife, in weldem Punfte der Kante man aud
pie Mormalen evvidyten mag, da je jwei joldhe Wintel pavallele Schentel Haben.
Diefer conjtante Winfel heifit der Neigungswinfel der beiden Ehenen,
welche den Reil bilden.

Lebrfak. Bu gleidhen RKeilen gehioven gleidye Neigungswintel,
und umgefehrt. (Beweisd durd) Dectung.)

Man nimmt daher die Grife ded Neigungswinfeld der Seiten eines
Reiles ale M a ff fiiv die Grife ded Keiles an.
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§ 219. 3Bwei Ehenen Heifen zu einander normal oder jenfredt,
menn ihr Neigungéwinfel ein vedyter ijt.

LehrTike. 1N\t eine Gevabde ju einer Ebene nmmaI, fo ift

Sig. 122. aud)-jede durd) die Gervade gelegte Ehene j3u
4 _ ver evfteven Ebene normal

| ' @8 fei (Fig. 122) AB | RS, fo mujé aud) die

miﬁﬁ",lﬁ Gbene ACD | RS fjein. 3ieht man in dev Ehene

AL ’ RS die BE | CB, jo ift ABE ber NeigungSwintel
Z o8 y der Gbenen ACD und RS; allein ABE =R, da
=N AB | RS; folglih ACD | RS.

2. @ind zwei Ebenen ju einanbder normal, und zieht man
in der einen eine Novmale ju der Sdnittlinie, fo ijt diefe Nor-
male aud) 3u ber jweiten Ebene normal

@8 fei ACD | RS und AB | CD. 3Bieht man BE | CD, jo ijt
ABE =R, weil ACD | RS; folglid) fteht AB auf CD und BE, und
oaber aud) auf der Ebene RS novmal.

Folgelak, Sind von drei fich in einem Punfte jehneidenden Gevaden fe
jwei 3u einander novmal, fo find aud) je swei dev durd) fie gelegten Ebenen
ju einonder novmal. (Folgt aus 1.)

\\§. 220 LehrTok. Sind zwei fid jgnei

Fig. 123. bende Ebenen ju einev dritten normal, fo ijt
A/‘ aud) ihre Sdynittlinie ju der dritten Ehene
normal

B lo 7 @8 jet (Fig. 123) AC | RS und AD | RS.
Rieht man BE | BC und BF | BD, fo ift
ﬁ (8. 219, 2) BE | AC, dafer aud) BE | A B;
g fener it BF | AD, bafer aud BF | AB; folglich

AB | RS

Folgelak, Sind von drei fid) jdhneidenden Ehenen je zwei ju einander
normal, fo find aud) je zwei ihrer Scnittlinien zu einander normal.

§. 221. LebrTidge. 10 3wei Gbenen, ju denen diejelbe Gerade
normal ift, find einanbde parallel

Wiirden fic) die beiven Gbenen jchneiden, jo miifsten bie Iormale und
bie Verbindungsftreden ihrer Fufpunfte mit ivgend einem Puntte der Schnitt-
linie beider Gbenen ein Dreiect bilden, wovin zwei vechte Winfel vorfdmen.

jt eine evabe zu einer von jwei parallelen Ehenen

normal, jo ift ie e§ aud) ju der andevi.

Wird ebenfalld indivect bewiefern.

W8, 222 Lelhrlike. 1. Sind zwei Ghenen einer dritten pavallel,
o find fie audy unter einanbder pavallel
Denn ervichtet man auf die dritte Ebene eine Novmale, o muis biefe
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(§ 221, 2) aud) su den beiden erfteven Ebenen novmal jein, folglidh find
diefe (§. 221, 1) cinander pavallel.
2. Durd) einen Punft auferhalb einer Ehene fann nur eime
ju diefer pavallele Gbene gelegt werbden.
Folgt indivect aus 1.

§. 223. Lehrfake. 1. Werden jwei pavallele Ehenen von einer
pritten gefdynitten, jo find die Sdnittlinien pavallel

Beweis indivect.

2. Parvallele Streden zwifden pavallelen Ebenen jind ein-
ander gleid). (Beweid folgt aus 1. und § H4, 1.)

Folgelah. Alle Normalen wijden swei povallelen Ebenen find gleich.

Die conftante Linge einer folden Novmalen gibt ben Abftand bder
beiden pavalfelen Gbenen an. |

§ 224. fLebrlike. 1.-Gine Gerade, welde zwei parallele
Gbenen fdneidet, bildet mit diefen gleidje Neigungsminfel.

Bieht man von einem Puntte der Gevaben eine Normale u dev einen
Gbene, fo fteht diejelbe audh zu der andern Ebene normal. Legt man nun
durd) die JMormale und die gegebene Gevade eine Ehene, jo bilden ihre paval-
lelen Sdhnittlinien in der Ebene mit der gegebenen Gevaben bdie Neigungdwintel,
welde als Gegemwintel gleid) find.

f___?.__@inr Gbene, welche zwei pavallele Ehenen jhneidet, bildet
mit diefen gleidhe Meigungsmintel.

Pan ziehe in der jdhneidenden Ehene eine Gevade novmal ju den paval:
lelen ©Sdnittlinien und verfahre dann analog wie bei dem Beweife ju 1.

§. 225. LehrTak/ 3wei Keile, deren Seiten paarweife pavallel
jind, find einanbder gleicd), wenn beide Seitenpaare in demielben
odber beibe im entgegengefeften Sinne pavallel {inod.

Wan verlingere eine Seite ded einen Keiled, fo dajs fie cine Seite des
andern Keiled jdyneidet, und wende dann §. 224, 2 an.

Folgefak. Bwei gleide Keile laffen jich), wenn man ihre Kanten pavallel
jtellt, immev in eine foldhe Lage bringen, bajs beibe Paave ihrer Seiten in
pemfelben, oder beide im entgegengefesten Sinne pavallel jind.

§ 226. Lehrfob. Dic Ebenen jweicr
Winfel im Roume, deven Sdhenfel parvallel

‘P [ jind, {ind einanber parvallel.
A<B G8 fei (Fig. 124) AB || A'B' und AC || A‘C.
e Bieht man AA" | RS, ferner A“B"|| A'‘B’ und
; A"C" | ACY, jo it AA" noemal u A“B" und
Zg;%/,ﬂ” A"CY. RNum ift (§.212) A"B" || AB umd A“C" || AC;
/AR E,, folglich ijt audy A A" normal ju AB und AC, mit-
hin aud) zu PQ; folglich ift PQIRS (§. 221, 1).

Fig. 124,
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| §.227. Sebrfike. ¥ ©ic Gtrahlen cines Strahlenbijdels
m Raume werden odurd) je zwei parallele Ebenen propor-
tioniert gefdynitten,

: @8 fei Ghene ABCD |labed (§Fig. 125). Da SA
Gige1a, und SB in bevfelben Gbene (iegen, jo ift (§. 116) SA :
Sa = SB: Sb; ebenfo ift SB: Sb=8C: Sec; folg-
M A - Sa—58:sh—Sl: 8 .

2. Werden die Strahlen eined Strahlen-
biiffdel8 von zwei Ebemen proportioniert ge
jdhuitten, fo find die beiden Ebenen parvallel

At A Sa—=58B:8b = SC;: Se=.., joift
(§. 117) AB| ab, BC|/be; bdaber find die durd) die
Winfel ABC und abe gelegten Gbenen ABCD und
abed pavallel (§. 226).

3. Werben bie Strahlen ecined Strahlen-
biifdhels von zwei parallelen Ebenen gejdnit:
ten, fo find bdie von den entfprechenden Ber-
bindbungsftreden bder Sdnittpuntte begrenjten
Gebilde afhnlich.

Qft €Gbene ABCD [|abed, fo ift (nad) 1) SA:
Sa=SB:8h=SC:8c=..., baher (§ 117) AB|lab, BC|| be,
CD|lcd,... Daraus folgt (§. 118) AB:ab=SA:8a, und BC:
be = SA:Sa, dafer auh) AB:ab = BC:be. Ghenfo folgt BC:be =
CD:cd, ui w Ferner it B A=13a, WB=D>b, B.C=c ui w;
fomit ABCD ~ abed.

1ML Storperfidie Cdien.

§. 228." ®ehen von einem Punite drei ober mehrere Strahlen aus,
welche nicht in derfelben Ebene liegen, fo wird duvd) bdie wijchen je wei
benacdhbarten Strahlen liegenden Winfelflichen der unbegrenjte Raum in ziwel
Dalbbegrengte Miiume getheilt, welhe man forvpevliche oder FRaumeden,
aud) blofg Ecfen nenut.

Der Punft, von welhem bdie Stvahlen ausgehen, bheift der Scheitel;
die Strahlen felbft nennt man bdie Ranten; die Winfel je pweier aufeinander
folgender Ranten die Rantenwinfel oder Seiten und ihre Winfelfliichen die
Seitenfladhen; endlih die Neigungswintel je sweier benachbavter Seiten-
flichen bie Fladyenwintel, audy blof Winfel der Cefe.

Qm folgenden folf unter einer Gde ftets nuv cine jole verjtanden
Toerdern, deven %Iﬁd)enminfel' hohl find.
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&ig. 126. St (Fig. 126) S der Scheitel der Ede und find SA,
SB, SC beren Ranten, fo begeichnet man bdie Ede durd
SABC; bdie Seiten begeichnet man entweder, wie die chenen
Winkel, durd) ASB, ASC, BSC, oder aud) durd) (AB),
(AC), (BO).

Gine Gde Hat o viele Seiten ald Kanten. Nad) der
Anzahl derfelben untericheidet man dreiz, viers, ..z, n-fei
tige Gden, oder Dreifante, BVievfante, .., n-Kante.

§. 229. 3Bieht man von ecinem beliebigen Punfte in einer Ecfe auf jede
Seitenfliche derfelben cine Novmale, jo bilden dieje Novmalen die Kanten einer
newen Ede, welde die Polarede der gegebenen heifit.

Jit (Fig. 127) S ein Punit im Jnunern der Ede SABC, und S'A’
1 SBC, S'B‘ | SAC, 8C' | SAB, fo ift S'A‘B'C’ bdie Polarvede der
Ede SABC.

Am bequemften wird die Polavede conjtvuiert, indem man im Sdeitel
ver gegebenen Edfe auj deven Seifenflichen Jormale nad) den entgegengefesten
Geiten  ber  den Seitenflddhen gegenitberliegenden Ranten evvidhtet ; iwie
SA"B"C",

LehrTige, 1. Jede Ede ift Polavede juihrer cigenen Polavede.

Da S'A’ | SBC, foijt aud) die Ebene S'A‘CB* | SBC (§. 219, 1);
oa 8B | SAC, fo ijt aud) die Gbene S‘A‘CB’ | SAC; fomit ift aud
die Sdnittlinie SC der Ghenen SBC und SAC novmal jur Gbene
S'A'CB’ (8 220). Gbenjo folgt, dafé bdie RKante SB | S'A‘BC’ und
SA | S'B'AC ift.

2. @ind zwei Eden Polareden zu ein-
ander, fo find bie Seiten ber einen Supple-
mente der Winfel dber anbern.

Der Seite BSC der Gde SABC entfpridyt der
Wintel an der Kante S'A’ der Polavede S'A'B/C.
Dag WNiaf diefes Winfels ijt BA'C, da S'A’ nor-
mal ju bder Gbene SBC, bdaher audhy normal zu
A‘C unb A’'B ijt. Nun find, oa SC | S'A'CB
ud SB | S'A'BC’ ijt, in dem Bievede SBAC
oie W. SCA’ und SBA’ redyte Linfel; bdabher ift
aucdh) BSC 4 BA‘C = 2R. Ebenfo folgt, dafs ASC
+ AB'C=2R und ASB 4+ AC'B =2R ijt.

§. 230. Wenn man alle Kanten einer Ede iiber den Sdeitel hinaus
verlingert, fo heift die Ede, weldhe die Verldngerungen ju Kanten Hhat, bie
&Gdjeitelecte der erjteven.

Bwei Sdheitelecen SABC und SA'B‘C' (Fig. 128) haben nach der
Ordonung  paarivefe gleiche Seiten und gleiche Wintel; bdiefe folgen jedodh in
den beiden Gden im entgegengefeten Sinne der Drehung aufeinander.

Fig. 127.
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§. 231/ Rwei Gen heifen congruent, wenn jie jid) fo in einander
legen {affen, dajs fidh) alle ihre Ranten und Seitenflichen decfen. Sollen wei
Ecen jur Dedung gebracht werden fonnen, fo miiffen in denjelben nicht nuv
alle Seiten und Winfel paavweife gleid) fein, fondern diefe aud) in dem-
felben Sinne der Drehung aufeinander folgen.

Awei Eden, weldye paarweife gleidhe Seiten und Winkel haben, in denen
aber diefe im entgegengefetiten Sinne aufeinander folgen, fonmen 1. im
allgemeinen nidht jur Dectung gebradyt werden; fie laffen fid) jedodh 2. auf
entgegengejesten Seiten ciner Gbene in eine fjolthe Lage bringen, dafd Ddie
Strede zwijden je zwei entfprehenden Puntften der beiden Eden
gu jener Ebene normal ift und durd fie halbiert wird.

Beweis. E8 feien die Scheitelecden SABC und SA'B'C! (Fig. 128).

1. Cegt man (Fig. 128, I) bdie Seite (A'CY) fo auf bie ihv gleiche
Seite (AC), dajg SA’ auf SA, SC auf SC fallt, {o forumen die Kanten
SB' und SB auf entgegengefesten Seiten dev Ghene SAC zu liegen; 8
fann alfo auf diefe Avt eine Dectung nidht ftattfinden.

Qegt man aber (Fig. 128, II) die gleidhen Seiten (A'C’) und (AC)
fo aufeinander, dafg§ SA’ auf SC und SC‘ auf SA fillt, fo fommen die
Ranten SB’ und SB jwar auf derjelben Seite ber Gbhene SAC, jedod
neben einander ju liegen; e§ fouen baher bie Gcen aud) in diefer Lage nidt
jur Dectung gebracdht werden, wenn nicht jufillig die Flachenmwinfel B (AS) C
und A (CS) B, folglid) audy B (A’'S) C' und A’ (C'S) B’ einanber gleid) find.

Fig. 128.

2. Mean lege (Fig. 128, 1) die Ecden SABC und
SA‘B'C’ fo an einander, dafs fie eine Seite (AC) =
(A'CY) gemeinfom Haben und fie felbft auf entgegen-
gefesten Seiten dexfelben liegen. Macht man dann SB =
SB’ und 3ieht BA und B‘A‘ normal jur Kante SA,
foift ASABS2SA'B!, baher SA = SA’, b i. A’ ift mit A ibentifdh;
fevner it auchy AB = AB’. Bicht man BB’, weldhpe die gemeinfame Seiten-
flide SAC in O f{dneidet, fo ift, dba SA | Gbene BAB‘ ijt, aud
SA | AO. Der Winfel BAO ijt alfo bag Maf des Flidenwintels B(AS)O
und der Wintel B'AO dag Maf des Flachenwintels B’ (AS) O, fomit L.
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BAO =B'A0O; man fhat danu A\NBAO X B'A0, folglih BO = B‘O
und W AOB=AO0B, b.i. BB’ | AO. &8 ijt aber in bem gleidh)-
jpentligen Dreiefe SBB’, deffen Grundlinie in O Halbiert twird, aud
BB’ | 80, jomit BB’ | Gbene SAC. Die Stree BB’ jwijhen den
Punften B und B’ fteht alfo zur Ebene SAC normal und wird burd) fie
halbiet.

Was von den Punften B und B’ bewiefen wurde, fanun aud) von je
gwei anbeven entfprechenden Punften dev beidben Edfen gezeigt werden.

Bwei joldge Eden Heifen jymmetrifd.

et fymmetrijhe Cden in ber hier angegebenen Lage ftehen, wenn nan ifre gemein-
jome Geitenflacie al3 eine Spiegelfliche annimmt, in derjelben Begiehung ju einander, wie
et Gegenftand wund jein Shiegelbild.

Folgefithe. a) Jede Ede ijt ihrer Scheitelecte fymmetrifd).

b) Bwei Ecden, weldie einer dritten fymmetvife find, find unter ein-
anbdev congruent.

¢) Qft von gwei comgruenten Gden bdie eine einer dritten fhymumetrijd,
fo ift e8 auch die andere.

;%'f&igeufd)nfteu ber Dreifante.

§ 232. fLehrTibe. L-Qn jedem Dreifante ift die Summe
jweier Seiten grofer als die dritte (Fig. 129).

Beweis. Jit (AC) bdie grifte Seite, fo ziehe man in der Ghene ASC
pie Gerade SD fo, daf§ ASD = ASB wird, made
SD =SB und lege durch B und D eine belicbige, bdie
Ranten SA und SC in A und C {dyneidende Ehene.
Dann ift AASD 2 ASB, aliv AD = AB. Da nun
BC > AC — AB obers BC > AC — AD, b, i
BC = CD ift, jo ijt in den Dreieden SBC und SDC
Wintel BSC = DS C (§ 43); mithin ift auh ASB
+ BSC > ASD + DSC, oder ASB + BSC >
ASC.

S 2)3n jedbem Dreifante ift die Summe aller Seiten fleiner
alg 4R.

Beweid, Sdneidet man die drei Kauten duvd) eine beliebige Ehbene in
pen Punften A, B, C, fo jind dieje dic Sdjeitel dreier newer Dreitante. Ve-
seichnet man die Winkel des Dreieted ABC mit A, B, C, und bie iibrigen
Kantemmwinfel der neu erhaltenen Dreifante mit A‘, A", B, B, ¢/, C*, fo
ijt nach 1 Alvrgs AY 4 Bl B 40 #:C"= A4 B 4-C,
ober A+ A"+B 4+ B"4+ C' 4 C'"=>2R.

Pun it :
ASB—[—ASC-I—BSC—{'—A‘-I—A.”-[—B‘-{—B”+C'+0”:6R,
dbaber, wenn man von diefer Gleidung die leste Ungleichung fubtrabiert,

ASB 4 ASC +4 BSC << 4R.
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Bufaly. Auf gleihe Weife (djst fidh) aud) der folgende allgemeine Saf
beweifen :

Jn jeder Gde it die Summe aller Seiten fleiner als 4R.

§. 233. febrTah. Qn jedem Dreifante ift die Summe aller
Binfel grofer als 2R und fleiner als 6R.

PBeweis. Sind A, B, C bdie Winfel eines Dretfantd und a’, b’, ¢
die entfprechenden Seiten feines Polardreifants, fo ift nadhy §. 229, 2

A4 a'=2R, B4+ b'=2R, C+c¢' =2R, baher
A+ B4 C 4 a + b+ e = 6R; aber nad) §. 232, 2 ijt
a' + b’ + ¢ << 4R, jolglih A + B + C > 2R

Yudh folgt aus A + B 4+ O 4 a' + b’ + o' = 6R, dafs A + B
+ C < 6R fein miiffe.

&l 284, gebrfitbe.

1. Gleidyen Winteln eines | 3. Gleidgen Seiten eines
Dreitants liegen gleide Seiten i Dreifants liegen gleiche Winfel

gegeniiber. gegeniiber.

2. Dem griferen Winkel 4. Devgroferen Seitecines
tineg Dreifants liegt eine grd- | Dreifantd liegt ein groferer
Beve Seite gegeniiber. Winfel gegeniiber.

Sig. 130, Beweis ju 1. G fei (Fig. 130) A (SC)B = B(SA) C.

Man ziehe vor einem Punfte D in der Kante SB bie
DG | ASC, DE | SC und DF [ SA unb ziehe
ferner GE und GF; dann ift (§ 210) GE | SC und
GF | SA, afo find DEG und DFG bdie Winkel,
weldhe nach ber Vorausjepung gleid) find. Die vedytwink
ligen Dreiecfe DGE und DGF find demnad) congruent,
bafher DE — DF; fomit ift audy A\ SED 22 SFD,
alfo Winkel DSE = DSF, b. i. (DE) = (DF).
Beweis ju 2. E8 fei (Fig. 131) A(SC)B > B (SA) C. Man lege
durd) SC eine Gbene CSD fo, dajé fte mit ASC einen
Flachenwintel bilde, weldher B (SA) C gleidy ift; dann hat
bie dreifeitige Gfe SACD jwei gleidhe Fladenwintel,
alfo find nach 1. aud) die ihnen gegeniiberliegenden Seiten
(AD) und (CD) gleih. Nun ift in der bdreijeitigen
Gfe SBCD, (BD) + (CD) = (BC); folglidh ijt audy
(BD) 4 (AD) > (BO), ober (AB) > (BC).

Der Beweis ju 3. wird indivect mit Juzichung von
2. gefiibrt.

Beweis ju 4. indivect mit Buziehung von 1. und 2.

§. 285. Lehrfithe iiber die Congrueni und die Symmetrie
der Dreifante.

ig. 181.




1. Awei Dreifante, in denen | 2. Bwei Dreifante, in Denen
jivei Seiten und der von ifhnen ‘ sgmwei Winfel und die zwifden
eingefdloffene Winfel paar- | ihnen liegende Seite paarmweije
weife gleid) jind, find congruent | gleid) find, find congruent oder
oder Jymmetrifd. [ iymmetrijd.

Fig. 132, Peweid zu 1. €8 jei (Fig. 132)
(AB) = (A'BY), (BC) = (B‘C’) und
A (SB) C = A’ (8'BY) C'. Man lege
bie beiben Dreifante jo in einander,
bajs die Seheitel S und S, die Kanten
S'B! und SB, und die Seiten (A’ BY)
und (AB) auf einander falfen; dann
mujé wegen der Gleichheit der Fladen-
winfel aud) die Seitenfladhe B'S’'C’ auf BSC, und weil die Seiten (B'CY)
und (BC) gleich find, S'C* auf SC, und endlich audhy A’S‘C’ auf ASC
falfen, bda durd) jwei fid) jhneidende Gevade nur eine Ehene miglidy ijt.
golglich decfen fid) die beiben Dreifante.
Holgen die gleidhen Veftanditiicte im entgegengefessten Sinne aufeinander,
jo ift bag eine Dreifant mit bem Sdheiteldreifant des anbern congruent und
daher (§ 231 a und c¢) mit dem anbern fymumetrijd).

Beweid zu 2. Denft man fidh) ju beiden Dveifanten die Polavdreifante
conftruiert, fo miiffen in biefen (§. 229, 2) zwei Seiten nebft dem einge-
jchloffenen Winfel beiiglich gleidh), folglih nach 1. fie felbjt congruent fein.
Dann jind aber in denjelben alle entfprechenven Vejtanditiice folgeweife gleid
und e8 mujd daher (§. 229, 2) aud) in den gegebenen Dreifanten bdasjelbe
per Fall jein; mithin find diefe congruent.

Der Beweis fiir die Symmetrie, wie bei 1.

3. Bwei Dreifante, in denen | 4. 3wei Drveifante, in denen
jwei Seiten und der ber einen | jwei Winfel und die dem einen
Seite gegeniiberliegende Winfel | Winfel gegeniiberliegende Seite
paarweije gleidh) und bdie dem | paarvweife gleidh und bdie dem
anbern Paare gleider Seiten | andevn Paave gleidher Winfel
gegenitberliegenden Wintel | gegeniiberliegenden Seiten nidyt
nidht Supplemente jind, {ind \ Supplemente find, find con:
congruent ober {ymmetrijd. | gruent obev jymmetrijd.

Beweis u 3. €8 fei (Fig. 132) (AB) = (A'B’), (AC) = (A'(CY,
ASC)B=A'(S'C)B'und A (SB) C + A’ (8'B) C’ = 2R. Legt man
die beiden Dreifante jo in einander, bajs 8 auf S, $'C auf SC und (A'CY)
auf (AC) fillt, fo wird wegen der Gleichheit ber Fladenwintel audy die
Seitenfladhe C'S‘B‘ auf CSB fallen. Dann mujé aber aud) die Kante S‘B’
auf SB fallen. Denn fiele S‘B’ nidt auf SB, fondern etwa auf Sb, fo




Wwive (nad)y 1.) daé Dreifant SALC 22 S'A‘B'(Y, baher A (8b) C =
A’ (S'B") €' und (Ab) = (A'B‘) = (AB), fomit (nad) §. 234, 3) audh
A (SB)b = A (Sh) B; banun A (Sb) B + A (Sb) C = 2R (al8 Neben-
feile), jo wiive audh A (SB) b + A’ (8'B) C' = 2R ober A (8B) C +
A' (S'BY) €' = 2R, was der Vovausfepung widerfpridht. €8 miifjen demnad)
S'B und SB aufeinanbderfallen und daher die Dreifante congruent jein.

Der Bewei§ fiiv die Symmetrie, wie bei 1.

Beweis ju 4. mittelft der Polavdreifante, wie bei 2., mit Buziehung
bon 3.

5. Bwei Dreifante, indenen | 6. 3wei Dreifante, in denen

alle drei Seiten paanrweije | alle dbrei Wintel paavweife
gleid)y jind, find congruent obev | gleidh find, find congruent odev
Ihymmetrijd. | jymmetrijd.
&ig. 133. Beweis qu b, €3 jei (Fig. 133)
(AB) = (A'B’), (AC) = (A'CY)
und (BC) = (B‘CY). Mad)t man
S BB S0 —= 8 A =B —
S/ unb legt durd) die Puntte A, B,C,
und A, B, C' bie Gbenen ABC
und - A'B/CY; seht’ ferner SD |
ABC, S'D' | A'‘B‘C' unb be-
jihreibt um die Dretede ABC und A‘B‘C’ Rreife, fo fallen deven IMittels
punfte in bdie Fufpuntte D, D’ der Novmalen SD und S'D’ (§ 211, a).
Do nun A\ ASB 22 A'S'BY, fo ift AB = A’B’; ebenfo folgt AC = A‘C’
und BC = B‘C’, unbd fomit find die Dreiee ABC und A‘B‘C’ congruent;
daher miiffen auch die um diefelben bejdhricbenen Kreife gleich fein, folglich dex
Dalbmeffer AD = A'D’. Aus der Gongruen bder redhtwinfligen Dreiecte
ADS und A'D'S folgt endli) DS = DS

Legt man nun bag Dreifant S/ABC’ fo in dag Dreifant SABC,
afé fidh die Dreiece A‘B'C’ und ABC bdecfen, fo werden aud) bie wm fie
bejchricbenen Rreife, folglidh audh ifve Mittelpunfte D' und D aufeinander
fallen; da ferner in D auf ABC nur eine Normale moglicy ijt, fo fiillt
D'S' in die Ridhtung DS und wegen DS’ = DS aud) der Punft 8* in S;
folglidh falfen aud) die Ranten und Seitenflachen der Dreifante aufeinander.

Der Beweid fiiv die Symmetrie, wie bei 1.

Beweis zu 6. mitteljt der Polardreifante, wie bei 2., mit Suziehung
bon 5,

IV. Aufgaben.
§. 286. Confjtructiondaufgaben.

1. (Forberungsjap.) Durd) drei gegebene Puntte, weldje nidht in einer
Gevaden liegen, eine Ghene zu legen.
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2. Bon einem gegebenen Punfie im Raume ju einer gegebenen Geraden
bie Normale 3u iehen.

Dean Tege durd) dem Punft und die Gevade eine Ghene und fiille in
derjelben von dem gegebenen Punfte die Novmale auf die gegebene Gerabde.

3. Durd) einen gegebenen Punft im Rawme mit einer gegebenen Geraden
oie Parallele ju ziehen.

Die Aufldfung ift der fritheven analog.

4. Durd) einen gegebenen Punft einev Geraden ju diefer die novmale
Gbene 3u legen (§. 204, Folgef.).

D. Bon einem Punfte A auferhalb einer Ehene ju diefer die Novmale
it giehen (Fig. 117).

Man ziehe in der Ehene RS eine belicbige Gevade DE, fille in der
durd) A und DE gelegten Gbene von A auf DE bdie Novmale AD; in D
ervidhte man in der Ghene RS auf DE die Novmale DB, und ziehe bdarauf
in der durd) den Winfel BAD gelegten Ghene von A aus die Novmale AB;
dieje ift dann normal jur Gbene RS.

Denn DE fteht nad) der Conftruction novmal auf der Gbene B AD,
daber ift Ebene RS | ABD (§ 219, 1), mithin ift audy AB | Gbene
RS (8 219,:2).3

6. Auf eine Gbene RS (Fig. 117) in einem Punfte D bderfelben die
Normale ju evvidyen.

WMan fille von einem beliebigen Punfte A auferhald der Ebhene RS
auj bdiefe die Normale AB (Aufg. 5), lege durd) AB und D eine Ghene
und 3iche in diefer duvch D die DC || AB; DC ift dann bdie gejucdhte Nov-
male (§. 207, 2).

7. Durd) eine gegebene Gevade in einer Gbene die s diefer novmale
Gbene zu legen (Aufg. 6 und §. 219, 1).

V. Jbungsfise nud Hbungsanfgaben.

§. 237 Mbungsfise.

1. Die Projection einer jdyiefen Strecfe auf einer Ebene ift um fo
fleiner, je grofer ihr Neigungdwintel ijt.

2. Qever Punft der Halbierungsebene eine§ RKeile8 hat von den Seiten
vegfelben gleidye Abjtinde.

3. Berbindet man die Scnittpuntte, in denen wei pavallele Ehenen
von pavallelen Geraden gefchnitten werden, duvd) entfprechende Strecten, fo
erhilt man swet congruente Vielecke.

§. 288. Gonftructiongaufgaben.

1. Bon einem gegebenen Punfte einer Ebene zu diefer eine Gerade unter
einem gegebenen NeigungSwinfel zu ziehen.

Mean ervichte in einem Deliebigen andern Punfte der Ebene auf biefelbe die Nor-
male, Tege duvc) diefe und den gegebenen Puntt eine Ehene und conftruieve in derfelben an
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den gegebenen Punit den gegebenen Neigungdwintel jo, bajs dev eine Schenfel in bder ge-
gebenen Ebene liegt; Der zweite Schentel ift die verfamgte jchiefe Gerabe.

2. Gine Gbene unter einem gegebenen NeigungSwinfel gegen cine gegebene
@bene gu conjtvuicven.

Man ervichte auf eine Geradbe AB ber Ghene in einem beliebigen Punite C die Nor-
Male in Diefer Ehene und dann eine ziweite Normale auf die Ebene, lege durd) diefe beiden
RNormalen eine EGhene und conftruieve in derjelben an C den gegebenen Neigungdwintel jo,
bftié ber eine ©djenfel in bie gegebene Ebene fillt; bie durd) den zweifen Schenfel und
bie Gevabe AB gelegte Ghene ift die verlangte Ehene,

3. Durd) einen Punft auferhalb jweier fid) jdhneidenden Ebenen eine
dritte Ghene zu legen, weldhe ju ben beiden erfteven novmal ift (§. 219, 1).

4. Aus den drei Seiten eined Dreifants einen Winfel desfelben durdh
Conftruction in einer Ebene 3u finden.

Bergl. Conftruction zu §. 234, 1.

D. Aug ben bdrei Winfeln eined Dreifants cine Seite desfelben zu
conftruieren.

Die Conftruction ift mit Hilfe ded Polardreifantd nac) § 229 auf die Aujg. 4
guriiczufithren.

Buweiter Abfdnitt.
BVon Den Korpern im allgemeinen.

1. Ebenfladiige Storper.

§. 239.  Gin Kovper, welder von lauter Ebenen begrenst wird, beifit
tin ebenflidyiger Rorper oder ein Polpeder. Bur Begrengung eines
Polyeders find wenigjtens vier Ehenen erforderlic). Die eingelnen Greny
thenen feifien die Flachen des Polyeders und bilden ujammen deffen Ober-
fliche; die Shnittlinien der Flachen BHeifen die Kanten und die von den
Slachen gebildeten Gcen die Ecen bes Polyeders.

1. Bie Pyramide.

§. 240. Wird cine drei- oder mehrieitige Ece durch eine alle Kanten
derfelben treffende Ehene gefhnitten, jo Heifit bas dadurd) abgegrenste Polyeder
tine Pyramide. Die Shnittfliche heifit die Grundfldde, die anberen
Grengffichen Beifen die Seitenfladen, bdie Scnittlinien der lepteren mit
tinanber die Seitenfanten, und die mit der Grundflide die Grunbd-
fanten ber Pyvamide. Den gemeinjamen Schnittpuntt der Seitenfanten
tennt man den Scheitel, und den Abftand ded Scheiteld von der Grund-
fliche die Hohe der Pyvamibe.

Die Seitenflacdhen einer Pyramide find Dreiede.

Molnil, Geometrie. 9
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Gine Gbene, weldhe duvd) jwei nicht unmittelbor aufeinander folgende
Seitenfanten gelegt wird, heifit ein Diagonalfdnitt dev Pyrvamibde.

Nady der nzahl der Seiten der Grundflache theilt man die Pyvamiven
in brei:, vier- und mefhrieitige ein. Die bdreifeitige Pyramide ijt das
einfad)fte Polyeder; fie wird von vier Dreiecfen begrengt und heift daher aud)
bag Tetracber.

Gine Pyramide, in weldher alle Seitenfanten gleid) find, heift gevade,
jede andere jhief. Die Grundflddye einer gevaden Pyvamibde ift ein Selhnen-
vieled, deffen WMittelpuntt der Fufgpunft der Hobhe ift (§. 211, Folgef. a);
bie Seitenflidyen find gleidyjdentlige Dreiecte.

Gine gevadbe Pyramide, bdeven Grvundilache ein vegulives Polygon ijt,
Deifit vegelmafig ober reguldr. Jhre Seitenflachen find congruente gleid-
fdhentlige Dreiecte; die Hihe eines jeden devfelben heifit bie Seitenhihe dev
veguldven Pyramide.

§ 241. Lehrfike. 1. Wird eine Pyramide durd) eine zur
Grunbdflade parallele Ebene gefdynitten, fo ift a) die Sdnitt:
fliche der Grundflade ahnlich und b) bdie Fladeninhalte beider
verfhalten {id) wie die Quadvate ihrev Abjtande vom Sdheitel.

Dl Beweis. E8 jei (Fig. 134) abede || ABCDE.

: a) Folgt unmittelbar aug §. 227, 3.

b) 3it SP | ABCDE, aljo aud) Sp | abede,
und legt man durdy ASP eine Ehene, weldye die beiden
Bielede in den Gevaden ap und AP fdyneidet, fo ijt
ap/[|*By pahec*ab T AB = Sa: 8A = Sp: SP.
Nun it abede : ABCDE = ab?: AB?*(§. 163, 1),
‘ folglid)y auch abede : ABCDE = Sp*: SP2

QBn:b eine Pyramide duvd) eine gur Grundfliche pavallele Ebene ge-
jdnitteny, fo Beift der wifehen den beiden pavallelen Flachen liegende Theil
der SBt)::cun-ibe ein BPyrvamivenftumpf, der zwifhen der Schnittflade und
vem Sdheitel liegende Theil aber die Erganzungspyramide ded Stumpfes.
Der Pyramidenftumpf wird von zwei pavallelen und dhnliden Bielecen ald
Grundfladyen und fo vielen Trapesen ald Seitenflichen begrengt, als jedes
per Biclece Seiten Hhat. Der Abjtand der beiden Grumbdflichen heifit die Hihe
be§ Pyramidenjiumpies.

Qijt die Pyvamide eine gerade oder eine veguldve, fo ift e8 aud
der Pyvamidenftumpf. Ju einem gevaden Pyramivdenftumpfe find alle Seitens
tvapeze gleidhichentlig, in einem veguliven jugleich congruent. Ju bdem lefsteren
Beifit. die Hihe eined jeben Seitentrapejed die Scitenhdhe ded rveguliren
Phramidenjtumpfes.

2. Werben zwei Pyvamiden von gleider Grundflide und
gleidher Hohe in gleidhen Abftanden vom Scheitel duvd Ebenen
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gejdnitten, welde ju den Gruudfladen pavallel find, fo jind
die Sdunittiladen fladengleid.

&g feien P und P’ jwei Pyvamiden iiber den Grundfladen g= g’ mit
oen Hihen h =h', f und £ ihre Schnittflachen in den Abjtinden d = d’
vom Seitel. Damn ift (nach 1) f: g =d*: L% und £: g =d9: W% =
d*:h* daher f: g =f:g' und, ba g = g’ ift, aud) f =1~

3. Jeber durd) den Sdheitel und die Grundflade einer Py-
ramide gefiihrte ebene Sdunitt ift ein Dreied.

Fulgelal. Jede vielfeitige Pyvamide lajst fich duvd) Diagonalichnitte
i breifeitige Pyramiden von der Hihe der ganzen Pyramivde jerlegen.

2. Dos Prismo und das Prismateid.

§. 242, Werden bdrei ober mehrere Gbenen, welde fid) in pavallelen
®ervaden fdyueiden, durd) zwei pavallele Ebenen gefchnitten, fo heift das da-
ourd) abgegrenszte Polpeder ein Pridma. Die zwei pavallelen Sdnittflidien
nennt man die Grundflichen, die iibrigen Grvenzflichen die Seitenfld-
dhen, bdie Snittlinien der legteven mit einander die Seitenfanten, und
vie mit den Grvundfldden die Grunbdfanten ded Pridmas. Der Abftand der

Fig. 135, beiben Grundflddhen heift die Hohe ves Pridmas.

Der Rovper ABCDEFGHIK (Fig. 135) ijt
ein Pridma, wenn AF || BG || CH [| DI || EEK, und die
Gbene ABCDE || FGHIK ijt.

Folgelabe, 1. Die beiden Grundfladhen eines
Prismas jind congruente Vielecte (§§. 223, b4 und 213).

2. Ulle Seitenflidyen des Pridmag find Pavallelo-
granume.

3. Alle Seitenfanten des Pridmas find einander gleid).

@ine Gbene, weldhe durd) jwei nidht unmittelbar aufeinander folgende
Seitentanten gelegt wird, heifit ein Diagonalidnitt des Prismas.

§. 243. Nach der Anzahl der Seitenfanten unterfdyeidet man bdreis,
bievs ober mefhrfeitige Pridmen. Miit Riidfidht auf die Lage der Seiten-
tanten gegen die Grundfldchen heifit ein Prisma gevade oder fdief, e
nadhpem die Seitenfanten auf den Grundflichen fenfvedht oder jchief jtehen.

Gin Prisma, deffen Grundflichen Parallelogramme find, heift ein Pa-
vallelepiped. Gin gevaded Pavallelepiped, deffen Grumbdfladen Redytecte find,
beifit ein redhtwinfliges Paralfelepiped. Gin vedhtwintliges Pavallelepiped,
deffen Ranten gleich find, Beifit ein Cubug oder Witrfel; jede RKante feifit
aud) Seite bed Cubus. Jeded Pavallelepiped wivd von fechs Pavallelo-
granuuen, ein vedtwinfliges Bavallelepiped von fechd Redptecen, ein Cubus
bon fecdhs Quadvaten begrenst.

g%
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§ 244. lnter der Diagonale cined Pavallelepipeds verfteht man
bie Derbindungsjtvede der Scheitel jweier Gcfen, welde Feine gemeinfame
Seitenfladhe haben. Ein Pavallelepiped hat viev Diagonalen.

febrTike. 1. Jn jedem PBarvallelepiped fdneiden fidy die
Diagonalen in demfelben Puntte und halbieven einanber.

Beweid. Legt man durd) die Kauten
&ig. 136. AB und HG (Fig. 136) eine Ebene, fo ift bdie
Sdnittflidhe A B G H ein Pavalelogramnt
(§. 54, 3); eé miiffen jidh aljo in demjelben die
Diagonalen AG und BH in einem Puntte O
halbieren (§. 56, 1). Ghenjo [ij8t fich be-
weifen, daj8 fih BH und CE, dann CE
und DI, endlih) DF und AG in demfelben
Puntte O Halbieren.

2. Jn jedbem vedytwintligen Pavallelepiped ift dad Quabdbrat
einer Diagonale gleid) der Summe der Quabdrvate der drei in
ciner Ede jufammenitofenden KRanten (Fig. 136).

&8 fei dad Parallelepiped ABCDEFGH redhtwintlig. Dann ijt

AG*= AC?4 CG?= AB: 4 B(C? 4+ CG?
= AB®* 4+ B(C® 4 BF2

§. 245. LebrTiche. 1. Wicd cin Pridma durd) eine zur Grund-
flide pavallele Gbene gefdnitten, fo ift die Shnittfladhe mit
per Grundflide congruent.

2. Jeder Diagonalfdnitt ecined vielfeitigen Prismasd ijt ein
Parallelogramm.

Beide Sige beruhen auj §. 22‘3

FulgeTak. Qedes vieljeitige Prisma [(Gfst fih durd) Diagonalidynitte
in dreifeitige Pridémen von der Hihe ded gangen Pridmas zevlegen.

§. 246. Cin Riorper, weldher von zivei beliebigen parallelen Vieleden ald Grunbd-
flachen, und im allgemeinen von Dreiecen, welhe mit je einer Grunbdfldche eine Seite,
und mit der anbern einen Gdpuntt gemeinjom Haben, ald Seitenfldden beqrenst wird,
feift ein Pridmatoid (Fig. 137).

Fig. 137. Der Abftand der beiden parallelen Grundilicer ABCD und
EF G feigt bie HOhe bes Pridmatoidd; bie Schnittlinien der
Geitenfldchen mit einander und mit den Grundilddyen heifen besiiglich
bie Geitentanten oder die rundfanten.

Sind gwei gegeniiberliegenbe Seiten der beiben Grunbdfldchen
(wie AB und EF) parallel, jo fallen zwei Seitendbreiede (ABF
und AEF) in ein Trapey (ABFE), und, mwenn die pavallelen
Seiten aud) gleich find, in ein Parallelogramm zujommen. Unter
ven Seitenflichen eines Pridmatoidd founen duber audg Trapeze ober
Parallelogramne vorfommen.

Haben die beiden Grundildchen eined Pridmatoidsd gleid) viele
Geitenn und find auferdem je 3tvei gegenitberliegende Seiten parallel,




fo Yeit bas Pridmatoid insbejondere ein Obelisf, und zwar nady der Bahl der Seiten-
flidhen ein Drei- bier- ober melhrfeitiger. Der breifeitige Dbelist ift entweder ein
breifeitiger Byramidenftumpi ober ein dreifeitiged Prisma.

Gin Prismatoid, defjen eine Grundfldcge fich auf eine Kante veduciert, heift ein
Gpheniszt (Reil).

. Bufoh. Das Prismatoid fafdt in dev Fovm bes Obelisten fitr bejonbdere Annahmen
feiner Grundilchen alle bisher betvadteten fKbrperformen in fich, Sind die gegeniiberliegenden
Seiten ber Grundflachen eines Obelisten nicht nur parallel, jonbdern oudy gleidh), jo wird ber
DObelist u einem Prisma; find die parallelen Seiten proporiioniert, jo ftellt er einen Pyra=
mibenjtumpf vor; [65t man endlic) die Heinere Grunbdiliche immer mehr abnehmen, bis
fie in einen Punft veridhivindet, jo geht ber Lbelist in die Pyramide itber,

Sig. 138. 8 247, LehrTok. Qegt man durd) die Mitte a
einer Geitenfante AE bed Pridmatoidsd (Fig. 138)
eine zu den Grundfldden parallele Sdnittfldde,
jo halbiert diefelbe a) audh afle iibrigen Seifen-
fanten, und b) bie Hiohe.

G5 jei Ea= Aa und abedefg||ABCD.

a) Da die Sdnittlinien ab, be, c¢d, ... der Ebhene
abedefg mit den Eeitenflichen zu den Grundfanten AB,
EF, BC, ... parallel find, fo folgt aud Ea = Aa aud
Eb = Bb, Fe=Be, ... ;

b) TWird bie Hihe EP besd Prismatoidd von der Ehene
abedefg in p gejdhnitten, jo ift ap || AP, bofer Ep: Pp
R v — Ea:Aa: aber Ea = Aa, baber aud) Ep = Pp.

Die Gdmittildhe abedefg heifit der Mitteljdhnitt desd Pridmatoids.

3. Polyeder dtbechaupt und die vegularven insbefondere,

§ 248. Gin Polyeder, weldhed nur hHohle Flachenwinkel hat, Deift
convexr. Nur von folden Polyedern it in dem Nadhfolgenden die NRebe.

( LebrTiige. 1. Jn jedem Polyedev ift die Angahl W aller
Rantenwintel doppelt jo grof als die Angahl K aller Kanten.

Denn jedes Polyeder hat fo viele Winfel, ald die Anzahl der Seiten
alfer Flachen betrigt; bdiefe Anzahl ift aber doppelt fo grof alé bie Anzahl
Ranten, da jede Kante in zwei anliegenden Fladjen ald Seite vorfommt; folglidy

Wi—= K.

2. 3n jedem Polyeder ift die dreifadie Anzahl E der Eden,
ebenfo bdie dreifache Anzahl F bder Fladhen hodhftens gleid der
doppelten Anzahl K der Kanten.

Denn an jeder Ece, cbenfo in jeder Fliche, fommen mindeftend dret
Wintel vov; fomit ift 3E, und ebenfo 3F entweber gleich oder leiner ald bie
Anzafl aller Wintel; diefe betvagt aber 2K (nady 1), folglich ijt

3E =2K und e

§. 249. Lehrfihe. 1. Qn jedbem Polyeder ift die Summe aller
Wintel an ber Oberflidhe gleid) jovielmal 4 Redyten, als bdie
um 2 vevmindervte Anzahl E dev Eden angeigt.
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Beweis. Projiciert man alfe Flachen des Polpeders auf cine Ebene,
welde 3u feiner Kante novmal ift, fo ift die PBrojection feder Flache wieder
ein Polygon von derfelben Seitenanzahl und daher die Summe S aller Winfel
an der Oberflade ded Polyeders gleidh der Summe dev BieleckSwinfel aller
Projectionsfliichen. Fallen nun die Projectionen von e,-Eden des Polyeders
auf den Umfang dev Projectionsfigur und die Projectionen von e,-Eden in
pag Jnneve derjelben, fo geben die Bielectdwinkel aller Projectionsflichen zu-
jammen dic doppelte Winfeljumme cines e-Ecded und e, volle Wintel;
folglidy ijt

S=2(, —2).2R 4+ ¢, . 4R = (e, + &, — 2) . 4R,
oder, ba e, 1 e, = E ift,
S=(E—2).4R.

2. In fedem Polyeder ift dic Summe aller Winfel an bder
Oberflade aud gleid) fovielmal 4 Redyten, alg8 die Differen;
ver Anzahl K dber Ranten und der Anzahl F der Fladen angeigt.

- Beweid, Jjt die Sahl der Seiten bder eingelnen Fliaden des Polpeders
n, Ny, N, ..., {0 jind dic Summen dev Winfel in diejen Polygonen (n, — 2)
2R, (n, —2).2R, (n, —2).2R,.. daher dic Summe aller Winkel
auj der Oberfliche ded Polyederd S = (n, + n, + n, +..). 2R —F.4R.
un it n, + n, +n, .. = 2K, da jede Kante jwei Polygonjeiten bildet;
daher S = K.4R — F . 4R, oder
S= (K —F).4R.

§. 250. LehrTay. JIn jedem Polpeder ift die Summe der An-
sahl E der Eden und der Anzahl F der Fladhen um 2 grofer
alg dbie Angahl K dev Kanten (Culev’jder Sat).

PBeweid, Nad) § 249 ift bdie Winfeljumme an der DOberfladhe
S=(E—2).4R und auh S = (K — F). 4R. Hieraus folgt E — 2
=K — F, ober

E4+F=K+4 2

Die Gleihung E + F =K 4+ 2 fjowie die in § 248 abgeleiteten
Ungleidungen 3E Z 2K umd 3F = 2K find in Beziehung auf E und F
fommetrijd), d. §. fie bleiben rvichtig, wenn man in denjelben E und F mit
einander vertaujdt.

Folneliite, 1. Au3 E+ F = K 4 2 folgt:

Hat ein Volheder eine gevade Vngzahl Konten, jo ijt die nzahl der Eden und die
der Flidhen zugleich gerade ober ungerade; Hat Dagegen bad Polyeber eire ungerade Anzahl

Ranten, fo mujs, wenn die Fahl der Eden gerade oder ungerade ift, die Jafhl der Fldachen
mngerade oper gerade jein,
2. Gubtvahiert man von 2E 4 2F = 2K 4 4 bie lUngleichungen
3F Z 2K und 3E Z 2K, jo erhilt mon
2ESF <-4 und 2F S E 4 4.




Die doppelte Fahl aller {gﬁe&;m} eines Polpebers ift alfo mindeftens um 4 grifer

al3 die Jahl der {%{f%m }

3. Gubtrabiert man von 3E + 8F = 3K + 6 bdie Ungleidungen 3F = 2K unbd

SE Z 2K, jo ergibt fidh
SBESK+6 ud SFSK6.

Die dreifache Baphl aller {%Idac{)en} eined Polyebers ift aljo mindeftens um 6 gridfer
al8 die Bahl aller Santen.

4, 3n einem Polyeder fann nidht jedbe {%??d)ef mehr al8 fiinf Kanten Haben.

Denn wiirben in jeber Gefe jeh)d Kanten zujammenftofen, jo wire, da jebe Kante
U gwei Gden gehict, 6B = 2K, aljp 3E=K, mwad nad) 3. nicht miglich ift. Wiiven
alle Fltichen von jerhs Ranten begrenst, jo miifste, da jebe Rante u et anftofienden Flddhen
gehiet, 6F = 2K, aljo 31" = K fein, wad ebenjalls bem Sope 3. wibexjtreitet.

§. 251. Gin Polyeder, deffen Flichen congruente vegulive Bielecte find
und congruente Gcfen bilden, Beift ein vegelmifiges oder vegulires
Polyeder.

Lebrfak, €8 fann nidt mehr als finf veguldve Polyeder
geben.

- Beweis. E8 feien die Flichen eines veguliven Polhederd Bielede von m
Seiten, deven je n eine Ede bilden, E fei die Anzahl der Eden, F bie
Bahl der Flachen und K bdie Bahl ber Kanten des Polyeders. Dann it bdie
Gejammtzahl dev Seiten aller Flacden 2K, da jede Kante al8 Seite pweier
sufammenitofenden Flachen vorfommt; fie ift aber, da in jeder Ede n Seiten
swjammenftofen, aud)y nE unb, dba jebe Fliche m Seiten hat, aud) mF; es
ifit mithin nE = 2K und mF = 2K, ober

Hi= 1‘)‘;}5 DT Ha=— 215{.
Run it (nad) §.250) B + F = K + 2, daher 25+ 25 =K + 2,

und folglich
2mn
K = 2(m-+n)—mn’

Damit K pofitiv werde, fann man m und n nuv jolde Wevte beilegen,
fiiv welde 2 (m 4+ n) > mn wird. Hienad) ift die Bilbung veguliver
Polyeder nur fiir folgende Werte von m und n miglidy:
m=3 n=323 worau8 K= 6, E= 4, F= 4;
s e g 3 Koes i e g s 6y
it S i g R Ve e =
m =19, 0 =—9, o k=230 E=20"1=12:
=R W i — s T e

Die Bhiedburd) bejtimmten Korper Heifen: 1. dad vegulive Tetrvaeder,
2. dag vegulive Heyaeder (ber Cubus), 3. dag regulive Vctaeder, 4. das
regulive Dodefaeder und 5. dbag vegulive Jfojaeder.

i e L
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Das Heraeder und dag Octaeder haben gleidhe Kantenzahl, die Bahl ver
Gden ded einen ift gleid) der Bafhl ber Flidjen des andern, und die Seiten-
sahl jever Flache des einen ift gleid) ber Rantenahl jeder Ede de§ andern.
Wean nennt deshalb diefe wei veguldrven Polyeder einanbder jugeordnet.
Aug demfelben Grunde jind bag Dobdefaeder und dag Jfofacder einanbder
sugeovdnet. Das Tetraeder ift fich felbft jugeordnet.

§- 252. Lebhrfab. Jedes vegulive Polyeder hat einen Puntt,
ber a) von allen Seitenfladen, und b) von allen Gdpunften
gleid) weit abfteht.

Beweis. a) E8 feien (Fig. 139) AEC, AEF,... Seitenflichen cines
reguliven Polyeders wund H, J, ... ihve Mittelpuntte. Jieht man aus H
und J gu dev Mitte L der RKante AE die Streden HL und JL, fo ftehen

Fig. 139. viefe 3u AE normal, bdafer ift HLJ der
Neigungswintel der Ehenen AEC und AEF,
und ed find dieje Ebemen ju der duvd) den
Wintel H L J gelegten Ehene normal (§.219,1).
Werden bdaher auf AEC und AEF in H
und J Yovmale ervichtet, fo miiffen fie in
vev Gbene HIL J liegen (§. 219, 3) und fich
in einem Punfte O jchneiden. Bieht man nun
OL, jo ift .\ OHL 22 OLJ, bafer OH
= OJ; v 0. der Puntt O hat von den wei Seitenflichen gleiche Abjtinbde.
Was von AEC und ARF gilt, gilt audy von den itbrigen Seitenfladhen.
Der Punft O Dhat aljo von allen Seitenfliachen des veguliven Polyeders gleiche
Abftanbe.

b) Da ferner OH, OJ, OK,... ju den Seitenflien AEC, AEF,
BCG, ... normal find und burch die Mittelpuntte H, J, K, ... derfelben
gehen, jo miiffen (nach §. 211) alle jdjiefen Streden aug O nad) den
Gctpuntten der Seitenflichen gleiche Linge Haben. Der Punft O fat alfo aud
von allen Gdpunften des Polyeders gleiche Abjtinde.

Der Punft O feit ver Mittelpuntt dbes veguliven Polyeders.

Auf dem vorftehenden Lefhrjate unbd der in § 261 nachgetviejenen dualen Fuordnung
per reguldren Polheder berufen folgende Sipe iiber bie Umgeftaltung diejer Korper:

1, Werben alle Fldcdhen eined requldven | 2. Werden alle Eden eined veguldren
Polyeders durdy ifre Mittelpuntte als Ecden | Polyederd durd) ebene, zu ifren Kanten gleid)-
evfet, fo find biefe bie EGdden eines jugeord- | geneigte Fldchen erfept, o find dieje die Fldchen
neten regquldren Polpebers. | eined gugeorbmeten reguldven Polpeders.

II. Strummfladige Storper.

§. 2b3. Rbrper, welde gany obder theilweife von frummen Fladen
begrent werben, fheifen frummfladyige Korper.
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1. Ber Fegel.

§. 254. Bewegt jid) eine Gerade, indem fie ftetd duvd) einen feften Puntt
Wgerhalb dev Gbene einer RKreislinie geht, lings diefer Queidlinie fort, bis
ﬁ.e Wieder in ihve anfingliche Lage fommt, jo befdhreibt fie eine Frumme Flade,
die man eine fo nijde Flacdhe nennt. Die gegebene Kveislinie heipt die
SeitIiuie, und der gegebene fejte Punft der Scdyeitel der fonifehen Flddhe.

Lehrog. Jeder jur Gbene der Yeitlinie pavallel gelegte
Sdnitt einer founifchen Flade ift ein Kreis.

Beweis, €8 fei S (Fig. 140) vder Scheitel und der Kreis AMB bdie
Leitline per fonijchen Flache, ferner Gbene amb || AMB. Bieht man von S
su bem Wittelpunfte O ber Leitlinie die Slvece
SO, welde die Sdnittflade in o {dneidet, und
legt durd) SO und einen willfiiclichen Punft m
der Schnittlinie eine Ebene, welde bdie Tonifche
Flade in der Geraden SmM fdmeidet, fo ijt
om || OM; bdafher hat man om : OM = So : SO.
Gbenjo it oa : OA = So: SO, wnd folglich
om: OM —oa: OA, woraus wegen OM = OA
audh) om = oa folgt. €8 find alfo alfe Punfte im
Umfange de¢ Sdhnitted von o gleich weit entfernt,
mithin ift dev Sdynitt ein Kreis.

§. 255, Wird eine fonifhe Fliche bdurch eime jur Ebene bder Leit-
line pavallele Ghene gejchnitten, fo heifit ber dadurd) abgegrenzte RKovper ein
Regel. Die ebene Sdnittlache ift eine Kreidflache (§. 204) und heijt die
(E:Jrunbfliicf)e, die fie Degrenzende fonifche Flache wird der Mantel bes
Segels genannt. Die @trecte, welde den Scheitel und den WMittelpuntt der
Grundfliche verbindet, Beift die Achfe, und jebe Stvecte, in weldher der
Mantel von ciner ourc) die Achje gelegten Ehene gejchnitten wird, eine Seite
e Regels. Den Abjtand des Scheiteld von der Grundflade deé Kegeld nennt
man die Hihe desjelben.

Jit die Ache jur Grundflache novmal, fo Deifit der Kegel ein gevader,
fonft ein jdhiefer. Ginen gevaden Segel fann man fid) duvd) Drehung eines
redhtwintligen Dreiecfes um eine feiner Katheten alg Achje entjtanden bdenfen.
3}1 einem gevaben Segel find alle Seiten gleid), unbd bie Adhfe ftellt jugleid
die Hiohe vor. Jn einem jchiefen Kegel gibt o8 eine Fivyefte und eine lingfte
Seite; diefelben fiegen in einer duvd) die Achfe und ihre Projection auf die
Gvundffiche gehenden Ebene.
 Gin gerader RKegel, dejjen Seite dem Durdhmeffer dev Grundfliiche gleid)
0t Beifit gleichieitig.

Gebt dburdh einen Umfangdpuntt der Grundildche eined Kegeld eine Tangente zu diefer
Und eine Geite, jo Hat bdie durd) beide Linien gelegte Ehene nur die Seite mit dev Kegel-
fldche gemmeinfam; fie heifit cine Berijhrungsebene ded fKegels.
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§. 256. LebrTike. 1. Wird ein Kegel duvdy eine jur Grund-
flidhe pavallele Ebene gejdhnitten, fo ift a) der Sdnitt ein Kreis,
und e¢8 verhalten fidy b) bdie Fladheninhalte bder Sdnittfliade
und der Grundflide wie die jweiten Potengen ihrer Abjtdanbde
pom Sdeitel ded Kegels.

Beweis. E8 jei (Fig. 140) die Ehene amb [| AMB.

a) golgt aus §. 2hH4.

b) Jjt SP | AMB, aljo aud) Sp | amb, und legt man durd) OSP
eine Gbene, welde die beiden Kreife in OP und op fdyneidet, jo ift op || OP,
baher ao: AQ = S0: 80 = Sp:8SP. Nun it amb: AMB = ao?:
AO? (§ 183, 1), folglih audh amb: AMB = Sp?: SP2

Wird ein Kegel dbuvd) eine jur Grundfliche bavallcle Ehene gefchnitten,
jo Beifit ber vifthen der Grundiliche und ber Sedmittfliche liegende Theil des
Regeld ein Kegelftumpf, der swijden der Sdnittfliche und dem Scheitel
liegende Theil aber der Cvgangungsfegel des Stumpies. Dev Kegelftumpf
wird von jwei pavallelen ungleidhen Kreigflachen ald Grundfldchen und der
swijdgen thnen enthaltenen fonijchen Meantelfldde begrengt. Jede Strecte, in
welcher der Weantel von einer duvd) die Adhje gehenden Ehene gejchnitten wird,
feigt Seite ded Kegeljtumpfes. Der Abjtand dev beiden Grundfladhen Heift
die Hohe des Kegeljtumpfes.

Gin Kegelftumpf ift, wie dev Kegel jelbjt, gevade oder jdhief.

2. Qeder Adpfenfdynitt cines Kegels ijt cin Dreied.

Denn jede duveh die Adhje gelegte Shene {chneidet die Grundiliche in einem
Durdhmeffer und bdie Wanteljlache in zwei Strecten.

Jn einem gervaden Kegel find alle Achfenjchnitte gleichichentlige, congruente
und gur Grundflide novmale Dreiece. Jn cinem jdjiefen Kegel ift nuv eined
ver Dreiece gleidhjchentlig, und nuv cineg, und zwar bdagjenige, weldyes durd)
bie Projection der Achie auf die Grundiliche geht, zu diefer lekteren novmal;
diefe Deiden Dreiecte jtehen aufeinander normal.

3. Jeder Adpjenidnitt eined Kegelffumpfesd it ein Trapes.

Denn jede durch die Adhje gehende Ehene jdhmeidet die Grundfldden in
gwei paralielen Durdymefiern und die WMantelflache in jwei nidht paralielen
Streden.

Qu einem gevaden, wie in einem fdhiefen Kegeljtumpfe gilt von bden
Trapegen alg Achfenjdhnitten dasjelbe, was bei den Achjenjdynitten ded Regels
vont den Dreieden angefithrt wurde.

2. Der Aylinder.

§. 257. Bewegt fich eine Gevade, indem jie jtetd einer fejtenr, die Ehene
einer freislinie in ihrem Mittelpunfte jdhneidenden Gevaden pavallel bleibt,
[angé diefer Kreiglinie fort, bi§ fie twieder in ihre anfinglidhe Lage fommt,
fo befdhreibt fie eine frumme Fliche, die man eine cylindrijde Flade

!
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nennt. i gegebene Krcislinie heift die Leitlinie, und die duvd) ihven
Dittelpuntt gehende fejte Gerade die A chie der eylindrijthen Fliche.

LehrTak, Jeder jur Ebene dev Leitlinie parallel gelegte
Sdnitt einer cylindrijdhen Flade ift ein Kreis, welder mit der
Leitlinic gleidyen Halbmefjer hat.

Beweis. €5 fei der Kreid ABM (Fig. 141) bdic
Qeitlinie dev cplindrijhen Fldche, und eine zu diefem
Rretje pavallele Gbene AB'M’ jdneide die Adhie O O in
O'. gt man durd)y OO’ und einen beliebigen Punkt M’
ber Sdnittlinie eine Ebene, welche die cylindrijdhe Fliche
in der Gevaben MM’ fdyneidet, fo iff OO’ || MM’ und
O'M'[| OM; bdabher ift OO'M'M ein Pavallelogramm
] und folglich O'M' = OM. @8 ijt aljo der Abjtand eines
Ieden Punftes der Schnittlinie von O' dem Halbmefjer der Leitlinie gleich,
O h. der Sdnitt ift ein mit der Leitlinie congruenter Kreis.
~§.258. Wird eine cylindrifdhe Fladye burd) awei jur Gbene der Leit-
linie pavaffele Ghenen gefchnitten, jo eifit dev daburch abgegrenste Kbrper ein
Cylinder. Die zwei chenen Shnittfldchen find congruente Kreisflichen
($. 257) und fheifen bdie Grundfladen; die fie begrenzende cylindrijche
Fliche nennt man den Mantel des Cylinders. Die Verbindbungsjivece der
Mittelpuntte beider Kreife Heift die Adhje, und jede Schnittlinie des Weantels
mit einer durdh die Achje gelegten Ehene cine Seite ded Eylinders. Der
Abftand der beiden Grundflichen wivd die Hohe ded Cylinders genannt.

Alle Seiten des Eylinders find povallel und einander gleid.

Steht die Achie su den Grundflddhen novmal, fo heifit dev Eylinder ein
gerader, fonjt ein jchicfer. Einen gevaben Eylinder fann man fich aud
durd) Drehung eined Redptected um eine Seite als Achfe entftanden bdenfen.
I einem gevaden Gylinder jtelft die Achfe sugleich die Hohe vor.

Gin gevader Gylinder, deflen Seite dem Durdymeffer der Grundflidye
gleidh ijt, wird gleichfeitig genannt.

Geht durd) einen Umfangdpuntt der Grunbdiliiche cines Cylinders eine Tangente ju

dicjer 1nd eine Seite, jo hat bie durd) beibe Linten gelegte Ehene mur bie Seite mit ber
Wuntc[ﬂﬁd)c gemeiniam ; eine foldge Ghene heifit eine Berv fijrungdebene ded Ehlinbers,

§. 259. Lehrliihe. 1. Wird ein Cylinder durdy eine gur Srund-
fliche pavallele Gbene gejhnitten, jo ift dev Sdynitt ein mit der
Grundflade congruenter Kreis.

Jolgt aug §. 257.

2. Jeber Adbjenhnitt cines Eylinders ift ein Pavallelo-
gramm,

Denn in bem erhaltenen Bievede jind die Sdnittlinien der Ehene mit
der Mantelfliiche als Seiten deg Cylinders pavallel und gleid).

Tig. 141.
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Ju einem gevaden Eylinder find alle Achfenjchnitte congruente Rechtecte
und ftehen jur Grundfliche novmal. Jn einem {djiefen Cylinder find bdie
Achjenfdhnitte ungleiche Parallelogramme und fteht nur einer, und war der-
jenige, weldjer durd) die Projection der Ad)fe auf die Grundflache geht, zur
Grundflade novmal.

3. Die Hugel.

§. 260. Dreht fih ein Halbfreis um feinen Duvdymeffer fo weit herum,
0i§ er wieder in feine urfpriinglidhe Cage fommt, fo Dbefchreibt bevjelbe eine
frumme Fliche, welche Kugelflache genannt wird. Der von der Kugelflade
begrengte Rorper heifit Kugel.

Jeder Punft dev Kugelflache ijt von dem Weittelpunfte bde§ erzeugenden
Sreifes gleid) ieit entfernt; odiefer Punft Beift darum aud) dev Wittels
puntt der Kugel. Eine Strecte, welche vom WMittelpuntte big jur Kugelflache
gezogen wird, heifit ein Halbmeffer; cine Strece, welde duvd) den Miittel-
puntt geht und zwei Puntte der Kugeloberflache verbindet, ein Durdymeffer
ver Rugel. Alle DHalbmejfer einer Kugel {ind einander gleid); ebenjo alle
Durdymefjer. Die Endpunite eined Durchmefjers werden Gegenpuntte dev
Rugelfliche genannt.

FJuolgelnl. Der geometvijde Ovt aller Punfte im Roume, welde
von einem gegebenen Puntte den Abjtand r haben, ift die um diejen Puntt
mit dem PHalbmeffer r bejdhricbene Kugelfliche.

§. 261. Lebrlal. Durd) viev Punfte A, B, C und D (Fig. 142),
weldhe nidht in einer Ehene liegen, ift cine Kugel unzweideutiy
beftimmt.

Fig. 142. Dev geometrijdhe Ovt eined Punited, ber von A,
B, C gleidh weit abfteht, ift die im Mittelpuntte M
pe8 durd) die dvei Punfte gehenden RKreifes auj diefen
ervichtete Normale MN (§. 211, b). Jeder Punit
picjer Novmalen it dann von allen Punften der
Pevipherie jened Kreifes gleid) weit entfernt. Legt man
daher durch MN und ben vievten auferhalb der Kreis-
cbene liegenden Punkt D eine Ebene, welde die Peri-
phevie De8 Kreifes in P {chneidet, und ervidytet in dicfer legteren Ebhene auf
die BVerbindungsftrede D P in ihrer Wiitte R die Novmale, welde die MN
in O frifft, fo ift O nidht nur von D und P gleid) weit entfernt (§. 46, 1),
jondern {teht aud) von D und ben drei Puntten A, B, C gleich weit ab;
O ift jomit der Mittelpunft der durd) A, B, C, D gehenden Kugelfliiche.

Da e8 mur einen Punft O gibt, weldyer den obigen BVebingungen ent-
ioridht, fo fann e8 aud) nur eine eingige Kugelflache geben, welche durd) die
vier Puntte A, B, C, D geht.
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Die Geradbe uud dic Kugel.

8. 262. Je naddem bder Centralabftand einer Gevaden, d. i. ihr
Abjtand vom WMittelpuntte einer RKugel, fleiner, ebenjo grof, ober grdfer ift
alg deren Palbmefjer, jdhneidet die Gevade die Kugel in zwei Punften, ober
beriihrt fie diefelbe in einem Punfte, oder liegt fie gang auferhalb der Kugel.

1. Qede gevade Beriihrungslinie einer Kugel jteht novmal ju dem Halb-
meffer bes Veviihrungspunites (§. 80).

9. Alfe von einem Punfte auferhald einer Kugel an bdieje gezogenen
Bevithrungsjtreden find einander gleich (§. 81).

Die Ehene und die Kugel.

§. 263. Der Centvalabftand einer Gbene, d. i ihr Abftand vom
Mittelpuntte einer Kugel, ift entweder fleiner oder ebenfo grof, oder grifer
al deren Halbmefjer. Jm erften Falle jhneidet die Ebene bdie Kugel; im
jweiten Falle beviihrt fie diefelbe in einem Punite; im dritten liegt jie gan
auferhalb der Kugel.

LehrTak., Jeder Sdnitt einer Kugel durd) eine Ebhene ijt
ein Kreis.

Beweis. €8 jei AMB (Fig. 143) ein cbener
Rugeljchnitt. Falt man vom RKugelmittelpunfte O eine
Jormale OP auf die Sdhnittflache, zieht von P nach
oem Umfange bde8 Sdynitted bdie belichigen Streden
PA und PM, ferner nodh) die Halbmefjer O A und
OM, jo fjind die vedytwintligen Dreiefe OPA und
OPM congruent, dafjer PA = PM. Daraus folgt,
dajé alle Wmfangspunite deg Schnitted von P gleidhen
Abftand haben, dajé aljo der Sdnitt ein Kreid ijt.

Der Rretd AMB wird ein Rugelfreid genannt.

§. 264. LehrTike von den Sugelfreifen.

1. Die Strecte aus dem Mittelpuntte der Kugel nach dem Mittelpuntte
eined Rugelbveijed ijt novmal jur Ebene ded lessteren.

2. Die Novmale aud dem Mittelpuntte der Kugel auj die Ebhene eined
RKugelfreifes geht durd) den Mittelpuntt des lesteven.

3. Die Gerade, welde im Mittelpuntte eines RKugeltreifes auf deffen
Ebene novmal ervidhtet wird, geht durd) den WMittelpuntt der Kugel.

4. ®leichen Rugelfreifent entjprechen gleidhe Centralabjtinde; und ume-
gefehrt.

5. Dem grifeven Kugelfreife entfpridht ein fleinever Centralabftand; und
umgetehrt.

Die Beweife diejer Sike ftimmen mit jenen fitr die analogen Site
von den Sehnen desd Kreifes in §§. TH und T7 iiberein.

Fig. 143.




Bulike. a) Unter alfen Kugelfveifen ijt der duvch den Mittelpuntt der
Sugel gehende der grofte. Cr heift beshalb audy gerabegu ein grifter Kugels
frei§ oder ein Hoauptfreis. Der Dalbmeffer eined Hauptbveifes der Kugel
ift dem Kugelhalbmefjer gleid).

b) Bwei Douptbreife einer Kugel fhneiden fid) immer in einem Durdy-
mefjer devjelben und Holbieven einander gegenjeitig.

c) Durd) je jwei Punfte der Kugelflacie, welche nidt Gegenpuntte find,
ijt bie Yage eined Hauptfreifes der Kugel unjweideutig beftimmt. Der von
swei Punften begrenzte Vogen eined DHouptireijes gibt den fphavijden
Abftand diefer Punfte an.

d) Bon den beiden Endpuntten ded jur Ehene eines Fugeltreijed novmalen
RKugeldburdymefjers (§. 264, 3) hat jedber von alfen Umfangspuntten des Kugel-
freifes gleidye jphirijche Abjtinde. Diefe swei Puntte heifen deshald {p harvijde
Mittelpuntte des Kugelfeijes.

Die Umfangspunite gleidher Kugelfreife haben gleiche fphirijdhe Abftinde
von ifren entjprechenden {phivifdhen WMittelpuniten.

§. 265. Lebrfihe bon den Berithrungdebenen der Kugel

1. Die Gbene, weldhe im Endpuntte eined Kugelhalbmefjerd zu bdiefert normal ift,
ijt eine Berithrungdebene der Kugel. (§. 80, 1.)

2. Der Qalbmefjer einer Kugel nad) bem Beviihrungdpunite jteht novmal auf bder
Berithrungsebene. (§. 80, 2.)

3. Die Novmale aus dem Mittelpunite einer Rugel auf die Beriihrungsebene geht
durd) den Berithrungdpuntt. (§. 80, 3.)

4. Die gur Beriihrungdebene einer Fugel im Beviihrungspunite ervichtete Normale
geht burd) den Mittelpuntt der Fugel. (§. 80, 4.)

§. 266. Die beiden Theile, in welde die Kugel durd) die Ebene eines
Rugelfreifes getheilt wird, heiffen Kugelabjdnitte oder Kugeljegmente
und die dagugehovigen Theile der Kugelfladie Kugelmiigen oder Calotten.
Die Rreisflade ift die Grundfldche der beiden Kugeljegmente und bder Kugel-
miigen.  Der von ber Miigge und ihrer Gvundfldche begrengte Theil des ju
viefer novmalen Duvdymeffers der Kugel ift die Hohe des Kugelfegmentes und
per Sugelmiite.

Der awijchen den Ehenen weier pavalleler Kugelfreife liegende Theil der
Rugel beift cine Kugelididte und der daju gehovige Theil dev Kugelflache
eine Rugelzone. Der Abftand der beiden Kreisflacdhen ift die Hohe bder
Rugeljchichte und bder Jome.

Dreht fih ein Sector eines DHauptiveijes dev Kugel um einen feiner
Dalbmeffer, jo beift der dadurd) bejdhriebene Kovper ein Kugelaudjdnitt
oder Rugelfector. Devjelbe bejteht aus einem SKugeljegment und einem

Regel, deffen Scheitel dev Kugelmittelpuntt und deffen Grundfladye bie Grund-
flache des Kugeljegments ift.
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§. 267. Gine Kugel heift einem Polyeder eingefdrieben, wenn alle
Grenflichen desjelben Berithrungsebenen der Kugel jind, und umgefdricben,
wenn alfe Edpunfte ded Polyeders in der Kugelflddie liegen.

Qebem vegultven Polyeder famn eine Kugel ein= und umgefdyrichen
werden. (Folgt aud §. 252.)

Sphirijde Wintel, {phivijche Stwei- und Dreiede.

§. 268. Der Neigungswinfel der Ebhenen weier Hauptiveije einer Kugel
heifit der fphavijde Winfel dev beiden Kreijfe. Dad Maf eines Jphivijdyen
BWinfels CAD (Fig. 144) ift der jwijden den beiden
Kugelfveijen liegende, von jedem ihrer Sdynittpunite
um 90° abjtehende Kreigbogen CD. Da nimlich CO
L AO wud DO | AO ift, fo ift COD bder Nei-
gungdmwinfel ber Ebenen dev beiden gropten SKreife
ACB und ADB, und der Bogen CD bag Naf diejes
Wintels. Ein fphivijcher Winkel CA D ijt gleidh dem
Winfel SAT der Tangenten, weldye durd) einen Schnitt-
punft der ywei Kugelfreije an diejelben gezogen werden.

§. 269 Gin Theil der RKugelfliche, weldher von jwei groften Halb-
freifen ber Rugel begrenzt wird, wie 3. B. ACBDA (Fig. 144), heift ein
iphivijdesd 3mweied.

Bu gleihen fphivijhen Winfeln devfelben Kugel gehoren gleidhe jphirijdhe
Aweiecte; und umgefehrt.

Beweis duvch) Dectung.

Fig. 145, §. 270. Gin Theil der Kugelflache, weldher von
- brei Bogen grofter Kugelfreife begvengt wird, Dheift
ein fphirifdes Dreied; wie ABC (Fig. 145).
Die Kreisbogen AB, AC und BC werden die
D Geiten, und bdie fphivifdhen Wintel ACB, ABC
unb BAC bdie Wintel ded {phirijdhen Dreiected ge-
nannt. Die Grife der Seiten wivd jtetd tm Vogen-
mafe angegeben.

Die Seiten eined jeben {pharijdhen Dreiedes find ugleid die
eiten eined weiten jphivijdhen Dreiectes, weldes bdad erfte zu der ganzen
Rugeloberfliche evgiingt. Wenn iibrigend nidht ausdriidlih das Gegentheil
bemerft wird, fo ijt immer dagjenige fphirijde Dreied zu verjtehen, weldyes
fleiner ift al8 die halbe Rugelfliche. Bu jedem fphirijhen Dreiece, das
fleiner ift als bie Halbe Kugelflache und defjen eine Seite grofer ift als 180°,
gehibrt ein pweites, weldes mit jenem pwvei Seiten gemeinfam Hat und deffen
britte Seite die britte Seite des eviteren zu 360° evgingt, fomit fleiner alg
180° ift. 3. ¥B. dag Dreied ABDEC hat die Seittn ABDE, EC und
CA, bag Dreied AEC hat die Seiten AE, EC und CA; ABDE und
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AE ergingen {ich su 360°% Die beiven Dreiede ergingen fich gegenjeitig zu
ber halben Kugelflache; man nennt ein jedes dbas fphavifdhe Nebendreied
ded andern. Da fidh aud den Seiten und Winfeln eined fphirijhen Dreiectes
jogleid) aud) die Seiten und Wintel feines Nebendreiectes bejtimmen laffen,
jo jollen bet den folgenden Unterfuchungen nuv joldhe fphavijche Dretecte vor-
auggejelt werden, in denen die Seiten einzeln fleiner ald 180° find.

. 271. @8 jei ABC (Fig. 146) ein jphivijdpes Dreiect, bdejen fede
eite feiner ijt alg 180° und O bder Mittelpuntt der Kugel. Bieht man bdie
Halbmeffer AO, BO und CO, und legt durd) je jwei eine Ebene, fo ent-

jteht dag Dreifant O ABC, deffen Seiten AOB, AOC,

ig 146.. und BOC bie Seiten AB, AC und BC bded fphirijdhen
4 ¢ DOreiecfed ABC jum Mage haben, und defjen Flachen-
\ winfel den Winfeln des fpharijhen Dreiectes gleid) find.
\ €8 finden daber jwijchen den Seiten und Winfeln eines

phavijchen Dreiecfes diefelben Begiehungen ftatt, wie
jwifhen den Seiten und Winteln eines Dreifants.

Mit Riidficht auf die §§. 232, 233 und 234
gelten demmad) aud) fiiv die fphirijhen Dreiece folgende
Siigge:

V1. Die Summe jweier Seiten ift grofer als die dritte Seite.

2. Die Summe aller dbrei Seiten ift fleiner als 360°

3. Die Summe aller drei Winfel ift grofer alé 180° und
fleiner als 540°

4. Gleichen Winfeln liegen gleidhe Seiten gegeniiber.

. Dem grofeven Winfel liegt aud) eine grofere Seite
gegenitber.

6. @leidhen Seiten liegen gleidhe Winfel gegeniiber.

7. Dev groferen Seite liegt aud) ein grofever Winfel
gegeniiber.

Ein jphivijhes Dreiect heift gleidfeitig, gleidhjdentlig oder
ungleidhjeitig, je nacdhdem e8 drei oder jwei gleidhe, oder lauter verjdhiedene
Seiten fHat.

Ein jpharijdyes Dveied fann (nad) 3) zwei oder aud) dvei vedyte Winfel
haben. Gin fphirijdes Dreiect, weldhes feinen vechten Winfel enthilt, Heift
jdiefwintlig; fommt davin ein vechter Winfel vor, o wird e8 ein vedyt-
winfliges genannt. -

§. 272, Bwei fphavijhe Dreiece, in denen alle Seiten und Winfel
panvweife gleidh) find, {ind congruent oder {ymmetvifd), je nachdem bdie
gleichen Bejtanditiide in demjelben oder im entgegengefesten Sinne aufein-
ander folgen (§. 231).
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Den jehs Sdken, welde in § 235 besliglih der Congruen und dev
‘@ymmetrie der Dreifante bewiefen wurden, entfprechen analoge Sige beziiglich
der Congrueny und Symmetrie der jphivijden Dreiecfe.

§. 273. Gin fphirifches Dreiet, deffen Eden Gegenpunfte ber Gefen
eined anderen Dreieces find, heift das Gegendreied des jweiten; ;. B.
A'BCY (Fig. 147) ift bag Gegendreied ju ABC.

Bwei phavijhe Gegendreiede find, fo wie jwei Scheitelecten (§. 231),
im alfgemeinen fymmetrifd), und nur bdann congruent, wenn fie gleich-
{chentlig find.

LehrTok. Bwei jphavifdhe Segendreiede find flachengleid.

Beweis. Legt man (Fig. 147) dburd) bdie drei
Edpuntte eines jeden der zwei Gegenbdreiece A BC
und A'B/C* Rugeltreife, fo find bdiefe einander gleich;
penn fie jind zugleich um wei congriente ebene Drei-
ee befdhrieben, deven Seiten als Sehuen ju den Seitent
ocr beiden fpharifdien Dvetecte gehoren. Dann find
aber aud), wenn P und P’ die entfprechenden jnhiri-
jhen Mittelpunfte dev zwei gleichen Rugelfreije find,
die fphirijhen Abjtinde PA, PB, PC und P'A’
P‘BY, P'C’ einanvder gleih (§. 264, d). Die Drefecte
PAB, PAC und PBC, ebenfo bie Dreiede PA‘B!, P‘A'CY und P'B/(C*
jind demnad) gleicdhichentlig, und dahev die evfteven folgeweife mit den lesteven
congruent. Gomit find die Summen bdiefer Dreiecte, d. i. die Dreiecte ABC
und A‘BC’ flachengleid).

§. 274. Befdyreibt man aud den Ccpuntten eined fphivijdhen Dreieckes,
al8 Polen, grofte Kveigbogen, fo heift dag dadburd
entjtehende phirvijhe Dreiet ein Polardreiec bdes
exfteven.

Jt ABC (Fig. 148) ein {bhivijches Dreiec
und madt man AD = AE =BF =BG = CH
= CJ = 90° fqo ijt, wenn durd) die Bunfte D und
E, F undb G, Hund J bie groften Rreishogen B'CY,
A'C/und A‘B’ bejdyrieben werden, A‘B’/C* dasg Bolar-
oveiect deg fphirifchen Dreiecfes A B C, unbd diejes wieder,
wie man leidyt fieht, dad Polardbreied von A'B'C

Lehrfod. 1. 3wel jpharifde Dreicde, welde Polardreiede
su einander find, gehdrven zu 3wei Dreifanten, welde zu ein-
ander Polareden find.

Denn gieht man gu den Ecdpuntten dev jwei jphirijdhen Dreiede Kugel-
halbmefjer, fo find biefe die Kanten der beiden Dreifante, welde u den jwei
fpharvifchen Dveiecfen gehoven. RNun it jeder Halbmeffer des einen Dreiecesd

normal zu zwei Halbmeffern de§ andern, weil die Seiten de§ cinen um 90°
Moénit, Geometrie. 10
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pon den Edpuntten ded andern abftehen, fomit ift er auch novmal zu bder
burd) diefe Halbmefjer gelegten Ebene; ¢ ift jonad) jebe Kante ded einen
Dreifants novmal ju einer Seitenflidye des andern, . i. die beiden Drei-
fante findb Polaveden zu einander (§. 229).

2. In 3wei fpharvifdhen Polardreieden find bie Seiten bdes
einen Supplemente der Winfel ded anbdern.

Heigen A, B, C die Winfel und a, b, ¢ die gegeniiberliegenden Seiten
in dem fphivijchen Dreiece ABC, ferner A, B!, C' bie Winfel und a’, b’ ¢
die Seiten in dem Polardreiede A’'B‘CY, fo ijt

a+A'=2R, b4+B =2R, ¢ +C'=2R; und
a'4+ A =2R, b4+ B =2R, ¢+ C =2R.

Folgt aus §. 229, 2 fann aber aud) unmittélbar ausd Fig. 148 abgeleitet
mwerden.

Lage zweicr Sugeln gegen einanber.

§. 275. Bwei Kugeln, welde denjelben Nittelpuntt haben, Heifen con-
centrifd). Bwei Kugeln, weldhe verjdhiedene Mittelpuntte haben, nennt man
ercentvifd), und bdie Verbindunggjtrede ihrev Mittelpuntte die Centvale
per beiben Rugeln.

1. Haben zwei Kugelflacden einen Puntt der Centrale oder ihrer Ver-
fingerung gemeinfam, fo beviifhren fie fih in diefem Punfte, und zwar
beziiglich von aufen oder von innen.

2. Daben zwei Kugelfliden mehreve Punfte gemeinjam, fo jdneiden
fie fich in diejen Puniten.

LehrToh. Dev Sdnitt jweier Kugelfladen ift ein Kreis.

Denn ieht man von wei beliebigen Schnittpuntten dev Kugelflachen ju
peven Gentvale Novmale, fo fallen ihre Fufpunfte in einen Puntt jujammen,
und bdie Novmalen felbjt find einander gleid).

Folgelithe. a) Die Centrale pweier fid) bevithrender Kugeln geht durd
ven Berithrungspuntt.

b) Die durd) den Beviihrungdpuntt jweier Kugeln an die eine gelegte
Beriihrungdebene ift jugleid) eine Beriihrungdebene der andern.

¢) Die Centrale gweier fid) fdneidenden Kugeln ijt jur Ebene deg gemein-
famen Durdjchnittstreifes tm Miittelpuntte desfelben normal.

§. 276. Die gegenfeitige Lage zweier Rugeln hingt von der Grofe
ihrev Gentrale ¢ und ithrer Halbmefjer R und r ab.

1. Qft ¢ = R + r, jo liegt bie eine Kugel gany auferhald der anbern.

2. Jit e =R - r, fo beriihren fich die beidven Kugeln von aufen.

3. Jqt R4+ r=>c>R—r jo {dhneiden jid) beide Kugeln.

4, Jft ¢ = R — r, jo beviihren fid) beide Kugeln von innen.

5. Jft e << R —r, fo liegt die eine Kugel gani innevhalb der andern.
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II1. Aufgaben.

§. 277. Conftructiondaufgaben.

1. (Forderungsfas.) Um einen gegebenen Punft mit einem gegebenen
Halbmefjer eine fugel ju befdhreiben.

2. Durd) einen gegebenen Punft eine Veviihrungsebene a) an einen
Kegel, b) an einen Gylinder, ¢) an eine Kugel -zu legen.

3. Durd) eine Gerade eine Bevithrungsebene an die Kugel zu legen.

§. 278. Rednungsaufgaben.

1. @8 jei R der Halbmeffer einer Kugel, r der Halbmefjer eines Kugel-
freifed und d der Abjtand Dbiefes Kreifed vom Kugelmittelpuntte; man be-
ftimme jede diefer Gvibfen, wenn die beiden anderen gegeben find.

2. Gine Rugel wird burd) eine Ehene gefdhnitten, weldhe bden zu diefer
normalen Durdymefier 2R in dem BVerhiltniffe m : n theilt; iwie grof ijt
oer Halbmefjer v der Sdnittflache?

3. Aug der Kante a ecined veguldven Polyeders bdie Halbmeffer r und
R ber ihm ein= und der ihm umgefchriebenen Kugel zu beftimmen.

Heift o der Halbmefjer desd einer Seitenfldiche de3 Polpeberd umgejdhricbenen Kreifes,
jo ift, wie man aud Fig. 139 unmittelbar erfieht, fiiv jeded reguldive Polyeber 12 =
R2 — o2,

. a) @8 fei um bas Tetvaeder ABCD (Fig. 149) eine

Tig. 149, SQugel befhrieben undb DE | ABC, jo ift E der Mittelpuntt besd
um ABC bejdyriebenen freifed; wird DE bi8 F perldngert, jo ift DF
ein fugelburchmefjer und die Mitte O der Mittelpunit der Kugel
und daber auch ded Tetraeders. Jm rechtvinligen A DAF ift nun
DF:AD=AD:DE, ober 2R :a=a: /a2 —¢% us biejer

2 £ a
Broportion erhilt man, da ¢? = : @ 172,1) it, R= V6.

3a2 a2 a
TR T SRT R Lt =
Yué r2 =R ¢ =rg 3 folgt Dann re=o V6.

b) Bieht man beim Octaeber (Fig. 150) bie Diagonale EF, fo ijt diefe ein Durd)-
weffer der umgejchricbenen Qugel, fie feht normal auf ABCD, und der Fufppuntt O ift dex
Fig. 150. Mittelpuntt jowoll der umgejdhriebenen Kugel, a8 ded um dad
Quadbrat ABCD bejcgricbenen Rreifed. ©3 ift daher (nach

§.173) AO=R = % Ve,

s r2=R2—p?= —'%2 — —a; folgt ferner r= : V6.

¢) Bieht man in Fig. 151, wo um ein Jtojaeder eine
Stugel bejdhrieben ift, FG normal zu dem vegelmdfigen Fiinf-
efe ABCDE, jo it G ber Mittelprmft des uur dasdjelbe be-
jdyrichenen Rreifes und FH ein Kugelbuvchmefjer. Jm vedjt-

winfligen Drefede FAH ift mm FH: AF = AF : FG, ober, da
il i td A T : a2
AG=VHF 10175 (5175, Bul) ify, 2R:a=a:V/ {aﬂ — =64 1/5)}.
10*
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Daraus folgt R = % Viorzys.

2 2 b o

Yus 12 = R2 — g2= 1“_6 (10 +21/5) — % folgt bamnt x = 1_“2 V& 185,
d) Fiir dagd Heraeder oder dem Wiirfel ijt:

a a

R‘“-—"“EV"“ und r="

e) Dad Dodefaeder [djst fid), wie man oud Fig. 152 fieht, in einen Witrfel

GHJKACEF unb fehd beffen Seitenfliichen auffipende, abgeftumpite breifeitige Bridmen

setlegen, unb awar ift dev Halbmefjer der dem Witrfel umgejdjriebenen Kugel zugleidh der

Halbmeffer ber bem Dobefaeber umgejdhricbenen fugel. Der erftere Halbmefjer aber ift, dba

dic Rante bes Wiirfels ald Diagonale eined vegelmifigen Finfecded — ; 1+ 175)

(8.175, Buj.) ift, nach d) gleich % 1 4+V5). V3= % VivsFrisg= Z Vis¥evs.

Folglich ift aud) fif bad Dodetacder R = - V18 + 6 1/5.

a2

Mg 12 =R2 — p?= 5 (18- 61/5) — -—;% -+ V5 (8§ 175, 3uf.) folgt

sann r = _2% 1/250 - 1101/ 5.

4. Die Kante eineg veguliven Polyederd aud dem Halbmeffer a) bder
eingejchriebenert, b) der umgejdhriebenen Kugel zu bevedynen (Umfehrung der
Aufg. 3).

1V. Jibungsfate nud Jbungsanfgabern.

-§. 279. Tibungéfdge.

1. Die Mitten zweier Poave gegenitberliegender Kanten eined veguliven
Tetvaeders jind die Edpuntte eined Vavallelogramms, deffen Ebene dem bdritten
Kantenpaare pavallel it.

2. Die Verbindungsjtrecen der Witten der drei Vaave gegeniiberliegender

Kanten eineg veguldven Tetvaederd fdhneiden cinander in demjelben Punite
(Nbungsjas 1).
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3. Die Mitten dev Kanten eines reguliven Tetraeders jind die Ecfpunite
cine veguldven Octaedevs.

4. Bwei midt pavallele Beviihrungdebenen eines gevaden Eylinders
jdneiden fic) in einer juv Adhfe pavallelen Sevaden.

H. Legt man durd) eine Gevade zwei BevithrungSebenen an die Kugel
und eine dritte Ehene buveh den Wittelpuntt, fo wird der Meigungswinfel der
beiden Bertihrungsebenen duvd) die dritte Ebene halbievt.

§. 280. Gonftructiondaufgaben.

1. Gin vegulives Tetraeder gu conjtvuieven, wenn deffen Kante gegeben ijt.

2. Ginen Wiirfel zu conjtvuieven, wenn deffen Kante gegeben ift.

3. Die Darjtellung aller Grengfladen eined Kovpers in einer jujammen-
hingenden ebenen Figur Dheift dag e de8 Kirpers. Conftruieve dad ek

a) eine§ Prignias, o) eines veguliven Dodefaeders,
b) einer Pyramibe, h) eines veguliren Jfofaeders,
¢) eine§ Pyvamidenftumpfes i) eine§ geraden Eylinders,

d) eine§ vegulaven Tetraeders, Ic) eines gevaden SKegels,

e) eined Wiirfels, 1) eine§ gevaden Regelftumpfes.

f) eines veguliven Dctaeders,

4. M ecinen gegebenen Meittelpuntt eine Kugel zu bejchreiben, weldye
a) eine Gbene, b) eine Kugel beviihrt.

b. Mit einem gegebenen $Halbmeffer cine Kugel zu befdhreiben, welde
a) eine Gbene, b) eine Kugel in einem gegebenen Punfte derjelben beriifrt.

Aritter AbTdnitt.
Gongruens, Symmetrie und Hhulichfeit der Korper.
I. Congruen; und Symmetrie der Storper.

§. 281. Rwei Kovper, welde fo in einander gelegt werden fonnen, dajs
jid) alfe ihre Grengflachen decten, heifen congruent.

Bwei Korper, weldhe auf entgegengefesten Seiten einer Ebene in eine
joldge Lage gebracht wevden fonmen, dajé die Verbindungsitrede je gweier ent:
jprechender Punfte derfelben ju diefer Ehene novmal ift und durd) fie [;aIbie%'t
wird, Beifen fypmmetrifd (§§. 69 und 217). Dieje Ebene heift die
Symmetvalebene.

Sowofl in congruenten alg in fymmetrijhen Kovpern find je zwei ents
jprechende Steden (Kanten, Hohen, Dingonalen, Halbmeffer, Achfen) gleids,
fe 3wei entprechende Flichen congruent und je jwei entjprechende Keile gleidy;
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die entfprechenden Gcfen aber find nur in cnngmenten Kovpern congruent, in
{hmmetrijhen dagegen fymmetrifd).

Um ju einem gegebenen Polpeder ein fymmetrijches 3u conftruieven, darf
man nur ju einer Gce ded gegebenen Kirpers die Seeitelecte bilden und
pon biefer auggehend einen weiten Kovper conftvuieven, welder mit dem
gegebenen nad) der Ovdbnung gleidhe Kanten,) congruente Fladhen und gleiche
Reile hat. Die Eden der beiden Korper und ebenjo die Korper felbjt find dann
ipmmetrifd.

Folgefdahe. a) Bwei Kovper, welde mit einem dvitten fymmetrifd) find,
find unter einander congruent.

b) Jft von wei congruenten Kovpern der eine mit einem dritten fym-
metrifch, fo ijt e$ aud) der andeve.

§. 282. fehrfak. Sind in jwei Pyrvamiden die Eden am
@dyeitel congruent ober fymmetvifd) und bdrvei entipredyende
@ceitentanten poarweije gleidh, fo find aud) die Pyramiden be-
3iiglich congruent oder jpmmetrijd.

PBeweisd, a) Bringt man im evjten Falle die congruenten Eden zur
Dedung, jo miffen wegen der Gleichheit der bdrei entfprechenden Seitens
fanten die Gbenen bder Grundflachen, und folglid) die Grundffachen felbjt
sujammenfallen.

b) Jm zweiten Falle bilbet man u einer der beiden fymmetrijdhen
Ecfent, etwa an der erften Pyvamive, die Scheitelecte und conftruiert in diefer
eine Pryvamide, welde dev erjten fymmetrijdy ift. Diefelbe ift dann (nad) a)
der jweiten Pyramide congruent; folglich ift auch diefe jweite Pyramide der
exften fymmetrijch.

§. 283. Lehrfak. Sind in jwei Pridmen zwei Eden congruent
oder fpmmetrifd), ein Paar Grundfladen congruent und ein
Paar Seitenfanten gleidh, jo find aud) die Pridmen bejiiglid
congruent obder {pmmetrijd.

Beweis. a) Bringt man im erften Falle die congruenten Ecen jur
Dedung, jo deden fid) auch swei congruente Grundflichen und, wic leicht ju
seigen ift, audy alle Seitenflichen; dann miiffen aber audy die beiben anbeven
Grundfladen ujammenfallen.

b) @ind die Cden fymmetrijd), jo wird der BVeweis analog wie ju b)
in §. 282 gefithrt.

Folgelady. 3wei Pavallelepipede find congruent, wenn in denjelben 3wei
congruente Eden paavieife gleidhe KRanten Haben.

§. 284. 1. Bwei Kegel oder gwei Eylinder find congruent, wenn ihre
Grundfladen und ihve Adhfen gleich find und die Achien mit den Grundflachen
gleiche Neigungdmintel bilden. '

2. Bwei Kugeln find congruent, wenn ihre Halbmefjer gleich find.
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Die Beweife diefer 3wei Sige duvd) Dectung.
Bei den RKegeln, Cylindern und Kugeln fallt die Shmumetrie mit der
Congruen; sujammen.

I1. Abulidheit der Storper.

§. 285 Arehrlike. 1. Werden die Strabhlen eines Strafhlen-
biifdhels im Raume (Fig. 153) vom Sdheitel S aud in den Punften
Aunda, Bundb, Cund c,.. propovtioniert gefdnitten, fo find
in den KRorpern ABCDE.. und abede.. dieentipredenden durd
je bret Sdnittpuntte gehenden Sdhnittfliden cinander dhnlid
und die von ifhnen gebildeten RKeile paarweife gleid.

Fig. 163. Beweig. G fei SA:Sa=SB:8b=
SIS i

Aué diefer BVorausfepung folgt unmittelbar A B ||
ab, AC|lac, BC | be,.. und ABC || abe, ACD |}
acd,.. (§ 124 und §. 227, 2). Dann ijt aber aud)
(nad) §. 227, 3) ABC oo abe, ACD >0 acd,...

Qiegen vier Punfte A, B, C, D in ciner Gbene,
jo fiegen aud) die entfprechenden Pumite a, b, ¢, d in
ciner Ghene; denn abe || ABCD unb acd j| ABCD,
paher miiffen abe und acd in einer und derjelben
Gbene liegen. Dann it aud) ABCD oo abed,
ABFE co abfe,.. (§ 134, 3).

Dais ferner die entjpredhenden Keile gleid) find,
ergibt jich aus §. 225,

Dicjelben Begiehungen finden aud) jtatt, wenn
pon je wei entjprechenden Punften der eine auf cinem
Strahl deg Strahlenbiifchels, der andeve auf deffen
Grgiingung legt, wic in den Kirpern ABCDE..
und a‘ b' ¢/ d e..; nuv find dann bdie entfpredjen-
den Strecten 3wifhen je swei Sdhnittpuntten im entgegengefepten Sinne pavaliel.

Bufitge. a) Sind A, B, C, D Umfang8puntte eines Kreijes, o jind e8
aud) a, b, ¢, d. Der Beweis wird wie in dem Bufas ju § 124, 1 gefithrt.

b) Qiegen die Punfte A, B, C, D, E,.. auf der Oberfladje einer Kugel,
jo liegen audy a, b, ¢, d, e,.. auf der Oberfliche einer Kugel. Der Beweis
ift analog demjenigen im Rufaly ju § 124, 1.

1. Umgefehrt: Bwei Kdvrper, in denen die entipredhenden
Sdnittfladen nad der Ovdnung dhnlich und die entjprechenden
Reile paarweije gleid) find, laffen fid) immer aufeinem Strafhlen:
bitfdel in eine foldje RLage bringen, dafs ihre entipredenden
Punfte auf denfelben Strahlen oder deven Ergdanjzungen liegen
und vom Sdyeitel proporttonierte Abjtande haben (Fig. 1563).
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Beweis. Die entjpredhenden Strecfen folgen in beiden Kivpern entweder
in demfelben oder im entgegengejessten Sinne aufeinander.

Stellt man im evften Falle die jwei Kovper jo gegen einander, dajs ecine
Stvede und zwet fich in ihv jhneidende Schnittflachen des einen forpers ver
entfprechenden Strede und den entjprechenden zwei Schnittflichen des andern
.ﬂ‘mpné paarieife in demijelben Sinne pavallel find, jo miiffen wegen der
Abnlichteit der Sdhnittflidhen und wegen der Gleichheit der von ifnen :gebil-
beten Reile aud) je awei anbdere entjprechende Stvecen, jowie je wei andeve
entjprechende Schnittflichen paavweife in demjelben Sinne pavallel fein.

Daben aber zwei Kovper die hier angegebene pavallele Lage gegen ein-
ander, fo miiffen fih die durd) je jwei entjprechende Punfte derjelben gezogenen
Geraden in einem und demfelben Punfte S fdhneiden. Der Beweis iwird
chenfo wie im § 124, 2 gefiibrt.

SA, 8B, SC,... find demnad) Stvahlen cines Steafhlenbiijchels,
woraug dann (§. 227, 1) folgt:

A S S B Shi—S0 "Sa—="...

Jm weiten Falle werden die Kovper fo gelegt, dafs die entjprechenden
Gtreden und die entfprechenden Schnittfladien beider Rorper paarieife im ent
gegengejegten Sinne pavallel find. Der weiteve Beweis bleibt jich gleich.

§. 286. 3wei Kivper, welde fid) auf einem Strahlenbitjchel in eine folde
Yage bringen laffen, dajs ihre entjprechenden Punfte auj denfelben Strahlen
odev deven Ergdngungen liegen und vom Sdheitel proportionierte Abftinbde
aben, Deifen @hulich, und in diefer Lage zugleidh) pevipectivijdh. liegend.

Je swei entfpredyende Puntte heifen Homologe Punfte, ebenjo aud
je swei entjprechende Streden, Fladen, Keile und Eden homologe Streden,
Sliachen, Keile und Eden.

Jn zwei perfpectivijd) liegenden dhnlicdhen Korpern find je zwei homologe
Stvecten entweder in demjelben, oder im entgegengejesten Sinne pavallel.

Dev Punft, in weldem fih in wei peripectivijch liegenden dhnlichen
Sovpern bie duvd) fe zwei entjprechende Punfte gezogenen Geraden fehneiden,
heift der hnlichfeitépuntt der beiden Sovper, und zwar ein dufever
oder ein innever, fe nacdhdem bdie homologen Punftpaave auf devfelben oder
auf entgegengefefsten Seiten diefes Punttes liegen.

Qft das conjtante Berhiltnis bdev Abjtinde des Ipulichteitspunttes von
gwei homologen Punften = 1, fo find bdie ahnlichen Kiovper ugleih con-
gruent, wenn ihr Shnlichleitspuntt ein dufever, und fymmetrifd, wemn
ihr dhnlichfeitdpuntt ein innerer ift. Die Congrvueny und bdbic Symmetrie find
vemnach) nur befondeve Fille dev IfnlichEeit.

Julgelihe. a) Jn zwei dhnlichen Kovpern find die homologen Strecten
proportioniert, die Homologen Fliachen dhnlich wnd die homologen Keile gleid),
von den homologen GEcden aber entweder je swei congruent, ober je pwei
Tymmetrifd.
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b) Jit von zwei congruenten over jymmetvijhen Kbvpern der eine einem
oritten dhnlich, fo ijt e§ aucy der andeve.

§. 287. LehrTike. 1. Wird cine Pyramide durd) eine jur
Grundflacdhe parvallele Ebene gefdnitten, fo ift die abgejdhnittene
PByramide dev gegebenen dhnlid.

Folgt unmittelbor aug §. 286.

2. @ind in jwei Pyramiden die Eden am Sdyeitel congruent
oder fymmetrifd) und drei homologe Seitenfanten paavweije
proportioniert, fo find die Pyvamiden dhnlid) (Fig. 154).

Deweis. a) Sdneivet man im evjten
Falle auf der Kante SA dag Stiid Sa’=sa
ab, und legt duvd) den Punft a’ die Ehene
a'b’e’d' || ABCD, fo find die Pyramiden
SAC und Sa‘c’ dhnlid) (nadh 1). Die
Pyvamide Sa’c’ aber ift (§. 282) mit sac
congruent, dafer find auch die Pyramiden
SAC und sac afnlidy.

b) Sind die Edfen am Scheitel fymme-
trijd, fo conjtruiere man in der Sdeitel-
edfe von S eine Pyramide, weldhe mit SAC fymmetrijd) ift. Diefelbe ijt dann
(nad) a) der Pyrvamide sac dhnlih; fomit jind aud) die Pyramiden SAC
und sae dahnlich.

§ 288. Lehrfal. Qe zwei dhnlidhe Polyeder lajfen jid in
eine gleiche Anzahl dhnlider Pyramiden zerlegen.

Jig. 155. Beweis. €8 jeien (Fig. 155)
die Polyeder ABE und abe dbhn-
fich und gugleidh) auch perjpectivijdy
fiegend. Denft man fid)y durd) ein
Paar homologer Punfte die Geraven
Aaund Bb, und von ihrem Sdnitt-
punfte S, weldher der fnlichleits-
punft der Dbeiden Polyeder ift, zu
einem Punfte O im Jnnern des
Polyeders ABE cinen Strahl SO gezogen, o ijt, wenn SO : So = SA :
Sa ift, o dber homologe Punft im Jnnern ded Polyederd abe.

Legt man nun durd) O und o und die Kanten beider Polpeder Chenen,
jo werben daduvd) die Polyeder in fo viele Pyvamiden erlegt, als jie Grenys
flachen Haben. Diefe Pyramiden aber find nad) §. 285 paavweife dhnlid).

§ 289. 1. Rwei Kegel oder zwei Eylinder find dhnlich, wenn ihre
Achien den Duvchmeffern ihrer Grundfliichen propovtioniert find wnd mit den
letsteven gleiche Neigungsmwinfel Bilden.

Fig. 154,
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2. Je jwei KRugeln jind dhnlid) und jugleid) peripectivijch liegend.
Bwei Kugeln haben einen dufeven und einen inneven Hhnlidhfeits-
puntt, ebenfo duferve und inneve Ahnlidfeitsftrahlen (8. 142).

Hierter Abldynitt.
Grifenbeftimmung der Korper.

§. 290. Bei der Ausmefjung der Korper fommt die Bejtimmung dev
Oberflade und ded Cubitinhalted oder Bolumens derjelben in Betvadt.

Die Oberfladhe cined Kovperd evhilt man, indem man alle Gren
flachen bevechnet und die evhaltenen Flacheninhalte dexjelben abdbievt.

Um dag Bolumen eined Kovpers, d. i. die Srofe ded von feinen
Grenzflacdien eingefhlofjenen Raumes ju beftimmen, unterjucgt man, wie viel-
mal ein al8 Einheit angenommener Korper in dem gegebenen enthalten ift.

As Einheit ded Kovpermapesd wird ein Cubus angenommen, defjen Kante der
Lingeneinfeit gleich ift, und der fitr basd Metermafy beziiglich ein Cubifmeter (m?), ein
Cubifbecimeter (dm®), ... Beifit. 1 m3 = 1000 dm3 i 1000 em® A 1000 mm®,
AE Hohlmaf heift das Cubitbectmeter Liter; 100 Riter = 1 Heftoliter.

Bwei fovper, welde gleidhe8 Lolumen hoben, Geifen inhaltsgleid.

1. Ausnteffung ebenfladyiger Sioxper.

1. Bus Prisma.

Dberfladhe eined Prismas,

§. 291. Die Oberflache o eined Prismas wird cvhalten, indem
man bdie Seitenfladgen ald Pavallelogramme beftimmt und ju dev daduvd
erhaltenen Seitenoberfldade s den doppelten Flacheninhalt b der Grund-
fladhe abdiext; aljo o = s -+ 2b.

Dic Seitenoberfliadhe eined gevaden Pridmas ijt einem
Redtede gleid), weldes den Umfang der Grundflade jur Grund-
linie unbd die Hohe des Prismas zur Hohe hat.

Juhaltdgleidhfeit ber Pridmen.

§.292. Lebrfok. Jebes Pavallelepived ift inhaltdgleid) einem
vedtwinfligen Pavallelepiped, welded mit ihm gleidhe Grund-
flidhe und gleiche Hohe hat.

Beweis. 1. Runddhijt [ajst fich jeded jchiefe Pavallelepiped in ein inbalts-
gleicdhes gevaded Pavallelepiped iiber derfelben Grunbdfliche und von gleicher
DHohe verwandeln. Steben in dem Pavallelepiped AG (Fig. 156) die gegens
iiberliegenden Eeitenflidhen AF und DG auf dber Grundfliche AC {dief,




&ig. 156. fo ervichte man auf diefer in den
B el / Kanten AB und CD normale Ehe-
| # nen und eviveiteve die beiden anderen
Seitenflidgen DE und CF und bdie
obeve Grundfldcdhe EG {o weit, dafé
jie mit jenen Gbenen dag Parallel-
epiped A G’ begrengen, in weldem
swei Seitenflachen auf der Grund-
fliche mormal ftehen. Die beiden
Bavallelepipede find inhaltégleid ;
benu  bie wei dreifeitigen Pridnien
AEE'BFF' uw DHH'CGG' {find congruent (§. 283); nimmt man
daher abwedhfelnd dag eine und dag andere von bdem pridmatifhen Kovper
ADH'EBCG'F weg, jo miiffen die Rejte, d. i die Parallelepipede AG
und A G’ gleich jein. — Sind in dem gegebenen Pavallelepiped AG aud
die Seitenflichen DE und CF auf der Grundfliche A C jdyief, dabher aud
in dem inbaltsgleichen Parallelepiped A G’ bdie Seitenflichen DE und CFY,
jo fonnen ebenfo diefe leteren, ofne dag Volumen ded Kibrpers su dndern,
durd) die auf der Grundfliche normalen Seitenflidhen DK und CL  eviest
werden, wodurd) man dad infaltsgleiche gerade Pavallelepiped AM erbhilt.
2. Ferner [ifst fich jeded gevade Pavallelepiped AM (Fig. 157), bdeffen
Grunbdflacge AC nidt vedytwintlig ift, in ein vedytwinfliges Pavallelepiped AQ
Sig. 157. pon gleicher Grundfldde und bderjelben Hihe verwandeln,
VR MO indem man durd) die Kanten AK und BL Gbenen legt,
welde zur Seitenfliidhe AL normal find. Die beiden
™ 7 Bavallelepipebe AM und AQ find inhaltsgleid), ba die
breifeitigen Prismen BCOLMQ und ADPKNR,
weldye diefelben nidht gemeinjam Haben, congruent find.
Man fann aljo jeded nicht vechtwinflige PBavallel-

7111 epiped .in ein inhaltdgleidhes vechtwintliges Parvallelepiped
7 N pon gleidher Grundfldche und bdevjelben Hiohe verwanbveln.
2 Iz Fuolgeloh. Pavallelepipede mit gleihen Grund-

flichen und gleichen Hiohen find inhaltSgleid.

§. 293. Lehriak. Jedes Pavallelepiped wird durd) den Dia-
gonalfdynitt in 3wei inhaltdgleidhe dreifeitige Prigdmen getheilt.

Beweis. 1. Jft bas Pavallelepiped ein gevades, fo folgt die Ridhtigleit
be8 Saged aus §. 283.

2. @8 fei dbag Parallelepiped A G (Fig. 158) ein jchiefes.

Legt man duvd) die Punfte A und E jwei Ehenen, weldhe ju den Kanten
des Parallelepipeds AG novmal find, jo it AKLMENOP ein gerades
Pavallelepiped, dag (nad) 1) durd) den Diagonaljhnitt AEOL in zwei gleidhe
Prismen ALMEOP und AKLENO getheilt wirb.



Fig. 138. Mean denfe fich nun die vieveitige Pyvamive
EOGHP jo vexjdhoben, dajs ifre Seitenfliche
EOP bie mit ihr congruente Seitenfliche AL M
bev vierjeitigen Pyramide ALCDM bdedt; dann
fallen aud) bie ju bdiefen Seitenflichen novmalen
Santen OG wnd LC, PH und MD, folglidh
auch die iibrigen Kanten ujommen. Die Byra-
miven EOGHP und ALCDM f{ind bem-
nad) congruent; e8 mujé daher audh EOGHP
+ ACDEOP = ALCDM 4+ ACDEOP,
d. i Pridma ACDEGH = ALMEOP jein. Gbenjo folgt, dajs das Prisma
ABCEFG = AKLENO ijt. Da nun die Prismen ALMEOP und
AKLENO inbaltsgleid) jind, fo find e8 aud) die Prismen ACDEGH und
ABCEFG.

Fulgelihe. a) Jedes dreifeitige Pridma ift gleid) einem rechtminfligen
Pavallelepiped, weldjes mit ihm gleiche Grundflidie und gleidhe Hohe Hat.

b) Jeves vieljeitige Prisma ift gleid) einem vechtwintligen Pavallelepiped,
weldes mit ihm gleihe Grundflacien und gleiche Hihe hat (§. 245, Folg.).

¢) Prigmen mit gleichen Grundilichen und gleichen Hiohen find infaltsgleid).

Bolumsverfhiltnifje der Bavalelepibvede.

§ 294. Lehrfab. Die Bolumina weier redtwinfliger Pa-
vallelepipede diber bevfelben Grundfladhe verhalten fid) wie
thre Hohen.

Fig. 159. Beweis. €5 feien (Fig. 169) die Hihen AE und
b4 a  AK bver veditwintligen Parallelepipede AG und A M com-
P W menfurabel, AP bag gemeinfame Weaf bderfelben und
2 v AE=m.AP, AK =n.AP, folglif AE: AK =
Eﬁ _____ JE.f;vG m:n.  Zheilt man AK in n gleihe ZTheile, von bdenen
AE m enthilt, und legt durch jeden TheilungSpunft eine
P Al 7|0 mit ber Grvundflache pavallele Ebene, fo ift auch Barallel-
12 70 epiped AG=m.AQ, AM=n.AQ, daher AG: AM =
4 B m:n, und folglih) AG: AM = AE: AK.

Sind die Hohen AE und AK incommenfurabel, jo folgt aus §. 115,
bajé bie obige Proportion auch fiiv diefen Fall Giltigleit hat.

§. 295. fehrfab. Die BVolumina jweier vedtwintliger Pa-
vallelepipede von gleicher Hohe vevhalten jidh) wie ihrve Grund-
fladyen.

Beweis. &8 feien P und p zwei vedhtwintlige Pavallelepipeve, und 3war

in P..A undb B bdie Seiten der Grundfliche G, und h die Hibhe,

" P--a " b " " " " gr " h " n ?
fermer feien in eimem dritten vechiwinfligen Pavallelepiped

P’..a und B bie Seiten der Grundfliche, und h die Hohe.
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Sn ben  Pavallelepipeden P und P fann man das Redited mit den
@eiten B und h al§ die gemeinfume Grundfldde betracdyten; dann find A
und a ihre Hohen, und man hat nad) §. 294
P B\t
Ebenfo erhilt man Bl pri=BH b
Durd) Multiplication diefer Propovtionen evgibt fich
Bespe=-AyBligar b:
Allein A.B:a.b= G:g (§ 160); dabher
B ipe= G
8. 296. Lehrfak. Die BVolumina je jweier vedtwinfliger
Pavallelepipede verhalten {idh wie die Producte aus den Maf-
jahlen ihrver Grundfladen und Hohen.
PBeweis. s feien G und g die Mafzahlen der Gvundflachen, H und
h bdie Mafzahlen der Hohen zweier vecdhtwintliger Parallelepipede P und p;
ferner fei P’ ein vechtwintliges Bavallelepiped, deffen Grundfldde die Maf-
3abl g und deffen Hihe bdie Mafzahl H hat. Dann ijt
BER =G e S (SR 290
P/ spr = H: hy(87294),
dafer duvch) Weultiplication P :p = G.H: g.h.
Diejer Sas wird gewshulic) jo ausgedriictt:
Die Bolumina je zweier vedtwintliger Bavallelepipede
verfhalten {id) wie die Producte ihrer Grundfladen und Hohen
Wenn im folgenden von Producten ausd Fladen und Linien
die Mede ift, jo jind tmmer nur die W afzabhlen derfelben zu verftehen.

Beftimnung ded BVolumend bder Pridmen.

8§ 297. Zehrfah. Das Bolumen eined vedtwinfligen
Pavallelepipedsd ift gleid) dem Probducte aug der Grundilade
und der Hiohe.

Beweid. @8 fei P ein vechtwinfliged Pavallelepiped, deffen Grund-
fliche G die Seiten a und b hat, und bdeflen Hohe ¢ ift; ferner jei w die
Ginbeit des Kovpermafes, d. i. ein Cubug, defjen Grvundfliche g die Einbeit
bes FladenmaRes und deffen Hiohe m die Einfeit deg Lingenmafes ijt. Nad)
§. 296 hat man dant

B 110G RN Gk

Ly
w g.m g

o : dic Mafzahl fiiv dag BVolumen de§ Pavallelepipeds, (; die Weafzalhl dex

Grundfliiche G, und — die Mafzahl dev Hihe c ift.
* a. : Vs . b
Da (nad) §. 160) (E =l = ; ift, fo ijt aud % = l% .=

¢
m.m m m " m’

. i. dag Bolumen eined vedhtwintligen Pavallepipeds ift gleid



158

pem Producte aud dvei jujammenftofenden Kanten (Linge, Breite
und Hihe).

§ 298. ZLehrfok. Das BVolumen eined Cubus ijt gleid) dev
dritten Potens einer Kante (§ 297).

Begeidnen V und v die Bolumina weier Wiirfel, deven Ranten S und
s find, fo hat man V = 8° und v =s* bdaher V:v = §%: g%
0. h. die Bolumina jweier Wiirfel verhalten {id) wie die dritten
Potenzen zweier Kanten.

§. 299. Dag BVolumen eined jeden Prismasd ift gleidh dem
Producte aus der Grundflade und der Hihe.

Folgt aus §. 297 mit Bugiehung de8 § 293 a) und b).

2. Bie Pyramide und das Prismatoid.

Oberfliche und Bolumen einer Pyramide.

§. 300. Um die Oberflide o einer Pyramide zu erhalten, be-
vedhnet man die Seitenflichen ald Dreiecte, ihre Summe gibt bdic Seiten-
oberfliche s; dagu abdiert man nod) den Fladeninhalt b ver Grundflidhe;
aljo o =s + b.

1. Die Seitenoberfladie einer veguliven Pyvamive ift einem
Dreiede gleidh, weldhes den Umfang der Grundflide zur Grund-
linie unbd die Seitenhihe der Pyramide jur Hihe hat.

2. Die Oberfladen zweier dhnliden Pyramiden (allgemein
pweier  dfnlidhen Polyeder) verhalten fidh wie die Quadrate ihrer
fomologen Ranten.

Denn je zwei homologe Grundfldchen find dhnlid (§. 286), fie ver-
halten fich alfo wie die Quadrate ihrer homologen Seiten; dasjelbe Verhiltnis
muj8 daher aud) jwijden den Summen aller Gvenzflichen in beiden Korpern
ftattfinden. :

§. 301. ZLehrTak. Rwei Pyramiden, welde gleidhe Grund-
fliachen und gleiche Hohe haben, jind inhalt8gleid) (Fig. 160).
Beweid. E8 feien die Grundflahen ABC wmd A'BC’ bder beiden
Pyrvamiven SABC und §'A‘BC
Fig. 160. gleih und in  Dderjelben Ehene,
und die Sdeitel S wmd S in
einer mit diefer pavallelen Ebene
gelegen. Theilt man in  beiden
Pyvamiven die Hohen in n gleiche
Theile und legt burd) die Thei-
[ungspuntte zu den Grundflachen
pavallefe Ebenen, o find je jive
in gleider Dihe gefithrte Schnitt-
flichen, wie DEF wnd D'E'FY,
gleich (§. 241, 2).
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Gonjtruiert man mun ju jedem wijchen e folchen Schnitten liegenden
Stiicfe der Pyramiden ein dufeved und ein inneved Pridma, bdeven exfted die
unteve, deven weite8 die obere Grundfliche ded Pyvamibenftiides zur Grund-
fliche hat, wie 3u ABCDEF bie Prisdmen ABCDRT und ANPDEF,
fo find (§. 293, ¢) je jwei gleichliegende dufeve Pridmen, und cbenfo je zwei
gleichliegende inneve Prismen gleid). €8 werden daher aud) die Summen aller
diugeren und ebenjo die Summen aller inneven Pridmen in beiden Pyramiden
gleich fein. Deift nun A die erfte und J die legtere Summe, P dev Jnhalt
der Pyvamide SABC und P’ der Jubhalt der Pyvamide S’ A'BCY, jo ijt

A = P Jaand Aws Bl =

Ferner ift jeded dufere Pridma einer jeden Pyramide gleich dem nddhjt-
unteren inneren Priéma, daher die Differeny A — J gleid) dem unteriten
duferen Prisma ABCDRT, weldes fid), da n Dbeliebig grof angenommen
werden fann, fleiner machen [aj8t, al8 jede nod) fo fleine conjtante Grife.

P und P’ jind aljo ®rengwerte derfelben vevdnderlichen Grofen A und
J, bie einander beliebig gendbert werden fonmen, und mithin einander gleic).

§. 302. LehrTah. Jeded dreifeitige Pridma fann in drei
inhaltsgleidhe dreifeitige Pyramiden zevlegt wevden (Fig. 161).

Fig. 161. Beweis. Legt man durd) die Punfte A, E und C
ped breifeitigen Prismas ABCDETF eine Gbene, fo erfallt
dadurd) dag Brigma in eine dreijeitige Pyramidbe EABC
und eine vierfeitige EACFD. Diefe lesstere wird, wenn man
purd) die Puntte C, B und D eine Ehene legt, wieder in gwei
breifeitige Pyramiden EACD und ECDF getheilt. Das
gange Prisma Dejteht demnach aug drei dreifeitigen Pyra-
midben EACD, ECDF und EABC, von bdenen die erjte
ber jweiten und bdiefe der dritten inhaltsgleid) ijt (§. 301).

Fulgefibe. a) Jede dveifeitige Pyramide ift dev dvitte Theil eines
orefeitigen Pridmad von gleicher Grundflache und gleidyer Hihe.

b) Jede vieljeitige Pyramide ift ber dritte Theil eined Pridmas von
gleicher Grundfliche und “gleicher Hiohe (§. 241, Folgejap).

§ 303. Lehrfah. Daé Volumen einer Pyrvamibe ift gleid
pem britten Theile dbed Producted aud der Grundjlidhe und
per Hihe.

Folgt aug §. 302 a) und b) und §. 299.

§. 304 LehrTak. Die Volumina jweier dhnliden Pyramiden
verhalten fid) wie die dDritten Potengen ihrev homologen Kanten.

Beweis G feien P und p pwei dhuliche Pyramiden, G und g ihre
Grundflachen, H und h ihve Hohen, und A und a zwei Homologe Kanten,
Man Hat

Pipii6  HE s g b



ol

Jam find die Grundjliden G und g dhnlih und die Hohen H und h

swei homologen Kanten A und a propovtioniert, daher
G e Ad el hide A
Wiultiplicievt man bdiefe beiden Proportionen, jo evgibt fich
G.H:g.h=A":a% und folglih aud
Bepr=tASkiad:

Allgemein: Die Volumina fe gweier dhnlichen Polyeder verhalten fidh

wie die dritten Potenen ihrer homologen Kanten (§. 288).

§. 305. LehrTah. €in fdief abgejdnittenesd dreifeitiges
Prisma ift gleid) dev Summe dreier Pyramiden, deven gemein-
jome Grundflide die Grundflade des Prismas ift und bderen
Sdyeitel die Edpuntte ded fdicfen Durdjdnittes jind (Fig. 162).

Fig. 162. Beweis. Legt man durd) die Punfte A, E, C
cine Gbene, ferner durd) C, E, D eine jweite Ebhene, o
secfillt pag jchief abgejchnittene Prisma ABCDEF in
drei Pyramiden EABC, EACD und ECDF.

Die Pyramide EABC hat ABC jur Grund-
fliche und ihren Scheitel in E. Ferner ift, wenn man
LA TN durd) die Punfte B, C, D ecine Cbene legt, nady § 301
pie Pyramide EACD gleid) der Pyramide BACD,
B in weldher man auch ABC ale Grundfliche und D als
@dyeitel betrachten fann.  Ebenfo ijt, wenn man durd) die Puntte A, B, F
eine Gbene legt, die Pyramide ECDF gleih der Pyrvamide BACF, in
weler man ABC al8 Grundfladhe und F als Scheitel anjehen fann.

Oberfliidje uud Bolumen eined Pyramidenjtumpfes.

§ 806. Die Oberfladhe o eined Pyramidenjtumpfes wird
exhalten, indem man die Summe s aller Seitenflichen, welhe Trapeze find,
bejtimmt und die beidben Gvundflichen B und b daju addiert; alfo

o=s5-+B+b.

Die Seitenoberflade eined veguliven Pyvamidenftumpfes
ift gleid) dem Producte ausd dem Umfange des mittleven Dure:
Jdnitted und dev Seitenhilhe.

Denn halbiert man eine Seitenfante und legt durdh den Halbievungspuntt
eine mit der Grundfldche pavalfele Ebene, o Halbievt dieje aud) die itbrigen
Seitenfanten und man erhilt ald den mittleven Durdyfchnitt ein vegulives
Bieled. Durcd) Buziehung des Bujages ju § 165, 3, b) evgibt fich dann
fogleid) die Sichtigleit des obigen Satses.

§. 307. Lehrfok. Das Bolumen eines Pyvamidenjtumpfes ijt
gleid) bem Bolumen dreier Pyramiden, weldhe die beiden Grunbd-
fladen und ihr geometrijhes Mittel ju Grundiladen und bie
Hiohe ded Stumpfes jur Hihe haben.

~

p
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Beweis. Crgingt man den Pyramidenftumpf ABCD abed (Fig. 163)
&ig. 163. sur ganzen Pyramive, jo ift das Volumen desfelben
V = Pyr. SABCD — Pyr. Sabed.
Begeidhnen B und b die Grundilichen, h die Hoke p P,
und x bdie nod) unbefannte Hohe Sp, fo hat man

Pyr. SABCD = B—(P#, Pyr. Sabed z%—{; daher
VT Ty ORI
¥ sty merirptg b glBrab)s

Aur Bejtimmung von x Hat man (§. 241, 1) bdie

Proportion:
B1% 2 hi 4 x)* 122 v BV D=0 +'%)r x
Daraus folgt x = Vll;zb p und jomit
Bh h¥vb i Bh th

:(B+1/Bb+b).—3

Bofumen eined Prismatoids,

§. 808. Leljrfak, Dasd Bolumen eines Prismatoids ift gleid) dem dritten
Theile ded Producted ausd ber Summe Dded arithmetijden Mitteld der
beiden Grundffdchen und ded boppelten Mittelidunitted mit ber Hihe
(Fig. 164).

Fig. 164, Beweid €3 jeien B und b die Grundfldchen, h bdie
pay o ke, M ber Mittelichnitt abedefg (§. 247) und V das Bo-

f\\:_‘_* G fumen bes Prismatoids.

T Legt man durd) ivgend einen Puntt O des Mitteljchnittes
und durcy die Kanten ded Pridmatoids Ehenen, jo gerfillt diefes
in Pyramiden, von benen zwei die Grunbdfldchen ded Pridmatoids
st Grundiliichen und beflen halbe Hihe gur Hihe Haben, Der
Snfalt biefer el ‘.Bt)mmihen ift

h ~ BoEBUh

Bigi—== ~+- b. i3 TR
Die itbrigen iBr;mmtben baben ihren Scheitel in O und zu
y Grundildchen die Seitenfldchen bdes ‘Bridmatoidd, Von jeder
B (0  biefer Pyramiden, 3 B. von OABE, wird durc) den Mittel-
jehnitt eine fleineve Pyramide OabE abgejdhnitten, die mit
ifr den Scheitel O und daher auch die Hohe gemeinjam Hat; ihre Volumina verhalten fid)
baher wie die Grundfldhen ABE und abBE (§. 303); wegen AE = 2aE it ABE =
4abE (§ 162), baber auch) Pyr. OABE = 40abE; mun ift die Pyr. OabE, wemn

- h .
marnt Oab al3 @runhfﬁﬁdje und E a8 Sdeitel aunimmt, gleid) Oab . R folglich PByr.

fomit ald

a=||="

OABE =4 . Oab . —. Gbenjo erhilt man Pyr. OBEF =4 . Obe
Snbalt aller diefer ‘.Bt;mmthen
h h
4.(0ab+ Obe+Ocd+..). = =4M. c=2M. -,

Moinil, Geometrie. 11
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Mithin ift V =(B'2“’ —!—2M) e

Bulak. Die Anwendung bdiefer Formel auf dod Pridma, bie Pyramide und den
Ryramidenftumpf fithrt auf die befannten Sépe fiber den Juhalt diefer Sorper.

3. Tegulive Polyeder.

§ 309. 1. Die Oberflide eines veguldven Polyeders wird
erhalten, indem man eine Seitenflache al8 ein rvegulives Bielect beftimmt und
ven Flidpeninhalt mit dev Bahl der Seitenflachen multipliciert.

2. Dag Bolumen eines veguldaven Polpeders ift gleidh dem
oritten Theile ped Producted ausd der Vberfladhe dedfelben und
pem Halbmeffer der dem Polpeder eingejdriebenen Kugel

Der Beweis ergibt fidh) aus §§. 252 und 303.

II. Ausmeffung Rrummfadiger Storper.
1, Ber SKegel.

Oberfladie und Bolumen cined Kegels.

§. 310. Wird ber Grundflddhe eines Kegels ein vegulives BVieled ein-
ober umgejchrieben und dagfelbe al8 Grundilache einer Pyramide angenommen,
veren Scheitel der Scheitel de§ RKegels ift, o heift diefe Pyramide dem
Regel begiiglich eingejdhrieben oder umgejdrieben.

Die Seitenfanten dev eingefdyriebenen Pyramive jind Seiten, die Seiten-
flacdhen der umgejdhricbenen Pyramide find Veviihrungsebenen des Kegels.

Zebrfihe, 1. Die Mantelflade eined gevaden Kegeld liegt
fiiv jede Seitenangahl der ihm ein- und dev ihm umgejdhriebenen
Pyramide gwifden den Seitenobevfladhen diefer Ppramiden.

Beweis. Bejdreibt man in einen gevaden RKegel fovtgefest Pyramiden
von immer grifever Seitenangahl, fo wid)st, da mit der Seitenanzahl fowohl
vie Gmindflide als die Seitenhvhe der Byvamiden zunimmt, fortwdhrend aud
oie Geitenoberfladye devfelben (§. 300), obne fedod)y bei diefem Wadhfen je mit
ver Mantelflache des RKegel§ jujammenfallen ju fonnen, bda die Seitenflidhen
ver Pyrvamiden ftet§ innerhalb des Kegeld liegen.

DBejchreibt man wm einen gevaden Kegel fovtgefest Pyvamiden von tmmier
griferer Seitenangahl, fo nimmt bdie Seitenoberfliche bdevfelben fortwihrend
ab, fann jedod) bei diejem Wbnehmen chenfolls nie mit der Moantelfliche des
Regels zujommenfallen, da die Seitenflichen ver Byvamiden al§ Beviihrungs-
chenen e Kegeld jtets auferhalb desfelben liegen.

2. Der Unteridhied jwifden den Seitenoberfliden dev einem
geraden RKegel um- und dev thm eingejdhriebenen Pyramidbe wird
bei fortgefest wad)jender Seitenangahl unendlid) flein.
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Beweis. Sind S, und s, die Seitenoberfliden der um- und der ein-
gejchriebenen n-feitigen Pyvamide, U und u die Umfiinge ihrer Grundflichen,
H und h ihre Seitenhihen, fo ift

S == o &, — o h ¥ het
Si—sa=4+(UH—uh)=1{U —uw)H4+ $(H—h)u

Widhst nun n ofhne Ende, jo nibert fih U —u der Null (§. 178, 2);
ebenfo nibert fih h dem ®rvenzwerte H, daher H — h der Nufl; mithin
wird S, — s, unendlid) flein, wenn n unendlidh grof wird.

§. 311, Lehrfithe. 1. Dev Kegel ift grofier als ivgend eine ihm
eingefchriebene, und fleiner als irgend eine ihm umgejdriebene
Phramide.

Denu die eingefhyriebene Pyramibe ift etn Theil desd Kegeld wnd diejer
wieder ein Theil der umgejdyriebenen Pyramide.

2. Der Unteridyied zwifdhen den Bolumina der ivgend einem
Segel um= und der ihm eingefdyriebenen Pyramide wird bei fort:
gefest wad)fender Seitenangahl unendlid) flein.

Beweis, Sind V, und v, bdie Volwmina bder wm- und dey ein-
gefdyriebenen n -fjeitigen Pyramide, B und b ihre Grundflachen, uud h ihre
gemeinfame $Hhe, fo ijt

Vi—vo=4+(B—Db).h

Wit dem Wachjen von n nimmt nun B — b unendlich ab (§. 179, 2),
oaber wird aud) V, — vu unendlid) Hein.

§ 312, Die Sie in §§. 310 und 311 fithren auf folgende De-
finitionen :

Dic Manteloberfladie eined gevaden Kegels ijt der gemeinjame
Grengwert dev Seitenoberfladhen der dem Kegel ein- und umgejdyriebenen
Pyramiden mit wad)jender Seitenanzahl; dag Lolumen eined Kegels ijt
over gemeinfame Grengwert der BVolumina der dem Kegel ein= und umgejdriebenen
Pyrvamiden mit wad)jender Seitenangahl.

§ 813. LehrTak. Diec Manteloberflade eines gevaden Kegels
ift gleidy dem Halben Producte aus dem Umfange der Grund-

flache und der Seite
Folgt aus §§. 312 und 300, 1.

Jit r der Halbmefjer der Grundflache eines gevaden Kegeld und s deffen
Seite, fo ijt die Manteloberfliche m = 2rx. f;— =rsx; mithin die Gejammt-
oberflidhe 0 = r’x + rsw = (v + 8) ra.

Fiiv ven gleidyjeitigen Kegel hat man s = 2r, daher o = 3r’z

§. 314. Lebrfal, Das Bolumen eines Kegeld ift gleid) dem
oritien Theile de§ Productes ausd der Grundflade und der Hahe.

Folgt nad) bem Grenzbegriffe aug §. 303.

1
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Qft v der Halbmejjer dev Grundflidhe und h die Hohe eined Kegels,

fo ift bas Volumen v = r‘;’ =3¢

Qft ber Kegel ein gevader und s die Seite, jo it h =} s* — 12,
daher v = %’]/-s2 —r’

Fiiv den gleichfeitigen Kegel hat man s = 2r, folglih v = 1%"]/3_

Bufal. Die Volumina dhnlicher Kegel verhalten fid) wie bdie dritten
Potengen der Halbmeffer ihrer Grundflddhen. Denn die Hiohen verhalten fich
wie die Halbmeffer der Grundflachen (§. 286, a).

Operfliiche und Volumen cinesd Kegelfhumpied.

§. 315. LehrTat, Die Manteloberfladye eines gcrnben Regels
jtumpfes ift gleich) dem Producte aus dem Umfange de§ mittleven
Sdnittfreifes und dber Seite.

Folgt nach) dem Grengbegriffe aus §. 306.

Sind R und r die Halbmefjer ded gevaden Kegeljtumpfes und s dejfen
eite, fo ijt, da der mittleve Schnittbreis den Halbmejjer . j " hat, die Mantel-
oberfliche m = (R 4 r)z=.s, und die Gefammtoberflache

o=[RE+r*+ R+1r)s].z

§. 316. Lehrlok. Dasd Volumen eines Kegelftumpfes ift gleid
pem BVolumen dreter Kegel, welde die beiden Grundfladen und
ijr geometvifdhed Mittel zu Grundflidhen und die Hiohe bes
Stumpfes gur Hohe haben. '

Folgt aus §. 307.

Bejeihnen R und r bejiiglic) die Halbmeffer der beiden Grundflidien
und h bdic Hihe des Kegeljtumpfes, jo ijt dad %alumen

v—(R2m+rﬂ+Rrrt) w

2. Ber Eylinder.

§ 317. Wird der Grundiliche eined Cylinders ein vegulives Bielect
¢in= obder umgejdhrieben und dagfelbe al8 Grundflide cined Pridmas an-
genommen, deffen Seiten pavallel und gleich find der Achje deg Eylinders, fo
heifit diejed Prigma dem Eylinder ein= oder umgefdyrieben.

Die Seitentanten des cingefdyriebenen Prismas find Seiten, die Seiten-
flachen des umgefdyriebenen Prismad find BeriihrungSebenen ded Eylinders.

Durd) analoge Sdhlujsfolgerungen, wie in § 310, 1 und 2, ergeben
fih folgenbe jwei Lehridse:

1. Die Pantelfladhe cined gevaden Eplinders liegt fiir jebde
Seitenanzafhl deg ihm ein- und ded ihm umgefdhriebenen Pris-
mas jwijden den Seitenoberfladen diejer Bridmen.
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2. Der Untevidhied jwifdhen den Seitenoberfladen ves einem
gevaden Gylinder um= und de§ ihm eingejdhriebenen Prismas
wird bei fortgejetst wadfender Seitenanzahl unendlidh) flein.

§ 318. 1. Der Gylinder ift grofer ald irgend ein thm ein-
gefdhriebenes, und fleiner alg ivgend ein ihm umgejdriebenes
Prigma.

2. Der Unteridied jwifden bden Bolumina bde§ einem
Gylinder um- und des ihm eingefdhriebenen Pridmas wird bei
fortgefett wadjender Seitenangahl unendlid) flein.

Beweije analog wie ju 1 und 2 in § 311

§ 319. Auf den Siigen in §§. 317 und 318 beruhen folgende Er-
Elivungen:

Die Manteloberflidhe eines gevaden Eylinders ijt der gemein:
fame Grengwert der Seitenoberflichen der dem Cplinder ein- und umgejdyriebenen
Prigmen mit wachjender Seitenanzahl; dad BVolumen eined Cylinders
ift der gemeinjame Gvengwert der Volumina dev dem Eylinder ein- und um-
gejchricbenen Prismen mit wadhjender Seitenangahl.

§. 320. Lehrfok. Die Manteloberflide eines gevaden Eylin-
bers ijt gleid) dem Producte aus dem Umfange der Grundflade
und der Hohe.

Folgt aug §§. 319 und 291.

Begeidhnet r den Halbmeffer der Grundfldche und h die Hihe, fo ijt die
Manteloberfliche m = 2rha, dabher die Gejammtoberfliche

0=2r’% 4+ 2rhx = 2r= (r 4+ h).

Qm  gleidyfeitigen Cylinder ift h = 2r, daher o = 6r’x.

§ 821. fLehrTah. Das Volumen eined Eylindevs ift gleid
pem Producte aus der Grundflade und der Hobhe.

Folgt aus §§. 319 umd 299.

Qft r der Halbmeffer der Grundfliche eines Cylinders, fo ift der Cubit-
inhalt v = r*haz.

Fiix den gleidhfeitigen Cplinder hat man h = 2r, daher v = 2r’x.

Bufak., Die Bolumina dhnlicher Eylinder verfalten fid) wie die dritten
Potenzen der Halbmefjer threv Grundflachen (§. 286, a).

3. Hotationsfladyen und Rotationshirper.

§. 322, Dreht fidh eine gevade, gebrodhene ober frumme Linic oder eine
ebene Figur wum cine fefte Gerade, fo befdyreibt wahrend einer vollen Umbdres
hung jeder Puntt devielben eine Kreislinie, deven Gbene gu der feften Gevaden
novmal ift. Die fefte Gevade heifit die Rotationsadfe ober blof Adyfe,
bie burd) die Drehung der Linie befdyriebene Fliiche die Rotationsfldadye
diefer Linic, und dev durch die Drehung dev ebenen Figur evzeugte Korper der
Rotationstovper diefer Figit.
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§ 828. Die Rotationsflade einer Strede wm eine aufer ihr
in Dderfelben Ghene liegende Achje ift jo nach dev Yage diejer Strede gegen die
Adhfe die Manteloberflidhe cines gevaden Kegels, eines gevaden Kegelftumpfes
oder eined gevaden Gplinders, oder endlid), wenn die Strede sur Achfe normal
ijt, die Fldche cined Kreifed oder Kreidringes.

Dveht fich eine gebrodhene Linie wm eine aufer ihr in devjelben
Ebene liegende Adhie, fo ift ihre Rotationsfliche gleich der Summe der Rota-
tionsflichen aller Streden, aud denen die gebrodyene Linie befteht.

LebrTak. Die Rotationsflide der Grundlinie eines gleidye
fdentligen Dreiedes um eine in feiner Ehene durd) den Sdeitel
gehende Adpfe ift gleich dev Wanteloberfladhe eined gevaben
€plinders, deffen Grundflide die Dreieddhihe jum Halbmejjer
hat und deffen Hohe die Projection der Grundlinie auf die Adje
ift (Fig. 165).

Beweis. Nad) der Lage dev durd) den Scheitel O gehenden Adhje XY
gegen dag Dreied A OB unterfdjeiden wir drei Falle:

L @8 falle XY mit einem ©Scdenfel AO de§ Dreiedes jujammen;
pann ift die Notationsfliche der Grundlinie AB, die wir durd)y F (AB)

begeichnen wollen, die Mantelober=

dig. 165. fliche cined gevaden RKegeld, jomit

F (AB) = zBB‘. AB, wenn

K BB | XY ift. Rieht man OM
v | AB, o it NABB!' c0o AOM,

Bﬂ vy 4
S AU folgtidy BB AB' = OM: AM
< (9"‘- [ Y =10 ober BB': AB' — OM : _“2_3'
M ©OR

. \o woraus BB' . AB = 20M.A B/
o r ¥ folgt; jomit hat man
F (AB)=220M. AB".

IT. @8 liege die Adhfe XY auferhald des Dreiectes AOB, ohne jedodh
der Grundlinic AB pavallel 3u fein; dann bejdyveibt AB die Manteloberfladye
eineg geraden Kegelftumpfes. Bieht man OM | AB, ferner AA’, MM’ und
BB’ normal ju XY, o ift F' (AB) = 2zMM‘. AB. 3ieht man nod
AD | BB, jo it AMOM co ABD, baher MM': OM = AD: AB,
und MM‘.AB = OM.AD = OM. A'B’; folglich

F (AB)=2x0M.A'B'.

IIL it die Achfe XY bder Grundlinic AB pavallel, jo befdyreibt bdiefe
wafrend devRotation bdie Wanteloberfliche eined geraben Eylinders. Bieht man
OM | AB, ferner AA’ und BB’ normal ju XY, fo ijt

F (AB) =2x0M.A‘B’.

§ 824, Berbindet man den MWeittelpunit eined vegulirven BVieledes mit

ven Ecdpunften duvd) Strecten, fo entjtehen lauter congruente Dreiecte; ein




Dveied oder mehreve nebeneinander legende Dreiede nennt man einen Aus-
jnitt ded veguliven Bielecfed und den doju gehovigen Theil des Bielects-
umfanges die Grundlinie des Ausjdhnittes.

Fimmt man in einem veguliven Bielede eine durdy einen Ecdpunit und
ourd) den Mittelpuntt gehende Gerabe ald HRotationdachfe an, jo find bie
totievenden Seiten Grundlinien von gleidichentligen Drefecten, deren gemein-
fame Hihe der Halbmefjer ved dem Bielede eingefdhricbenen Kreifes ift. Eine
Yusnahme tritt nur dann ein, wenn die Seitengahl ves Bieledes eine ungevade
ift; in diefemn Falle fteht eine votievende Seite zuv Achje novmal und bejdhreibt
oafer eine Kreisflide.

Aug dem Lehriate in § 323 evgeben fid) demnach folgende Sige:

1. Die Rotationsflade der Grundlinie einesd Audfdnittesd
eineg veguldven Bieledes um eine durch bden Wiittelpunft des
Bieledes gehende Adhfe ift gleich der Manteloberflade eined ge-
vaden Eylinders, welder den bem Bielede cingefdhriebenen Kreis
jur Grundflade und die Projection der Grundlinie auf die Adhje
juv Hiohe hat.

2. DieRotationsflade ded halben Umfanges eined veguldaven
LBieledes von gerader Seitenanzahl um eine dburd) zwei entgegens
gefeste Epuntte gehende Adyfe ift gleidh der Wanteloberflide
cines gevaden Cyplinders, welder den bdbem BVielede eingefdhrics
benen Rreis jur Grundflide und die Adfe jur Hohe hat.

§ 325, Der Rotationstdrper einer gevadlinigen ebenen
Figur wm eine aufer ihr in derfelben Gbene legendbe Adhfe ift aud geraden
Regeln, RKegeljtumpfen oder Eylinbern, welde entjpredyend durd) Addition ober
@ubtraction ju verbinben find, jujammengefett.

ZebrTak., Der Rotationsidrper eines gleidjdentligen Drei
ectes um eine in jeiner Ebene durd) den Sdyeitel gehende Adfe
ift gleich bem Bolumen einesd Kegels, dber die Rotationsflade der
®rundlinie jur Grundflade und die Dreiedshofhe jur Hohe Hat
(Fig. 1656).

DBeweis. Audy hier find wieder diefelben drei Flle wie in § 328 ju
unterfceiden.

I. Fdlt oie Adhje XY mit einer Dreieddieite AO ufammen, o ijt der
pon dem Dreiece AOB evjeugte Rotationsfirper, den wir durd K (AOB)
bezeichien wollen, die Summe jweier Kegel, daher K (AOB) = {#BB*2. AB'
4+ LaBB® B'O = {#BB”2.0A; aber BB.OA=AB.OM, imeil
jeves diefer Producte den doppelten Fladeninhalt ded Dreiected AOB aus:
briitt; daher auch K (AOB) = 2BB‘. AB.{OM, ober, bn zBB‘. AB
oie yon der Grundlinic AB bejdriebene Kegelfliche it

K(AOB)=F(AB).{OM.
Dicfer Beweis gilt fiiv jedes Dreiet A OB, in weldhemt AO > B’ O ijt.



__ 1e8

IT. tiegt die Adyje auferhald des Dreieced gegen AB convergievend,

jo verlingere man AB bi§ jur Begegnung mit der Adhje in C; damn ift
K (AOB)=K(BOC)— K (AOC)
=F (BC).tOM —F (AC).{OM (Beweis 1)
=F (AB). {OM.

IIL 3ft XY || AB, fo ift der von dem A AA'O bejdhricbene RKegel
L bes von dem Redjtede A A'OM Dbefdyriebenen Cylinders, daher der von
vem N\ AOM bejdhricbene Rovper 2 desfelben Eylinders. Ehenjo folgt, dajs
per von dem N\ BOM bejchriebene Rorper 2 des von dem Redhtede BB OM
bejdyricbenen Eylinders ift. Somit hat man

K(AOB)=2K (AA‘B‘'B) = 3xOM?*. A'B".

Alfein 220M . A'B’ ijt die von der Seite AB bejchricbene Rotations:

fliche; daber
% K(AOB) =F (AB).1OM.
RSP, §. 826. Aus vem NVebrjake in §. 325 evgeben fidh mit Veiehung auf

§. 324 folgende Siifse: ]

1. Der Rotationdforper eined Ausjdnitted eines vegularen
Bieledes um eine durd) den Mittelpunft des Bicledes gehende
Adpfe ijt gleich dem Bolumen eines Kegeld, der die Rotations:
flide ber Grundlinie desd Ausjdnittes zur Grundflide und den
Dalbmeffer des dem Bielecte eingefhriebenen Kreifes jur Hohe hat.

2. Der Rotationstorper eines veguliven Halbvielectes von
gerader Seitenangahl um eine durd zwei entgegengefepte Gd-
punfte gehende Adpje ift gleich dem Volumen eines Kegels, der
die Rotationsflade des halben Umfanges zur Grundflade und
den Halbmejjer ded cingefdhriebenen Kreifes jur Hohe hat.

4. Die HKugel.

Oberfliidie und Cubifinhalt ciner Kugel.

§. 827.° Wird einem Halblreife ein vegulives Palbvieled ein- obder
umgejdyricben und bdagjelbe fammt dem Halbfveife um den Duvdymeffer des
legsteren gedveht, fo bejdjreibt ber Halbfreis eine Kugel, der halbe Umfang
beg Bielecked cine Rotationdflade und dad Halbe Vieled felbt einen
Notationdfovper, welde der Kugel besiiglich eingejdyrieben oder um-
gefhricben Heifen.

Jeve joldge NRotationsflide hat mit der Kugelflade mehreve Pavallel-
freije gemeinjam; alle iibrigen Punfte bdev -eingefdriecbenen Rotationsflide
liegen innerfalb, alle iibrigen Punfte der umgejdhriebenen Rotationsflide aufer-
halb der Kugelflide.

LehrTihe. 1. Die Rugelflade liegt fitv jede Seitenangahl der
votievenden Bielede jwijden der der Kugel ein- und. devr ihr um-
gejdyriebenen Rotationsflade.




DBeweis. Bejdreibt man in und um eine Kugel Rotationsfliden mit
fortgefetst wachjender Seitenanzahl der rotierenden Bielece, jo werden (§. 324, 2)
die eingejchricbenen Rotationsfladpen immer grdfer, die umgejchriebenen immer
fleiner, ofne daj8 jedod) die erfteren bei ihrem Wadhjen, die letsteven bei ihrem
Abnehmen je mit ver Kugelflache zujommenfallen fonnen, da die eingefdyricbene
Rotationsflidye jtetd innevhalb, die umgejchriebene ftet auferhald der RKugel-
flidye liegt.

2. Der Untev{dhied zwifden den einer Kugel um- und ein-
gefdyrichenen NRotationdfladhen wird bei fortgefesst wadhjender
Seitengahl der votievenden BVielede unendlid) flein.

Beweis, Sind Fop und fa, die einer Rugel um- und eingefdhrichenen
Rotationsflichen pweier 2n-feitiger BVielecke, r und ¢ die Halbmeffer der den
lesteven eingefchriebenen Sveife, 2R und 2r ihre Rototionsadjen, jo hat man
nad) §. 324, 2

Bo — 2rw. 2R N0 fon.— 20 . 2p s0ahes
qu = fzn - 41‘%’ (R = Q).

Mit dem Wadgjen von n ndhert fid) jowohl R ald o dem Grenzwerte r,
vafher die Differeny R — o der Null; mithin wird, da 4rmx conjtant ift, aud)
oie Differen; Fon — foo unendlich) flein, wenn n unendlich grof wird.

§. 328. fLehrfake. 1. Die Kugel ift grofer als ivgend ein ihr
eingefchriebener, und fleiner alg ivgend ein ihr umgefdrichener
Rotationgfdrper.

Denn der  cingejdyriebene Rotationsforper ijt ein Theil dev Kugel und
piefe wieder ein Theil des umgejdhriebenen MRotationstorpers.

2. Der Untevidyied zwijchen den Cubifinhalten ded eciner
Rugel ums und ded ihv eingejdriebenen Rotationsforpers wird
bei fortgefest madyfender Seitenangahl dev votievenden Vielede
unendlidh flein.

Beweis unter Beiziehung von §. 326, 2, analog wie ju § 327, 2.

8. 329. Auf den §§. 327 und 328 beruhen folgende Definitionen:

Die Oberflade einer Kugel ift der gemeinjame Grenpwert der ihr
¢in- und umgefdyriebenen Rotationsfliden mit wadfender Seitenanzahl; das
Bolumen ciner Kugel ift der gemeinfame Grenzwert der BVolumina der=
jelben Sotationstorper.

8. 330. Lehrfak. Die Oberflade ciner Kugel ift gleid) dex
Manteloberflade eined geraden Eylinders, der bden griften
Rugelfreis jur Grundflade und den Durdmejjer juv Hohe Hhat.

Folgt nady vem Gvenzbegriffe aus §. 329 und §. 324, 2.

Qjt r die Mazahl des Kugelhalbmeffers, jo ijt die Oberflade

o'= 2rw. Ay — A5 7,
b. §. die Oberfladhe einer Kugel ift gleich dem vievfaden Fladen-
inhalte einesd grioften Kugelfreijfes.
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Ao, Die Oberfladen jweier Kugeln vevhalten fidh wic
die Quadrate ithrev Halbmefier.

Denn O 10 =4R*xw: 4r’x = R?: ¢

§. 331 fehrfah. Das Bolumen einer Kugel ift gleid) dem
Polumen eined Kegeld, der die Oberflade der Rugel jur Grund-
flade und den Halbmefier jur Hiohe hat.

Grgibt fih aus & 329 und 326, 2.

Jft r der Halbmefjer, o die Oberfliche und v das Volumen einer Kugel,
fo it o= 4rix, duber v=4dr*z. ;=< '

Bulak, Die Bolumina gweier Kugeln vevhalten jidh wie die
dritten Potengen ihrer Halbmejfer.

4 4
Denn V:v:—:_3—R5‘:w::?r*‘ﬂr:R":1-3

Flicheninfalt eines fphivifden Sweieded und eined fpharijden Dreiedes,

§. 832. LehrTak, Dev Fladheninhalt eines fphirijden Bwei
ecfed ift gleich dem Producte ausd dem Fladeninhalte eines grioften
Rugelfreifes und der Berhiltnidzahl jwifden dem jpharijden
Wintel und 90°.

Jit £ ver Flacheninhalt eines phavijhen Bweiectes, bdeffen fphirifcher
Winfel m® betvigt, jo hat man f: 4r®z = m°: 360°, bdaber
m(l
900°

§ 833. G feien A, B, C dic Wintel des fpharijdhen Dreiecdes
ABC (Fig. 166), f der Flacheninhalt desfelben und r der Kugelhalbmefier.

Die fphirifhen Dreiedte A B C und B C D bilden
bag Bweied ACDBA, daber i]'t nac) §. 332

ABC 4+ BCD = r’x.

=

90“; ebenfo ift

ABC + ACE = r*z. ;.
und wegen DEC = ABF (§. 273)
ABC + DEC = r'z. 5;
jomit durd) Addition
2ABC + (ABC + BCD + ACE + DEC) = r*z. 2E£25C e

900
2f 4+ 2z =r’=. A—+£O+—9, und folglich

A+ B C—180° rime

180V — . Agoe!
wo e bdie jteté pojitive Differeny A + B 4+ C — 180° bedeutet und bdex
fphiarvijdhe Grcefs des Dreieced fHeift.

Wird die conftante Grife @ = B7-295780 = 206265", b. 1. dad Gradinaf
cines Kreidbogens, beflen Linge bem Halbmefjer gleich ift (§. 189, 4), durch o begeichet,

B i B |
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fo nimmt bder obige Ausdruct fiir £ folgenbe Form an: t‘=r'«¥.%, D. b der Fladjen-

inhalt eined fpharvijdhen Dreiedes ift gleidh dem Duadrate ded Kugelfhalb-
mejferd multipliciert mit bem Duotienten ansd bem {pharijden Erceffe
unbd bem Gradmafe eined mit dem Halbmejjer [dngengleiden Kreidbogens.
Beifpiel. Sft A = 590 & 354, B = 940'23' 10%, C = 1020 4’ 50",
jo it o= T7H0 32’ 35", e“ = 271955"
log e = 5-43 450
log ¢" = 5-31 443

0°12 007 f == 1-31847 12,

BuTal, Die Fliche cined fphivijhen Dreieces gilt jugleih als Maf
fiiv die Grofe deg Dreifantd, deffen Rugeljchnitt e8 ift (§. 271).

Oberflitdhe einer Kugelmitbe und einer ﬁnge!;uile.

§. 334. Lehrfak, Die Oberflide einer KRugelmiige ift gleid
ver Wanteloberfladhe eines gevaden Eylindevs, der den grdfiten
Rugelfreid jur Grundflade und die Hohe der Miige 3ur Hohe hat.

&Folgt nad)y dem Grenzbegriffe aus §. 324, 1.

Fig. 167, Qit (Fig. 167) OA =r bder Dalbmefjer
A der Rugel und AP = h bdie DHiohe der Kugel-
o il i e wiite ABBY, fo ijt die Fliche diefer Meiige
TNl M = %rz.h....1
ff o i A
" NN R giir h und BP = o ijt
Np 0* = (2r —h) h (§. 135), affo

2rh = ¢ 4+ h? und

M = (0*® 4 h?) #...2).

Jft die Sehne AB = s gegeben, o folgt
2 aug 2)
Mo== 8200, dun s T8l 35 3).

§. 385. Lebrfni. Die Oberflide ciner Kugelzone ift gleid
der Manteloberfladye eines gevaden Eylinders, der den griften
Rugelfreis jur Grundflade und die Hohe der Zone jur Hohe hat.

Folgt aus §. 324, 1.

Deift Z die Fladye der gu dem Bogen BC (Fig. 167) gehorigen Kugel-
gone BCC'BY, {o ijt firt OA =r und PQ = a

2P TR 1).
Sind nebjt r die Halbmefier der Grundflichen BP = p und CQ = ¢
gegeben, fo hat man, ba a = OP — O Q ifi,
Z=2rx (V1 — o — YV —¢%....2).
Volumen eined Kugelfectors, ecines Kugelfegmentes und einer Kugelichidjte,
§. 336. Lehrlak. Das BVolumen eines Kugelfectors ijt gleid

pem Bolumen eined Kegeld, der die Kugelmiige ded Sectors gur
Grundflide und den Halbmeffer der Kugel jur Hohe hat.
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Folgt nach vem Gvengbegriffe aus §. 326, 1.

Haben r und h die in § 334 angefiihrten Bedeutungen, fo ijt das
Bolumen v ded duvd) die NRotation des RKreisausidnittes AOB (Fig. 167)
evgeugten Kugeljectors

yie— Erﬁ.h.% = —:ﬁ'— r’haz.

§ 837. Dag BVolumen eined Kugeljegmented ift, je nadpem
diefes fleiner oder gudfier al8 die Halbfugel ijt, gleih dev Diffevens oder
oer ©Sumnte der Bolumina bdes entfpredjenden Kugeljectors und eines Kegeks,
oefien Grundfliche die Grundflidye des Segmentes, und defien Hihe dev Abftand
diefer Grundfliche von dem SKugelmittelpuntte ijt.

Haben r, o, h die in § 334 angegebenen Bedeutungen, jo hat man
fiiv den Jnhalt S ded zu dem Vogen AB (Fig. 167) gehivigen SKugel-
fegmentes ABB’

S=3r’hn — {0’ (r — h) 7,
oder, da o = (2r — h) h ijt,
S =3r*hzw — {h (2r — h) (r — h) «, oder
S=1h*(Br —h) =

§. 338. Das Volumen einer Kugelididte wird ald die Diffe-

veng der Bolumina zweier Kugeljegmente bevechnet.

Haben r, h die obigen Bedbeutungen und ijt (Fig. 167) AQ = b, fo
ift dag BVolumen s der gu dem Bogen BC gehovigen Kugeljdyidhte BCC/B’
s =4{h?(Br —h) —h*Br—h)}=....1).

Jit v, bann bie Hihe PQ =a der Schichte und bder Abjtand 0Q = d gegeben,
jo gebt der usbrud 1), dba h' =r —d und h=r — a — d ift, iiber in
s=3{ce—a*@r4+d — (r—a—d?@r+ a4+ d} 7 oder
s = ta {312 — 3d® — 3ad — a2} =....2),
Sind die Halbmefjer BP = ¢ und CQ = o ber beiben Grundfldchen und die Hihe
PQ = a der Edyichte gegeben, jo erhilt man, da
02 =12 — a2,
2 =12 —a% — a2 — 2ad, baber
02 4 ¢* =212 — 2d2 — 2ad — a2, umd jomit
12 2
9.__{13;1[_"12 =12 — 42 —ad

ift, burd) Gubjtitution in 2)
s = {a {$(0” + 02+ a?) — a®} =, ober
s =41 (o%m.a+ o2m.a) —:-(—;—)31:. aB)
Die Formel 3) enthilt den Saf: :
Eine Rugeljdidte ift gleid) dbem avithmetijchen Mittel ausd dem ihrein-

und umgejdriebenen €ylinder, vermehrt um die dexr Schidite cingefdriebenen
fugel.




113

1. i bungsanfgaben.

§. 339. Aufgaben iiber die Wefjung ebenflichiger Kovper.

1. Qn einem Wiivfel ift a die Kante, d die Diagonale, o die Ober-
fliche, v das Bolumen; aus eciner diefer Grofen bdie librigen ju bevecdhnen.

Gegeben: 1) a= 1m 3dm 3 cm; 2) d = 0°756m;
3) o = 10 cm?; 4) v = 12326391 m3.

2. Qu einem rvedhtwintligen Pavallelepiped mit quadratijdjer
Grundfliche ift a (3°2 dm) eine Grundiante und o (5248 dm®) die Ober-
flache; man bejtimme dbag BVolumen v.

3. Die Oberflache o und dag BVolumen v cined vedytwintligen Pavallel-
epipeds aus bem Verhiltniffe der drei Kanten und aud der Diagonale einer
Geitenflache zu bevechnen.

Sind x, y, z die ungleidhen Ranten, und ift x: y:z=m:n:p und d bdie Diago-
nale der Seitenfldche, beven Seiten y und z jind, jo erhdlt man
2(mn 4+ m n 3 mn

( n—£-+ £2+ P a2 und v:(n2 By ]/pFZ}:iﬁ ik

4. Yus dem Volumen v eined vedtwinfligen Parallelepipedd und dem
Berhiltnifie m : n: p dev drei Kanten die Kanten u beredynen.

4a. Aus ber Summe bder drei Kanten eined rvechtwinfligen Pavallel-
epipeds x +y +z=s und aus dem VBerhiltniffe x:y:z=m:n:p
bie Oberflache und den Juhalt des Pavallelepipeds zu beredynen. Speciell s =
Tdedem, xsyrz=5:4:3.

5. Die Hihe eines geraden Pridmas ift h, die Bafis desjelben ein
vegulives Sedhgect, Ddeffen Seite a ift; bejtimme a) die Oberflade, b) das
Bolumen deg Prismas.

Ha. Aug einer gevaben priématifhen Saule von Holz, deven Grunds
flache ein vegelmifiges Sechdect ift, wird das grofte, gerave dreifeitige Prisma
gehauen; mwie viel betvagt der Abfall, wenn die Grundlante ded jechéfeitigen
Prismag 15 cm und bdie Seitentante 1 m betrigt?

6. Jn ecinem fechgfeitigen und einem bvierjeitigen gevaben Priéma mit
veguldven Grundfladien ift die Hohe h (4*1dm) und eine Seite dber Grund-
fliche a (2°1dm); wie verhalten fidh a) die Oberflachen, b) die Volumina?

6a. Die Oberfladhe und der Juhalt einer geraben pridmatijden Saule,
peren Grundfliche ein vegelmdpiges Adptect ijt, aug einer Grundfante a und
einer Geitenfande s it beredynen.

7. Qn einer gevaden Pyvamide, deven Grundiliche ein gleichieitiges
Dreied ijt, ijt a) a eine Grundfante und s eine Seitenfante; b) a eine Grund-
fante und h bdie Hihe; bejtimme die Oberfladhe o und dad Bolumen v.

8. Gine Pyvamide mit der Hohe h und dem Volumen v hat zur
Grunbdfliche ein gleichjeitiges Dreiedt; wie grof ift eine Grundfante?
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8a. Die Oberfliche einer gevaden Pyvamide, deren Grundfladye ein
gleidhfeitiges Dreiect ift, betrigt o; wie grof ift eine Grundfante, wenn bdie
$Hibhe der Pyramide doppelt jo grof wie eine Grundfante ijt?

9. Die Oberfliche und den Jnhalt einer gevaden Pyvamide zu finden,
in weldjer die Hohe h, und a) die Grundflacdhe ein vegulires Sedhgedt mit
per Seite a ijt, b) ein regulires Adhted mit der Seite a ift.

10. Die Grundflache einer Pyrvamide ift ein gleichjeitiges Dreiect mit
der Geite a; wie grof ift a) die berfliche, b) dag Volumen, wenn die
Seitenfanten auf einander normal jtehen?

11. Jn einem gevaden Pyramidenftumpf ift die Seitenfante s,
bie Grundflddgen find a) gleidhjeitige Dreiecfe, b) Quadrate, o) vegulire
Sedhedte mit den Seiten a, und a,; wie grof ift die Oberflache und bdas
LBolumen?

12. Gine Pyramide, deven Grundfliche b, und deven Hohe h ift, wird
in bem Abjtande a vom Scheitel durch eine mit der Gvundiliche pavallele
Gbene gejdhnitten; bevedyue die Volumina der beiden Theile der Byvamibde.

13. 3n weldem Abjtande vom Scheitel ciner gevaden Pyramide mufs
man cine mit dev Grundflacdhe pavallele Ehene legen, damit fie a) bdie Seiten-
oberfliiche, b) die Pyvamide felbft in dem Verhiltniffe m: n theile?

14. Gin Pridmatoid von der Hhe h Hat ju Grundfldchen zwei congruente gleid)-
feitige Dreiece, Deven Seiten = a jebod) nidyt parallel find; wie grof ijt jein Volumen?

Der Mittelfhnitt ift ein requldres Sechded.

15, Gin Sphenist hat zur Grundfliche ein Trapey mit den Paralleljeiten a und b
und ber Hohe k. Die durd) a und b gehenden Seitenflichen jhueiden fich in einer Kante
pon ber Liinge ¢ tm Abftande h von dber Grundiliche; die beiden anderen Seitenflichen find
Dreiecfe. Vejtimme dad BVolumen v biefes Korpers,

ve=¢thk(a4b-c)

16. Aus der Kante a eined veguldven Polyedersd a) die Oberflidye o,
b) bag LVolumen v desjelben zu beftimmen.

a) Der Jubalt eined gleidhieitigen Dretected, befjen Seite a ijt, it = —‘f{- V'8; balher
fitr bad Tefr. o = a3, Oct. 0 =222 V'8, Jfoj. o = 5 a2 /3.

Fiir dad Heraeder ift o = 6 a2

Der Flddeninhalt eined veguliven Fiinjeded mit der Seite a ift (8 175, Buj.)
%me, folglid) it fiiv bad Dobefacher o = 3 a2 /25 + 10 /5.

b) us 8. 309, 2, und 278, 3, erqibt fich fiw bas

a8 3
Tefr, v= “;5 Ve, Oet. v = 9.‘; Ve, Depaed. v = as.
5ab a8
Jtof. v =153 + V5), Dodet. v = - (15 + T V/5).

17. Die Oberflache und dag Volumen cine§ veguldven Polpeders aus
vem Halbmeffer a) bder cingefchriebenen, b) bder umgejdjriebenen Kugel zu
bejtimmen.
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§. 340. Aufgaben iiber die Meffung frummifladiger Korper.
1. 3n cinem geraden Regel ijt r bder Halbmeffer der Grundifide,
h bdie Hihe, s die Seite, m die Manteloberflache, v dag Bolumen;
~ man bejtimme a) h, s, m, wenn r, v gegeben find;

b) rf h’ vf " sf m n ”

c) rP m? vf " hf 5 n n
Gegeben: 1) r = 4 dm, 2) 8= 8:1dm, 3) h=1-32m,
v = 7037167 dm?; m = 891878 dm?; s =143 m.

2. Wie geftalten fidh) die Aufldfungen in 1. fiiv s = 2r, d. i fitr den
gleidhfeitigen Regel?

3. Der Umfang der Grundflidche cines gevaden Kegeld ijt p, dev Adjen-
jemitt desjelben ijt ein vechtwinfliges Dveied; wie groff ift die Mantel-
oberfldche ?

4. Qu einem gevaden Kegelftumpfe find R und r bdie Halbmefjer
der Grundfladen wnd o die Oberflache; beftimme dad Volumen v.

b. Wie grofy ift die Hihe h eined geraden Kegelftumpfes mit den Halb-
meffern R und r, wenn die Manteloberfliche desfelben der Summe der Grund-
flichen gleich ift?

6. n welhem Abjtande von der fleineren Grundfladhe eines geraden
Regelftumpfes mujs eine mit ihr pavallele Gbene gelegt werden, damit a) die
Sdynittfldde I: per griferen Grundflache fei, b) damit der Schnitt den Kegel
ftumpf halbieve?

7. Ginem gevaden Kegel, bdeffen Halbmeffer r und deffen Hihe h ift,
wird eine Pyramide mit quadratijher Grundfliche a) eingefhrieben, b) um-
gefchrieben ; wie gvof ift die Oberfliche der Pyrvamide?

8. Ginem Kegelftumpfe mit dev Hohe h und den Halbmeffern R und r
wirh ein Pyvamidenftumpf mit quadbrvatifhen GSvundfladen eingefdhriecben; wie
grof ift oa8 Volumen bdiefes Pyvamidenjtumpfes?

9. Jn einem gevaden Eylinder ift r der Halbmefjer der Grundfldde,
h die Hihe, m die Manteloberfliiche, v dag Volumen; berechne aud je zwweien
diefer Grofen die beiben ambdeven.

Gegeben: 1) r = 1064 m, 2) r= 6'42dm, 3) m = 20 dm®.

h=2'725m; m = 15-18 dm?; v = T7-07356 dm’.

10. BWie geftalten fid) die Auflsjungen in 9. fix h = 2r, d. i. fiir den
gleidhfeitigen Gylinder?

11, Qu einem gevaben @ylinder, bdeffen Gubifinhalt v ift, verhdlt fid)
die Hohe zu dem Durdymefier der Grundfldye wic m : n; wie grof ift bdie
Dberflide? )

12. Dag Volumen einer Eylindevrdhre aus den beiden Halbmefjern
R uud r und der Hohe h zu bevedhnen.
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13. Aug dem Bolumen v einer Cylinderrdhre, der Hohe h und dem
grofieven Halbmejfer R die Dice d zu finden.

14. Dag Giment fiiv 1 Citer = 1 dm® des Fliffigleitsmafes hat bie
Fovm eines Cylinders, Ddeffen Hihe dag Doppelte des Durchmeffers betriigt;
wie groff jind die Dimenjionen diefes Cimentes in Millimeter ?

15. ©as Ciment fiiv 1 Deciliter des Hohlmafes fiir trodene Gegen-
ftdnde hat die Form eines Kegelftumpfes, deffen obever Duvchmefier gleich ift
vem Durdhmefjer eined inhaltsgleichen gleichieitigen Eylinders und deffen untever
Durdhmefjer °/, de§ obeven betriigt; weldhe Dimenjionen hat dasjelbe ?

16. Auf jeder Grundflade eines geraden Eylinders vom Halbmefier r
fteht ein Kegel, dejfen Scheitel dev Mittelpuntt dev andern Grundilache ijt;
beftimme den Umfang ded Rreifes, in weldhem fid) bdie beiden Kegelmiintel
fdneiden.

17. Ginem gevaden Eylinder mit dem Halbmefier r und der Hohe h
wird ein Pridma mit quadratijher Grundflddhe eingejchricben; wie grof ijt
jede Seitenfliche ded Prigmasd?

18. Wie grof ijt die Manteloberfldche eines Cylinderd, der einem
Wiirfel von der Kante a 1) eingejdhrieben, 2) umgedhriecben ijt?

19. Gin Dreied, defjen Seiten a, b und e find, fann um jede berjelben
alé Achje gedreht werden; man fuche die Kelation wifchen den Volumina ber
padurd) entftandenen Rotationstorper A, B und C.

Aa=Bb=1Ce.

20. @in gleid)jchentliges Trapez, deffen Hiohe h und dejfen Pavallel-
jeiten a und a + m find, votiev um bdie Seite a ald Adhfe; beftimme a) die
Jtotationsflide, b) den Rotationstdrper.

21. Gin Trape; votiert einmal wm bie grifeve, dann um die Eeineve
jeiner Parallefeiten; die Jnbalte der dadburd) erzeugten Rotationstbrper ver-
halten fid) wie m :n. Wie verhalten fid) die beiden pavallelen Seiten ju
einander?

22. Beftimme a) die Oberflache, b) dad Bolumen eined Korpers, weldher
ourd) Rotation cined veguliven Sed)Secded von 8 em Seitenlinge um eine
Winfelfymmetrvale desfelben evzeugt wird.

23. Die Seite eines veguliven Finfeded ift a; wie grof ift a) die
Rotationsflide, b) der Rotationstirper desfelben um cine Seitenfymmetrale?
(8§ 17 Buf.)

24. Qn einer Kugel ift r der Dalbmefjer, o die Oberfliche, v das
Bolumen; juche ausd jeder diejer Grdfen bie beiden anbdeven.

Gfegeben: 1) r= 0-3589m; 2)r=1m 1dm 58 cm;
3) o= 64184 dm?; 4) v = 533774 dm?.

25. Den Halbmeffer einer Kugel ju finden, welde mit einem gegebenen
gevaden a) Gylinder, b) Kegel, ¢) Kegelftumpf 1. gleiche Oberfladye, 2. gleidyes
Bolumen hat.
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26. Aug einer metallenen Hohlfugel, deven duferer Durdymefjer 2 r
(18 om), und deven Wanddide d (2 em) ift, foll eine mafjive Rugel gegoffen
werden; wie grof wird der Durdymeffer derjelben ?

27, Der grofere Halbmeffer einer Hohlfugel fei r und bdas BVolumen
threr Sdyale k; wie did ift die Schale?
28. Wie grofy ift ber Flaceninhalt eines fphavijhen Jweiected, deffen
Winfel 22°30° ift, wenn ber Halbmeffer der Kugel 1w betriigt?
29. Man beredhne fiiv den RKugelhalbmefier = 1m den Fladeninhalt
eineé fpharijchen Dreiecles, deffen Winfel find:
a) 12b°% 870 8% c) 96°34' 47", . T1° b 29" . .63° 19’ 35%;
b) 90°% 51°59%, 56°40'; d) 21°42‘50", 142°18'53", -30°46'24",
30. Dad bdurd) die Notation des Kreiabjdhnittes B CE (Fig. 167)
um den Durdhmeffer A D evjeugte ringformige Kugelfegment A zu
bejtimmen, wenn die Sehne B C = ¢ und bdie Projection auf die Achfe
PQ = a gegeben finb.

31. Dad Auge eines Beobadhters auf der Grdoberfliche iiberficht von
verjelben eine Calotte, weldhe begrenzt wivd bdurd) die Kreidlinie, welde die
Berithrunggpuntte der vom Auge nad) der Grde gezogenen Tangenten ver-
bindet. Wie grof ift diefe Calotte, wenn h bdie Hihe des Auges iiber bder
Erboberflache und r den Halbmeffer der Erde beyeichnet?

S

32. Bie grofy ift die Flache der Grde, welde man in einer Hohe von
137-88 m iiberfieht? (r — 858-474 g. Weilen, 1 g. Weile = T420- 44 m).

33. Gine RKugel mit dem Halbmeffer r wird durd) eine Ehene o ge-
jdhnitten, dajs jich die Kugelmiiken wic m : n verbalten; wie groR jind bdie
Qubifinhalte der zugehiovigen Kugeljegmente?

Sy=(m80). g T b Sy = Bm ). R

34. Das Segment einer Kugel vom Halbmeffer r hat ein doppelt fo
grofied Bolumen al8 cine Kugel, welde die Hihe des Segmentes jum Halb-
meffer Hat; wie groff ift die Hohe?

35. Wie grof ift die Oberfliche ciner Kugel, weldpe einem gevaben Kegel
mit der Hohe h und bem Halbmefier r eingejdrieben ift?

36. Qn einem gleidhjeitigen Eylinder werden eine Kugel und ein geraber
Regel eingefchrieben; wie verhalten fidh) die Volumina bdiefer drei Korper?

37. Mm eine Kugel werden ein gleichjeitiger Eylinder und ein gleidfeitiger
Stegel befdyrieben; wie verhalten fich a) die Dberflichen, b) die Volumina
diefer drei Kbvper? :

Moénit, Geometrie. 12
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38. Gine Kugel mit der Oberflitdhe o oll in einen inhaltdgleidhen gevaben
@ylinder vermwandelt werden, deffen Nianteloberfliiche der Oberfliche ber Rugel
gleidh ift; wie groff ift a) der Halbmeffer, b) die Hohe des Eylinders?

39. Ginem gleidyfeitigen Dreiecte ift ein Kreid eingejdhrichen; iie vers
pilt fih die Deanteloberflche des duvd) Rotation ded Dreiected um eine jeiner
$Hohen bejdhricbenen RKegeld ju der Oberflache der Kugel, welde bei diejer
Drehung durd) den Kreid evzeugt wird?

40. Um einen Wiivfel von der Kante a wird eine Kugel und um diefe
ein veguldved Tetvaever befdyrieben; iie groff ift a) die Oberflache, b) dasd
Bolumen bes Tetvaeders?

41. Eine Kugel wird durd) eine Ebene gefchnitten, welche bden bdarauf
jenfrechten Durdymefjer 2R in dem BVerhiltniffe m: n theilt; auf der Schnitt-
fliche ftehen zwei gevade RKegel, deren Sdeitel in der Kugeloberfliche liegen.
Wie verhilt jich das Bolumen diefes Doppelfegeld s bem BVolumen der Kugel?

42. Ginem gevaden SKegel, bdeffen Grundflache r zum Halbmefjer hat,
und deffen Seite s ift, wird eine Kugel eingefdhrieben. Wie groff ift a) der
Halbmefjer o ded Pavallelfreifes, in weldem die Kugel von der Mantelfldche
bes Regeld beriifhrt wird, b) dad BVolumen v ded duvd) bdiefen Kreid ab-
gefcynittenen Kugelfegnientes?

_ I(s—1 __@%m 2841 @i
THIIE und i DL R

48. Die Oberfliche cinev Rugel ift gleidy einer Sone, weldhe zu einer
Rugel vom Radiud r gehort und deven Hohe a ifts man beftimme die Ober-
fliche und das Volumen eined veguliven Dctaebers, wt‘[&jem bie erftere Kugel
eingefdyricben ijt.

44. Gin vegulived Tetvaeder ift inbaltdgleich mit einer SKugeljchichte,
bie su einer Rugel vom Halbmeffer r gehort und bdeven Grundfldchen von
bem Kugelmittefpuntte die Abftinde d und d’ Haben; iwie grof ijt a) bdie
Dberfliche, b) der Jnhalt eincr Kugel, welde dem Tetvaeder umgefdrieben ift?




Dritter Theil.
Crigonometfrie.

§ 341. Um bdic gegenfeitige Abhangigleit der Seiten und der Winfel
eined Dreieded von einanver durd) Gleidungen darftellen und mitteljt diefer
aug gegebenen Bejtimmungsftiicen eines Dreiecfed bdie iibrigen Stiide desfelben
burd) Redynung finden zu fdnnen, hat man al8 Stellvertveter der Wintel
die Berhaltnigzahlen gewiffer Strecen, weldhe duvd) die Winfel unzweiveutig
beftimmt find, eingefiithrt. Diefe BVerhdltnigzahlen nennt man Functionen
ver Wintel oder goniometrifde, aud) trigonometrifde Functionen,
und die Lehre von den Eigenfcdhaften und gegenfeitigen Vegiehungen derfelben
die Goniometrie.

Die Anwendung der Winfelfunctionen auf die VBeredynung der Dreiede
bilbet ben Gegenftand der Trigonometrie, und jwar der ebemen oder
ver fphavifden Trigonometrie, je nachdem fie fid) auf die ebenen oder auf
oie fphirifden Dreiecte begieht.

@Erlter Abldynitt.
Goniometrie

L Erklarsng wnd Darfelung der Winkelfunctionen.

§ 342, 3ieht man in einer Gbene duvd) einen Punft O (Fig. 168)
jwei u einander normale Gevade A A und BB’, fo theilen bdiefe die wunbe-
grenste Gbene in vier congruente Theile, weldhe Quadvanten heigen. Dreht
fih dbann tn biefer Gbene von bder feften Gevaden O A aué cin Strahl OM
um dent Punft O in einer beftimmten Ridhtung, hier nach links, fo odwrdhlaujt
er nacd) und nad) alfe Quadvanten der Ebhene, die nad) jener NRidtung der
Jeihe nad) dev erjte, jweite, dritte, vievte Quabrant heipen follen, und bilbet
wifrend diefer Drehung mit der-Geraden O A alle BWinfel von 0° bis 360°,

12%
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Gin Winfel AOM,, deffen ein Senfel OA ift und Ddeffen weiter
@denfel OM,, OM,,... 1im erften, piveiten,... Quadranten liegt, wird
gewdhnlich) in abgefiivgter Ausddrudsweife ein Wintel im exvften, zweiten,...
Quabdranten genannt.
Wird in dem Winfel AOM, von einem

i 100 Puntte M, bed einen Scenfeld zu dem andern

M, 7 Sdenfel die Normale M, P, gejogen, fo ift

My OP, bdie Projection der Strede OM, auf

= /\ bie Gerade OA (§ 158); die Gerade O A

4 yA N P,,‘ heift bann die Projectiondadfe und bdasd

7 R vedjtwintlige Dveie M, P, O ein Projections-
e 4 dreied Des Winfels AOM,. RQiegt der Winfel

im gweiten, oritten, vierten Quabranten, fo
fiegt aud) fein Projectionsdreiedt in bdemfelben
Quabranten.

Bieht man von verjdyiedenen Puntten desd einen Schenfeld u dem anbdern
Jormale, fo entjtehen mehrere Projectionddreiecte, biefe find einander dhnlidh
und daber find die Berhiltnifie swifdhen je zwei Seiten ded einen Projections-
dretecfed gleid) den Berhiiltniffen swifchen den homologen Seiten feded anbern
Dreieded. Fiiv feben Winfel gibt e bdaber zwifden den Seiten jeined Pro-
jectiondbreiecfed unjweideutig beftimmte BVerhiltniffe, weldje eingig nur von der
®rofe ded Winfel8 abhingen und dedhald Functionen ded Winteld fheifen.

§ 343. Die eingelnen Verhiltnifie swifchen den Seiten ded Projectiond=
preiedd eined Winfeld haben bejondeve Namen. Jt AOM = « (Fig. 168)
ein Wintel in einem beliebigen Quadranten, fo heift in dem Projections-
dreiece M PO
1. dbag BVerhaltnig der Normale jur Hypotenuje der Sinug des Winteld o,
= sin o;

2. bag Berhdltnig ber Projection zur Hypotenufe der Cojinusg diejes
Wintels, OF — cose;
oM ?

3. a8 Verhiltnig ber Normale zur Brojection die Tangente desd

: MP
Winkels «, 55 = tang «;

%B%

MP
oM

4. dbag Verhaltnig der Projection jur Novmale die Eotangente diefed

Wintels, 1 o

5. pag Verbiltnid der Hypotenufe zur Projection die Secante bded
Winfels o, o
nfels o, ¢
6. vag LVerhiltnid der Hypotenuje zur Novmale die Cofecante diefes
Wintels, 2L
I ME
Die Namen ber Functionen finben in den §§. 344 und 349 ihre Erifdrung.

== ecota;

=sdecir:

— cosec .
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Aufgaben. 1. Conftruiere einen Winfel von 60° und fein Projections:
oreiect, mifé bdie Seiten ded lesten und bevedyne aus diefen durd) Divifion alle
jechs Functionen des IWintels. &
2. Bejtimme ebenfo die eingelnen Functionen fiir a) 30°, b) 45°, ¢) 75"
3. Gegeben ijt sin « = §; confiruieve mit Hilfe des Projectionsdreiedes
oen Wintel e Jn weldem Quabdranten fann o liegen?
4. Conftruieve ebenfo den Winfel «, wenn gegeben ijt 2) cos & = 4,
b) tang & = §, ¢) cot « =1, d) sec @ = §, e) cosec @ = 4.

§. 344. Darftellung der Winfelfunctionen am Kreife.

Bieht man (Fig. 169) in einem Kreife, deffen Halbmefjer r ijt, 3wei
gt einander novmale Durdymeffer A A’ und BB, fo zertheilen fie den Rreis
in vier Quadbranten und e§ bildet ein Halbmejjer O M, weldyer fid) von dem
feften Halbmefier O A aug um O in der Nidhtung nach lint§ durd) alle vier
Quabdranten dreht, nac) wund nach mit dem feften Halbmeffer O A alfe um
ven Punft O miglichen Winfel.

a) 3ft AOM = « einer diefer Winfel, und zieht man von dem Gnd-
punfte M de8 beweglichen Halbmefjers OM auf den fejten Halbmefjer O A
oder auf defjen Verlingerung O A’ die Novrmale MP, jo ift nach) §. 343

Fig. 169. MPHIE P IL OP _OP
, B Dm:Tws1naullb(—)ﬁ-:--r:coscx.
2 \M Gx b) Grridytet man ferner in dem Enbpuntte
fhx & A bes feften Halbmefjers OA auf diejen bie
P o }t; Jtormale A C, welche den verlingerten beweglichen
A Z P A Halbmefjer OM in C {dyneidet, fo Bhat man,

T ba ANOAC o0 OPM ijt,
%’- =%g-:£: tang e und
ey oM _ 90 0% seca
b B O g 2

c¢) Grridhtet man endlich in B auf OB bdie Normale BD, welde den
verlingerten beweglichen Halbmeffer OM in D fdyneidet, jo bhat man, da
5 OBD co MPO ift,

OP BD _ BD OM 90D 20D

MP=-O0B T 5 = cot e« und MP — OB = 5 = cosec .

Die Streden MP, OP, AC, OC, BD und OD, beven Berhiltnifje
ju dem Halbmeffer r des Kreifes die Winfelfunctionen beftimmen, BHeifen
goniometrifdje RLinien, und zwar MP bdie Sinuslinie*), OP bdie
Cofinuslinie, AC bie Tangentenlinie®™) OC bie Secantens
linie***) BD bie Cotangentenlinie und OD bdie Cojecantenlinie.

*) Sinus ift wahrideinlid) entftanden aud s. ins.: semissis inseriptae, ilfte bev
eingejchriebenen Sehne, denn MP ift die Hilfte der Sehne ded boppelten Centrimintels.
**) LWeil fie Tongente an den Freis ijt.
) Weil fie den Kreid jchneidet.
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Da die Verhdlinifie diefer Linten u dem Halbmeffer nur von der Grife
pe8 Winfels « abhangen und fiir jeden beliebigen Halbmeffer bdiefelben Werte
haben, jo fann man, ofne die Werte der Winfelfunctionen ju dnbern, bie
Lingeneinbeit felbjt alé Halbmefjer des RKreifes annehmen und fomit r = 1
fegen. Dann gehen die obigen BVerfiltniffe in bdie folgenden Ausdriide iiber:

MP = sin ¢, AC = tang ¢, BD = cot «,

O P& cos'e, OC = sec «, OD = cosec «;
wo jedod) unter MP, OP, AC, OC, BD und OD nidht die goniometrifdhen
Linien, jondern ihre Mafzahlen ju verjtehen find.

Die Winfelfunctionen Founen daher ale Mafzahlen der entjprechenden
goniometrijen Yinien am Rreife fir den Halbmeffer = 1 aufgefafst werden.

§. 345. Borzeidhen der Winfelfunctionen.

Jn den Projectionsoreieden M, P, O, M, P, O, M, P, O und M, P, O
(Fig. 168), welde Winfeln verfchiedener Quadranten entfprechen, liegt die
Jormale bald iiber, bald unter der Projectionsacdje O A, und bdie Projection -
bald vechts, bald [inf& von bem Sdeitel O. Bur genauen Bejtimmung der-
felben muj€ bdabher bdiefer Gegenjat ihrer Yage durd) die BVorjeidhen ded
Pofitiven und Negativen ausgedriict werden, wodurd) dann aud) die Winfel-
functionen der Grofe der Wintel entfprechende Vorzeidhen exhalten.

Wean nimmt  allgemein dic Novmalen und Projectionen in bevjenigen
Qage, welde fie fiiv Wintel im crften Quadvanten fHaben, alfo die Normalen
iiber OA, und die Projectionen ved)ts von O ald pojitiv an; die Norv-
malen unter OA und die Projectionen [infé von O miiffen dann ald
negativ angejehen werden. ‘

Hievnad) ift dvie Normale fiir Wintel im 1. und 2. Qadranten pofitiv,
firr Winfel im 3. und 4. Quadranten negativ; die Projeetion fiiv Winfel im
1. und 4. Quadvanten pofitiv, fiiv Winfel im 2. und 3. Quabdranten negativ.

Gl die Borzeihen der Wintelfunctionen evgeben fidh dann aus den
Crflarungen im §. 343, da die Hypotenuje immer abfolut (pojitiv) angenommen
wird, folgende Begiehungen:

1. Der Sinug und die Cofecante Hhaben gleidhes Vorzeidhen mit dev
Jormale ded Projectionsdreieces; fie find alfo fiiv Winkel im 1. und 2.
Quadrvanten pofitiv, im 3. und 4. negativ.

2. Dex Cofinus und die Secante Haben gleihes Bovzeidhen mit
per Projection, und jind demnad) fiix Winfel im 1. und 4. Quabranten
pofittv, im 2. und 3. negativ.

3. Die Tangente und die Cotangente find pojitiv, wenn die Nov-
male und bdie Projection gleidye Borzeidien, und negativ, wenn diefe vers
fhiedene Borzeidjen haben, jomit fiir Winfel im 1. und 3. Quadvanten
pofitiv, im 2. und 4. negativ.




183

~ Au denjelben Grgebuiffen gelangt man aud), wenn man die MWinkel-
functionen alé Mafzahlen der goniometrijhen Linien am Kreife (Fig. 169)
auffajst.
Die Sinug- und die Tangentenlinie fiber dem fejten Halbmeffer
OA find pofitiv, unter demfelben negativ.
- Die Cofinus- und die Cotangentenlinie redhtd vom Mittelpuntte
O fjind pojitiv, linfs von demfelben negativ.
Die Secanten- und die Sofecantenlinie find pofitiv, wenn fie
burd) Borwdartsverldngerung ded beweglichen Halbmefierd, und negativ,
wenn fie duvd) Ridwdrtdverlingevung desjelben exhalten werden.

§ 346. 3u- und Abnahme der Functionen bei dem Wadfen
Ded Wintels.

indert i) der Winfel @, fo dnbdern ficdh aud) die ugehvrigen gomio-
metrijchen Linien, daher aud) ihre Mafzahlen, d. i bdie Wintelfunctionen.

A. Grife desd Sinus und ded Cofinus (Fig. 169).

1. Qe fleiner ber Winfel «, defto fleiner ift aud) der Sinus, wihrend
fi) der Gofinus ofhne Ende der Einheit ndbert; fallen beibe Schentel ju-
jammen, o witd sin 0° =0, cos 0° = + 1. Fiir fehr fleine Winkel ift dex
Unterjdhied zwijdhen dem Bogen und dem Sinug bes Wintel8 um fo fleiner,
ie mehr fich der Winfel der Null nihert, wobei jedod) dev Sinug ftetd fleiner
bleibt als ber Bogen.

2. Wiidhjt « von 0° big 90°, jo nimmt sin e ju, anfangs vajder, dann
langfamer; cos « bdagegen nimmt ab, anfangs langjamer, dann rafdher; beide
find pofitiv. Fiiv « = 90° fillt die Sinuslinie mit dem beweglidhen Sdyentel
sufammen, und e8 ift daher sin 90° = + 1, cos 90° = 0.

3. Wachst « von 90° big 180°, fo ijt ber Sinug pofitiv und abnehmend,
ber Gofinus bagegen negativ und dem abfoluten Werte nad) wadhjend. Wird
o = 180° o hat man sin 180° =0, cos 180° = — 1.

4. Wihrend « von 180° big 270° zumimmt, ift sin e« negativ und
abjolut junehmend, cos o aud) negativ, aber abjolut abnehmend; und e§ wird
endlid) sin 270° = — 1, cos 270° = 0.

b, Wird ¢ = 270° aber < 360° fo ift der Sinud negativ und fein
abfoluter Wert abnehmend, der Gofinug pofitiv und wadyjend. Fiv « = 360
werden Sinug und Cofinug wieder jo grof wie fir « = 0°, nimlid)
sin 360" = 0, cos 360° = + 1.

Sinug und Cofinug liegen demnad) immer wijdhen den Gremgen + 1
und — 1. -

B. Grife der Tangente und der Secante (Fig. 169).
1. Qe feiner der Wintel, defto Fleiner wird aud) die Tangente, wihrend

fid) die Secante der Ginbeit nibert; fallen bdie beiden Sdjentel ujammen, fo
hat man tang 0° = O und sec 0° = -+ 1. Fewner: Je fleiner dev Winfel,



defto fleiner wird aud) der Unterjdhied zwifdhen dem Bogen und der Tangente
deg Winfels, wobei jedod) die Tangente ftets guifer bleibt als der Bogen.

2. Widhit « von O° big 90°, fo find tang @ und sec e« pofitiv unbd
sunehmend. Fiir o = 90° find Tangente und Secante unendlidy grof.

3. Nimmt e itber 90° hinaus big 180° zu, o werden Tangente und
©ecante negativ und dem abjoluten Werte nad) abnehmend. Grreidht « die
Grife 180° jo wird tang 180° = 0, sec 180° == — 1.

4. Wenn « von 180° big 270° widyst, nehmen die abjoluten Werte ber
Zangente und Secante zu, und zwar ift die Tangente pofitiv, die Secante
negativ. Fiiv ¢ = 270° find Tangente und Secante unendlich grof.

b. Wad)jt e« iiber 270° big 360° fo nehmen Tangente und Secante
abjolut ab, die Tangente ift negativ, die Secante pofitiv, und 8 wird endlid
tang 360° = 0, sec 360° = 4 1.

Die Tangente fann demnad) alle moglichen veellen Werte pwifdhen — oo
und + oo, bie Secante alle Werte wijdhen + 1 und + oo und zwijden — 1
und — oa erfalten.

C. Grofe der Cotangente und der Cofecante (Fig. 169).

1. @i fehr Feine Winfel nehmen Cotangente und Cofecante ofhne Enbde
gu und iwerden beide fiiv « = 0° unendlidh grof.

2. 3m 1. Quadranten nehmen Eotangente und Eofecante mit dem wad)-
fenden Winfel ab, beide find pofitiv; cot 90° = 0, cosec 90° = - 1.

3. Jm 2. Quabdranten wad)fen die abjoluten Werte der Cotangente und
@ofecante mit dem wad)jenden Winkel, big fie bei 180° unendlich grof werden;
oie Gotangente ift negativ, die Gofecante pofitiv.

4. Jm 3. Quadranten nehmen Cotangente und Cofecante mit dem wadh-
fenden Winfel abfolut ab, bdie Gotangente ift pofitiv, bdie Cofecante negativ;
cot 270° = 0, cosec 270° = — 1.

5. 3m 4. Quadranten {ind Cotangente und Cofecante negativ und dem
abfoluten Werte rtad) wadhfend; fiiv « = 360° werden beide unendlich grof.

Die Cotangente liegt alfo wifdhen den Grenzen — oo und + oo, die
Cofecante awifdien 4+ 1 und + oo und jwijhen — 1 und — oo.

Bufike. a) Eine jede Function Hat in den vier eingelnen Quadranten
vier gleiche abfolute Werte, von bdenen in BVejug auf die Lage zwei pofitiv
und jwei negativ find. Wihrend durd) einen gegebenen Winfel feine Fuuc-
tionen ungweideutig beftimmt find, entfprechen jeber gegebemen pofitiven und
ebenfo jeder gegebenen mnegativen Function zwei Wintel, weldye in verfdhiedenen
LQuadvanten liegen. ;

b) Die oben abgeleiteten Grgebniffe lajjen fidh aud) auf Wintel aus-
befnen, weldhe mehr al8 eine volle Umbdrehung betragen; die allgemeine Form
foldher Wintel ijt n.360° + « oder 2nmw + o (§. 185, 4). E§ ift offenbar,
baj bdie Wintelfunctionen von n.360° 4 « denfelben Functionen von «
gleich find. Werden bdie Winfel in diefer allgemeinen Bedeutung aufgefafst




fo lajst bie Aufgabe, ju ciner gegebenen Fumction den jugehirigen Wintel ju
finben, umdhlig viele Aufléjungen zu, du es, abgejehen von bder im Zuf. a)
hervovgehobenerr  Rweidbeutigleit, umzihlig viele um ein Bieljades von 360°
unterjdjiedene Wintel gibt, fiir weldhe die Function denfelben Wert hat.
IL. esiehungen jwifden den Winkelfunctionen Odesfelben Winkels.
§. 347. Da nad) den Crflivungen in § 343 oie Cotangente, bdie
Secante und die Cofecante beziiglich die veciprofen LWerte der Tangente, des
Cofinug und bes Snug find, fo ergibt fid) zunddit

b R e B! 1
cota_t—ﬁg—m...l) sec & = ———... 2) cosec & == ——..48).

Ferner folgt (Fig. 168) aud jenen Definitionen:

Ul pusyMBa MEHOM _aine .
S O R O G = et
e R Qe OM___cosa
ot & = 35 = ipi oM ; baber ijt
sin o cos «
tang @ = ——.... 4) cot ¢ = —.... D).

Jn bem Projectiongdreiece MPO ift MP? + OP* = OM->
Dividiert man bdiefe Gleidhung folgeweife durd)y OM? OP? und MP*
und fet 3. B. sin «® der Kiivge wegen fiir (sin «)?, fo echilt man:

MP)-{—( ):1 oder sin e® 4+ cos e* =1.... 6)
( )—I—I"(OM), o tange® +1=sgeca®.... T)
OM

1 + (MP) z(ﬁ'__ﬁ 2l

§. 348. Qft von ben Functionen cined Winfels bdie eine befannt, {o
laffen fidh aud ihv mittelft der vorhergehenden Gleidjungen aud) bdie iibrigen
beftimmen.

Qft 3. B. sin o gegeben, fo folgt aus der Gleidung 6)

cos « = /1 — sin o
Aug 4) und 5) erhalt man jodbann

sin « sin & cos o 1 — sin o2
T A [ LT £ :

1 4 cot &> = cosec &®. ... 8).

tangd:coﬁm—Vi m sin & sin o
Die Gleidungen 2) und 3) geben endlid
i sin «
868 4= el S und cosec ¢ = iz

Aug bem vorftehend durdygefithrien Beijpiele evfieht man, dajd durd)
eine Function einesd Winfeld bdie iibrigen Functionen mit Audnahme fener,
beven veciprofer Wert fie ift, weideutig beftinunt find.

Anfgaben. 1. Die goniometrifdhen Functionen ded Winteld « find
ausgudriifen durd) a) cos @, b) tang e, c) cot e, d) sec «, e) cosec a.

2. Die gonwmetr:fdjen L}unctumwu find ju bevecdynen, wenn a) sin & = 12,
b) cos @ = 44, c) tang e = 4, d) cot @ = Ty, e) sec @ == 4},

f) cosec o == 34 gegeben find.
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1L Bezichungen jwifden den Functionen von einander nﬁﬁﬁwga
Winkel.
§. 849. Complementwintel. :
Bwei Complementwinfel (§ 16) fonnen allgemein durd) o und
90° — « ausgedriidt werben. _
&8 fei (Fig. 170) OA =1, AOM = ¢, daher BOM =90° — a.
Aus der Figur ergeben fid) unmittelbar folgende Besiehungen:

n . (90° — &) = cos «, cos (90° — &) = sin «;
tang (90° — «) = cot «, veot (0022 o) = tamg g Vs B )
¢ (90° — &) = cosec ¢,  cosec (90° — &) = sec. .
Fig. 170. Qn diefen Fovmeln finden die Namen cos,

cot, cosec alg Abfiirgungen von complementi
sinus, c. tangens, c. secans ifre Grflirung.
Cos, cot, cosec heifien aud) Cofunctionen.

Die Gleichungen 9 fogen: die Functionen
eined Winfeld find gleid) den Cofunctionen bdes
complementdren Winfels.

Bulak. Da bie Secante und Cofecante in den Togarithmijchen Bervechnungen nicht
angemenbet werben, jo wollen wir und in den nachfolgenden Entwidlungen auf den Sinus,
Eojinug, die Tangente und Cotangente bejchrinten.

§. 350. Bwei Wintel, beven Differenz 90° betrigt.

Die allgemeine Form jweier joldher Wintel ift « und 90° + e

Nt (Fig. 162 OA =10 AWM — "ot tminf Mo MESE MM o ift
AOM, = 90° 4 «. Man hat dann, dba AM,P, 02 AOP M, ift,

sin '(90° + «) = M,P, = 0P, = cos «,
cos (90°+ o) = — OP, = — M, P, = — sin .

Nimmt man « gleih dem ftumpfen Winkel AOM, an, jo ift AOM,

= 90° + o, und wegen AM,P, 022 A OP,M,
sin (90° 4 ¢) = — M;P, = — OP, = cos ¢,
cos (90° +'e) = — OP, = — M, P, — — 5in e.

@epst man endlih AOM, = e, dafjer AOM, = 90° + e, fo hat

mai, oo M RO 20000 P, M i
sin (90° 4+ &) =— M, P, = — OP; = cos ¢,
cos (90" + o) = OP, = — M, P, = — sin .

Es ift daher alfgemein fiix jeden LWinfel «
sin (90° 4 &) = cos «
cos (90" + «) = — sin «

Daraud folgt aud

tang (90° 4 &) = — cot « und cot (90° + &) = — tang a.

..10).
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§. 3b1. Supplementmwiniel

Bwei Supplementwinfel (§ 16) werben allgemein durd) « und
180° — o begeidhnet.

&8 fei (Fig. 170) OA =1, AOM = «, dbaher A‘'OM = 180" —a.

Dann ift sin (180° — &) = MP, cos (180" — o} = — OP,
im0 == MEB; cos o = OP; folglich
sin  (180° — ) =sin ¢, cos (180" — &) = — cos «;
und dafer L.

tang (180° — &) = — tang ¢, cot (180° — &) = — cot «;

Die Functionen eined Winfele find gleich denjelben Functionen des
fupplementiven Winfels, jedod) mit entgegengefessten Vorgeichen, mit Ausnafhme
ved @inug, der dagjelbe Borzeichen behdlt.

Bufak. Kommen in einer Rechnung nur Hohle Winfel in Betvadt, fo entfprict dem
@ofinus, ber Tangente ober ber Cotangente ein einziger Winfel, und awar ein {piter
ober fein fumpfer Supplemeniwinfel, fe nachoem die Function pofitiv ober megativ ift;
dagegen wird durd) den Sinug, welder in diefem Falle immer pofitiv ift, ein Winfel nicdyt
einbeutig beftimmt, da zu demfelben Sinud zwei Winfel, ein fpiter und ein ftumpfer
gefiren.

8. 352, Hufpaben.

1. sin 30° = { (§ 49, 7); a) wie grof find dic andern Functionen
diejes Winteld, b) wie grof find die Functionen des Winfels 60°, 120°, 150°?

2. Die Seite cines einem Kreife mit dem Radiug 1 eingefdyriebenen
Rehnedes ift + (/5 — 1) (§. 175), daber ift sin 18° = + (/5 — 1); wie
gvof find die Functionen der Winfel 18°, 72° 108°, 162°? (3 Decimalen
genai.)

3. Die Seite eines eimem RKrveife mit dem Radiug 1 eingejdhriebenen
Fiinfectes ift +1/10 — 21/5 (§. 175), dafer ijt sin 36° = + /10— 21/5;
wie grofi find die Functionen ber Wintel 36°, H4° 126°, 144°? (3 Dec.
genaiL.)

§. 8563. Negative Wintel.

LWerden die Winfel, welche (Fig. 171) durd) die Drehung des beweg-
lichen ©Schentels von A gegen M (nady linf8) entftehen, al8 pofitiv betrachtet,
fo miiffen die Winkel, welhe burd) die Drehung des beweglidien Schenteld

Fig. 171. nad) dev entgegengefesten Ridtung von A nady M entftehen,
alé negativ angefehen werben (§. 13).

\ Qijt dafher der Winkel AOM' = AOM und felt man
A AOM =+ ¢, o it AOM' = — «. Nimmt man OM =
0 OM' =1 an, und jieht von M und M’ ju O A Normale,

‘ fo miljfen die daburd) entjtehenden Dreiecfe congruent fein

und bdaher jene beiben Novmalen in demfelben Bunfie P
sujammentrefien. Da nun '



MP = sin o, M'P = — sin (— &), und
OP = cos & = cos (— «) ift, fo folgt
sin (— «) = —ssin ¢, cos (—a) = cos 3
Daberigas — WO A 786 » = HOL 1 = A0 (OFI 5iR) 4 38 . 12).
tang (— &) = — tang ¢, cot (— &) = — cot « :

Die Functionen negativer Winkel find gleich denfelben Functionen der
pofitiven Winfel, dod) mit entgegengefesten Bovgeidhen, mit Ausnabhnie des
&ofinug, bder baﬁfelbe Lorzeichen behilt.

IV. Suuctionen jufammengefeter Winkel.

§. 354, Summe zweiecr Wintel.
3ft (ig. 172) W. AOB =&, BOC = B, fo it AOC =« +ﬁ
Bieht man mun BD | OA, CE | OB und CF | OA, fo finb BDO,
CEO und CFO bdie ‘Btujectimtébreic&e ver Winfel o, fund « + B. Ferner
Fig. 172, ift, vennman EG | OA und EH | CF jieht, EG = HF,
EH = GF unbd der Winfel ECH, bdeffen Projectiongdreied
EHC ift, glei) bem BWinkel « (§. 26, 2). Man E)ut alfo

: CF _ BeroHIIEEG
o ("‘"'ﬁ):%:_‘(i?' oc+00r
06 —EH _0G . EH
cos (¢ 4 f) = g =227 FE =08 2L
G CH CH CE _ !
ST - 00 = amoccosﬁ, CE.b—éWcosasmﬁ,

OF _ OBaOOSﬁEH BH, G
% 65 = ¢ ' 06 — OE * 0¢ — Sin @ sin f5,

daber

sin (¢ + f) = sin « cos § + cos e sin ... 13)
cos (¢ + ) = cos @ cos § — sin e sin §... 14).
Dier wurden « und f, und felbjt die Summe « + f als fpie Wintel
vovausdgefegt. Jjt die Summe « 4 f dev fpigen Winfel « und p grofer alé
Fig. 173. 90°, wie in Figur 173, fo bleibt die Be-
weigfiihrung mit alfen ihren Folgerungen bdie-
felbe wie oben, mit alfeiniger Ausnahme bder
Bovzeichen, in welden wihrend der Entwid:
fung eine Ber{dyiedenheit eintritt, bie fid) aber
in den Enbrefultaten 1iwicder behebt. Die
obigen Formeln gelten alfo filr alle fpigen
Winfel o« und .
@elten nun bdie Formeln 13) und 14) fiiv ivgend zwei Winfel ¢ und g,
fo gelten fie aud) nod), wenn einer derfelben um 90° vergrifert wird, wenn
# B e in of = 90° 4+ « iibergeht. Denn

L aene R
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‘sin (& 4 B) = sin (90° + « + ) = cos (« + B) (§ 350),
cos (&' + B) = cos (90° + & + f) = — sin (& + B);

fomit sin (&' + ) =  cos « cos f — sin & sin 3,
cos (&' + f) = — sin @ cos f — cos & sin 5.
Run ift cos e =  sin (90° + «) (§. 350) = sin &',
gin &« = — cos (90° 4 &) = — cos &'; Daber

sin (&' 4 B) = sin &' cos f 4 cos &' sin f,
cos (o + B) = cos e’ cos p — sin &' sin f.

Dieraus folgt aber, dajd die Fovmeln 13) und 14) aligemein giltig find.
Denn da fie fiiv die Summe fe aweier fpiter Winkel gelten, fo gelten fie aud,
wenn einer diefer Winfel um 90° widhst, alfo gelten fie aud) fiiv jede wieder-
holte Bergrofierung ded cinen ober deg andern Winkels um 90°; folglidy find
fie allgemein fiiv dbie Summe jweier beliebiger Wintel giltig.

sin (o 4 sin o 08 & sin 3
Da,. tang (a iz ﬁ) o cosEa—{—g = cosw Zg:{ﬁ; -t (;i)ria sing ift, fo

erhilt man, wenn man den Bdhler und bden Nenner des legteren Brudes
durd) cos o cos f§ dibidiert,
tang « 4 tan e
tang (¢ + ) = § wiang = tafgﬁﬁ 7 e sy
Ebenfo finbet man

ot e cot f — 1
oot (o - ) RAEEERE EIE, UL 16).

§. 365. Doppelte und halbe Winfel
1. Getst man in den Formeln 13) big 16) f = e, jo exhilt man

gin 2¢ = 2 sin & cos @... 17) cos 2¢ = cos o — sin &*..18),
__ 2tange ¢ __ cote?—1
tang Ditsi= i—__——t—an—g—a ...... 13) cot 200 = e A e 20).

aug welden ®leihungen fidh bdie Functionen bdes doppelten Winkeld finden
laffen, wenn jene bed einfachen Winkeld befannt find.
Segt man in den Formeln 17) und 18) iibevall « ftatt 2e«, daber

5 ftatt e, fo vevwanbeln fid) diefelben in die folgenden:

sin ¢ = 2 sin% cos % ..21) cos @ = (cos —;—)z— (sin %)2. ..22).

Da 1= (cos %)2+ (sin —3—)2 nady 6), unbd

a\2
cos8 o — (COS E) {B)D ﬁ_,)

jo finbet man, wenn bdiefe beiden Gleihungen abblert und fubtrafiert werden,

I+cose=2(cosg)...28) 1—cosa=2(sing)...20)

daber cos%— — ‘/1—__}”@ .- 2b) sin ; = E?E_“ ...... 26).
Aug bdiefen beiden Ausbriiden folgt ferner durd) Divifion:

tang - 2 = ‘/i ;zz:z e e 2) cot _‘;.:_- ‘/i%ﬁ ...... 28).
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Mittelit dev Formeln 25) big 28) fann man bdie Functionen Hed Halben
Winfeld beftimmen, wenn der Gofinus des gangen Winfeld befannt ift.
§{ 856. Differens sweier Wintel.
&8 it « = (@ — ) + 8.
Wendet man auf diefe Summe die Gleihungen 13) und 14) an, fo
erhdlt man
sin & = sin (&« — ) cos f + cos (¢ — B) sin B,
cos ¢ = cos (@ — f) cos f— sin (« — f) sin f.
€98t man diefe wei Gleidungen auf, indem man in denfelben sin (@ — f)
und cos (¢ — f) al§ bdie beiden Unbefannten betrachtet, fo ergibt fich, da
cos ® + sin §2 =1 ijt,
sin (¢ — ) = sin @ cos f — cos & sin f..... 29)
cos (& — ,6) = cos « cos § 4 sin esin f..... 30),
weldhe Formeln, fo wie jene in 13) und 14), aud dbenen fie abgeleitet wurden,
alfgemein giltig find.

Die Gleihungen 29) und 30) fimnen aud) in gleicher Weife, wie bdie Gleihungen
13) und 14) in §. 855, felbftindig entwidelt werden.

Aug ven Formeln 29) und 30) evhilt man dann, wie in §. 355,

__ tang @ — tang f§
tang(a——ﬁ)q 1mgﬁ......31)
Rl e i e O 32).

cot f — cot
§ 3567. Da sin2nm =sino’ =0, cos2nmw =coso’ =1 umd

sin (@n + 1)w =sinw =0, cos (2n+ 1)w=cosm=—1 i,
jo folgt aug ven Formeln 13, 14, 29, 30

gin. (Znam sk o) — % sin o, sin [(2n + 1) % == &] = = sin ¢,

cos(Znwta)= cose, cos[(2n+ 1)z * ¢]=— cosa;
jomit aud
tang (2n 7 =+ a) = = tang ¢, tang [(2n + 1) = £ o] = = tang
col (2mir Sie) =" ="o5t ) cot [(2n+ 1)mw =+ o] == cot

Die goniometrifthen Functionen find daher peviodifdy, und jwar ijt bdie
Peviodicitit beziiglich Sinug und Cofinud an 2z, begiiglid) Tangente und
Gotangente aber an z gebunbden.

§.L§58. Summen und Differengen dev Wintelfunctionen.
Aus den Formeln 13), 14), 29) und 30) evhilt man duvdy Abddition
und Subtvaction
sin (& + f) + sin (¢ — f)
sin (@ + ) — sin (« — f)
cos (a + B) + cos (@« — B)
cos (¢ + f) — cos (« — f)

oder, twenn man

2 sin « cos 3,
2 cos a sin f,
2 cos a cos f3,
— 2 sin « sin §,

1
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¢+ f=g, baher o« =4 (p + ¥),
«—f=1, =4 (p — ¥) febt,
sing +sin ¢ = 2sin 4 (p + ¥) cos § (¢ — ¥)....33)
sing—sin ¥ = 2cost (p 4 ¥)sin § (p — ¥)....34)

cos@ + cosyp = 2cos + (p + ¥) cost (p — ¥)....35)
cos @ — cos P = — 2 sin 4 (@ + ¥) sin § (¢ — ¥)....36).
Aug 33) b8 36) folgt durd) Divifton:

sing-sine tang § (p -+ v) ‘,7)

sing —sin®y ~ tangi(p—vy) "7 =

in @ o sin P

}%;:;:}'_c;_"ﬁ = tang -"f ((p = 1,’}) ..... 38)

sin @ - sin 1 ;

Eos-qp_c:swz —cot + (@ = ¢)....39)

OO T COBME o R ) 40)

cosp—ocosy ~  tamgl(p—w) """ ¢

V. Bereduung der Winkelfuncfionen.

§. 369. Dic bisher entwicfelten Fovmeln fonnen junddjt dagu bers
wendet werden, um bdic goniometvijdhen Functionen der vevjdjiedemen Winkel
su bevechnen. Da bdie Functionen aller Winfel auf fene der fpiten puviicgefithrt
werden fonnen, fo handelt es fich blof um die Beftimmung der Functionen
firc bie fpigen Wintel; nad) §. 349 veidht e8 jogar hin, wenn bdie Functionen
der Winfel big 45° bevedhuet werdben.

Wir wolfen nun in dem Folgenden die Rechnung andeuten, durd) weldye
bie Functionen dev TWintel von 0° big 45° gefunden werben Fonmen.

Da fiir jeben foldhen Wintel o die Linge des Bogens, dev fitr den Halb-
meffer = 1 diefem Winfel entfpricht, ftets zwijchen dem Sinug und der Tan-
gente desfelben liegen muf8, fo ijt

arc ¢ << tang « und arc @ = sin .

Aug der evften Ungleidhung folgt arc « cos e << sin &, oder
arca]/1 —sine® < sine und, da arc e > sinea ift, umfomehr
arce /1 — arc &® < sin e, Fiiv « << 45° ift nun 1 — are ¢* <1, daber
1 — arc ¢ << }/'1 — arc ?, alfo nunmehr arc & (1 — arc a*) << sin o,
ober arc @ — arc «® << sin «, und fomit

arc ¢ — sin @ << arc o

Die Diffeven; awifhen dem BVogen und dem Sinug deg Winkeld ijt
alfo fiiv alfe Wintel unter 45° Heiner ald dic dritte Poteny ded Vogens.

Fiir « = 1 ift arc 1/ = 0-000 290 8882, folglich

are 1 — sin 1/ < 0-000 290 8882°%;
aber 0°000 290 8882° < T(}iﬁ' paher umfomehr arc 1' — sin 1! << —1‘011-5 ;

alfo ift auf 10 Decimalen genau
gin 1= 0-000 290 8882.
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Wird davaus cos 1/ = /1 — (sin 1% Deftimmt, o geben bann bie
Formeln 17), 18), 13) und 14) ben Sinug und Cofinus fiw 2¢, 4/, &,. ..,
ben Sinug und Cofinus fiiv 1’ + 2/ = 3, fiir 2 + 3' = o/, fiir 2' 4 5
= T,..., und aug biefen wieder fiix 6/, 10, 14/, ¥, 15, 21, u. {. w. big
60 oder 1°. Aug sin 1° und cos 1° findet man auf gleidhe Weife die Sinus
und Eofinug aller Winfel big 45°.

Bur Bejtimmung dev Sinug und Cofinug folder Bogen, welde blof

@ecunden enthalten, fann man umjomehr fiiv den Sinus den Bogen felbit
are 1/

fekenae D gne il — 5o \it, fo ergibt fidy

sin 1" = 0-000 004 8481 . . .

Ferner ift
sin 2" = 2 sin 1", sin 8" =3 sin 1", sin 4” =4 8in 1*, u. {. w.

Daraus laffen fid) fofort aud) die Cofinug fitr die eingelnen Secunden
beftimmen.

Dat man mum die Sinug und Cofinus der Winfel von 0° big 45° ge-
funben, fo fonnen davau§ mitteljt der Fovmeln 4) und 5) aud) die Tangenten
und Gotangenten bevedhnet werden.

§ 360. Da bdie Winfelfunctionen im allgemeinen irvationale Safhlen
find, fo werden fie um fo genauer beftimmt fein, bdurd) fe mehr Decimal-
jtellen man fie ausdriidt; aber in demjelben Grade wird dann aud) dag Wulti-
plicieven und Dividieven durd) diefe Functionen erihwert. Um diefem 1lbel-
ftande zu begegnen, bedient man fid) in den trigonometrijdhen Rechnungen dev
Yogavithmen, zu weldem Ende bdie Brigg’jchen Logarithmen bder Functionen
fii die eingelnen LWinkel bejtimmt und in den Logavrithmentafeln gehirig
sufammengejtellt urden.

Mt Hilfe jolcher Tafeln findet man durd) ein gany einfadjes Berfafhren,
weldes aus den Ddenfelben vovangejdhidten Einleitungen zu exfehen ift, 3u
jebem Winfel den Logavithmug dev zugehovigen Functionen, und umgefehrt ju
dem Rogavithmug einer Function den zugehorigen Winkel*).

YI. Goniometrifde Gleidungen.

§. 861. Um cine Gleichung zwijchen mehreven von demfelben unbefannten
Winfel abhingigen Functionen aufjuldfen, formt man biefelbe nachy den gonio:
metrifhen Grundformeln jo um, bdafé fie nur eine einzige Winfelfunction
enthalt, und beftimmi bann aud der {o transformicrien Gleichung bdiefe als
die Unbefannte betradhtete Function. Will man ju dem gefundenen Werte dex
Function den Winfel felbjt exhalten, fo darf nur mit Hilfe der Logarithmen-

*) Gine ausfithrlichere Velehrung diber die Einvichtung und den Gebrauch joldher
Tafeln findet man in ber Einleitung su den von PModnif herausgegebenen fiinfftelligen
Rogarithmentafeln jum Sdulgebraude. Wien, bei Gerold, 1877,
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tafeln ju ber Function bder Logavithmus Dderfelben, und ju diefem bder ent-
fprechende Winfel gefucht werben.
Beifpiele. 1. 2 cos x = cot x.

Subftituiert man cot x = 2, fo ergibt i) 2 cos x = -, dafer

1
cos X (2 —
Sin X

wodurd) der Winfel x Deftimmt ift.

Aus sinx = 05 folgt log sin x = 9-69897 — 10, und hieraus x = 30°. Died
ift jebod) nicht der eingige Wert bon x. Da (§ 846, a) iw den vier Duadranten nod) ein
gieiter Wintel vorfonmmt, weldjer denjelben Sinus 4 Hat, ndmli) der Supplementvintel
bon 30°, fo ift x = 1500 ein iweiter Wert von x. Wird aber bder Begriff bes Wintels
auch auf Wintel, welche grifer ald 8600 jind, und auf negative Wintel ausgedehnt, jo Hat
man (§ 857) ald allgemeine Sofungen x =800 4 n.860° und x = 150° 4 n.360°
wo n = 0 ober gleid) einer beliebigen gangen Bahl ift. x fann demmady bei diefem erivei-
terten Begriffe bed Winfeld unzihlig viele Werte Haben; qewdhnlich bejchrdntt man fid
jebod) auf jene gwei Werte, welhe in ben vier erften Duadranten liegen. @benfo ergeben
fich aud cos x = 0 bie Wjungen x = 90, 2700,

2. a sin (¢ + x) = b cos (f + x).

):O, gin x =4; reosixy—10;

Man evhilt
a sin & cos x 4 a cos @sin X = b cos f cos x — b sin f sin x, ober
sin x (a cos @ 4 b sin f) = cos x (b cos f — a sin ¢), daber

b cos i — a sin @
acos e+ bsinf’

tang x =
3. asinx 4 bcos x=c.
Gett man cos x = J/1 — sin x°, fo ergibt fidh
asinx +b /1 —sinx?= e, oder b /1 — sin x* = ¢ — asin x,
und durd) Quadrieven beider Theile
acH4b Vﬁéw—ﬁﬁ:-cﬂ
a2 + b2 3
Man exhilt fitr sinx tvei Werte, von denen jedoch nur einer dber gegebenen Gleichung
entfpricht, da man dasfelbe Rejultat aud) aus der Gleidhung asinx —beosx =ec ge:
winnt, €3 mujd dann nod) unterjucht werden, weldjer ber beiden Werte bder einen umd
welcher ber anbern Gleichung sufommdt.
Ginfacher gejtaltet fjidh bie Auflojung und Einfithrung eined Hilfs-
winfels. Bringt man bie gegebene Gleidung auf die Form

gin x —

sin x{-- % Co8 X :%
und beftimmt cinen ilfowinel  fo, dafs tang ¢ = - ift, fo ergibt fidh
sin X + tang @ cos x = —:—, ober sin x cos g + cosx sin @ = % cos @,
folglich gin (x + @) = —:~ cos ¢.

Aug bdiefer Gleidhung fann, da ¢ beftimmt ift, der Wert von x 4 @,

und alfo aud) der Wert von x berechnet werden.
Moénif, Geometric. 13
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4. G8 feien 3wei Gleichungen gegeben:
sin x>+ cos y*=a und cosx* —siny*=bh.
Wird in der zweiten Gleidhung cos x> =1 — sin x* und sin y* =1
— cos y® fubftituiert, jo erhilt man
— sin x* 4+ cos y* = b.
Aus bdiefer und bder exften dev gegebenen Gleichungen ergibt fih dann
2ginx?*=a—b und 2cosy’=a + b, folglid
sinx =) /3 (@a—b) md cosy =} %(a+b)
b.x 4+ y=4§; sinx —siny=n.
@8 ift sin x —siny =2 ¢cos § (x + y) sin + (x — ¥)
= 2cos $fsin 4 (x —y), alfo
2cos 4+ fsin4(x —y)=mn, und
i s n
81N 5 (x = y) = mﬁ-
Aus diejer Gleidhung fann man § (x —y) finden und evhilt dann
au$ § (x +y) =4 p und 4 (x —y) die Werte von x und y.

VII. Jbungsanfgaben.

§. 862. 1. DBevedne aus sin 30° = 4 bdie Functionen bdes Wintel8
bon 15°%
2. Bejtimme aus sin 30° und sin 18° den sin von 12°, 48°, 42°, T8°.
3. Beftimme aus sin 36° und sin 30° den sin vou 6°, 84°, 66°, 21°. |
4, Dritde durd) Functionen von fpigen Winfeln aus: i
a) sin 125°, b) sin 200°, c) sin 430°, d) sin  98° 12
e) cos 139°, f) cos 288°, g) cos H38°  h) cos 110° 38’ 42";
i) tang 91°, k) tang199°, 1) tang620°,  m) tang159° 9°30";
n) cot 163°, o) cot 315°  p) cot T26°%,  q) cot 128°41’55".
B. Berechne die {tbrigen Functionen des Winfeld «, wenn gegeben ijt:

m2 — n2
a)sina_—_—-ni—u; b)cosazvm n;
V14 m? &
n 1V m? -+ 2m n
o) tange — armesss iR AYRCOLGE—r =
) Sang Vifen’ ) = :
6. Berwandle
a) cos & - :f;z in einen Ausdruct, dber nur sin e enthilt;
3 £
b) 8IN & CO8 & — :;g‘: " " " " n COS & Ti181e)
¢) 1—-cosa’cote®(tanga®—1) " w o tange !
1 =
d) e tang o® (GOt o — 1) " " n cote " J |
Beweife die Ridtigeit folgenbder Formeln: |
7 O s S Y o |

T 14 tang®” 1+ tang o2
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13.

20.

21.

22.
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0 1 4 tang 0 shapecotioc - 1
tang (45° == «) e g o 10. cot (45 ia)-—m—i—l-
sin 2 o sin2e
1+c082a:tang . 1 .1—_‘_'—0(;2—“——00'3 o.
cos2e¢ 11— tanga? 14 cos 2 cotof—1
14cos2ea | 2 7 “l—cos2e .. 2

. tang & == tang f = sin(@£f) 16, cot @ % cot 6= pu Lo
73

18.
1)

cos e cos f§° sin e sin f§
tang o 4 tang i

cote 4-cotff — T = tang « tang f.

sin% - cosg_:]/i =+ sin .
sin (B + p — &) + sin (¢ -y — ) + sin (e + f—») —sin(e+p+y)
=4 sin « sin B sin y.

cos (B+y—a) +cos(a+ y — ) + cos (e4-p—p) +-cos(e+F+y)

= 4 cos & cos ff cos .
(n+1)u

sm—~— Sln
sineg + s8in2«¢ +sin3e¢ -+ .. +sinne= g,‘.__._(?d. £

2
sin >

(n—l-l

cosee+cos2ae+cos3a+..+cosne—=

Y o
BLIL e

2

Die Fovmeln 21, und 22. ergeben fich aus den Formeln 36) und 34) in §. 358,
inbem man ftatt @ und ¥ begiiglich me + % unb me + % fest, bann fiir m nach und
nad) 0, 1, 2, ....n— 1 fubjtituiert und bie erhaltenen Gleichungen addiert.

Beweife ferner fiiv « 4+ f + ¢y = 180°%:

28,
24,
25.
26. cot

. . . o
smo::—l—smﬁ-l—smy=4cos§cos%cos—;—
g

cos——]—cosf——}—coa§—~4cos +‘B a+y
tang « + tang § 4 tang y = tang « tang ,6 ta,ng p.

%—l—cot%-{—cot—’é—:cot%cot%cot%

cosﬁ'i"’

Wie ecgeben fich die Ausbriide 24. und 26. qusd 28. und 25. durd) die Gubftitution ?

27.
29.
31.
33.
3b.
37,
39.
41.

Sudje aud den Logarithmentafeln folgende Logarithmen:

log sin 38°17° 28. log sin 17° 8‘20"
log sin 51°58‘ 33" 30. log sin 0" 48'37"
log tang 1° 25* 40" 32. log tang 69° 27 39"
log tang 23° 23’ 23" 34. log tang 89° 19 31"
log cos H7°48 36. log cos 39° 947"
log cos H0° 9 9 38. log cos 101° 2/ 12"
log cot T7°31' 40. log cot  8° 8'H4"
log cot 0°40'29" « 42. log cot 153°29° 8"

13%



43.
45,
47.
49.
bl.
b3.
bb.
bT.

b9.
61.
63.
65.
67.
69.
Tl
73.
4.
15:

7.

79.

§. 863. Gin Drveted aufldjen DHeift,
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Sudje ju folgenden Logarithmen bie entjprechenden Winfel:

log sin x = 9-49664—10
log sin z = 8'74109—10
log tang « — 10-13264—10
log tang » = 8-95629—10
log cos C = 8°49033—10
log cos y = 9-97706—10
log cot « = 11-44266—10
log cot y = 8-90828—10

44.
46.
48.
50.
52.
54.
5b.
58.

log sin y = 9-793568—10
log sin A = 9-99836—10
log tang f = 10-64570—10
logtangB = 8°47380—10
log eor x = 9-17973—10
log cos z= 8&-12544—10
log eot A= 10-21671—10
log cot A = 12-44033—10

Lofe folgende goniometvifdhe Gleidhungen auf:

2 sin x = tang x.

B0 x = OB 7%

2 (tang x + cotx) = b.

sin (p — x) = cos (p + x).
sin x 4 tang x = 1 4 cos x.
g 8in x* 4 b cos x? = ec.

a (1 + cosx) = b cos { x.

a(cosy+coty)_b(1+s1ny)

60.
62.
64.
66.
68,
70.

72.

a 8in.x = b cof x.

tang x — cot x = a.

2tang y + 3 cot y = b.

sin (@ — x) = cos (f + x).

cotx —cosx = 1 — sin x.

(cos x — sin x)? = sin 2 x.
a(l—ecos2x)=Dbsin2x.

a sin x* 4+ b sin x cos x + ¢ cos x* = 0.

BiNLF — ATy,
tang x = b tang y.

x+y=¢
cO8 X - €08 ¥ = m.
x + y = 120°,

gin x sin y = 0-5.

76.

8.

80.

gin X 4 sin y = a,
cos'x’ ~cos’y'=bh.

X4y =g
tang x — tang y = n.
e

a tang x == b tang y.

Buweiter Abfdynitt.

Cbene Trigonometrie

I. Auflofung der ebenen Dreiedie.

aug ven Beftimmungsitiicen

eine Dreiected die iibrigen Veftandftiicte durd) Recdhnung finden.

Dabei fommt e8 vor allem davauf an, aus den Eigenfdajten des Drei
edes Gleihungen abjuleiten, welde die Beziehungen zwijchen ben Seiten und
pen Functionen dev Wintel enthalten; durcd) Aufldjung diejer Gleichungen, in
penen fowohl die beftimmenbden al§ die ju judhenden Beftanditiicfe bed Drei-
eces vorfommen, findbet man danm die gefuchten Grigen.
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1. Redytwinklige Dreiecke.

Trigonometvijde Lelriise ifiber dasd redjtwintlige Dreied.
§ 364  Bur Aufléjung ecined vedhtwintligen Dreiedes miiffen zwei von
einanbder unabhingige Beftimmungsijtiide gegeben fein.
3 fet dbag Dreiet BAC (Fig. 174) bei A vedht-
dig. 174. winflig. Wir wollen Hier und im folgenden bie Hypo-
¢ tenufe BC buvd) a, bdie Katheten AC und AB bdurd
b und ¢, und die diefen gegeniiberliegenden Wintel durdy
g und » begeichnen.
A—— B Aug den Crflivungen in § 343 folgt unmittelbar :
1 b = a sin §, cf— asiny:
d. b. jede Rathete ift gleich dem Producte aus der Hypotenuje und
bem Sinug des diefer Rathete gegeniiberliegenbden Winfels.
2. b = a cos 7, c'—"a cos b :
b, §. jebe Rathete ift gleic) bem Probducte aus der Hypotenufe und
dem Gofinug be§ diefer Rathete anliegenbden Wintels.
3. b = ¢ tang §, ¢ = b tang y;
0. §. jede Rathete ift gleich dem Producte aus der anbdern
Rathete und der Tangente ded der erfteren KRathete gegeniibers
[tegenden Wintels.
4. b = c cot ¢, e becot f:
b. 0. jedbe Rathete ift gleid) dem Producte aus ber anbdern Ka:
thete und der Cotangente ded der evjteven Kathete anliegenden
Wintels.
Bu diefen trigonometrifhen Lehridsen tritt nod) der Pythagordijde Lehriaf
a*=">b?*+ ¢* welher den Bufammenhang zwijthen den drei Seiten ausdriidt.

Anflifungsfalle,
§. 865. I. ®egeben die beidben Katheten b uud c

Aué b =ctang f = ccoty folgt tangf = coty—= ? und fiix bie
Hypotenufe hat man a = % ober & = /b F oF.

b a

£
€8 jei 3. B. b =325, ¢ = 418. Man hat
logb = 2-51 188 log b = 2-51 188
log e = 262 118 log sin f# = 9-78 803—10.
log tang f = 9-89 070—10 log a = 272 385
=3 b1 Hd mD a — H29-48.
M= 20 B il

II. ®egeben die Hypotenuje a und eine KLathete b.
sin f = cos y = %, und ¢ :”ﬁ@ ober ¢ =1 (a + b) (a — b).




198

III. Gegeben eine Kathete b und ein Qﬁlnfe[ 3 B. B
b

P =i c_tann- ! ”“‘RT
IV. ®egeben die Dypotenufe a und ein Winfel, 3. B. .
y=90"—p, b= asinf, c=a.cos,6
§. 366. Bevednung des Flideninhalted eines redtwinfligen
Dreieces.
Fiiv den Fladeninhalt £ eines vedtwinfligen Dveiedes evgeben fich mit
Riidjidyt auf die im §. 365 ungefuhrten pier Falle folgende Ausdriicde:

f=20 —2 }/(a T D) @By 2t:’:gﬁ 2 sin 2.

2. Gleid)[dyenklige Breiecke.

§. 367. 3ur Bejtimmung eined gleidhjchentligen Dreiectes ABC (Fig. 175)
miiffen zwei von einanber unabhingige Stiide gegeben fein.

Da burd) die jur Grundlinie BC gezogene
Hihe AD dag gleihjhentlige Dvetet in wei
congruente vedytwinflige Dreiece zerfallt, jo fann
jede Aufgabe iiber dag gleidhjchentlige Dreiec
auf die Aufldfung eines vedhtwintligen Dreiected
- suritdgefithrt werden.
B z D v Qjt a bie Grundlinie, b der Schentel,
e der Winfel am Sdheitel, § der Wintel an der Grunbdlinie und f der
Flacheninhalt des gleichichentligen Dreiedtes ABC, fo cvgeben fid) aug dem
rechtintligen Dreiede ADB folgende Auflsfungsgleichungen:

£_|_|3:900 a_—_gbsin_"‘_—_—2bcosﬁ,
h“‘/‘b*i" ) ;tangﬁ—bsmﬁ,

f:%zg ‘/(b A T‘a') ( —?):-:: tangﬁz;sinQﬁ.

3. Dreiecke dtberhoupt.
Trigononwetvifdje Lehriiise und Formelt.
§. 368. Qn jedem Dreiede verhalten fid) die Seiten wie die
Sinug der diejen Seiten gegeniiberliegenden Winfel (Sinus-Sap).
Rteht man CD | AB (Fig. 176), jo ift in den
Fig. 176. redytwinfligen Dreiecen BDC und ADC
g CD = BC.sin B und CD = AC.sin A;
paher BCsin B'="A €t sln"A,
ober, wenn man hier und in dem Folgenden BC = a,
AC=Db, AB=c jesst und dic diejen Seiten gegen-
A VG 5 N\p  iberliegenden Winfel durd) e, B, p auddriidt,
asin f = bsin ¢, oder

Fig. 175.




a.: b = sin ¢ :8in f.
Ghenfo erhilt man a:c =sine:siny, §...I)
b:: e =g i Bin g

Qn biefen Ausdriiden dndevt fidh) nichts, wenn einer der Winkel, 3. B. e,
ein ftumpfer ift, fo daf8 bdie Novmale CD bdie BVerlingevung von B A trifjt ;
man erhilt dann a: b = sin (180° — «) : sin f = sin ¢ : sin f. Der

" 3 : ; b c s
Ginug-Say lifst fich aud) in der Weife Si:a e P augdriicen
und fagt, bajd bdas BVerhiltnid jwifdhen ciner Seite und dem Sinud ihres
Gegentvinfels fiiv dasjelbe Dreied eine conftante Grife ift.

Bezeichnet man in Fig. 106 ben Winfel CAB mit «, fo ift aud
CDB = «, dbaher BC = CD sin e, ober a = 2R.sina und 51—3; =9R. D
nun a und e aud) im Dreied ABC bden gleichen Wert haben, o ift aud) fiir
biefed Drefect ﬁ‘; = 2R, b. h. die Gonftante ded Dreiedes ijt gleid) dem
Durdymefjer des umgejchriebenen RKreifes.

§ 369. Jn jedem Dreiece ift dad Quadrat der einen Seite
gleich der Summe der Quadrate ber beiden anderen Seiten, vers
mindert um dad bdoppelte Product aud diefen beiden Seiten
und dem Cofinus des von ifnen eingefdlojfenen Wintels (Co-
finus-Sag).

Bieht man (Fig. 176) CD | AB, {o ijt

al — G2 "B
Run ift CD =bsine, BD =AB — AD = ¢ — b cos «; baber
a®* = b¥sin o® 4- ¢ — 2be cos & + b?cos?
oder, da b* (sin ¢ 4 cos ¢®) = b2 it
2 =Db2 4 ¢ — 92he. cos .

Gbenfo erhilt man b? = a® 4 ¢* — 2ac.cos f. ;...II)

c®=a?+ h?—2ab.cosy.

Falt die Novmale CD auferhalb des Dreiedes, fo ift dann CD =
b sin (180° — &) und BD = ¢ + b cos (180° — «), woraus fid) dasfelbe
Refultat wie oben ergibt. Die Gleichungen II) gelten demnady allgemein.

Bufak. Der hier bewiefene Lehrjay fann aud) unmittelbar aug §. 158
abgeleitet wevden. MNad) den dort angefiihrten 3wet Sigen it a® = b* 4 ¢?
7 2¢. AD, je nadydem e fpifs odev ftumpf ift; nun ijt besiiglich AD = b cos
oder AD = b cos (180° — «); folglid) in beiden Fiillen

a®=>b? 4 c*—2bec.cos a.

Der Cofinug-Sap wird nad) bem berithmten franzdiijden Staatdmanne und Mathe-
matifer €avnot (1768—1823) auch der Carnotjde Lehriap genannt.

§. 370. Aus den vovanftehenden Gleidhungen II) laffen ficdh bdie widhtigen,
sur logavithmijhen Beredynung geeigneten Halbwinfelfunctionen ableiten. Aug
ver erften Gleidjung folgt
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b2 - c2— a2

cos @ — =t , baber
_ﬁbcmbg—cz-l—az__aﬂ—(b—c (a—]—b—c)(a»—b-!—C)
1 —cose = 2be = e 2be
_‘Zbc+b2+02-—a2 (b+c)"—a2 (b+ea) (b+c—a)
1+ cose= “2be 2he 2be

fomif, da nad) §. 356, Formel 24) und 23)
1 — cos & = 2 (sin -‘;-)2 wnd 1+ cos e = 2 (cos 5 )" ift

il b (a+b-—c)(a-—-b+c)
et W ibe
o (b+c-.—a)(b+c—a)
e § =1/ 1ho
Set man, wie in §. 168 3, ber Riirze wegen a + b 4 ¢ = 25, o jolgt
Boonr (s e b) (s — o)
sin 5 =
cos ; = ‘/ oo a),
S, (s—b)(s—-c) T,
und br'x.f;er tang o = ‘/ LI
Afnliche Formeln erhilt man aud) fiiv die Functionen von
g uno ’2'

§. 371 Wollweide'idhe Gleihungen.
Aus der jweiten und dritten Gleidung in I) § 368 folgt
a+b sinu—l—sinﬁ 2 sin L (:x-{—ﬂ)cosz(m—ﬁ)
CRLCE sin y 251n,ycusz‘y
ober, da 4 (¢ 4+ ) = 90° — L4, alfo sin § (¢ + B) = cos 47 ijt,
a4+b _ cosi(x—§f)
(- sinty
&benjo erhilt man L 2. 210
a~bh; i -sinf (a—ﬁ)
(] (’0‘1 5y
Driide biefe Formeln mit Worten aus !
§ 872 Aué a:b = sin e:sin B ergibt fih aud
(a 4+ b):(a —b) = (sin &« 4 sin f) : (sin & — sin ), ober
(a4 b):(a—b)=2sini{(e+pf) cos§(a—p): 2sind (a—pB)cos + (e + f)
und wenn man dasd dritte und vievte Glied durd) 2 cos 4 (e 4 f) cos + (¢ — P)
pividiert (a + b):(a — b) = tang 4 (« + f) : tang + (¢ — B)...V).
Diejer Sat fithrt den Namen Tangenten-Say und fagt:
Die Summe gweier Seiten eined Dreieded verhdalt jid zur
Differeny bderfelben, wie die Tangente der Hhalben Summe der
®cegenwinfel jur Tangente der Halben Diffeven diefer Winfel

Der Tangenten-Sap fann aud) durd) Divifion ausd den Formeln IV abgeleitet werden.




HAufliTunasTille.

§ 373. 1. Gegeben eine Seite a und wei Winfel g und y.
Mean exhilt erftlich den dritten Winkel « = 180° — (B 4 ).

Serner folgen aug b:a =sinf:sine und ¢:a = siny : sine die

Gleidhungen L T
sin 5in o
3. 8B. a=1788, p=055"43'18", y = T12°12'35". Man erhilt
(7 T
st a_sin@ :asiny
sin sin o
log a = 2-89 653 log a = 289 653
log sin f = 9-91 714—10 log sin y = 9-97 872—10
2-81 367 2-87 525
log sin @ = 9-89 694—10 log sin & = 989 694 —10
logbh = 2-91 673 log ¢ = 2-97 831
b = 825:52. c'==951;:28,

[§.-374. II. ®egeben jwei Seiten a und b und der von ifnen
eingefdhloffene Winfel 5.

Aué ber in § 3872 aﬁge[eiteten Gleidung

—b
tang 4 (e — f) =21 . tang 4 (¢ + f) = b cot 47

echilt man 4 (@ — B). Dann hat man, dba « 4+ f = 180° — p befannt ijt,

$e )+t (e—p) = b f (e —i(x—f)=

_Die Seite c findet man aus ¢ = 2T, pder vortheilhafter nady §. 371
S e (a-l—b)smzy b (a—b)cos,y

cos L (e —fi) sin (e —f)
8 fei 3 B. a=T48, b= 315, p=63°35'30". Dan fat
R e p= i
+y = 51"47' 45" log (a — b) 2D 1L
+ (e + p) = 58" 12' 15" log cot + y = 10-20 766—10
3 (@ — ) = 28°10' 54" 12-77 937—10
0 —ShRC ST log (a + b) = 3-05 038

B=:300- 14 24 log tang 4 (¢ — B) = 972 899—10
3 (e — p) = 28°10' b4".

Aur Berednung von ¢ nach) den Mollweide'jchen Gleidhungen Hhat man
log (a + b) = 3-05038 ober  log (a — b) = 2-57 171

log sin - = 9:72 172—10 log cos % = 9-92 938—10

1277 210—10 12-50 109—10

log cos 4 (¢ — f) = 9:94 520—10 log sin + (¢ — f) = 967 419—10
log ¢ = 2°82 690 log ¢ = 2:82 690

O R
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Die Ubereinftimmung beider Werte ift eine Probe fiic bie Ridptigteit
per JRedhnung.

Bufithe. a) Jeber der Winfel o und f IE3t fich auch eingeln ous a, b und y un-
mittelbar bevechnen.

Aué a:b=sin «:sin § erhilt man b sin ¢ = a sin §, oder

b sin & = a sin (¢ 4 y) = a sin & cos y | a cos e sin y, baher
b tang ¢ = a tang « cos y + a sin y, und folglidh
a sin ¢

b—acosy

Die Redynung nach diefer Formel ift logarithmijc) unterbrodhen; die Unterbrechung
fann jedod) duvd) Unwenbdung eined Hilfawinield befeitigt werben.

tang o =

Bixd fiir y < 900 ein Hiffswintel @ fo beftimmt, dajs ?-5551 = sin @? ift, fo er-
2 ___asiny
hilt man tang ¢ = Sod i

Fir y > 900 wiblt man einen foldhen Hilfawintel v, dajs — ey

= tang 3?

a sin y cos ?
5 %

@) Aud) die dritte Seite ¢ fann aus a, b und p unabhingig von den
Winkeln « und  bevednet werden. €8 ijt
¢® =a’+ b*—2abcosy =a*+ b*—2ab (1 — 2sin 4 »°) §. 356, 24)
=(a—b)’ +4absingy® = (a—b)’. [1 o if‘l'i.““%”ﬂ].

ift; Dann Hat man tang ¢ =

(a— D)2
Wird nun ein Hilfswinkel @ fo bejtimmt, dajs i“;_ff‘g)iyg = tang ¢
ift, fo hat man e* = (1;;):, baher ¢ = %5—73-

§. 375. III. ®egeben zwei Seiten a und b, wo a >b, und

ber der grifeven Seite gegenitberliegende Winfel e
b sin e
a

Aus a : b = sin « : sin f erhdlt man sin f§ =

Da B durd) den Sinug ju beftimmen ijt, fo fann dafiiv im allgemeinen
entweder der zu biefem Sinug gehovige fpige Winfel oder aud) deffen ftumpfer
@upplementwintel genommen werden (§. 351, Buf.); dieje Smeideutigfeit fillt
jedod) Bier weg, da man weif, dajé a > b, aljo aud) « > B ijt, und fomit g
fphig fein muf§, welchen Wert aud) « haben mag.

Aug o und § erhilt man dann y = 180° — (a + B).

Die Seite ¢ findet man aus der Gleidhung ¢ = ‘::2?
3. 8. fiixr a = 1238, b = 519, « = T8° 17’ 20" ergibt fid
=24 14/ 10¥,.0p = T7°28“80", ' fernev o= 1234:2.
3it hier nebjt a = 1238 umd b = 519 ber dev fleineven Seite gegen-
itberliegende Winfel f = 24° 14’ 10" gegeben, fo erhilt man aus der Glei-
4a Sl

;)nﬁ, ba e fpig oder ftumpf fein fann,

dung sin ¢ =
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entweder o = T8° 17/ 20 ober « = 101°42' 40", folglic)
yi= T7° 28" 80" | — e P54 8 A"

Aus der Gleidung ¢ = =T evgibt fid) dann entweder ¢ = 1234°2
oder ¢ = 1023°5. — Die Aufgabe lifst alfo gwei Aufldfungen s

§. 876. 1IV. Gegeben alle dbrei Seiten a, b unbd c.

Aur Beftimmung der Winfel dienen die Formeln III) in §. 370.

Qft der gejuchte halbe Winfel fehr nahe an 0°, fo lafst fich bderfelbe
mittelft dev Fovmel fiiv den Cofinug nicht mit gehiriger Schirvfe beftimmen,
ba fich die Eofinus nahe an 0° liegenbder Winfel nur fehr wenig dndern. Das-
felbe gilt besiiglich der Formel fiiv den Sinug, wenn bder halbe Winkel fehr
nabe an 90° liegt. Am wedmifigften ift e, in allen Fillen bdie Fovmel fiiv
bie Tangenten anguwenden.

B8 fei 3. B a=1330"1, bh=412"2 v = 31

Wenbet man die Formel fiiv die Tangenten an, jo hat man

.= 3301 {58 s—b) s—0)

b —. 412:9 B s (s —a)

¢c= 3713 log (s — b) = 2°16 017

a+b+c=1113'6 log (s —c¢) = 2-26 834

8= 9bH 8 4-42 851
s—a= 2267 10gs:2‘74570}
8—b= 1446 log (s — a) = 2-35 545
s —c= 185H 19-32 736—20

log tang + « = 966 368—10
} o = 24° 44/ 55"
490291 B0 %
Aus den Formeln fiir tang 4 f und tang 4y erhilt man ebenfo
f = T1°42' 428 mb -y = DB 47/ 23",
Bulnk, Sehr bequem geftalten ficdh) die Recynungen, wenn in bdiefem
Auflbjungsfalle alle drei Winfel ju bejtimmen find, odurd) Einfiihrung ded
Halbmefiers r ves dem Dreiece cingejdjricbenen Kveifes.

B, v V(S—“J =5 E—=9 (g 172, 2) ift, fo hat man:

S

iy 2 b i
tang @ = —, tang f = ;—y, tang iy = ;o

B 8. aE=1011 log (s — a) = 237 840
b =956 log (s — b) = 2-46 835

¢ = 533 log (s — ¢) = 2°85 552
2500 770 227

s = 1250 log.s,—=:8:00.691

s —a = 239 log r*= 460 536
§—b= 294 log r = 230 268

(i

| oL ©)
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log tang 4+ « = 9-92 428—10

log tang 4 B = 9:83 433—10

log tang 4+ ¢ = 9-44 716—10
¥ e=40° 1'48" bdaher « = 80° 3'36";
=0 =34°19'40", ... 5= 68°39 20!
dgr =107 S8 I . Lo oy — 10l AT

§ 377. Berednung des Fladeninhaltes cines {diefwint
ligen Dreiedes.

Jft b die gur Seite a gehirige Hobe, fo ift h = b sin y, daher

f= A0 2D sin y....1)
2 2 '
0. h. der Fladeninhalt einesd Dreiectes ift gleid) dem Halben
Producte aud zwei Seiten und dem Sinusd ded pon ihnen eins
gefdloffenen Wintels.

Jady dviefem Sate fann man fiiv den jweiten Auflsjungsfall den Flichen-
inhalt aus den gegebenen Stiicfen unmittelbar bevechnen; in den iibrigen Fillen
mitffen juerjt die nidt gegebenen Stiide dev obigen Fovmel gefud)t werbden.

&l den vierten Fall liefert fdhon die Planimetvie (§. 168, 3) eine juv
unmittelbaven Bevehnung braucpbare Formel, die aud) trigonometrifd) abyeleitet
werden fann. &8 ijt

ab

. b ;
fz?smy:-a—z--.251:11};11005-‘571,

paher mit Riicffidht auf die Formeln III) in §. 370
f=Vs@E—a)(@®E—Db) (s —c)...2).

Jft in diefem Falle jur Bejtimmung bder Winfel der Halbmeffer r bes
bem Dreiecte eingejdhricbenen Kreifes beniitt worden (§. 376, Buf.), fo Hat
man jur Bevednung de§ Fladpeninhaltes (§. 172, 2) die einfadjere Formel

£ = afigm. . 3

4. Hbungsaufgaben.

§ 378. Bablenbeilpiele juv BVerednung verhiminkliger Dreiede:
a b ¢ B y f
1 233 105 2080 p 262408 61 620120 Hl 10920
2 397 228 32567 367 3' 4" . 5425656 37050
3. 505 336 BT  41°42/32" 4891728 63336
4. 56+H 396 40-3 44°29'53" 45°30' T 797-94
& 8-794" “2t088 132171 "33°18' 2* BHEY41VH8“ 3°3026
6 2-3456 1-3988 1-8828 36°36'37" 53°23‘ 23" 1-31685
7. Jn einem vedjtwintligen Dreiecte ift die Hypotenufe a und ein fpiger
Winkel B gegeben; beftimme bdie jur Hypotenufe gehovige Hohe h und die
ourd) diefelbe gebildeten, den Ratheten b und c anliegenden Abfdhnitte p und
q ber Hypotenuje.
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Gin redptwinfliges Drveied aufjuldjen, wenn gegeben ijt:

8. p und h; Qi pound b

10. p und g; 11. b und B.

12. b+ ¢ = s und B; 13. b — ¢ =d und 8;

14. a 4 b =5 und §; 15. a — b = d und §;

16..a 4+ b 4+ c =2sunbd§; 17. f und f.

§ 379. Beifpiele jur Berehnung gleidy[rhenkliger Dreiede:

a b h o i} f

1 88 125 117 410 13% 164w 69° BB 271 0148
2. 240 241 209 5924332" - 60° 814" 25080
3. 672 505 371 83°25' 4" 48°17/28" 126672
4, 312 2:05 1-33 9 o 40° 27 20748
b, _ 4"H 2-3995 0-8338 139°20 20° 20/ 1-876

6. Jn einem gleichfchentligen Dretecte ift die Summe der Grundlinie
und der auf ihv ftehenden Hihe doppelt fo grof als der Schentel; bevedne
jeine Winfel,

§. 380. Brifpicle jur Bevedhnung [hicfwinkliger Dreiede.

a b #E [ i Y f
1hE It 113 120 7037 40" 61°55'40" 110%26' 40" 900
2,119 145 156  46°23'50" 61°5HH'40" T1°40°30* 8190
3. 388 889 . 195 . -f5%10/52" T5°45' 0¢ 29° 44-8* " 36666
4, 569 281 680 BH°17‘31" 23°57' 8" 100°45'21" 78540
. 330-1 412-2 371-3 49°29'H0" 71°42/42" 58°47'28" 58188
. 15-47 17-39 22-88 42°30' 44" 49°25' 49" 88° 3'27" 134-43
. 1-2756 1-27563 0-0065 88°24' 10" 89° 3'30"  2°32'20" 0-03601
. 1-2344 1-4303 0-9332 58" 32' 51" 81°17/36" 10° 9'33" 0-56932

Jn dem Dreiede ABC (Fig. 176) fei CD=h, BD =p, AD =q.

Pan (ofe dag Dreiedt auf, wenn gegeben ift:

Sy Ot

o0 =]

9.a, b und h; 10. b, h und p;

11. p, q und h; 12. h, a und B;

13. a.-- b =8, h uno f; 14. a — b =d, h und a.
15. a 4+ b =8, ¢ und ¢; 16. a — b = d, ¢ unbd y;
17. a + b =s, cunba—f; 18. 3 —b=4d,cumd o — f.

Sn 15, und 17. verldngeve AC um CD = BC und berechne bad Hilfsbreied ABD,
Jn 16, und 18, trage von BC die CD=AC ab und beniihe bad Dilfsdreied A CD,

19. a + b = s, ¢ und f; 20. a —b = d, « und ;
2l. a 4+ b =3¢ pund « — B; 22.a—b=d,pund e« — .
23. Aug einer Seite a und bden Winfeln «, f, ¥ eined Dreieded bdie
ju der Seite a gehdrige Hohe h und den Flacheninhalt £ u bevechnen.
a sin f§ sin y fae a?sin ff siny

hi== - -
sin.e ¢ 2 sin e



24. Die Seiten eined Dreiedes zu bevedynen, wenn der Fladeninhalt £
und bdie Wintel , §, » gegeben finbd.
25, Aug vem Umfange 2s und bden Winfeln «, £, p eines Dreieces
oie Seiten und den Flacheninhalt ju bevechnen.
Durd) Aniwendung § 368 und §. 362, 23 erhilt man
s.sin 1 & __ s.sinif i s.sinty
~ cosifecosiy T cosLacosty " cosiacosip’
f = s?.tang L o tang 1 f tang 1 7.

II. Anwendung der ebenen Trigonometrie.
1. Aufgaben aus der Planimetrie.

§. 38L  Jn einem Rreife (Fig. 177) fei der Halbmefjer OA = r, die
Sehne AB = 5, ber jugehovige Centriwinfel AOB = a; ferner fei 4 der
Sladeninhalt des Dreiedes AOB, F bder Fladheninhalt ded RKreisfectors
AOB unbd f der Fladeninhalt ved Kreidfegments ABQA.

Fig. 177. 1. Gegeben r unbd s; ju fuden o
0 sin L@ = —
2 2r°
2. ®egeben r und «; ju juden s, 4, F
und f.
4 B 8 =2rsin+a«a
2 2 o o
a 4=3sine F = T‘W@' 187),
- 8 r2 | me .
f—F—AH?]I‘W—SIDQ}.
3. ®egeben s und o; zu fuden r, 4, F und £
s Wit A s2m «
rzg—siT%-&, A—Tcot}a, me—%?.—féa,—.
s 7

& TO G (AR a8m FEaa 1
f=F—d'=Fis1e - 00 COtT“:'

§. 882, Die Seite eined veguliven n=Eded fei s, bder
Fladeninhalt f, der Halbmejfer ded cingefdricbenen Kreifes r
und der Halbmejfer des umgefdricbenen Kreifed R; ausd n und
giner diefer Grofen bdie fibrigen zu beftimmen.

Qn bem vedptwintligen Dreiecde AP O (Fig. 177) ift
180°

AP=2, AOP==- OP=r unb OA=R. Man fat daher
1800 a1 808 1809
%:rtang—:Rmn—;—;r:Rcos by
RS G e 1800 __nR* . 3600
f:ns.--g--—Tco TETSE tan ng 2 s R

8. 383. Aus den Winfeln «, B, py cinesd Dreiedes und dem
Halbmeffer R des ihm umgejdhricbenen Kreifes die Seiten zu
beredhmen.



Nad) § 368 ijt
ai— 2 Riam e b= 2R sm e — 2R sin 'y

§ 384, Aus den Winfeln o, B, ¢ cines Dreiedes und dem
Halbmeffer r des ihm einge{driebenen RKrveifed bie Seiten ju
beredynen.

Jit (Fig. 106) OD = OE = OF =r bder Halbmefjer bdeg dem
Dreiede ABC eingejchriebenen Rveifes, jo ijt

BE =rcotif, EC=rcot}y; bdaber

azr(cot.}ﬁ_i_cot%y):rsin%(ﬁ_f_?): reos i

e T
sini fsindy sinifsiniy

@Ebenjo erbilt man

r ¢cos ¢ fi 0 reosty

sindesiniy’ ¢= Sniasnif’

§. 385. 1. Den Fladeninhalt £ eined Parallelogramms ju
finben, wenn zwei Seiten a, b und der von ifhnen eingefdlofjene
Wintel e gegeben find.

NMoan erhilt f = ab sin e.

2. Den Fladeninhalt £ eined Vievedes ju beftimmen, wenn
pefjen Diagonalen p und q und ihr Winfel ¢ gegeben find.

Beftimmi man die Fladeninhalte der vier Dreiecte, in weldhe das Bieved
ourd) die beiden Diagonalen jevlegt wird, nacd) § 377, 1) und abbdiert bie-
jelben, fo ergibt fich

f=21

> sin .

2. Aufgaben aus der proktifden Geometrie.

§ 386. Die Hohe h eines Gegenftanded AB (eined Thurmes)
zu beftimmen.

1. Wenn man u dem Fufpunfte A mefjen fann.

MNoan meffe von eimem Punfte ¢ aus die Strede CA = a, und in C
pen Hihenwinfel ACB = «; dann ift h = a tang «.

2. Wenn man nidht zu dem Fufpunfte A mefjen fann.

Man meffe in einer durc) B gehenden Verticalebene die Strede CD —=a
alé Standlinie und in ihren Endpuntten bdie Hohenwinfel ACB = « und

ADB = f; bamn ift h = ____Zij;‘zcj‘j’}f.

§. 387. Dic Cntfernung zweier Punfte A und B (Fig. 178)
auf dem Felde zu beftimmen, wenn {ich diejelbe mwegen eines
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dagwifden befindlidjen Hindernifes nidht
unmittelbar meffen [dfst.
Dian meffe von einem bdritten Punfte C
L /B aug bie Streden CB =a und CA = b, jowie
den Winfel ACB = p. Damn ift
AB = 2=" (8 374, 3uf. b),

cos @

_23‘111 7 Vab ift,

wo tang ¢ = iy

§. 388. Die Gutfernung zweier Punfte A und B (Fig. 179)
auf dem Felde zu beftimmen, wenn man

Sig. 179. 4 :
. nur gu einem derjelben fommen fann.

% \\ﬁﬁ_ Man wihle einen bdritten Standpuntt C,
A ]1 pon Dem man ju einem bder beiden Punfte A

/) oder B hin meffen fann, und meffe die Strece
BC =a, fowie die Winfel B = und C=1.
Dann evgibt {ih nady § 373

AB=_ 7y

§ 889. Die Entfernung jweier Punfte A und B (Fig. 180)
auf dem Felde zu beftimmen, wenn man ju Feinem bderfelben
fommen fann.

Man wihle zwet Standpuntte C und D, mefje die Standlinie CD = a
und in ihren Endpuntien die Winfel ACB =, BCD =, ADC =y

ud ADB =d. Dann hat man

Fig. 180,
im/AACD. . AD = 22D —1 (5. 573),
» ABCD. .BD = ;;%}f; 5= (5.37),
« AABD.. AB =2=° (8. 374, 3ui. b),
o tang @ = Eiim“b%j I/E ift.

§. 390. Beim ZTracieven einer Eifenbahn wurden die Geva-
pen AC und BC (Fig. 181) ausgeftedt und ihr Wintel ACB =«
gemeffen; ed foll ber bdie beiden Gevaden Dberiihrende Rreis-
bogen vom Halbmejfer r ausgejtedt wevden,
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Rur Feftlegung der Beriihrungspunite T und T*

dig. 181, hat man
T @ R==i0 =y cot 1 o.
Aur Beftimmung der Mitte M ded RKreisbogens
braucht man, wenn MP | CT ift, nur dbie Strecfen
¢ M 0 PT und MP su fennen; man fat nun, dpa MOT =
S 90° — £« ift,
FM PT =rcos+e, MP =0T —0D =r — rsin {e.
Pria BWill man wijhen M und T aud) mehrere Zwi-

jchenpuntte des RveiSbogens MT erhalten, o benft
man fidy denjelben in n gleide Theile Tm, mm’,.. getheilt, deven jeder dem
BWinfel f = % MO % (90° — 4 «) entjpricht; bdann ergibt fih, wenn
mp, m'p’, .. 3u CT normal find, zur Veftimmung der Punfte m, m’,..
p = r sin f, mp =1 —r cos f§;
P Sk dinf2 8 68 m'p'=r—recos 2p; u i w.

§ 391 Die Hihe einer Wolfe aus deven Bilde in dem
©piegel eined Teidhes ju beftimmen.
. $ig. 182, Gin Beobadhter A (Fig. 182) befindet fid) in
I/ der Hohe AB = h iiber dem Spiegel eined benad-
barten Teiched D; er vifiert nad) einem martierten
Punite C einer Wolfe unbd mifst ben Winfel CAH = g,
ven diefe Vifterlinie mit der duvd) fein Auge gehenden
Horizontalen AH bilvet. Die Wolfe fpiegelt i) im
Teidye, dev Beobadhter ficht ihr Bild in der Ridytung
AD und mifst den Winfel HAD = &, den die Ridy-
tung zum Bilbe mit der Horizontalen einjdhlieft. Fu
judjen ijt die Hihe CE = x bder Wolfe iiber bdem
Teidniveaw aud h, «, p.
v D- B Aus A\ CED ift x=CD.sinCDE, und da
nath dem Spiegelungsgefete W. CDE = ADB = « ijt, hat man x =
CD.sin e.

Die tiinge CD ergibt fih aus dem Dreiede CAD; o8 ift
CD;: AD = sin CAD : sin ACD = sin (« 4 ) : sin (e — §);

Daler Gl = 1 s st

sin (¢ — ) "
@ndlidh ift aus A\ ADB die Cange AD = - Folglidy it
Lo sin (e A f)
x=h. sin (@ — f) °

§ 392. Aus bdrei ihrer:Lage nad :auf dem Feldbe gegebenen
Puntten A, B, C die Lage gined vierten Punfted D ju beftim-
men, wenn man nur die Winfel meffen fann, welde die von D

Modnit, Geometrie. 14



. 1
an dbie drei Punfte gezogenen Bijievlinien bilden. (Pothenot'jdhe
Aufgabe oder Problem ded Ritdwartdeinjdneidens beim Mejstifd).)
&8 fei oad Dreied ABC (Fig. 183) gegeben, und

&ig. 183, gwar BC =a, AC =b, ®. ACB = C. Man mefje
(4 in dbem ber Cage mnady zu befttmmenden Punfte D bie

% BWinfel BDC = e undp ADC = 8.
B @ept man CBD =x und CAD =y, o iftx 4+ y

= 360° — (@4 f 4 C), fomit befannt. Da a:CD =
sine:sinx und b: CD =sin f:siny ift, o folgt
sinx _ bsine 5
siny — asinf’ aher
sinx—siny  bsina—asing _. cotp—1
sinx+siny = bsine-4asinf  cotg 1’
wenn  der Winfel @ fo beftimmt wird, dafs cot ¢ = L S ijt; ober

a sin §

tang 1 (x — ; | ‘
e 2 = oot (45" + g) §. 858, 87 und §. 362, 10); folglich

tang  (x —y) = tang § (x + y) cot (45° 4+ p).
WA +(x+y) wd 4 (x—y) ehilt man x und y. Dann ift
a sin (@ +x b sin a sin x b sin
DB = #’ DA :“H%?L)’ DC= sina sinﬁy'

Wie geftaltet fich die Wnfldfung, wenn D unerhald ded Dretected AB C, oder in der
Gtrede AB liegt?

§ 393. Die Gntfernung OM = d (Fig. 184) bes Mondes M

Fig. 184, von dem Gromittelpuntte O (bie geo-
centrijche Entfernung des Mondes) zu bes
ftimmen. (Paralladfen-Aufgabe.)

&g feien OZ und OZ‘ die Bertical-
linien gweter Beobadhtungsorte S (Stod-
holm) und C (Gap) unter demfelben Me-
vidian; ift A ein Punft bes Hquators,
jo it AS = b bie geographijdhe Breite
von S, ebenfo AC =Db’ jene von C.
Awei Beobachter, der eine in S, der andeve in C, beobadyten in demfelben Augens
blice bie Benithdiftang bes Mondes, b. i. die Winfel ZSM =z und Z'CM = z'.
Aué z, z, b, b* und dem Halbmeffer r der’ Grde ift die Entfernung d u
beftimmen.

Aug dem Bierede MSOC ift x 4 y gegeben; denn

(x +y) 4+ (180° — z) + (b + b*) + (180° — =) = 360",
baher x+y=z4+2z)— (b +b)...1).

Um jeden der Winfel x und y eingeln zu beftimmen, hat man

aug ANMOS..r: d=sinx:sin (180° — z),
aud ANMOC..r:d = siny: sin (180° — 2'),
mithin sin x : sin y'= sin z : sin z‘, und hievaus
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(sinX 4 sin y) : (sinx — siny) = (sin z + sinz’) : (sin z — sin z‘),
oder mit Riidfidht auf §. 3568, Fovm. 37)

tang x;'_y : tang x;y = tang

z -z’ z —z'
5— ¢ tang ——...2).

Aug 1) und 2) erhilt man x + y und x — y und barvaud x und y.
Dann folgt aug AMOS oder AMOC

r sin z r sin z’
d=—— ober d = — i
sin x sin y

Fiir r =1, b.4=b" = 983°154QT", 7 ="38"20' 24", ' = 61°13'33"
erhilt man d = 62°46.

3. Aufgaben aus der Steveometrie.

§. 394. ®egeben ift eine Strede S tm Raume und ihr Nei-
gungs8winfel o gegen eine Gbhene MN; man beftimme bdie Pro-
jection s der Strede auf bie Ehene.

&8 fei AB =S ({Fig. 185) bie gegebene Strecte, Aa | MN und Bb | MN,
alfo ab = s bie Projection der Strede auf MN. Iieht man in der Ehene
ABab die AB'[ab, fo ift Ab'=ab und BAb' = e; aber Ab' =
AB cos a; daher s = S cos «.

§. 395. ®egeben ijt ein Dreied D und fein Neigungdwinfel
o gegen eine Ghene MN; man bejtimme die Projection d bes
Dreieced auf die Ebene. d =D cos a.

Beweis. Dag Dreied D fei ABC (Fig. 185). Man fann immer
burd) einen Gefpuntt A desjelben eine mit MN pavallele Ghene MN‘ legen,
weldye das Dreied ABC in AD fjdymeidet. Danu ift die Profection Ab’e’
beg Dreieces ABC auf bie &bene M'N’. offenbar congruent mit der Pro-
jection abec besfelben auf die Gbene MN. Die AD theilt fowohl dag
Dreied ABC in bdie Dreiefe ADB und ADC, al8 audy defjen Projection
Ab’c’ in dbie Dreiede ADD' undb ADc".

Aieht man BB! | AD unbd verbindet B/ mit b’, jo ijt BB'b' = ¢,
baher B'b! = BB’ coser. Jam ift AN ADB=4AD.BB' undb A\ ADbD’
=4+AD.B'b' =4+ AD.BB'cos e = /\ ADB. cos . Ebenjo erhiilt man
AADce = A ADC.cos e; fomit ift d =

Fig. 185. AADDY + AADe' = (AADB + ADC).
: /? cos ¢« = D cos c.
o T . y 8. 396. ®egeben ijt ein Bieled P

= 7 und fein Neigungswinfel « gegen eine
N Gbene MN; man bejtimme die Projec:
(& tion p bed Bieledes auf die Ehene.

: p.= P.eos g,
a - Tolgt qus §. 395, wenn das BVicled durd)
Chy

Dingonalen in Dreiece gerlegt wird.

14%
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§ 397. Ju ciner breifeitigen Pyvamide {ind bie Flddhen-
inhalte f, f,, f; dreier Grenjfladen nebjt den von ihnen gebil-
beten MNeigungswinfeln e, «,, « gegeben; man bejtimme den
Fladgeninhalt £, der vievten Grenzflade.

Da jede Flacdhe der dreifeitigen Pyramide gleidh ift der Summe der
Projectionen der iibrigen drei Fladhen auf diefelbe, fo hat man, wenn B, B,,
B, die Neigungswinfel der Flichen f,, f,, £, mit der Flache f, bejeichnen,

f, = f, cos &, + f, cos &, 4 £, cos B,
f, =1, cos &5 + £, cos ¢, + £, cos f,,
f, = f, cos &, + £, cos o, + f, cos f,,
f, = £, cos §; 4+ £, cos B, 4 f; cos B,.

Multipliciert man bdiefe Gleidhungen der Reihe nad) mit f; f,, £, f,

und jubtvahiert dann die Summe ber erften drei von der vierten, fo folgt
2 =14+ £, + £, — 21, {, cos ¢, — 2f, £, cos &, — 21, {, cos a,.

Driice biefe Beziehung in Worten aus!

§. 898. Den Jnhalt v einesd Parallelepipeds zu berednen,
peffen rundflade bejtimmt ift und bdeffen Seitenfante ¢ mit
per Grundflache den Neigungdmwintel ¢ bilbdet.

Jit die Grundfliadhe ein Redted mit den Seiten a und b, fo findet man
v = abec sin g.

JQft dagegen die Grundfldche ein jdhiefes Parvallelogramm, bdeffen Seiten
a und b den Winfel p einjchliefen, fo Hat man

v=abec sin y sin .

§. 899. Ru bejtimmen ift (§§. 334 und 335, Fig. 167) a) cine Kugel-
mitge M, wenn r und der Cenfriwinfel AOB = « gegeben find; b) eine
Kugelzone Z, wenn r und die Winfel AOB =« md AOC = &' ge-
geben find.

a) M = 2r®z (1 — cos a), b) Z = 2r’x (cos & — cos a’).

4. Aufgaben aus der mathemati[dew Geographie.

§. 400. 1. Den Meridianbogen b der Erbde, dben man von
einev Hohe h iberfehen fann, zu beftimmen, wenn der Halb:
meffer der ald Kugel betradteten Erde r ijt.

Fiir bag Gradbmaf des Bogend e erhilt man cos ¢ = ﬁt’h_'

Aug e wird dann nad) §. 185 bdie Bogenlinge b bejtimmt.

2. Den Halbmejfer o eines Pavallelfreifesd der Erde aus
der geographifden Breite o ju beftimmen, wenn der Halbmeffer
per Grde r it

0 = r cos .

§ 401. Das Neg einer jtereographijdhen Hquatorial-Pro-
jection dber Erdfugel ju entwerfen. (Fig. 186 ftellt einen Quadranten
be§ Projectiondneies dar.)
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Fig. 186. Bet diefer Projectionsart pro-
D ficiert man die Bavallel- und die
Meridianfreife aus einem Puntte
O bes Jquators auf diejenige
Meridianebene, weldhe mit der
burd) O gehenden Berithrungs-
cbene der Grdfugel pavallel ift.
Die Projectionen des Aquators
und de§ dpurd) O gehenden Mie-
ridiang find Strecen, die Pro-
jectionen afler iibrigen Pavallel-
und NMeeridiantreife find wieder
A = ‘ N Rreife, und jwar jdneiden fid)
F 0 (54 A F bdiefe unter bdenfelben Winkeln,
wie bie projicierten Kreife. Die
Mittelpuntte dev eingelnen Projectionsfreife Tliegen auf den Verlingerungen
der ON und der QO. A8 Beftimmungsitiicte derfelben erhilt man:

a) fiiv die Projection AB eines Pavallelfreijes von der geographijchen
Breite ¢, wenn ON = 0Q = r gejefst wird und BD eine Tangente des
Kreifes NBQ ift, wegen BDO = BOQ = o,

Halbmeffer DA = DB = r cot g,
Abftand OA = =
sin @

b) fiir bie Projection’ NC: eines Meridiand von der Linge 4 in Besug
auf den durd) O gehenden Meridian, wenn NE eine Tangente bes Kreifes
NC und NF | NE ijt, wegen NFO = ONE =1,

‘Halbmefier FC =FN = =1

sin i/

—recot o = rtang%;

Abftand O.C = —— — r cot A = r tang %

sin '

. *5. Fbungsaufgaben,

§. 402, Aug dev Planimetrie.
1. Qu reinem: Rechtete: ift die Diagonale: d und der Winfel: ¢, welden
fie mit einer Seite bilbet, gegeben; bevecdyne die Seiten und den Flacheninhalt.
1a. Wie grof ift die Fliche eines Rechtedes, von bdem die Diffeveny
Jmweier sujammenitogender . Seiten 40 em ift und  der Winfel ber beiden
Diagonalen 36°20° betrigt? : '
= 11681 e
2. Aus dben Seiten a und b eined Redptecfes die Winfel ju beftimmen,
weldje  bie’ Seiten’ mit einer Diagonale bilden.
2108, Aus den Diagonalen’'d und d’ eined’ Rhombus die Wintel desjelben
su bevechnen. MgIUnTI-530 Hn Dl 140 jov ]
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3a. Die Seite eined Rhombus ijt a = 25 cem, ein fpiter Wintel des-
felben o« == 38°0'2"; wie groff ift der Rabdiug eined RKreifes, weldher mit
viefen Rhombug gleidyen Jubalt hat?

&g —
r=;:~]/9zsma.

4. Aus einer Dingonale d ecines Pavallelogramms und ben Winfeln ©

und 3, welde diefelbe an ihvem einen Endpunfte mit den Seiten bildet, bie
@eiten ju bevedjmen.

5. Jn einem Parallefogramm find die Diagonalen d und d* nebjt dem

pont ihnen eingefdhloffenen Winfel » gegeben; beftimme bdie Seiten und bie
Wintel des Paralfelogramms.

Da. Die Seiten eined Pavallelogramms find u bevedhynen, wenn bdie
beiden Diagonalen d = 84-5em, d, = 364 cm wnd der Flacheninhalt

f = 14280 ¢m® gegeben find.

2f
SIDB——E

6. Aug den beiden pavalfelen Seiten a und b und dem Fladeninhalte £
eined gleidhjchenfligen Trapeged die Winfel desfelben 3u bevecdhnen.

6a. Gin gleihjhentliges Trape; Hat bie pavallelen Seiten a = 94 m,

b = 68m und ben fpigeu Winfel « — 65°5' 43"; wie grof ift der Jnbalt?

&;tk)(a_" ) i i

7. Die Seiten und bdie LWinfel eined gleidhentligen Trapezed aus einer

Diagonale d und bden Winfeln @ und ¥, welthe fie an ihrem einen Endpunite
mit ben &eiten bildet, ju beredyten.

Ta. Bon einem gleidhjdentligen Trapeze jind bdie Sdenfel ¢ =8 m
und der RNadiug bdesd umgejdyriebenen RKreifed r = 10m gegeben; bdie Flade
foll den fiinften Theil der umgefchricbenen Rreisfliche betragen; wie grof find
vie Seiten und Winfel diefes Trapezes?

a=18-'06m, b'=05-99m, a = 40058'15%.
8. Aug den beiden parallelen Seiten a und b eined Trapezed und bden

ber Seite a anliegenden Winfeln « und f bdie nidt puraﬁelen Seiten ju
beredmen,

8a. Gin trape;formiges Feld hHat bie paraflelen Seiten a = 425 m,
b = 325 m und eine nidht pavallele Seite ¢ = 200 m ; meld)en SHI;aIt ljnt
biefed Trapez, wenn eine Diagonale 37D m betrigt?
£ = 66176 m?. :
9. Qn einem Trapeze find die grofeve Pavallelfeite a, die ifr anliegenben
Wintel « und f und die mit ihr den Winfel o cinjdlicfende Seite o
gegeben; wie grofi ift der Flacheninhalt ded Trapejes?
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9a. Wie grof ift der Jnbhalt eimer trapejformigen Wiefe, wenn bdie
beiden porvallelen Seiten a — 318 m, b = 215 m lang find und bdie bder
lingeren ©eite anliegenden Winfel & = 63° 45" und y — H8° 40" betragen?

P (a-+b)(a—Db) sin e sin y
2 sin (e -+ 7)

10. Den Flicheninhalt eined zwijhen zwet parallelen Sehnen eines
Rreifes liegenden Stiicfes ju Beftimmen, wenn bdie Abftdnde d, d' der Sehnen
vom Kreigmittelpuntte und der Halbmeffer r gegeben find.

11. @ine Seeante und eine Tangente desfelben RKreifed jdmeiden fidh
unter einem Winfel von 60° bder dufere Abjdynitt ber Secante ift gleich 1,
ber inneve gleid) 3; wie grof ijt dev Halbmefier des Kreifes?

1t a. Qu einem Kveife fchneiden fidh zwei Duvchmeffer unter einem
BWinfel von 30°; verbindet man ihre Enbdpuntte, jo ift die eine Berbindungs-
fehme um 409 m linger al8 die andere; wie grof ift der Halbmeffer ded
RKreifes ?

2892 m.

12. Weldhen Winfel bildben bdie duferen gemeinfamen Tangenten jiweier
Rreife, deven Halbmefier r und r* find, und deren Centrale gleid) ¢ ift?

13. Drei Kreife mit den Halbmeflern R, r und ¢ beriihren fih von
aufen; bejtimme die Winfel, welche bdie drei Eentvalen miteinanber bilber.

14, Den Fladeninhalt £ eineg Dreiecfed zu berechnen, wenn nebjt den
Winfeln & = 65° 28’ 14", f = 42° 30’ 4" desfelben a) der Halbmeffer R =
205 mm de8 ihm umgefdyriebenen, b) der Halbmeffer r = 150 mam bed ihm
eingefdyriebenen Kreifes gegeben ift.

a) f = 2 R¥sin e sin fsiny; b) f =r2cot L ecot] feotiy.

15. Die Winfel «, B, p cines Dreiectes und der Halbmefier R ded ihm
umgejdyricbenen Kreifed jind gegeben; man beftimme bem Halbmeffer r Des
viefem Dreiede eingefdjriebenen Kreifes.

r =4 Risin{ asin fsinfy.

16. Qn einem Sehnenvievede ABCD (Fig. 78) find die Seiten AB == a,
BC =b, CD =¢, DA = d gegeben; man beftimme bie viex Winkel «, B,
y, 6, die in devfetben RNeifenfolge an den Punften A, B, C, D [liegen.
=) =9
(8—Db) (s—c)

17. Sn einem Sehnenvievede find gegeben ziwei gegeniiberliegende Seiten
a und e, ein Winfel o und der Hatbmeffer R ded umgefdhriebenen Kreifes;
bevedme bie beiden anbdeven Seiten.

18. Qn einem Sehnenvierece jind die beiden Diagonalen m wnd n, der
von ihnen eingefhlofiene Windel p und ber Halbmeffer r ded Kreifed gegeben;
beftimme die Winfel und die Seiten des Sefnenvieveces.

19. s jwei anftofenden Seiten & wnd b eined Tangentenvieredes,
bem von ifhnen eingefchlofienen Winfel S und dem Halbmeffer r ded Kreifes
bie Winfel und bdie Seiten des Bievedes. ju beredynen.

tang%= m028=a+b+0+di&.
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Bablenbeifpiele jur Berednung reguliver Hieleche.
n 8 r R f

20. 5 2-6042 1-7922 22153 11-669.
21. 8 15 1-8107 1-9598 10-964.
22. 10 1-5596 2-4 2-5235 18- 715.
23. 15 0-83165 1-9563 2 12-202.

24. 24 0-39251 2-2503 22697 16.

25. Ein vegulives Bwilfed ift flacengleidh mit einem veguliven Sedhs-
ede, defen Seite s = 4 ift; iwie grof ift der Halbmefjer des dem veguliven
Awbdlfece eingejdyricbenen Kreifes ?

26. (Das Pavallelogramm dev Krifte) G8 jeien p und q wei
Rrifte, welde auf einen Punft unter dem Winkel @ wivfen und mit der Ridy-
tung der JRejultievenden r die Winfel a und  bilden. Wenn von bdiefen fechd
Grdfien drei gegeben find, und jwar:

Upq,9;- S)propeed)pr, o5 T)r e b

2) pr 9 @; 4) p, 1, B3 6) p, @ B; 8) p q, 1;
in jebem Falle die drei ibrigen Grifen ju beftimmen.

27. Wie hody ift der Stand der Sonne, wenn ein 24 m Hoher Gegen-
jftand in ber Hovizontalebene einen Schatten von 72 m Linge wirft?

28. BWie groff ift der wahre Durdymeffer des Mondes, wenn jein fdein-
baver mittlerer Halbmejfer 15' 31-69" und feine mittlere Enifernung von
ver Grde 51805 geogr. Meilen betvagt?

29. Wie grof ift der {deinbare Duvdhmefjer der BVenus bei einer Ent:
fecnung d = 5127000 geogr. WMieilen von dem Beobadhter auf der Erde, wenn
ver wahre Durdymeffer a = 1680 geogr. Meilen Detrigt?

30. Damit ein Gegenjtand in der normalen Sehweite von 2Hem fichtbar
fei, mufé fein Sehwinfel mindeftend 40" betvagen; wie grof mufs daher der
Duvdymeffer eined fichtbaren Gegenftandes mindejtens fein?

31. Unter welchem Winfel o fieht ein Niann, deffen Auge 146 m fiber
vem Boben evhaben ijt, einen Thurm von 65 m Hohe in ber GEntfernung
vont 85 m? ‘

8. 403. Aus ber Stereometrie.

1. Die Grundildche eines Pridmas ift ein Dreiedt, meid)eé bie Wintel
@, B, y hat und cinem RKreife vom Halbmejjer R eingefdhricben ift, die Seiten-
fanten desfelben find gleid) s und gegen die Gvundfldche unter dem Winfel ¢
geneigt; wie grof ift dad BVolumen beg Prismas?

v == 2 s R2 sin « sin f§ sin y sin @.

2. ®egeben ijt der Cubifinhalt v einer gevaden Pyramide mit qua-
pratijdher. Grundfldche und der Neigungdwintel « der Seitenfante gegen bdie
Grundfldche; beftimme a) die Grundflade, b) die Seitenfante.
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2a. PBon einev dreijeitigen Pyrvamide ift jede Seitenfante 40.em lang,
von ber Grundflidhe find zwei Seiten 23 e und 12¢m und der von ihnen
cingefdhloffene Winfel T4°52‘42" gegeben; wie gvof it der Jnhalt diefer

Phramide ? ’ :
v =1695°6 cm3.

3. Qu einer veguliven n-feitigen Pyranmtide ift a die Grvunbdfante, s bdie
Seitenfante; wie grof ift a) bdie Oberflade, b) dag BVolumen?

3a. Bon einer vegelmdfigen zefnfeitigen Pyvamide find bdie Seiten-
fanten s = 132 ¢m lang und gegen die Bafid unter dem Winkel o« = 35° 15/
geneigt; wie grof ift dev Jnbalt diefer Pyramide?

v == £ 55 sin 2 & cos o sin 36°.

4. Die Oberflache und dag BVolumen einer veguliren n-feitigen Pyramide,
beren Grundfante a und bdeven Hohe bder doppelte Halbmefjer des um bie
Grundflache bejdyricbenen RKreifes ift, ju bevedynen.

5. Dag Bolumen einer veguldren Pyvamide, die jur Grundilade ein
n-E&¢ mit bder Seite a hat, ift v; wie groB ijt ‘ber ERengungé’mmfe[ einer
@eitentante gegen die Grundflidye?

6. QJu-einem reguldven Pyvamidenftumpfe ift die drdfeve @runbf[ncf)e
cin Uchted mit der Seite a, die Projection eimer Seitenfante auf die grifere
Grundflache p und ber gugehiorvige Neigungdivintel o; bevechne a) bdie Ober-
flache, b) bdad Bolumen ded Stumpfes.

7. 'BWie ‘grof ift a) die Oberfliche, b) bas Volumen cines geraden
Regels, deffen Seite s mit dev Grundfliiche den Neigungswintel o bildet?

Ta. Der Jnbalt eined geradben Kegeld fei V. und die Seitenlinien bdes
Regels feien unter dem Winfel o gegen die Bafid geneigt; wie grof it die
Deantelfladye? 3

2
MT ‘/( s‘?inva eo’: o .

8. Die Manteloberflade und dad BVolwmen eines geraden Kegeld aus
pem Halbmefjer r der Grundflache und dem Winfel & am Scheitel  eines
Achfenfchnitted zu bevechnen.

0090 Qneinent fchiefen Regel ift die Wdhfe a gegen die @runbﬁurf)e deren
Halbmeffer r ift, unter dem Winfel « geneigt; wie grofy ift bdie Hiohe, bdie
grdfte und oie fleinfte Seite des Kegels?

10. Qu einem jhiefen Regel ift « Ddev f[emfte eigungswintel einer
Seite ‘mit der Grundflade, h die Hohe und p bdie Projection der Adyfe auf
dbie Grundfladye; zu bevednen ift das Bolumen.

10a. BWie grof ift der Juhalt eines fdjiefen Kegels, wenn bdie Heinfte
eitenlinie b dedfelben 15 dm  betrigt und gegen die Grundfliiche unter
« = T4°36', bdie grifite Seitenlinte aber unter = 36°48" geneigt ift und
bie Hiohe 3wtic[;en der griften und Heinjten Seitenlinie liegt?"

b x sin e sinp?

V= —

1% sinfd
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11. Dag Dolumen eined gevaden Kegelftumpfed aus bder Seite s,
ihrem MNeigungdwinfel o gegen die grofere Grundflide und der Mantelober-
flaiche m zu berechnen. i o

v=T.sma.[52—ﬂ2-+—3— cosa“].

11a. Bon einem geraden, abgeftussten RKegel mit der Seitenlinge 1 m
ift die Mantelfliche gleid) der grofen Grundflicdhe und der Neigungswintel
einer Seitenlinie gegen bie Grundflache 60°; wie groff find die Radien und
vie Pantelfliche?

R=170Tm, r=1-20T7m, m=9-071m?

12. Qu einem gevaden Kegeljtumpfe find R und r bdie Halbmeffer der
Grundfliden und v dad BVolumen; iwie grof ift a) bder Neigungdwinfel e«
ver Seite gegen die grofere Grunbdflade, b) die Seite s, ¢) die Mantelober-
flide m bes Stumpfes?

3v R—r 7 (R2 — r?)
tang o = T = R

7 (RE— 1) 5= s a T cose

12a. Wie grof ift der Jnhalt eimed gevaden RKegeljtutes, wenn die
Mantelfliche 194-35 em®, die Seite 7T-Gem und der Neigungdwinfel der
legteven gegen die @rundfliche 84°28‘ 30" betriigt?

.= 379-9 cmn®;

13. Qn einem fdyiefen Cylinder ift die Udhje a gegen bdie Grunbdilide,
veren DHalbmeffer r ift, unter dem Winfel « geneigt; berechme a) den Fladen-
inhalt ded zur Grundfldche normalen Acdhjenfchnitted, b) dag Volumen bed
Eylinders.

14. Wie grof ift a) bie Rotationsfliche, b) der Rotationsfbrper eines
reguliven Bwolfeded mit der Seite a um eine dasjelbe Halbierende Diagonale
alg Achfe?

15. Gin Dreied, in weldem jwei Seiten a und b den Winfel p ein-
jplicfen, dreht fidh um bdie brifte nidht gegebene Seite; iie grof ift das
Polumen ded Rotationsfirpers?

15a. Gin Dreied mit ber Seite b = 5 dm und den beiben anfiegenden
Winfeln o = H4° 36!, p — T4° 54 votiert wm b als Adyfe; wie groff ift die
Dberfliiche nud der Inhalt ded Rotationdtorpers?
y+ e y— ol b¥7 (sin & siny\2
R e e o p o)

16. Die Oberflade einer Kugel ift o, eine Calotte berfelben m; be-
ftimme den Centriminfel e de§ Bogens, bdurd) deffen Umbrehung bdie Ealotte
evzeugt wird.

17. Yug dem Lolumen v eined KLugeljectors und bdem Winfel o des
Adhfenjdymittes ben Halbmeffer r ber Kugel zu finben.

18. 3n einer Kugel, deven Volumen v ijt, wird ein gerader Kegel be-
fdyrieben, deffen Winfel am Scheitel ded Adhjenichnitted « ift; wie grof it
bag Bolumen des RKegeld?

e sin e sin y sin
- 1 1
sin 32 ‘A
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18a. Einer Kugel von O = 50 dm?® Oberflade foll ein gerader Regel
eingefchrieben werden, weldher an der Spike den Winfel o = 34° 18 36" hat;
wie grofi ift der Jnhalt des Kegels?
¥ & «2»3?5 R’f(sin o cos —g—)z.

19. Die Adyfe a eines fdhiefen Kegeld bilbet mit ber Grundiliche, deven
Halbmeffer r ift, den MNeigungswinfel «; wie grof ift der Halbmefjer der um
ven Kegel bejdhrichenen Kugel?

20. Gin Rreidfector, deffen Centriwinfel « und bdeffen Halbmeffer r
ift, dreht fich um den zur Sehne feine§ Bogens pavallelen Durdymeffer; wie
groff ift a) bie Oberflidhe o, b) dag Bolumen v de§ Rotationsforpers?

0 it g RN i PR
o=2r x(251n2-—§-cos2), v 5 8iR

21. ©egeben find ber Halbmefier R und r ber griferen uund bder fei-
neven Grundiliche cined gevaden Kegelftumpfed und der Neigungdwinfel « der
Geite mit ber grigeven Grundfliche bes Stumpfed; beftimme die Hohe einer
Kugelmiige, welde bdev Manteloberfliche ded Kegelftumpfes gleid) ift und zu
einer fugel gehirt, weldye die Hohe desd Stumpfes jum Halbmeffer Hat.

22. Wie hod) mufd ein Verg mindeftens fein, damit man feine Spie
vom Mieere aué nody in einer Entfernung von 100 Kilometer fehen fann?

23. Wie grof ift die Flihe der Erde, die man in einer Hohe von THm
itherfieht ?

24. Wie viel geogr. Weeilen hat der Paralelfreid von Wien in bder
geogr. Breite von 48° 12/ 35" ? (Halbmeffer ber Erdbe — 858-474 geogr.
Meilen.)

25. Bei weldjer geogr. VBreite betviigt ein Grad des Pavallelfreifes
8:623 geogr. Meilen? .

26. Bwei Orte der Erde liegen auf dem pten Grabe nbrdlider Breite
und haben eine oftliche Lange von beiiglicy 4 und A'; wie weit find diefelben
ling8 ihves Pavallelfreifed von einanber entfernt?

@ =47058', 2 =42015/, A'=31087/, r = 8568474,

27. Bwei Ovte fhaben gleihe geogr. Breite ¢ (48° 127 35"), ihre
Mittage diffevieven um m (10) Minuten; wie grof ift ihr Abftand lings des
Baralleltreifes ?

28. Bwei Ovte pon gleidjer geogr. Breite ¢ (74°4’) find lings ded
Parallelfreifes c (442) Meilen von einander entfernt; wie viele Grade betrigt
ver Unterfdjied ihrer geogr. Lingen?

29. Bejtimme die Hohe und die Oberflache a) der heifen Sone, b) der
gemifiigten Zone, ¢) dev falten Bone der Erde, wenn man bden Erdhalbmeffer
r = 858474 geogr. Meilen und ¢ = 23°28‘ al§ den Abftand ded Polar-
Freifes vom Pole, wie aud) al8 ben Abftand bdes Wenbefretfes vom Hquator
annimm. s
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Dritter AbTdnitt.
Sphirijdhe Trigonometrie,

L auflofung der fpharifden Dreiedie.
1. Redytwinklige fphirifdye Breiedie.

§. 404. Gin jphavijdjes Dreied fann einen, zwei oder aud) drei vedhte
Wintel enthalten. Sind alle drei Wintel eines fphavijdhen Dreiectes vedite, o
jind bie drei Seiten Quadranten; fommen zwei vechte Winfel vor, fo ftehen
denfelben ebenfalld Quabranten gegenitber unbd bie dritte Seite muis ebenjo
viele Grade enthalten wie bder dritte Winfel. Diefe beiden Flle geben alfo
su feiner Aufgabe Anlafd, und es brauden hier nur jolde fphavijde Dreiede
betvachtet gu werden, welde blof einen vedyten Winfel enthalten.

Trigonomefrifdhe Lehrfite fiber Dad reditwinfiige fphirvifhe Dreied.

§. 405. @8 fei ABC (Fig. 187) ein bei A vedhtwinfliges {phiirijches
Dreied, und O der Mittelpuntt der jugehorigen Kugel; b und e feien bie
Ratheten, B und C' die thnen gegenitberliegenden Winfel und a die Hypotenufe.

Sefst man junddjt alle drei Seiten und die Winfel B unb € Ieiner
al8 '90° poraus, jieht CD | OA, CE | OB, und verbindet D mit E,
fo ift (§. 219, 2) CD | Gbene AOB; DE ift dann die Projection der CE
auf AOB, und daher | OB (§. 210); mithin ift Winfel CED = B.

Fig. 187, 1. Man hat nun
OE =00C.cos a,
OE = 0D.cose = OC.cosb cos ¢;
daher OC.cosa = OC. cosb cosc, mithin
cosa = cos b cos'c...1);

b. h. der Cofinus dev Hypotenufe ift gleid
- w bem Producte ausd den Cofinud der beiden
£ B Qatheten.

2, Fewner it CD = 0,C . sin b,
CD=CE.ginB =0C.sina sin B;
mithin OC.sinb = OC.sin a sin B, und folglich
: sin b = sin a sin B. } 2);
L. U2);

Gbenfo_erhilt man sinc = sin a sin C;

b. . dber Sinus einer Rathete ift gleid dem Brobducte aus dem
Sinus der Hypotenufe und dem Sinug de§ diefer Kathete gegen-
iiberliegenden Winfels.

3. @8 ift aud)
DE =CE.cos B = 0C.sina cosB
DE = OD.sine = OC.cosb sinec= 0C.cosb sina sin C (nad 2),
mithin OC.sina cos B = OC .cos b sina sin C, folglid)

el
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cos B =cos b sin C, 3);
und analog cosC=='cos ‘¢ sin B} " 1772
. h. der Cofinug eines {diefen Wintels ift gleich dem Producte
aug dem Cofinus der gegeniiberliegenbden Seite und dem Sinus
veg anbdern {dhiefen Wintels.

4, MWan hot ferner

CD = OD.tang b,

CD = CE.sin B = OX.tang a sin B = OD.cos ¢ tang a sin B

= OD.tang a cos C (nad) 3);
daher OD,tang b = OD.tang a cos (, ober
tang b = tang a cos C,

und analog tang ¢ = tang a cos B; (-4
b. b bie Tangente ciner Kathete ift gleih dbem Producte aus
ber Tangente der Hypotenufe und dem Cofinusg des diejer RKa-
thete anliegenden {diefen Winfels.

5. ud) ift CD = OD.tang b,

CD = DE.tang B = OD.sin ¢ tang B;
folgliy OD.tang b = OD.sin ¢ tang B, oder

tang b = sin ¢ tang B, .
und analog tang ¢ = sin b tang C; (D)
0. . dbie Tangente eimer Kathete ift gleich dem Producte aus
bem Sinug der anbdern RKathete und der Tangente deg der er-
jteren Kathete gegeniiberliegenden Wintels.

6. Aug 1) und 3) erhdlt man endlich
B
sin C ' sin B’

cos a = coti Bieot €5 L 2 6);
0. h. ber Eojinus der Hypotenufe ift gleid) bem Producte aus
pen Gotangenten ber beiden {dhiefen Wintel.

©eft man ftatt der RKatheten b und ¢ deren Complemente b’ und ¢/,
fo erhilt man aud den vorftehenden fechs Fovmeln

€08 & = ¢08 b cos ¢ = pber

cos'a = sin b’ sin ¢’ ] cos a = sin b’ sin ¢’

cos b/ = sin a sin B c¢os b’ = sin a sin B

cos B = sin b’ sin C cos B = sin b’ sin C

cot o =t B % by = st
= tang a.cos co8 = col a,cot ¢

cot ¢/ = cos b’.tang C cos b’ = cot ¢’ cot C

cos a — cot B cot C cos a = cot B.cot

Lafst man bden vedhten Winkel fort, fo find bie fiinf andern Umfangs-
jtitfe Ded Dreiectes:
¢ nib
Bating C

und bdie Formeln f fagen:



222

Der Cojinug eined Stiides ift gleid) dem Producte aus den Sinus der
beiben gegeniiberliegenden Stiide, oder ift gleid) bem Producte aus den Go-
tangenten der beiden anliegenden @tiie; dod) find ftatt dev Ratheten bdeven
Complemente zu jegen. (Neper’jdher Saky vom vediwinligen Dreiect.)

Bufihe. 1. Die Cntwidlung der vorhergehenden Gleidhungen beruht
auf dev Borausdfegung, dafé a, b, ¢, fowie B, C ecingeln fleiner ald 90° {ind.
Zrifft diefe Vorausfebung nicht ein, fo darf man nur die Fignr in entfpre-
dhender Weife dndern und dann dasd gleide Berfafhren, wie vorhin, anwenden;
man erhilt mit Beviidjidhtigung der Vorgeiden in jedem Falle bdiefelben
leidhungen, wie frither. Diefe haben demnady allgemeine Giltigleit,

2. Jit in einem jphirijden Dretedte eine Seite = 90°, fo ift bas Polar-
dreted ein vechtwinfliges; folglich Tonnen aud) hier die vorhevgehenden Glei-
dhungen nad) gehoriger Umdanderung angewendet twerden.

Falgelod, Jn ber Gleidung cos B = cos b sin C (in 3) ift sin C immer
pofitiv; alfo miiffen cos B und cos b ftet8 gleiche Bovzeihen Haben. Jit

daber b § 90°, und folglich cos b % 0, fo mufs aud) cos B E 0, fomit B g 90°
fein. Umgefehrt: Wenn B §90° iit, fo muf§ aud) b §90° fetr.

Huflifungsfille,

§. 406. I. ®egeben bie beiden Ratheten b und c.

Aus cos a = sin b’ sin e/, eos ¢! = cot b’ cot B, cos b’ = cot ¢
eot C folgt

t b
cos a = cos b cos ¢, tang B = 28 tang

Er T, tang C====
@8 fei 3. B.b = 27°28' 36" und'c =H1°12/8"" Man fhat
log cos b = 9-94 802
log cos ¢ =979 697
log cos a = 9-T4 499

a = bH6" 13 41"
log tang b = 9-71 604 log tang ¢ = 10-09 476
log sin ¢ =989 174  log sin b =966 406
log tang B =982 430 log tang € = 10-43 070
JBI=83942"49" € ='699384541,
II. Gegeben bdie Hypotenufe a und eine Kathete b.
Yu8 cos a = sin b’ sin ¢/, cos b’ =sin a sin B, cos C = cot a
oot b iplet cos a in b ‘tang b
cos ¢ = - —, sian%?T;, cosC——-ﬁ—g—a.
Obwohl 3u sin B im alfgemeinen wei Winfel gehoven, ein fpifer und
ein ftumpfer, fo fallt dod) hier jeder Bweifel weg, da B = 90° angeromuen

werden mujg, je naddem b = 90° gegeben ift. )
RIS

Pomy
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III. ®egeben eine Kathete b und ihr gegeniiberliegender
Wintel B.

Aus cos b’ = sin a sin B, cos ¢’ = cot b’ cot B, cos B =sin b*
sin C folgt

o | gk Sinc'_ta.ngb sinC"“QOSB
BRI & Ty ~ tang B' ~ cosb!
oder aud cos a = sin b’ sin ¢’, cos C = cot a cot b’ folgt
08 tang b
CoRye —r 08 0=t >,
cos b" tang a

Wenn a gefunbden wurde, jo founen darvausd mittelft der Gleidhungen fite
cos ¢ und cos C die Werte fitr ¢ und C ungweidentig beftimmt werben; allein
jur Beftimmung von a fennt man nur den Sinug von a, dabher ajdt diefe
Aufgabe zwei Lojungen zu.

IV. Gegeben eine fathete b und ihr anliegender Winfel C.

Aué cos C = cot a cot b’, cos b’ = cot C cot ¢/, cos B = sin b’
sin C folgt

tang & = tang b

cos C/
V. ®egeben die Hypotenufe a und ein anliegender Winfel B.
Aug cos b’ = sin a sin B, cos B = cot a cot ¢/, cos a cot B
cot C folgt
gin b = sin a sin B, tang ¢ = tang a cos B, cot C = cos a tang B.
Hier ift b durd) sin b einbeutig beftimmt, dba man b = 90° annehmen
mufg, je nadpem B = 90° ijt.
VL ®egeben die beiden fdiefen Wintel B und C.
A8 cos a = cot B cot €, cos B = sin b* sin C, cos C = sin ¢’
sin B folgt
cos B cos C

cos a = cot B cot C, cos b = G cose= p

tang ¢ = sin b tang C, cos B = cos b sin C.

2. Sdyiefwinklige [phirifdye Dreiedhe.
ZTrigonometrijfe Sehriite und Formeln iiber dad jdjiefwintlige fphirijde Dreied.
§. 407. G8 fei ABC (Fig. 188) ein fdhiefwinfliges fphiirijhes Dreied,
a, b, ¢ feien feine dbrei &eiten, A, B, C bie ihnen gegeniiberliegenden Winfel.
Fig. 188, Bieht man durd) C einen grogten Kreigbogen CD |
AB, und bejeidnet die Bogen AD, BD und CD
begiiglid) burd) m, n und p, jo ift (§. 405, B) in den
recdhtwinfligen Dreieden BDC und ADC
cos p' = sin a sin B, und
cos p‘= sin b sin A; dafer
sin a sin B = sin b sin A, ober
cD sin & :sin b ==sin A : sin B;
o. b in jedem |pbar1ft[)en Dreiede verhalten {ich ble @Smus
jweier Seiten wie die Sinug ifrer Gegenwinfel (Sinus-Sog).
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Unalog von
8in a sin B =sin b sin A
evhdlt man )
sin sl e =Sein Scrsin AR s
sin b sin C = sin ¢ sin B,

Die Gleidhungen I) find aud) dann giltig, wenn ber normal gelegte
grofite Rreigbogen auferhald des Dretedfes ABC fillt; man echilt dann nad
bem obigen Borgange sin (180° — A), sin (180° — B) ober sin (180 — C),
weldhe jebodh besiiglich mit sin A, sin B ober sin C gleid) find.

§ 408. 1. Jm vedtwinfligen Dreiede BDC (Fig. 188) ijt

cos a = sin p’ sin n’ = cos p cos n = cos p cos (c — m), ober

€08 & = 0S8 D €COS ¢ €08 M -} cos p sin ¢ sin m.

MNun ift cos p cos m = cos b, und wegen

cos A = cot b cot m’ tang m = cos A tang b,
cos b
COos m

baher cos p sin m = .8in m = cos b tang m = cos b tang b cos A
a = sin b cos A.
it diefen Werten exhalt man fiiv cos a:
cos a = cos b cos ¢ + sin b sin ¢ cos A. |
Unalog exhilt man
cos b=cosacosc+ sinasincecos B, [ Ala;
€08 ¢ = c0s a cos b + sin a sin b cos C; |
0. b in jedem fpharifden Dreiece ift ber Cofinus einer Seite
gleidh dem Producte aus den Cofinus ber beiden anderen Seiten,
vermefrt um dag Product aus den Sinugd bdiejer Seiten und
pem Cofinug bes von ihnen eingefdlojfenen Winfels. (Cofinus-
@t fiiv eine Seite.)
2. Jm rechtwintligen Dreiedfe ADC it
cos A = cos p sin x = cos p sin (C —y), ober
cos A = cos p sin C cos y — cos p cos C sin y.
Nun ift cos p sin y = cos B (§ 405, 3), und baher

cos B cos a
siny.cossy:cqucoty_cosB.mB

CO8 p €08 Yy —

(§. 405, 6)
— gin B cos a.
Damit erhilt man fiir cos A:

cos A = —cos B cos C + sin B sin C cos a. |
Ebenfo findet man

cos B—=-—cos A cos C+sin AsinCcosh, [ " -1Ib);

cos C = — cos A cos B + sin A sin B cos c;
. h. in jedem fpharifdhen Dreiede ift der Cofin us einesd Winfels
gleidh bem negativen Producte aus den Cofinus ber beiden an:
peven Winfel, vermehrt um dad Product aus dben Sinug diefer
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Winfel und vem Cofinus der von ifnen eingefdhloffenen Seite.
(Cofinug-Sag fiir einen Winfel.)

Die Gleihungen ITa) und IIb) find allgemein giltig, da man die-
jelben Yusbriife aud) dann erhill, wenn ber durch einen Scheitel ded Drei-
efes ABC auj die &egenfeite novmal gelegte Bogen auferhalb diejed Drei-
ecfeg fallt.

§. 409. 1. Um au$ den Gleichungen IIa) logarithmifd) bequeme For-
meln abguleiten, hat man jundcdhjt aus der evjten Gleidhung:

cos a —cos b cos ¢
cos A = sin b sin ¢ s baer
smbsmc—[—cosbcosc——cosa cos (b — ¢) — cos a
Il —eA—m—m—m———————— — 00 i)
sin b sin ¢ sin b sin ¢ '
sin bsmc—-coshcoqc cosa. . coqa—cos c
14 cos A= i (i o)
sin b sin e sin b sin ¢ '

oder mit Riidfidht auf § 356, Form. 24) und 23), und §. 3568, Form. 36)
(. A)2 sini(a4b—c)sini(a—b-c
sin —
2 sin b sin e

(COSﬁ)Z smi(a—kb—}«c)qm‘(b-{-c—-a)

2 gin b sin ¢

Set man nun a 4+ b 4+ ¢ = 2s, jo erhilt man die Halbwinfel

jite:
‘/sm (s — b) sin (s — ¢)
N sin b sin ¢ I
A sin s sin (s — a)
e ‘/ sin b sin ¢ 1T a).
Daraus folgt tang % = ‘/"m (F—1) s {F—'q
sin s sin (s — a)

Auf gleiche Weife findet man aud) die Functionen fiiv & unb

2. Wendet man bdenjelben Entwidlungdgang auf die EIBerte fur cos a,
cos b und cos ¢ aué bden Gleichungen IIb) an, fo evhdlt man, wenn
A+ B+ C=2S gejest mirb, die Halbjeitenidape;

il —cos S cos (83— A)
B sm B sin G '

‘/cos (5 — B) cos (S = C) III b).

sin B sin
" o —('OSScps b—A) |
e cos (5 — B) cos {%—C
Auf gleidhe Weife findet man aud) bdie Functionen fiir }21 und %

§. 410. Gouf’jdhe Gleidungen.
@ubitituiert man in der Gleidyung

; S A B 7 R )
sin 4 (A + B) = sin 5 cos & + cos 5 sin &

. T B A i B
bie Werte von sin 5, cos 5, €08 7, sin - aus IIIa), fo hat man
Moénil, Geometrie.

I

S

sin

sin

cos

® w]w 0| &

15
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. sin (s — b) sin (s — ©) sin s sin (s — b)
sin + (A + B) = : : : —_—
(A +B) sin a sin b sin a sin e

e sin s sin (s — a) sin (3 — a) sin (s — ¢)

sin b sin ¢ : sin a sin ¢

__sin(s —b)+4sin(s —a) sin s sin (s — c)

sin ¢ sin a sin b

__ 2sin{ccosi(a—Dh) 1 ¢cosi(a—D) :
R 2 sin L ccos e -co8 3 C = cos ¢ -cos 3 C,

paber
sin 4 (A 4 B) cos + ¢ = cos § (a—Db) cos + C.
Ghenfo exgibt fid)
sin $ (A —B) sin y ¢ =sin § (a—b) cos 4 C, ( LV):
cos 3+ (A 4 B)cos § ¢ = cos 4 (a+Db) sin 4 C,
cos + (A — B) sin $ ¢ = sin 4 (a + b) sin § C.
©dyreibt man bdieje Gleichungen in der Form gleicher Quotientern
sinj (A4 B) cosj(a—h)
eosiLiG - + & lcoBgol
io geben aus einer derjelben alle iibrigen Hervor, wenn man auf der ecinen Geite bie ge-

jdyricbenen Borzeidjen und auf der anbern Geite die Functionsseichen sin und cos pers
taujcht.

Folgefal, Da in der Gleidhung
cos 3+ (A + B)cos + ¢ = cos 4 (a + b) sin £ C
und sin 4 C immer pofitiv find, fo miifien cos § (A + B) und

5 C
cos + (a + b) ftet8 gleihe Vovzeichen Haben. Qft daher a + b -;<—: 180°,
£ (A 4+ B) Z 0, fomit
ALH g 180° fein. Umgefehrt: 3it A + B § 180°, fo ijt besiiglich aud
a + b = 180"

cos

alfo cos + (a 4 b) % 0, fo mufd aud) cos

§ H1. Neper’ide Analogien (Gleidungen).

1. Dividiert man bdie vierte ber Gauf'ihen Gleihungen in IV) durd
oie dritte, dann die zweite duvd) die erfte, jo ergibt fich

tang 4 (a + b) = zz%g&—%%.tang e Va)
tang + (a — b) = Eirg—?g;—-ﬁz.tang ic

2. Dividiert man ferner die erfte der Gauf'jhen Gleihungen durd) bdie
dritte, unbd bie jweite duvd) die vierte, fo erhilt man

tang + (A + B) = %%((Z—__i_—t{))).cot +C } Vb

tang + (A —B) = %’g.cot +C
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Anflifungsfille.
§ 412. 1. ®Gegeben jwei Seiten a und b und der von ihnen
eingefdlofiene Winfel C.
Die Winfel A und B ergeben fid) aus den Neper’jchen Gleidhungen Vb).
Die dritte Seite ¢ fann bann am vortheilhaftejten durd) Wmmwenoung
einer ber Gauf’jhen Gleidhungen in IV) bevedynet werden.
Qit 3. B. a = 97°30' 20", b = 55°12 10", C = 39° 58/, fo hat man
$ (a4 b)="76°21'15", % (a —b)=21°9'H", g = 19U 9E
log cos 4+ (a—b) = 9-96 971 log sin + (a — b) = 9-55731
log cot + C = 10°43 933 log cot 4+ C = 1043 933
20-40 904 1999 664
log cos 4 (a 4+ b) = 9-37 276 log sin 4 (a + b) = 9-98 7567
log tang 4+ (A + B) = 1103 628 log tang + (A — B) = 10-00 907
1+ (A + B) = 84°44'40" 4+ (A — B) = 45°35'563"
paher A = 130°20"33", B'=-39" 8147".
Bur Beredhnung von ¢ aug den Gleidungen in IV) hat man 3. B.

s sin + (a—Dh
cos - (@, ober gin 4 = ;{;}((I:B; cos + C

e )
C0s 3 C =— S—:;l_': (A—{-B)'
und erhilt nady beiden Formeln ¢ = H6° 40 16",

Durd) die Anwendbung mehrever Gauf'jder Gletdhungen erhilt man eine
Probe fitv die Ridtigleit der Rechnung.

Bufal. Die Seite ¢ fann aud) unabhingig von A und B unmittelbar
aug bden gegebenen Stiiden beftimmt werden; man bedient fidh daju dev
Gleidhung des Shitems Il a)

; cos ¢ = cos a cos b + sin a sin b cos C,
welde jedod) durch) Einfithrung cines Hilfwinfeld logarithmijd) braudbar u
madpen ift. E8 ijt
cos ¢ = cos a (cos b - sin b tang a cos C).

Wird nun ein Hilfdwintel w jo bejtimmt, dafé tang w = tang a cos C

ift, fo hat man dann
cos ¢ = cos a (cos b + sin b tang w)

Ccos a . . .
=== w .
—— (cos b cos w + sin b sin w); fomit
cos a cos (b — w)
cogo—— " = T
cos w

§. 413. II. Gegeben zwei Winfel A und B und die von ihunen
eingefchloffene Seite c.

Die Werte fiir die Seiten a und b ergeben fidh) aud den Neper’jdhen
Gleidungen V a) und den Wintel C findet man dann mittelit der Gauf’jden
Gleichungen.

Bufak. Der Winfel C fonn aucd) unmittelbar aud den gegebenen Stitden mitteljt ber
Gleidjung bes Syjtemsd ILb)

15%
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cos C = — cos A cos B 4 sin A sin B cos ¢
= cos A (— cos B 4 sin B tang A cos c)
Devechret werben, wenn man einen Hilfdwinfel w jo befiimmt, daj8 cot w = tang A cosc
ird, Dann Hat man

d cos A ; y
cos C = cos A (— cos B + sin B cot w) = e (— cos B sin w 4~ sin B cos w),
cos A sin (B—w
baher cos C = - ( ) .
sin w

§. 414. TII. Gegeben zwei Seiten a und b und ein gegeniiber
liegender Winfel A.

Fitr den Winfel B findet man aus bem Syjtem I)
sin A sin b

sin a

Hier fann B im allgemeinen jpits oder fhumpf fein und bdie Aufgabe
lidfst awei Aujlbfungen zu; nur unter bejonderen Vorausjepungen fann das
Dreie ein eindeutig bejtimmies fein.

68 fei erjtlicy A = 90°. Fitv a + b = 180° ijt dann quch
A+ B § 180° bdafer besliglich B g 90°. Die Aufgabe ift eindeutig.

@8 fei ferner A << 90°. Fiiv a + b = 180° mujs aud) A 4+ B = 180°,
jomit B = 90° fein; die Aufgabe (djst dann nur eine Aufléjung ju. Fiv
a + b << 180° aber, und jomit A + B << 180°, fann B = 90° fein, und
e gibt jwei Dreiecte, wenn nicht der ftumpfe Winkel B fo grof ift, dajs
A 4 B = 180° wiive, wag immer eintritt, wenn b = a ift; in diefem Falle
. barf B nuv jhif genonumen werden.

Qjt endlichy A > 90°, fo hat man fiiv a 4+ b =180° auch A 4 B =180°,
und jomit B << 90°; das Dveiect ijt alfo eindeutig bejtimmt. Wenn dagegen
a + b > 180° und daher audy A + B > 180° ijt, jo fann B = 90° fein;
bie Aufgabe ift aljo jweideutig, audgenommen, wenn dev fpike Winkel B fo
flein ijt, dbajs A 4 B = 180° wivre, wag fiir b = a eintritt, in weldem
Falle dann B nur jtumpf fein fonn.

Dag Dreiet hat aljo pwet Aufldjungen, wenn

A <90% a4+ b < 180° und a << b, ober
A>90°% a4+ b>180° und a > b ift.
Qit B fejtimmt, fo erhdlt man fiiv ¢ und C aug Va und Vb

sin 4 (A + B)
;@—E}T_‘ﬁ)-tang + (2 +b),

Sin B y=—=

tang + ¢ =
cot + C = ::—i:g j__ %.tang + (A +B).
E3,fei. 3. B.ia =561 38/ b =312 12/ .A = 104°25'30".
Pan exhilt juerft B = 36°26' 25",
Da hier A > 90°, a -+ b < 180° jomit audhy A 4+ B << 180° ift,
fo muj8 B << 90° fein. Ferner hat man
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a + b = 88°50 i (a + b) = 44°95

a —b = 26°26 +(a — b) = 13°13"

A 4+ B = 140°51' 55" i (A + B) = 70°25*57-5"
A—B= 67°595" 1 (A —B) = 33°59'32-5"

logsin 4+ (A + B)= 997 417 logsin 4(a 4 b)= 9-84 502
8

i
log tang $ (a — b) = 9-37 080 logtang} (A — B) = 9-82 836

19-34 497 19-67 388

log sin 4 (A—B)= 974 74T logsin $(a — b)= 9-35 914
log tang 4 ¢ = 9-59 750 log cot + C = 10-31 474

1 e = 21°35'40" 1+ C = 25°50' b4

g— A30 11 o0 C =51"4]1/48".

§. 415. IV. Gegeben zwei Winfel A und B und eine gegen-
itberlicgende Seite a.

BHiir die Seite b hat man sin b :%:n—mjﬁ

Fir ¢ und C geben die MNeper'jdhen Gleichungen Va) und Vb)

t il sing (A B)
ANg T C = Smi (A — B)

in & b
cot + 0= —:12—%%—%)} .tang + (A — B).

Da b aus sin b ju beftimmen ijt, jo bietet diefe Aufgabe nur in
bejonberen Fillen eine eingige Auflsjung. Durd) dhnlide Folgerungen, wie in
§. 414, fann man jid) iibevzeugen, dajé weidentige Fille eintveten, wenn

a<<90° A+ B <180° undb A << B, obder
a>90° A+ B> 180° und A > B ijt.

8. 416. V. Gegeben alle drei Seiten a, b unbd c.

Bur Bejtimmung der Winfel bedient man fid) dev Halbwinfelfige.
20 e = D004 2% hI =BT L HET Ne =12 H1TH0.

. tang & (a —b),

a— BH0bd/ 32! log sin (s —b) = 9-84171

b =* 87%41"18" log sin (s —¢) = 9-08072

¢ =, 74 51' 50" 18-92 243

a -+ b+ ¢ = 163" 33' 40" log sin s = 9-99 5562
G sl— BB H0T log sin (s —a) = 9-71022
s—a= 30°62'18" 19-21 669

s — b= 43°59'32" log tang + A = 9°60835

s —ec= 6°55 1+ A =22° 520"

A —_— 440 lOJ 4011
@benfo findet man B = 33°22/45" und C = 119° 55’ 6.
Bulal. Sind alle drei Winfel zu bevechnen, fo ift e8 am vortheil-
Dafteften, uevit
._" T A o b '.[ P
‘/sm (s a) sin (s ) sin (s 0 tang r

sia s
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i Deftimmen; bann it
AT R ftang o B engr R0 = tangy

Mg (s — a) Eat 2 7 sin(s — b) R e — sin (s — o)’

8. 417. VI. @egeben alle drei Winfel A, B und C.

Die gejudhten Stiicke evgeben fich aud den Halbieitenjipen.

Bufal. Sind alle drei Seiten ju beftimmen, fo wendet man am be-
quemniten bdie Subjtitution

— cos (S—A)cos(S—B)eos(S—C): sot I

cos S
an und vednet nady den Formeln
a8 - vicot R b cot R cot R
cot 2 T cos (S —AY O0b 5 s s (3 — B) COt = @ (B0

3. Beftimmung des Flddyeninbaltes cines [phirifdyen Dreieckes.

§. 418. ind von einem jphirijdhen Dreiecte der Kugelhalbmeffer r und
die orei Winfel A, B, C gegeben, jo ift der Fladpeninfalt (§. 333)

A4 B4 C— 1800
1800
wo A+ B + C— 180° = e bden fphirijhen Creefs ausdriidt.

Sind nun dvei andere Stiicfe al8 dic drei Winfel gegeben, fo laffen fid
aug denfelben die dret Winfel, alfo auch dev fphirijche Ercef8 und der Flidyen:
inbalt, berechnen. Wean fann jwar aud) in diejen Fillen bejondeve Ausdviicte
fiiv den fphiirijhen Grcefs entwideln; bdiejelben haben aber zumeift eine mindex
gwedmipige Form. Wiv bejhriinfen uns daher nuv auf die folgenden jwei
Gille, fiiv weldhe jich ebenjo cinfache al8 elegante Fovmeln evgeben.

§. 419. Den jpharijchen Ereefs eines vedhtwintligen fphavis
fdhen Dreiedes aus deffen 3wei Katheten b und e ju bejtimmen.
€8 iit e = B + C — 90°, daber
cos @ = cos (— e) = cos {90° — (B 4+ C)} = sin (B + C)
= sin B cos C 4 cos B sin C
. sinb tang b tang ¢ sin ¢
" sin a ®tang a i :c;ﬁo'—a sin a (8- 405, 2 und 4)
(sin b2 cos ¢ <~ sin ¢2 cos b) cos a
sin a2.cos b cos ¢
in b2 ¢ in ¢? b L
= S ols_c_—L—o:ngc cos (§ 400’ 1)' ober
(cos b 4 cos ¢) (1 — cos b cos ¢)
1 — cos b? cos c?
cosb 4+ cosc
14+ cosbceosc’

Dann erhilt man

el e

(§. 405, 1), fomit

cos 8 =

cos e =

(1 — eosb) (1 — cos c)
14 cosbeose

1 —cose = , und
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. 1 b) (1 VB
14 cose = ( _i-i(jjc(zs(b ;t:ss (‘); folglidh ift

1—cose __ 1—cos b 1— cos ¢
‘/1 +cose ‘/1_+ cos b ° VI -+ cos ¢ HERY
b >
tang % = tang — .tang ;— (§. 356, 27).

8. 420. Den phavijden Crceis eines jdhiefwinfligen fpha-
vifden Dreiedesd aus defjen drei Seiten a, b und ¢ 3zu be
jtimmen.

G it e = A + B — (180° — C), dabher
le=111 (A + B)— (90" — 4 C)}, folglih nach §. 358, 38)

= sini (A4 B) —sin(90°—1C) sini(A+B)—costC
tang & € = o1 (A B)J-cos (900-—3C)  cos i (AL B)FsmiC
__leos} (@ — b) —cos j¢].cos § C
= [cosz (a 4 b) - cos Lc].sin § C (8 410)
_sin{-(a-i—c—b)sin‘(]_;:t_c—-a) .
= T G e % Te T =y od 10
et man a 4+ b 4+ ¢ = 25, fo folgt mit Ridfiht auf §. 409, 1
sin 4 (s — b) sin & (s — a) sin s sin (s — c)
T cosiscosi(s—e) sin (8 — a) sin (s — b)’

tang 4 e = }/tang | s tang 4 (s — a) tang 4 (s — b) tang + (s —¢).
Diefer Ausdruc Heifit die Hulier'jde Formel.

ober

I

tang { e

4. Hbungsaufgaben.
§ 421. Beifpicle jur Beredhnung veshfwinkliger fphivijder Dreiece.
1 a= B4'20° b= 86°27, = 43°32'31",

A e RO B =859 177 U= S BU T T == M G e
270 ar2s MG aa T h L IR DY 3ol 8 = s NIl
A= 900 B = 12451 (== sl e s e e
3.4 as=iipgy b =3 51%59¢ ci— 39505
A — 000 B= BRVor e 0 HRAGON f =R GO
dmmE=nBT3E3" ol =w 65° 6158} cv==83° 12' 38",
=i 90% B = 65°55'56", C==83°48'11"; f= 1'0426x>.
Bl fa =30 80%64DY 1 ob =z 33%NRIA0YcI=187 431 b0,
A= 00 B = '$88°13!56"; €-2£.88%45' 23 f —0-b565r*.
Qeweife, dajé fitv jeded fphirijhe Dreied folgende Gleichungen jtatt-
finben:

6. sin b cos A = cos a sin ¢ — sin a cos ¢ cos B.

7. sin B cos a = cos A sin C + sin A cos C cos b.

Aus den Gpftemen ITa) und IIh), inbem in der erften Gleidhung fiir cos b, be-
siiglich filr cos B, der Wert ausd der zweiten Gleichung gefest wird.

8. cot a sin b = cot A sin C 4 cos C cos b.

9. cot A sin B = cot a sin"ec — cos ¢ cos B.
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Aus 7. und 6., inbem fiix sin B und sin b besiiglic) die Werte E%ni
1 a
sin a sin B ’
und e gejebt terden.

10, Bmgi@+b) _ tngi(A+B)
tang 3 (a — b) tang § (A —B)’
Aus den Neper'jhen Gleichungen in V a).
Beifpiele jur Bevednung [dhiefwinkliger jphiriider Dreiece.
1L o= 472420 10— S0 IR Se — “HGP g4 Tl
A= 5b5°52'43", B=88°12'20", 0= 59° 4/25"; £==10:4033r2.
12, o= 997 28718Y% b= 118" 85' 34!, ¢ =682 24424"
A=100° :6'32"; B=— 73°38'28",0=66°81!84"; f—1:1216r%
13. a—:b4° 28", b = 123°43/, e it
A= 21°17' 22", B =158° 14 16", 'C=" 25217 36" ; £ = 0:43331%.
14. a=— 55*42' 43" b —=120°55! 35" c.= 8812/ 20",
A= AT oS B D BB IS =T AL DA SN ()68 9 mR
1D o= 6351440300 T~ (V{152 24T go — YRR SHEA]I
A= 69236011 B==-08%48"14" C =120 55 36"; f= 1'8172¢%
16. a =1109°39' 21" b= 46°%42°\11", c¢=_ 6950’
Ar==J4G0HRLION-— R OO BAL 470 (i 39054/ 28", £=04327r%

1L, Anwendung der fphiarifden Trigonomefrie.

1. Aufgaben aus der Stereometvie.

§ 422, Die in §§. 405, dann 407—411 entwidelten Bezichungen
swijchen den Seiten und Winfeln eines fphavijhen Dreiedfes enthalten (§. 271)
sugleid) aud) bie Begiehungen zwijdhen den Seiten (Rantenwinfeln) und den
Winteln (Flachenwinfeln) eines Dreifants.

CGinen im Raume gemeffenen Winfel auf den Hovizont zu
reducieren.

Fig. 189. €5 fei AOB =w (Fig. 189) ein im Raume
gemeffener BWinfel, OA’ und OB’ feien die Projec:
tionen f{einer Sdjentel auf die Hovizontalebene HR,
AOA'=¢ und BOB' = g bie Neigungswinfel der-
jelben gegen den Dovizont; zu fudben ift der Winkel
A'OB’ = x, ben bie beiden Profectionen in ber
Horizontalebene bilden.

Die Ebenen bder Neigungswintel A O A’ und
BOB’ fjdneiden fich evweitert in der Gevaden OC, weldhe zur Horizontals
ebene normal ift (§. 220). Bejdyreibt man nun in dem Dreifante OABC
um O eine Kugel, deren Oberfladge die Kanten des Dreifants in den Punften
M, N und P {dneidet, fo erhilt man bdas fjpharijhe Dreied MNP, in
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weldhem bdie bdrei Seiten MN =w, MP =90°— «, NP =90"—§
befannt find, und der Winfel P den gefuchten Winfel x darjtellt.

Nad) §. 409, 1 erhilt man demnad

€08 & coS (s — W) -~ W)
G ‘/_ cosecosfi '
wenn ¢ 4 f 4+ w = 2s geiegt wird.

§. 423. Gin veguldres Polyeder wird von p m-feitigen Bieleden,
pon benen je n in etner Gde jufommenftofen und deven Seite a ijt, ein-
gefchlofien; man fudje (§. 262 und Fig. 139)

a) dben Dalben Neigungdwinfel JLO = % sweier in etner Kante jufammen-

jftofender Seitenflachen;
b) den Halbmefier OF = r der dem Polyeder eingefchricbenen Kugel;
¢) den Halbmefjer OA = R der dem Polyeder umgejdhricbenen Kugel;
d) bie Oberflacde O; und
e) dag Volumen V bdes Polyeders.

Aus ver breifeitigen Ede OJL A exhilt man,

wenn %ﬁ = @ und EO—U = ¢ gejest wird,
cos AOL = cfj 2 unb cos JOL = szf;f' :
dafer ift sin % = lcos Ol = ::::i
T — % cot ¢ tang —g—, It =2 tang P tang %,
oF= mzaﬂ cot o, V== cot @* ta.ng

§. 424, Aus den drei Kanten a, b, ¢ eines fci)mfmmf[tgen ﬂSaral’.IcI»
epipeds s ben Winfeln p, B, «, welde jene Kanten mit einander bilben,
bag BVolumen V bed ‘Baruﬁe[epmebé s beftimmen.

Nimmt man a und b al zwei Grundfanten an und begeichnet den
Neigungswinfel der Seitenfante ¢ gegen die Grundflide durd) w, jo erbilt

man gunddijt
V = abe sin ¢ sin w.

Wird nun ju dem Dreifante, weldes die Kanten a, b, ¢ bilden, ein
fppdrijhes Dreied conjtruiert, fo find e, f, p deffen Seiten; der Neigungs-
winfel w erfcheint in dicfem Drvelede al8 der auf bdie Seite ¢ durd) den
gegeniiberliegenden ©dheitel novmal gelegte Vogen. Unter Beviidfidtigung der
§§. 407 und 409, 1 findet man daher, wenn der von den Dreiecifjeiten « und p
eingefchloffene Wdintel durc) B begeidhnet und e 4 f 4 ¢ = 206 gefesst wird,

B
€08 &

e ” . 5 e B
sin w = sin ¢ sin B = 2 sin « sin & 2

2
= Vsm 6 sin (6 — «) sin (6 — B) sin (6 — 9);

sin y
jomit ijt V = 2abe )/ sin 6 sin (6 — @) sin (6 — f) sin (6 — 7).
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2. Aufgaben aus der mothematifden Geographie und [phivifchen Aftromomie.

§ 425. 1. Aug den geographijdhen Breiten smweier Orfe ber
Grooberflache und bdeven Ldngenunterfdiede bden fpharvijden
Abjtand devjelben zu bejtimmen. (Die Grde wird als Kugel ange-
nommen.)

@ind M und N (Fig. 190) die beiben Orte, {o ijt ihr Ubjtand MN
ein Bogen ecines groften Kugelfreijes. 3 jei P der Pol und AQ ber

Sig. 190. dlquator; dann find Mm und Nn bdie Breiten
diefer Ovte, und deven Langenunterfchied mn
gleid)y bem Wintel MPN.

Setit man Mm=«, Nn=§, mn=A14,
jo find in dem jphavijen Dreiece MNP 3mwei
@eiten MP = 90° — « und NP = 90° — 8
jommt bem eingejchloffenen Winfel MPN = 2
gegeben, und man hat (nach) §. 412, 3uf.)

soh M sin o sinﬂ-{iv)

oS W l
woju der Hilféwinfel w au§ tang w = cot « cos 1 bevechnet wird.

WNean jucht dafer juerit w, davaus den BVogen MN, und vermwanbdelt
diefen in geographijche MWeeilen, deven 15 auf einen Grad gehen.

2. Ausg dem fpharvifden Abftande zweier Orte auf der Erde
und ihren geographifden Breiten den Unterjdyied ihrver Lingen
su bevednen. ‘

Daben «, f und 4 bdie Bedeutung wie in 1. und wivd die Entfernung
MN im DBogenmafe durd) & ausgedriicft, fo erhilt man (nach §. 409, 1)

e cos (o - ) cos (g - f)
tang 34 = ‘/ sin ¢ sin (¢ —d) '

wo 26 = 180° — (& + B) + o ift.

§. 426. G fei S (Fig. 191) ivgend ein Gejtirn, Z der Pol de§ Hori-
jonted HTR ober dag Renith, P der Pol des quators AVQ oder ber
nicdliche Weltpol, L der Pol der Gfliptift EVC; ferner HZR der Meridian
bes Ortes der Grde, dejfen Zenith Z ift. RBieht man durd) S und duvd) bie

Fig. 191, Pole Z, P, L die groften Kreife ZSD, PSF,
LSG, welde fomit folgeweije 3u HR, AQ,
EC normal find, fo ijt
S D = h bdie Hohe ded Gejtirng,
RD =RZD = w bag Azimuth,
S Z = 90° — h = z bie ZBenithdiftany;
SEF = ¢ die Declination,
VF — « die Rectafcenjion,
QF = QPF = s ber Stundenwinfel,
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SP = 90° — 0 = p bdie Poldijtang in Bezug auf den Hquator;

SG = bdie Breite, VG = 1 bdie Yange, SL = 90° — 8
die Poldiftang de Gejtivng in Bezug auf die Efliptit.

Ferner ift V ber Frihlingspuntt, HP = ¢ die Bolhshe (jugleid geo-
graphijhe Breite) de§ Ovted der Crde, dejfen Renith Z ift, und der LWinfel
QV C oder der Bogen LP = & die Sdyiefe der Cfliptif.

§. 427. 1. E8 jeien die Rectajcenfion e« und die Declination
o eineg Gejtivnd nebjt dev Sdyiefe der Efliptif & gegeben; man
juche die Lange 4 und die Breite f.

Qu dem Dreiede LPS (Fig. 192) find zwei Seiten LP = & (§. 426)
und PS = 90° — & nebjt bem eingefchloffenen Winkel P = 90° + o ge-
gebert, unb der Winfel L = 90° — 4 nebjt dex Seite LS = 90° — B 3u
judjen. Aus §. 412, Buj., folgt nun, wenn man dort

a=90"—9, A=090°-—3,

g, 192, b= g
£ c=90°—p C=90"+ « fett,
sin & cos (¢ & n)

sin ‘6 e cos n 4

Wwo tang n — cot d sin e ijt.

I -5 S Aur Bejtimmung von 4 hat man dann
cos ¢ cos d
CORA—=
cos 3

2. Wenn 4, p und & gegeben find, ¢ und 0 ju beftimmen.
Die Aufldjung ift analog wie bei 1.

§ 428. 1. Die Hihe h und das Azimuth w einesd Gejtirns
find nebft der Polhdhe ¢ des Orted gegeben; man jude bdie
Declination d und den Stundenwintel s.

Qn dem Dreiede ZPS (Fig. 193) find zwei Seiten ZS = 90° — h
und ZP = 90° — ¢ fammt dem eingejdhloffenen Winfel Z = 180° — w
befannt, und der Winfel P = s nebjt ber Seite PS = 90° — & zu fuchen.

Setst man mit Ridfidt auf §. 412, Rujas,

iy a=90"—h, A=s,
0er Z = ger=
P<s n =0} P, D
g ¢ = 90°— 4, C=180°— w,
Sl fo erhilt man jur Beredynung von & die Gleidhung
. 3 sin h sin (¢ — m)
= sinid == R i,
wo tang m = cot h cos w ift.
Der Stunbenwinfel evgibt fidh dann aus
s sin w coﬂ

BULEEE cos 0
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2. Wenn J, s und ¢ gegeben find, h und w ju bevedynen.
Die Aufldfung ift devjenigen in 1. analog.

3. Wenn d, h und ¢ gegeben find, s und w 3u finben.
Nach §. 409, 1 erqibt fid)

LR sin {45 — L (h 4+ ¢ — @)} sin {45 — i (b -+ @ — )}
S ‘/sin{45°+%<h+e+qz)} s (B — 1 0+ =B

7 0 sin {459 — 1 (h -+ d — @)} sin {45 — % (§ + ¢ — h)}
L e ‘/sin{45°+~(h+a+¢>} sin (850 — L0+ ¢ — )}

4, Wenn h, w und s gegeben {ind, d und ¢ ju beftimmen.
Mit Ridficht auf §. 414 erhalt man

cos h sin w

cos 0 = ——— s und
0 @ cos § (W —
tang (45 — —2—) =2 W-ITS) tang + (h — 0).

§. 429. Die 3Feit ded Auf- und ded Unterganged eined Ge-
ftivng zu beftimmen.

Dad phivijhe Dreted ZPS (Fig. 193) gibt (§. 408, I1a)
sin h == sin d sin @ + cos 0 cos @ cos s.
Fiiv den Auf- oder Untergang ded Gejtirnd ijt nun h = 0, daber
0 = sin d sin @ -+ cos d cos @ cos s,
worau§ cos s = — tang d tang ¢, odev
cos (180° — s) = tang 0 tang ¢
folgt, worin s den Stundenwinfel de§ auf- oder untergehenden Sternes, d. i.
bie Beit ausbriict, welche jwijchen der Culmination und dem Auf- oder Unter-
gange begjelben enthalten ift und der halbe Tagbogen ded Geftirnd heift.

3. B. Wie gvof ift fiir Wien bder halbe Tagbogen der Sonne am
13. Mai, wo ihre Declination d = 18°25* betrigt?

Fiiv Wien ift die Polhihe @ = 48°12'35". Man erhilt dafer

180 =5 ="68""39" nd" & = 111°52/ 21",
Bur BVerwandlung diefed Bogend in Beit hat man die Propovtion
360°: 111°52/ 21" — 24 Stunden ;: x Stunden,
poraug x = 7" 27 29" folgt.

Fiiv die Sonne ift s, in Beit audgedriidt, jugleid) die Sonnengeit thres
Unterganges und 24" — s jene de§ Aufganges. Am 13. Mai geht aljo in
Wien bie Sonne um 7" 27/ 29" abends unter und um 16" 32‘' 31", b. i
um 4" 32’ 37" morgens auf.

Fiir andeve Geftivne mufé man, wenn bdie Sonnengeit der Culmination
befannt ift, von ihv s in Beit jubtvabieven, um die Sonnenjeit ded Aufganges,
und u ihv s in Beit addieven, um bdie Sonnengeit ded Unterganges u bevedhnen.

Bufaf. Der halbe Tagbogen der Sonne doppelt genommen gibt die
Tageslinge.
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Da in den Sonnenwenden die Declination == 0 der Sonne gleidh bder
Sdhicfe dev Cfliptif & = 23°27' 30" ijt, fo wird durd
cos (180° — s) = = tang & tang ¢
bie Dauer ded lingften und des fiivgejten Tages bejtimmt.

24 %Thungsnufgnhm.

§. 430. 1. Bejtimme «) sin > o1 B) cos N fiir bas requldre a) Tetvaeder,

b) Octaeder, ¢) Dobdefaeder, d) :}fmaebex, wenn N den Neigungswinfel zweier
Seitenflchen beseichnet (§. 423 und § 362, 1—3).

Fiie sin ~ erhilt man a) g b 3, 0 ‘/5"“/", ‘/3+V5.
il

cos N " " a) ‘tl"r b) d)

" A 2’ 3

2. Gin Adhfenfdynitt eines Eylinders, bdeffen Achje a gegen die Grund-
flache mit dem Radiug r unter dem Winfel e geneigt ijt, jhneidet die Grund-
flache in einer Gtrede, welhe mit der Projection der Acdhjfe den Wintel §
bildet; wie grof ift der Fladheninhalt des Achfenjchnittes?

3. Aug drei in einev Ede jujammenjtofenden Kanten a, b, ¢ und den
pon ifmen gebildeten Winfeln e, B, p eined dreifeitigen Prismas dejfen Volumen
su finden (§. 424).

4. Aus bdrei in einer Ede jujammenijtofenden Kanten a, b, ¢ einer
preifeitigen Pyvamide und bden von ihnen gebildeten Winfeln «, B, y das
LBolumen v der Pyramide u finden.

Aus § 424 und der vorhergehenden Aufgade ergibt fid) fiix 20 =47

=1 abe |/ sin 6 sin (6 — ) sin (¢ — f) sin (6 — 7).

5. Das Volumen v ecinev dreifeitigen Pyvamide ausd den in einer Ccfe
sujammenitofenden Kanten a, b, ¢ und den der Reihe nac) an diefen liegenbden
Keilen A, B, C 3u bevedynen.

Aus bem Rejulfate der vorfergefenden Aufgabe 4 erhilt man unter Veiziehung der

Formeln IILa) und IIIb) in § 409 und I) in § 407

2abe 3
¥ e e B O — cos 8 cos (S — A) cos (S — B) eos (5 — C),

wo 28 =A 4+ B+ C it

6. Die geographifche Breite von Wien ijt 48°12/35", bie von Hom
41°53 54", bdie geographijche Linge von Wien ift 34° 249", bdie von Hom
30°9/30"; wie grof ift der {phavijde Abjtand beider Stidte?

7. Die jpharijche Entfernung zwijhen Wien und Pari§ ift 139-67
geographifhe Weilen, die geogr. Breite von Wien ift 48° 12° 35", bie von
Paris 48° 50 13"; wie viel betviigt die Diffeveny der Uhren an beiden Ovten?

8. Die geogr. Breite und Linge dreter Orte auf der Grde und dev
Palbmeffer der leyteren find gegeben; bevedyne die Seiten, bdie Winkel und
ben Flacheninhalt deg durd) jene Ovte bejtimmien {pharijden Dreiectes.
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9. Die Linge cined Sternes ift 62°52' 38", bdie Breite 19°40‘ 39",
oie Sdhiefe der Ciliptif 23° 27/ 30"; wie gvof find die Rectafcenfion und die
Declination diejes Sternes?

10. Bejtimme aug der Declination 21°58' 15" eines Sternes, feinem
Stunbdenintel 15°38/42" und der Polhvhe H0°H' 18" bdie Hihe und bas
Azimuth desjelben.

11. TWie hod) fteht die Sonne am 15. April um 11 Uhr vormittags
iiber dem Horizonte von Graz, bdeffen Polhdhe 47°4' 20" ijt, wenn bdie
Declination an diefem Tage 9°HO betrigt?

12. Um weldhe Tagesseit hatte die Sonne am 20. PMai, wo bdie Decli-
nation 20°4' war, in Wien, defjen Polhohe 48°12' 25" ijt, eine Hobhe von
38°30'?

13. Die geographifhe Breite von Prag betrdgt H0°5H 18", bdie von
Zrieft 456° 38’ 37"; berechne bdie Dauer ded lingften Taged fiiv jeden bicjer
Orte (§. 429, Bufap).

14. Welde geogr. Breite hat ein Ovt, deffen lingjter Tag 18 Stunbden
dauert ?

15. Wie viele Breitegrade mufd ein Ovt minbejtens haben, bdamit fiir
venfelben die Dauer ded lingften Tages 24 Stunden evveidye?



Bierter Theil.
Analytifdie Geometrie,

§. 431. Die analytijhe Geometrie hat die Unterfudung der Raum-
gebilde mit Hilfe der Rechnung (Analyiis) zum Gegenjtande.

Ju der vorfiegenden Abhandlung bejdhranfen wiv und auf die analytifche
Geometrie der Ebene.

I. Der Punkf.

Redjtwintlige Conrdinaten,

§. 432. Um ein Raumgebilde analytifd) su beftimmen, wird dasfelbe
auf gewijfe fejtliegende Linien und Punfte, weldhe man ein Coordinaten-
{pftem nennt, bejogen. Dag einfadifte und am meijten im Gebraude ftehende
Coordinatenjyjtem ift dag redytmwintlige.

Man zieht (Fig. 194) zwei fejte, zu einander normale Gevade X X’
und Y Y’, welche {ich) im Puntte O jcdneiden.

Sig. 194, Diefe Gevaben feifen Coorvdinaten-
Z]e adhfen, und gwar X X' die UAbjciffenadie,
o YY' die Orvdinatenadfe; ihr Shnittpuntt
& O Beift der Anfangspuntt oder Uriprung

%P = 2 X* per Goordinaten.
” a @8 fei nmun M ein Punft in ber durd
o g M” XX und YY' gelegten Gbene. Rieht man
4 I von demjelben zu X X' die Normale MP und

s YY' die Normale MQ, fo find durd) die Lage des Punftes M aud) feine
Abjtinde MP und MQ von den Coordinatenachien unzweideutig beftimmt.
Sind umgefehrt die Abjtinde MP und MQ gegeben, fo ijt dburch diefelben
oudh die Lage des Punfted M beftimmt; man darf nur in P eine Normale
s XX und in Q eine Normale zu YY' jichen, ihr Durdhjchnitt ift dex
Puntt M. ’
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Die Abftande MQ und MP fheifen dbie Coorvbdinaten des Punited M,
und war der Abjtand M Q oder der ihm gleiche Abjdnitt OP die Abfcifie
und der Abjtand MP bdie Ordinate. Die Abfciffe wird gewdhnlidy durdy x,
bie Orbinate duvd) y bezeidhnet, wenn der Punft ald ein beliebiger gelten foll.
$Hat ein beftimmter Punft M die Coordinaten OP =a und MP =b,
fo oriidt man die§ analytijh durd) die Gleichungen
Temma vy =
aug, weldge veshalb die Gleichungen ded Punttes DM heifien.

Dexfelbe Puntt wivd auf diefe Weije immer durch diefelben zwei Gleichungen
ausdgedriidt, und diejelben zwei Gleichungen beftimmen immer denjelben Punft.
Der Punft M ift demnad) bder geomefrifche Jeprdfentant der Gleichungen
X = a, y = b, und diefe {ind der analytijche Reprdfentant des Punttes M.

Ginen Puntt M, bdejfen Coovdinaten a und b find, pflegt man auch
furyweg durd) (a, b) ju begeichnen.

8. 433. Die beiden Goordinatenadhjen theilen bie Ebene in wvier Qua-
branten. MWm nun anguzeigen, in weldhem Quadvanten ein beftimmter Punft
liegt, werben die Coordinaten auf den entgegengejetsten Seiten jeder Achje duvch
die Borzeichen + oder — unterjchieden. Man betvadhtet gewdhnlich die Abjcifjen
in ber Richtung nadh red)td von der Ovbdinatenad)je al8 pojitiv, die Ab-
jeiffen in ber Ridtung nach linfs al8 negativ; ebenfo die Ordinaten in
per Ridjtung nach oben von der Abjciffenad)je als pojitiv, bie Orbinaten
in der Ridtung nad) unten ald negativ.

Unter diejer Vorausfesung hat man, wenn (Fig. 194) OP = OF
—q iy, 00 — 0 ="t refect inith:

fity ben Punt M ...x= +a, y=-+b;
(fie o M Tk = By =t B
it MR R e gy ——

1" 1" B'I“‘...X:J[—&, y:_b‘

Fiiv vie Puntte, weldhe in der Abjciffenachie legen, ift die Ordinate Null;
fitv die Puntte, weldhe in der Ordinatenachfe Legen, ift die Abjeiffe Mull. Fiir
ben Anfangspunit O, weldher jowohl in der Ovdinaten- al in dev Abfciffens
adhfe Tliegt, ift x = 0 und y = 0.

§. 434. Abjtand zweier Punfte, welde duvrd) ihre Coordinaten
gegeben find.

Sig. 195. Sind (Fig. 195) OP, = x, wud M; P, =y, bie
i Goordinaten de§ Punftes M,, OP, = x, und M, P, =y,
M, bic Goorbinaten des Punftes BM,, fo ijt, wenn man
e M, R, || OX zieht, in dem vechtwinfligen A M, R, M,
l{ 2, s M, M,* = M;R," + M,R,%;
ober wenn der Abjtand M, M, = d gejekt mwird,

0B I B X dz:(x2—31)2+(y2_Y1)2'




Umgefehrt wird die Forbevung, dajé ein Punft (x, y) von dem Punfte

(a, b) den Abjtand d habe, durd) die Gleihung ausgedriict:
(x—a)+(y—b)P=4d>

giiv den Abftand eines Punited (x,, y,) bon dem Anfangspuntte (0, 0)

ver Goordinaten ergibt fic)
ddi=im? sl

§. 435. YBedingung, unter welder bdrei Punfte in einer Ge-
raden liegen.

1. &8 jeien «(Fig- 190). oic Punbte-My = (= ,y.), M, = (=575
und M; = (x,, y,) gegeben. Siegen bdieje drei Punfte in einer Gervaden, fo
miifjen, wenn M, R, || OX ijt, bie Dreiee M, R, M, und M, R, M, dfnlicy
fein; man hat daher

M; R. M; R. — Xg — X

BE, - HE P e L
d. h. die Ovdinatendifferengen je zweier Punfte miijfen den ent
fpredyenden Abfeiffendifferenzen propovtioniert fein.

2. Wmgetehrt: Finbet fiir dret Punfte M, = (x;, y,), M, = (x,, v,)
und M, = (x,, y,) bie Bedingungsgleidung

s REIEeA 1)
M R z—X%
jtatt, o miiffen biefelben in einer @evaden liegen.

G¢ fdneide die duvd) M, und M, gezogene Gevabe die jur Abjciffen-
achje Novmale, weldye x, zur Abfeiffe hat, in irgend einem Punfte M, deffen
Orvbdinate y fei, fo dajs M;, M, und M in ciner Gevaden liegen; dann ift nady 1)

o\t s L K 2)

Ve R il i
Aug 1) und 2) folgt aber y = y,, d. h. die Punfte (x;, y) und (x,, y,)
miiffen gujammenfallen, oder M mujs mit M, identifd) fein.

§. 436. Aus den Coordinaten zweier Punfte M, = (x/, y')
und M, = (x", y") die Goordinaten des Punfted M, abjuleiten,
der ihre BVerbindungsftrede M, M, in einem gegebenen Berhilt-
nijfe m:n theilt (Fig. 195).

@ind x, y bdie gejuchten Eoordinaten des Puntted M,, jo ijt

a0 =My My MMy = Py B, 1P, By lsober
m:n=(x —x): (x" —x), woraus fid) evgibt
nx' + mx"

m-+n
Gbenfo erhlt man
£ ﬂi—-_{_ myu
YTy L LR
i den Halbierungdpunit der Strede M, M, ift m = n, daher
20 g0 g _ vy
6 Y ¥y = o

Mocnit, Geometrie. 16
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§. 437. Fladeninhalt eined Dreiedes, bdejfen Edpunfte
purd) ihre Coordinaten gegeben jino.

Fig. 196. Deifit £ der Fladeninfalt des Dreiedes ABC
Y (Fig. 196), fo hat man
P £= A AG'C 4 CCBBHEOARER]
‘ 3 Bezieht man nun diefed Dreied auj das vedt-
46 I | winflige Coovdinatenjyjtem X OY, und ijt
0'_21' CTX A=, 71 B=@Ey ¥ C=(x, ¥,

’ 4

o 1oy — G s) s —x) S EE )
el A A @€ ==t T CUH B = it

AABB= 0% y2)2("2 =X b dafer

e Xy (Yo — ¥3) -+ X3 (Fs — ¥1) + %5 (F1 — ¥o)
== - !
Bulage. 1. Auf gleiche Weife fann aud) der Fladjeninhalt jedes belie-
bigen VBielectes durd) die Coordinaten jeiner Ecpunfte beftimmt werbden.
2. Liegen dic Punfte A, B und C in einer Gevaden, fo ift £ =0, baher
% Fe—Y) + R @ — )+ %0 — ) =0
woraug man diejelbe Bedingungdgleichung
Jaceoln - F Zoc Ry
i Jaie= Yo ST
erhilt, die in § 43D auf einem andern Wege gefunben wurde.

Gdyiefwintlige Coordinaten.

§. 438. Stefen die beiden Achjen X X' und Y Y* nicht novmal, jonbdern
johief auf einauder, fo Beit dag Coordinatenfpftem jdhiefwintlig. Die
jdhpiefwinfligen Coordinaten eines Punfte8 M find dann die Mafzahlen
per Streden, welde von M ju den beiden Achjen mit denfelben pavallel
gezogen wevden. Jn dem Nadyjolgenden follen mur vechtwintlige Pavallel-
Coordinaten in Betvacht gegogen werben.

Polar-Conrdinaten,
§. 439. Mandmal ift aud) dag Polar-Coordinaten{yftem im
Gebraudge.  Bei diefem nimmi man einen fejten Punit O (Fig. 197) an,

ig. 197. welcdher der Pol genannt wird, und von demjelben aus
gy einen fejten Strahl OZ, weldjer die Polavadie Dheift.

3;/ Die Lage eined Punftes M ijt nun vollfommen be-

5 5 ~ ftimmt, wenn der Abjtand MO diefes Punftes vom Pole

und der Winfel MO Z, den MO mit der Polavadje bildet,
befannt find. Der Abjtand MO heift der Rabiugvector, er wird tmmer im
abjoluten Sinne genommen und alfgemein duvd) r begeidynet. Der Wintel
MOZ = @ witd entweder von 0° big 360°, ober von 0° big == 180° gesiht.
Die Grofen r und o heifen die Polar-Coovdinaten ded Punftes DML
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Zransdformation der Coordinaten.

§. 440. Hivfig tritt bei analytijchen Unterfudhungen das Bediivfnis ein,
die Goovdinaten eine§ Punfted in eimem bejtimmten Achfeniyfteme duvd) bie
Coorbinaten diefes Punttes in Bejug auf ein neued Adyfeniyjtem, deffen Lage
gegen bad frithere gegeben ift, auSzudviiden. Diefe Aufgabe nennt man bdie
Transformation der Coordinatemn

Fiiv die Bwede diejes Budjes witd 8 geniigen, den Ubergang von

einem vedytwinfligen Coordinatenfyjteme ju einem anbdern vedhwinfligen 3u
exrtern.

1. Die neuen Achfen feien mit den alten divect pavallel.

Fig. 198. Sind (Fig. 198) OX, OY bie Adhjen ded ur-
Yy s {priinglichen, O'X’, O'Y’ die Achien des neuen vedyt-
M

winfligen Syftems, und die Eoordinaten eined Punttes

: M in Bezug auf das alte Syjtem OP =x, MP =y,
0 LARL s Bezug auf das neue Syjtem O'P' = x/, MP' = y';

I x  find ferner OD =m, O'D = n die Coordinaten des
OB Wk neuen  Anfangspunttes O in Bejug auf dag alte

@yftem, jo hat man OP = OD + DP und PM = PP’ + P'M

oder x = m + x/, y:n—]—y‘...l)_

m und n werden ihr Borzeichen dndern, fe nacdhpem O’ in einem der
pier Quadranten liegt. Bei einer pavallelen Verjdyiebung der Achjen ijt jede
wefpriingliche Coordinate gleic) der algebraijchen Summe aug bdev entfprechenden
neuen Goordinate und der entfprechenden Goovdinate ded neuen Urfprungs.

2. Die neuen Adjen feien gegen die alten um den Winfel e gedreht
(Fig. 199).

Dann ift

OP=0Q—PQ=0Q —PR=OP cosea — MP'sine

PM=PR +RM =QP' 4+ RM = OP’sin « + MP’ cos ¢,

fomit X =x 08¢ —75 Sing %)
y =x'sine 4 y' cose ;

Fig. 199. 3. Die neuen Adhfen feien gegen die alten

‘ um den Winfel « gedveht und bder neue Ur-

jprung Habe bejiiglih des alten die Coordinaten
m und .

Nad) 1 und 2 it dann

i x=m+x' cose—y' sine|

0 o = y=n +x'sinetycose |

§ 441, Redtwinflige Coorvdinaten in Polar-Cooroinaten
3u vermwanbdeln.

Wir bejdhrinfen und hier nnf ben einfacyjten Fall, wenn dev Pol O
16*

8):
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(Fig. 200) mit dem Urjprunge, und die Polarad)je OX mit dev Abjcifjenadyje
veg rvechiwinfligen Syjtems jujammengallt.

@& feten fir den Punft M, x = OP, y = MP bdie vechtwinfligen
Coordinaten, ferner r = OM der Radiudvector und @ = MO X ber Winkel
desfelben mit der Polaradie.

Fig. 200 Aug dem vedytwintligen Dretece MPO ergibt jid)
X x:rc.oscp,}‘”@’
Y — r sin @;
p ’ fertier
gt p vt el i

Bulah. Bepeidhnen & und 4 die Winkel ded Radiusvectors OM mit
den pojitiven Achfen der x und der y, von 0° hid 180° gezihlt, jo ijt
To—r Con oY Shno AvE—TeoRn.
@ubftituiert man diefe Werte in x* + y® = r? fo ergibt fich
cos £ 4+ cos p* = 1.

Aufgaben.
§. 442. 1. Bejtimme bdie Lage der Punite, deven Coordinaten find:
a) x =8, o= D=1 =8 o=y =l
d)x=—2 y=i; e) =10 y =2 gisx =5 y=\k

2. Gonftruiere dag Dreied ABC, in weldhem der Edpunft A = (— 2, 0),
B =(2, —3) und C = (4, 4) ift.

3. Bejtimme den Abjtand der Puufte a) (7, 10) und (—5H, H),
b) (6, —5) und (—2, 1), ¢) (12, —12) und (—9, 8).

4. Driide durd) eine Gleidung aug, dajd der Puntt (x, y) von den
Punften (5, 4) und (3, 2) gleichweit abjteht.

5. Bejtimme den Punft, welder von bden Punften (3, 4), (2, —3)
und (—2, 3) gleidhweit abfteht, und gib diejen Abjtand an.

6. Bwei EGdpuntte ecines Dreieces find (4, —2) und (3, 2), ber dritte
fiegt im Urfprunge; bejtinume a) die Linge feder Seite, b) bie Coordinaten
bes Dalbierungdpunites jeder Seite, und ¢) den Fladheninhalt de§ Dreieces.

IL. Gleidungen jwifdien wei Bariablen uud ifre geometrifdien Orfer.

§. 443. Grofen, denen man wihrend einer Rechnung odber Entwidlung
einen beftimmten unvevinderlichen Wert beilegt, Heifen conftant, im Gegen-
jage 3u den verdnderlichen oder vaviablen Grofen, welde jeden beliebigen,
ifrer MNatur angemeffenen Wert annehmen Eonnen.

Die Begichungen awijdhen vaviablen und conftanten Grofen werden durd)
Gleigungen audgedvidt; 3 B. y = 2x + 3. Bebeutet hier x eine
variable ®rofe, fo ift, da der Wert von 2x + 3 mit x fid) dndert, aud) y
variabel; weil jedod) ju jedem fpecielfen Werte von x aué y = 2x + 3
ein bejftimmter TWert von y fidy evgibt, fo erjdheint y al§ abhingig von x.
Man unterjdeidet daher unabhangig und abhangig Baviable; die evteren
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find fene, Demen man jeden belicbigen mit ihrer Natur vertraglidhen Wert
beilegen ann, bie lefsteren folche, deven Werte durd) jene dev unabhingig
Baviablen beftimmt werben.

Um auszudbritfen, dajs eine BVaviable y von einer anbern x abhingig
jei, jagt man, y fei eine Function von x und bezeichnet died durd) das
Symbol y = f (x).

§. 444. Gine Gleihung wifdhen jwei BVariablen x und y hat unzihlig
piele Auflsfungen; werben fiiv x nad) und nady verjdhiedene fpecielle Werte
gefest, o erhilt man gu jedem Werte von x aug der Gleidung audy fiiv y
einen ober mefreve jugehivige Werte. Betrachtet man nun  jedes Paar
sufammengehorender Werte von x und y ald Coorbinaten eines Punftes M
in BVegug auf ein beftimmtes Ahfenfyftem und conftruiert hievnad) den Puntt,
jo exfheint fede Auflsfung der Gleichung geometrifd) durd) einen Puntt dargejtellt.

Qe weniger von einander verfhieden man bdie aufeinander folgenden
Werte von x annimmt, bdefto ndher aneinander viicen audy die durd) die
Goorbinaten bejtimmten Punfte. Durd)liuft x alle veelen negativen und
pofitiven Werte von — oo bi§ 4 oo, o bejchreibt der vaviable Puntt M eine
beftimmte Linie, welhe die Gigenjdhaft hat, dafs die Coordinaten jedes ihrer
Puntte der gegebenen Gleichung geniigen. Diefe Linie heifit deshalb dev geo-
metrifde Ort der Gletchung.

Qn ber Ausdfithrung werden fo viele Punffe der Linte beftimmt, al8
nothig find, um die Linie volljtindig darzujtellen.

Aum befferen BVerftandniffe mdgen folgende Beifpiele dienen.

1. G8 fei die Gleichung des erften Graves

y=2x—1
ju conftruieren, 0. i. ihv geometrifdier Ovt gu bejtimmen.

Die Abjciffenadhje fei XX’ (Fig. 201) und O bder Anfangspunit der

Coordinater.
girx=1 2 .3,..., —1, —2 —38,...
it %=1,9, 9,,..; —3:—5b —T ..

Trigt man auf der Abfciffenad)ie die po-
fitiven PWerte von x von O aus big P, P!, P",. ..
und bie negativen von O big Q, Q’, Q",. . auf,
evvichiet in diefen Punften Normale und trigt
auf denfelben bie entjprechenden Werte von y,
und jwav die pofitiven nad) oben, die negativen
nady unten auf, fo lLegen bie Enbpuntte M, M,
M",.. N, N, N".. in der Qinie, weldhe durd
vie Gleidung y = 2x — 1 analytijd) beftimmt
ift. Da bdie Ordinatendifferengen den Abfcifjen-
biffevengen proportioniert find, fo ift die Linie
nach §. 435, 2 gerade.

Fig. 201,




Um den Punft B ju evhalten, in welcdhern diefe Gevade die Ordinaten-
adyfe jdhneidet, eviwdge man, dajs fiiv diefen Punft x = 0 ift; dann wird
= 2x — 1= —1, aljo iit OB = — 1. Fitv den Punft C, in weldem
vie Gerade die Abfciffenadyie jchneidet, mujs y = 0, aljo 2x — 1 = 0 fein
woraus fid) x = 4 evgibt; aljo it OC = 1. r

Conjtruiere ebenfo die Gleidung y — —2x.

Weldyer geometrijdhe Ovt entfpricht folgenden Gleihungen:

&) oy — (), b) y.== 0, e) ¥ =bh; d) TP

Jeder Gleichung des evften Grades entfpricht eine gevade Yinie.

2. Man conjtruieve die quadratijche Gleichung

4y =09 ober y =19 —x.

?5_‘1"11: =t 0 i 2, 3... —1, —2 =3
ftatiags== M) e8] s, g e S i) petig
Tig. 202,

LWerden je wei sufammengehorige Wexte
bon x und y al8 Goordbinaten eined Punttes
in Bezug auf dag Syjtem, defjen Abjcifjenadhie
XX’ (Fig. 202) und defjen Anfangspuntt O
ift, angenommen, fo ergibt jid), daj8 zu jeber
Abjciffe zwei gleiche entgegengejeste Ovdinaten,
und oajé ebenfo u feder Orbinate zwei gleiche
entgegengejeste 2Abfciffen gehvren. Die der obigen
_ Gleichung entfprechende Linie bejteht demnad) aug
vier jujummenfingenden Theilen, welde in Begichung auf die Eoordinaten-
achien jhmmetrijch liegen.

Fir x =0 ift y =+ 3; nimmt man daher OB = + 3 und
OD = — 3 an, fo findb B und D die Punite, in denen die Ovdinatenadyie
pon der Linie gejdnitten wird. Zu y = 0 gehirt x = == 3; nimmt man
baher OA = 4+ 3 und OC = — 3 an, o find ebenfo A und C bie Schnitt-
punfte der Linie mit der Abicijfenadye.

i alle pofitiven und negativen Werte von x, welde grifer ald 3 jind,
gibt e§ feine Orbdinaten, da fiiv x = 3 y imagindr wird; ebenjo fann aud
y nidht grifer ald 3 fein. Die frumme Linie ift aljo eine begrenjte.

3. @8 fei ju conjtruieven die quabratifche Gleichung

x? — 32— 9, ober y ==} x*—0.
Tl Eve= 2B unctnd, = L5 W ) =t2 bl
witd y = 0, + V7, =4, *120, £V40,...

Fiiv alle Werte von x, weldhe wifhen — 3 und - 3 liegen, wird y ima=
gindr und erhdlt man daher (Fig. 203) feine Punfte der Linte. Fiix x = =3
witd y = 0; bdie Linie fdhneidet aljo die Wbjeiffenachje in ben Abftinden
OA =43 undb OB = — 3. Da ferner ju gleichen pofitiven und negativen
Abfeiffen gleicdhe Ovdinaten gehoven, fo folgt, dajd bdie Linte aud zwei




getvennten J(jten jujammengefest ift,
weldye auf beiden Seiten der Ordi-
natenachfe fymumetrifd) liegen.

Qeder  pofitiven, jowie jeber
negativen  Abfciffe entfprechen  zwei
gleiche  entgegengefeste  Ordinaten,

yund jwar nehmen mit den wad)y
jenden Wbfciffen audy die Ovbinaten
ofme Gnde zu. Hievausd ergibt fid,
dafé jeber Aft der Linde aud wei
| Theilen befteht, weldpe fidh oberhalb
\\ und untechald der Abjciffenadhie fym-
A metrijd) ing Unendliche evftvecten.
Conftvuieve nod) die quabdratijdjen Gleicdhungen:
a) y’= bx — x?, eiiyia=—"x, e) 4x* + 9y* = 36,
b)y=x2+3x—2, d)xy:l{), f)4x2—9y2=36.
Yus den voranftehenden Aufgaben ift erfichtlich, dajé die geometrijhen
Orter quadratijher Gleichungen an Gejtalt jehr verfdieden fein Fonnen.
4, G8 foll noch die tvanscendente Gleihung y = sin x conftruiert
werden (Fig. 204).

£ 3 5 3
Fi'x =0, u:u, 7, —;, 2x, 32’3,.. ——Z, —m, ——2’5,—»_2
ry-=U Lalenilynilir Luws =1, Oy e Ig 0..
Fig. 204
Yl
| ////JAR /
B T4, Lo | 2 i\:r 3% 2a/
e sl
4

Den Ubjeiffen x = 0, ==, =27, = 3x,.. entjpridht die Ordinate
y=10; die ju y =sin x gehirige Linie jdhneidet aljo bdie Abfciffenadie
jowohl in bem Unfangdpuntte alg in den Abjtinden =, 2z, 3m,.. vechtd und
linf¢ vom Unfangspuntte.

Borms—10 Dlo¥x e f; find die Ordinaten pofitiv unbd ftetig wadhjend;

filtgx = % evveicht die Ordinate den groften LWert 1; von da an nehmen
vie Ordinaten in derfelben Weife ab b6 x =, wo y = 0 wird und aljo
die Linie bdie Abjciffernadhje fdhneidet. Ein gang gleidyer Theil der Linie liegt
gwifen x =2 und x =2z auf ber unteren Seite der Wbjciffenadyfe.
Unaloge Beziehungen finden auch fiiv negative Werte von x jtatt.
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Die frumme Yinie, weldje die Gleidung y = sin x geometrijch davftellt,
bejteht aljo aug unendlich wiclen gleichen Theilen, weldje abwedhjelnd oberhalb
und untevhalb dev Abjciffenadyje liegen.

§. 445. Sowie fid) jede Gleichung 3wifchen x und y geometvifeh dureh
eine Linie darjtellen [Gf8t, jo fann auch wmgebehrt fede Linie, in weldyer ein
bejtimmtes Bildbungsgejes vorhervitht, durd) eine Gleichung ausgedriickt werden.
Rimmt man nimlid) in der Linie einen vaviablen Punft M an, fo mufs
swifden den Coordinaten desfelben eine bejtimmte Relation ftattfinden, die fich
aug ivgend einer djarafterijtifhen Gigenjchaft der Linie ergibt wnd die dafer
fliv alle Yagen de§ vaviablen Punfted unverdndert fortbefteht. LWird diefe
Relation gwifhen x und y durd) eine Gleichung ausgedriidt, jo heifit diejelbe
vie Gleidhung dev Linie

Gine Gleihung awijdhen zwei Variablen ift demnach der analytifde
Reprafentant fiiv eine gegebene Linie, fowie umgefehrt bdie Linie der geo-
metvifdye Reprifentant fiiv eine gegebene Gleichung ift. Anf diefer Wedhfel-
besichung  beruht das Wefen der analptifdhen Geometrie. Sie hat bie
Aufgabe, aug irgend einer befannten darafteriftijchen Gigenfchaft einer gegebenen
Yinie die Gleidjung abjuleiten, weldhe durd) die Coordinaten jebes Punftes in
der Yinie erfitllt wird, und andererfeité aus einer gegebenen Gleidyung zwijchen
jwei Bariablen dag duvcd) jie davgeftellte geometrijthe Gebilde ju evmitteln;
ingbefondeve auch, durd) Miodification und Combination der zu beftimmten
Linfen gehorigen Gleichungen und deren geometrijehe Deutung die Eigenjdhaften
diefer Linien ju entwiceln.

Jn dem Nachfolgenden jollen nach der Ovdnung bdie eingelnen Linien,
die fid) durd) Gleidhungen bdes evften und des jweiten Graded augdriicten laffen,
analytijch unterfucht wevden.

1. Die gerade Linie.

§. 446. Allgemeine Gleidhung einer Gevabden.

&8 jei AB (Fig. 200) die gegebene Gevade; ifhre Lage fei geometrijdh
beftimmt durc) den Winfel BAX — «, den fie mit der pofitiven Richtung
ver Abjeiffenadyfe bildet, und durd) dad von ihr abgejdhnittene Stiid OB =D
oer Orvdinatenacdje.

Jft M ein beliebiger Puntt der AB und find x = OP, y =MP
jeine: Coordinaten, fo hat man, wenn BR || OX gezogen wird,

Sig. 205, y — MP = MR + RP,

Nun it
MR = BR.tang MBR = x tang e, uwd
RP = b; dabher

y =xtang e + b,
oder, wemt man tang e = a febit,
y =ax +b.




Diefe Gleichung findet wifhen den Coovdinaten x und y eines jeden
Punftes der Geraden AB ftatt, fie ift daher die Gleidhung ver Gevaden.

Da a und b jede beliebige veelle Bahl bedeuten fommen, fo ijt die Glei-
dung y=ax + b der analytijhe Ausdrud fiir alle mbglichen gevaden Linien.
Fiiv eine bejtimmte Gevade haben auch a und b gang beftimmte, conftante
Werte, wihrend x und y varviabel find, d. i fiiv jeden andern Punft diejer
Gevaden andeve Werte annehmen, Die Grife a = tang e heit, da fie blof
vor der Richtung der Gevaden gegen die Abjcifjenadhie abhingt, die Ricdytungs-
conftante.

§. 447. Digcufiion der Gleidhung y = ax 4 b.

1. Da die Gleihung y = ax -+ b zwei Conjtanten a und b Hat, die jo
lange unbeftimmt bleiben, al§ nicht von einer beftimmten Gevaden bdie Hede
ift, fo folgt, dajs zur vollfommenen Beftimmung einer Geraden zwei Be-
dingungen crfordeclid) find.

2. Die Nidhtungsconjtante a ijt pofitiv oder negativ, je nacdhydem der
Winfel «, weldhen die Gevade mit der pofitiven Abjeiffenachfe bildet, jhis oder
ftumpf ijt. Die Conjtante b ift pofitiv ober negativ, je nacdhdem die Gevade
bie Ordinatenachfe oberhalb ober unterhalb dev Abjciffenadyie jdhneidet.

Man fann daher fchon aus ben Vovseidhen der Conjtanten evjehen, auf
weldjer Seite die Coordinatenachfen von der Gevaden gejdhnitten werden.

3. Fiir ven Sdnittpunft A der Gevaden AB (Fig. 205) m:t ver Ab-

feiffenadyfe ift y = 0; bann folgt aud der obigen Gleihung x = — — %m oen
Sdnittpuntt B der Gevaden mit der Ordinatenadje ift x = o, baf)er % — b

et man. — -:— =e, alfo a = — %, jo nimmt bdie Gleidjung
y = ax + b folgende Fovm an:

X
T+E=1

in welcher die Nenner von x und y bdie Abfchnitte bedeuten, weldhe die Gevave
auf der Abfciffen= und auf der Ordinatenadhje vom Urfprunge an beftimmd.

4. Nimmt man b = 0 an, jo erhdlt man y —ax ald Gleidung
einer duvd) den Anfangspunft der Coordinaten gehenden Geraden.
Diefe Gleidyung enthdalt nur nod) eine Conjtante, da die eine Bebingung der
Gevaven {don daduvd) angegeben ijt, dajé fie durc) den Unfangspuntt geht.

H. @oll die Gevade, welde durdy den Coorvdinatenanfangspuntt geht, und
veven Gleidjung y = ax ijt, mit der Abfciffenachfe jufammenfallen, jo mujd
man den Wintel ¢, und jomit aud) a, gleich Jull fegen; man echilt alfo
y =0 al8 Gleidung der Abfeiffenadfe.

Bertaujdht man die Abfciffenachfe mit der Ordinatenachfe, {o ergibt fidh
dban x = 0 al§ Gleidhung der Ordinatenadfe.

6. Soll die Gevabe u der Achfe der x, und jwar in dem Abftande b
pavallel fein, fo muf§ man in der Gleichung y = ax 4+ b ben Winkel ¢,



alfo aud) a, gleich Null fegen, wodurd) man y = b ald Gleihung einev ju
pev Abjciffenadie in dem Abjtande b parallelen Gevaden erhilt.

Bertaujht man die Adhjen der x und der y, fo exqibt jidh ebenjo x =c¢
al8 Gleidung ciner zu der Ordinatenadje in dem Abjtande o
parallelen Geraben.

§. M8 Der geometrijde Ort einer Gleidung des enten
Grades zwifchen jwei Bariablen ijt cine Gerabde.

Beweis. Jede Gleidung des erften Grades zwijchen zwei Variablen
Ax + By 4 C=0 Ilafét fih auf die Form y =ax + b bringen.
Betrachtet man nun die Gleidung y = ax 4+ b al8 den analytifhen Aus-
prud filv cine ¥inie, indem man x und y al$ die Goordinaten ihrer Punfte,
aund b aber alg conjtante Grofen anjieht, jo hat man fiiv ivgend drei Punfte
diejer Yinie, deven Coordinaten x,, y,, x,, y, wnd x,, y, jind,

Y= a%, b, Y — 8% - b, Yo =a%Xy -+ b.
Subtrahiert man die erjte Gleichung von jeder der legteven, jo erhilt man
e Vi=aE—x) ud y—y =a(x—X),

daber
A et L Xz—"1‘
Jg =71 2
Die drei Punfte liegen demmach (§. 435, 2) in ciner Gevaden, b, i. der
geometrijde Ovt der Gleidhung y = ax + b ijt eine Gerade.

§. 449. Conjtruction einer Geraden, deven Gleidhung ge-
geben ijt.

Man beftimme wei Punfte, durdh) welde die Gevade gehen foll, indem
man aué der Gleichung el Paave jujammengehoviger Werte von x und y
fudht und biefe conjtruiert. Jm allgemeinen ijt e8 am bequemften, die Sdynitt-
puntte der Geraden mit den beiden Achjen zu beftimmen, indem man in der
Gleidung einmal y = 0, und dann x = 0 fefst.

§. 450. Gleidyung eciner Gevaden, welde durd) einen gege-
benen Buntt (x,, v,) geht.
Die verlangte Gleichung hat die Fovm
T o M B
wobei a und b der Bedingung der Aufgabe gemdf ju beftimmen find.
Damit die Gerade durd) den Punft (x,, y,) gehe, miiffen dejfen Eoor-
dinaten der Gleichung 1) geniige leiften; e8 mujs aljo
Yi=ax, +b...2)
fein. Diefe Gleichung enthilt aufer den befannteu Bahlen x, und y, noch die
Unbefanuten a und b und fann daju verwenbdet werden, die eine Unbefannute
ourd) die anbeve ausjudriiden. Man erhilt b = y, — ax, und damit geht
bie Gleidung 1) tiber in
y=ax+4y, —ax, okr y—y, =a(x—x)...3).
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Dieje Gleidhung 3), weldpe man aud) durd) die Subtvaction der Glei-
dung 2) von 1) exhilt, hat nod) eine unbeftimmte Conftante a, wie e§ jein
mujg, da durd) einen Punit ungifhlig viele Gerade geogen werden fonnen. Jijt
aber die Nufgabe gejtelit, die Gleihung einer Geraben zu finden, welde duveh
den Punft (x,, y,) geft und die X-Achfe unter einem beftimmien Winkel
jchneidet, fo Hat a in 1) und 2) und bdabher aud) in 3) einen bejtimmten Wert,
oder e8 gibt muv eine Gevade, weldhe diejen Bedingungen geniigt.

§. 451. Gleidhung einer Gevaden, welde durd zwei gege-
bene Puntte (x,, y,) und (x,, y,) geht.

Die verlangte Gleichung hat die Form

D e T i E Y

wo a und b nod) unbeftimmt find.

Damit die Gerade duveh die pwei Punfte gehe, miiffen deven Coordinaten
ber Gleichung 1) geniigen, e8 miiffen fomit die Bebingungsgleidhmgen

¥ = ax L Db...2) ulh vo=rax, b .13 bejtehen.

Aug 2) und 3) fonnen nun a und b beftimmt und ihre Werte in 1)
eingefetst werden, wodurd) die unbefannten Conftanten a und b in 1) durd)
die Goordinaten der gegebenen Punfte ausgedriidt find.

Dagjelbe erveiht man aud), wenn man bdie Gleichung 2) von 1) und
dann pon 3) jubtrabiert

y—hi—=alx—x)...4 V. — ¥ =a (X, — x,)...D)
und mun a au$ 4) und 5) eIiminiert Pan echilt jo ald die gejudhte Gleichung

y—n=2""(x—x)... 6.

3‘*2 —%

§ 452. Normalform der Gleidjung einer Geraden.

E8 fei bie Ynge ciner Gerndben AB (Fig. 206) geometrijd) bejtimmt
buvc) bie Ldnge der Normalen ON = p vom Coordinatenanfongdpuntte auf
bie Gevade und durd) die Winfel XON = £ und YON = 5, welde diefe
JNormale mit den pofitiven Coordinatenadyjen bildet.

Die allgemeine Fovm der Gleichung bdiefer Geraden ijt

y=ax+4b, oder y—ax—b=0.
%ig 206, Werben alle Glieder diefer Gleichung mit
cos e multipliciert, jo erhilt man
cos &« — x sin ¢« — b eos ¢ =0,

nbn ba ¢ = = E— 90° folglich
— sin @ = cos & (§. 350),
cos ¢ = cos  und b cos &« = p f{jt,

0 P X xcosE 4 yeosny—p=0.
Diejelbe Gleidhung evhilt man auf analoge Weife aud) fiir jede andere
Lage der AB; nur miffen in den Falen, wo cos « und b entgegengefesite
Lorvgeidhen haben, die Glieder in der allgemeinen Fovm bder Gleicdhung nicht
mit cos e, fondern mit — cos @ multipliciert wevden.




252
Die Gleidhng x cos & + y cos 5y — p = 0 Dheifit die Novmalform
ver Gletdhung einev gevaden Linie. Sie hat dvei Conftanten cos &
cos n und p, welde fid) jedoch auf zwei veducieven, da cos £2 4~ cos n* =1
(§. 441, Buj.), und fomit durd) cos £ aud) fhon cos 7 beftimmt ift. Die
Winfel & und n werben von 0° big 180° gesiihlt, bie Linge p wird unter
alfen Umitinden al8 pofitiv angenommen.
Bulady. Aus der allgemeinen Fovm der Gleichung einer Gevaden erhalt
man ihre Normalform, wenn man alle Glieder dev evteven mit
1 1

4+ e e
_cosa—V1+tangez- V1+a.-
multipliciert. €8 ift vemmnady fitv alfe Werte von x und y
YimaAx —b

x cosE -ty cos p—'p= Virae' jomit:

aB

—a 1
00 = P CON= Py P =
wobei dad Borzeidhen der Quadvatwuvgel 1 4 a® mit dem Borgeiden von
b itbereinftimmend genommen werden mujs.

§. 463. Abftand eined gegebenen Punktesd von einer gegebenen
Geraden.
1. @8 fei (Fig. 207) M = (x, y) der gegebene Punft und x cos & 4
y cos  — p = 0 bie in der Normalform gegebene Gleichung der Geraden A B.
Da p = ON al8 pofitiv angunehmen ijt, jo mujs die Normale P = MQ
von dem Punfte M auf die Gevade AB pofitio oder mnegativ genommen
Jig. 207. werden, je nachpem M und der Goorvdinaten:
anfang8puntt O auf derfelben ober auj entgegen-
gejeten Seiten der AB liegen. Nehmen wir
Diev ben erften Fall, alfo P pojitiv an.

5 Biehen wiv durdh M die A'B‘[| AB, fo
fillt die su A‘B' Novmale ON' = p* in die
N ON und bilbet dabher mit den Coordinatenadyjen
N ebenfalls die Winkel £ und »; die Gleidjung der
A A'B’ ijt aljo
Vw7 a iindk, xeos &+ y cosyy —p' =0.

Da der Punft M = (x', y*) in diefer Gevaden liegt, fo ift
x' cos £+ y' cos § — p' = 0, baher
p! =x' cos £+ y' cos 7.
Fun ift MQ = ON — ON, oder P = p — p’; folglidh
P=1p—x'cos £ —y' cos 7, ober
P=—(x'cos &+ y' cos 3 — p).
Da man zu demjelben Rejultate aud) fitr jede andere Lage bes Puunktes
M gelangt, jo ergibt jih der Sap:
Der evite Theil der in der Movrmalform gegebenen Glei




dung einer Gevaden, negativ genommen, dvidt den Abjtand des
Punfted (x, y) von diefer Gevaden aus.

2. Qjt die Gleihung der Gevaden AB in der allgemeinen Form y =
ax - b gegeben, fo hat man, da nady §. 452, Bufat

Eons s b
x cos £ + y cos W*P:%‘ﬁf

y'—ax'—b
Vita

§. 454. Polarvgleichung einer Gerabden.

Wm die Gleidhung der Geraden AB (Fig. 208) fiiv die Polar-Coordi-
naten gu evhalten, nehmen wiv der Ginjacdhheit halber den Urjprung O der
vechtwinfligen Coordinaten ald Pol und die Abjcifjenadhjie OX atg Polaradie
an; fiiv den Puntt M ijt dbaun r = OM, p= MOX. Gfjt mn ON =1p

Fig. 208, ber Abftand deg Poles von der Gevaben AB
Y und der Winfel BCX = ¢, jo erhilt man
B aus dem redhtwintligen Dreiede MN O

OM = 2%, ober ba NMO = ¢ — et
) B
{ T sin (@ — @)

afé Polavgleidhung der Gevaden AB.

P=—

X
A

Dieje Gleichung exhilt man aud) aud y = ax -4 b, indem man (§. 441)
y=rsin g und x = r cos ¢ fegt und beachtet, daf8 a = tang « und
b cosii—ip i

Bwei Gevade.
§. 455. ©dnittpunit jweier Gerabden. ;
: &8 feien y = ax 4+ b...1),
Fig. 209. yw__'alx_}‘_bi'..Z)

Y| bie Gleidhungen der beiden Geraden AB
bir und A'B’ (Fig. 209); man fucge die Coor=
5/ binaten ihres Schnittpunttes M.

Fiiv alfe Puntte der Gevaden AB ijt
y = ax + b; fiiv alle Punite dev Sevaden
G = “ x A'B'ifty = a'x 4 b’; fiir den Punit,
A A/ b1 ber in beiden evaden legt, fiiv Dden

Sdnittpuntt M, mujs daher y —=ax +b
und jugleich aud) y = a‘x + b’ gelten. Dem Punfte M werden daher jene
Goordinaten x unbd y zufommen, durc) weldhe beiden Gleidhungen ugleid
geniige geleiftet wivd; Ddieje Werte evgeben fichy aber durd) Aufléfung jemer
Gleichungen; man erhalt

pail g % <R e Gl
e S e
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§. 456. Gegenjeitige Lage zweier Gerabden.

1. Gind (Fig. 209) die Gleichungen der Geraden AB und A'B’, weldye
mit der Abjciffenachie die Winfel « und o bilben

y=ax+bundy=a'x b,

‘wo alfo a = tang &, a' = tang &’ i, jo hat man jur Veftimmung des
Winteld AMA’ = v, ben die beiden Geraden einfdhlieften,
tang v = tang (x — o) = HEEEL
DOer Winfel AMB’ ift der Nebenwinfel von v, daher
a—a’
Taa”

2. Sind bdie beiden Geraden AB und A’'B’ einander pavallel, ift
alfo e = o', fo ijt aud) a = a’.

Sind bdie Gevaden AB und A‘B‘ ju einander normal, ijt aljo

a—a'

1+ aa"’

ober tang v =

tang AMB! = — tang v = —

a=90°+ o, {o ift tang ¢ = — cot & (§. 350), jomit a = — %
Die Gleihung a = a’ driidt aljo die Bedingung dev parvallelen,
oie Gleichung a = — ; bie Bedingung der norvmalen Lage der zwei

Gerabden aus.

§. 457. OGleidung bder Palbierungslinie eined Winfels,
veffen Sdjentel durd) ihre Gleidungen gegeben jind.

1. @8 fefen die in der Novmalform gegebenen Gleidungen der Schentel
eines Winkeld x cos &, +ycosn, —p, = 0 und xcos§, +yeosy,— p, =0,
weldhe Gleichungen wiv der Ritvze halber durdh die Symbole

AL E—=10R i BATI=()
augdriicen wollen.

a) Yiegt der Coordinatenanfangspuntt in dem gegebemen TWinfel jelbit
oder in feinem Sdeitelwinfel, o find bdie Abjtinde eines beliebigen Punttes
(x, y) der Winfelhalbierungslinie von den Schenfeln (nad)y §. 453) im exften
Jalle — A und — A,, im gweiten + A, und 4+ A,. Da nun diefe Ab-
ftinde (nad) §. 46, 2) gleich jein miiffen, jo ift in Geiden Fillen A, = A,,
und’ fomit bie Gleidung der Halbierungslinie

A — A, =0

b) Liegt ber Coordinatenanfangdpuntt in einem bder Nebenmwinfel bdes
gegebenen Winfeld, fo haben bdie Abjtande eined jeden Punftes (x, y) der
Winfelhalbierenden von bden beiden Schenfeln entgegengefesite Bovzeichen; fie
jind alfo entweder — A, und 4 A,, oder 4 A, und — A,, und man Bhat,
oa diefe Abjtinde gleid) jein mitffen, in jebem Falle A, = — A,; mithin
ijit hier die Gleihung der Winfelhalbierungslinie

A + A, =0.

2. Gind die Gleichungen der Schenfel eines Winfels in der allgemeinen
dovm y = a;, x + b, ud y = a, x + b, gegeben, o ergibt fidh aus 1.
mit Riidficht auf §. 452, Bujag
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al8 Gleidung der Dalbierungslinie ded Winfel§, in weldem der Coovdinaten-
anfangspuntt liegt, und
:,—alx-—b i bt e Y
Vite T Viia —
als Gleichung der Halbierungslinie feines Mebenwintels.

§ 458. Bedingung, unter welder fidh drei Gevade in dem-
felben Bunfte fdhneiden.

G8 feien G, =0, G, =0, G; = 0 bie Oleichungen bdreier Gevaden,
wo G = 0 dag Symbol fiirr die Gleichung einer Gevaden in dev allgemeinen
Form oder in der Normalform ift.

Multipliciert man die gegebenen drei Gleidhungen folgeweife mit 4,, 4,
i, und [laffen iy bdiefe conftanten Factoven fo beftimmen, bdajs 4, G, =
LG, + 4, G, eine identifde Gleidhung wird, jo jdneiden fid
die drei Gevaden in demfelben Puntte.

Denn fetst man bdie befonberen Werte fiilr x und y, welde den Glei-
dungen G, = 0 und G, = O geniigen und dafher ihrem Sdnittpuntte an-
gehoren, in bie identifhe Gleihung 4, G, = 4, G + 4, G,, jo verjhwindet
bev zweite Theil, alfjo mufd audh der erjte Theil 4, G; = 0, und, da 4, eine
conftante Bahl ift, aud) G, = O werden. Diefe bejondeven Werte fiir x und
y Dbefriedigen fomit alfe drei gegebenen Gleichungen, d. §. die dvei Gevaden
jchneiden einanber in einem gegebenen Punfte.

Qn ber nwendung tritt am haufigiten die folgende, fiix 4, = 4, =
dy =1 jid) ergebende Form der obigen identijchen Gleichung auf:

G, = G, + G,

Sie enthilt den Saty: Wenn von den Gleidungen dreier Ge-
vraben bdie eine gleid) ift ber Summe ber beiden anbdeven, fo
jhneidben fid) die drei Gevaben in demfelben Punite.

§. 459. Rur Anwendung der vovanftehenden Yehren jollen Hier die ana-
ytijchen Beweije einiger Lehriise vom gevadlinigen Dreiede folgen:

1. Die Palbierungslinien der drei inneven Winfel eines
Dreiectes {dneiden einander in demjelben Punite (§. 48, 2).

Sind die Gleihungen der Seiten eined Dreteces in der Normalform
Ay =10, A =10 Ay =0,
fo find, wenn man den Coorvdinatenanfangspuntt innerhalb des Drefecfes an-
nimmt, nad) § 457 die Gleichungen der Wintelhalbievungglinien
A — A, =0, A, — A, =0, A, — A, =0

Da mun die erfte diefer Gleidhungen gleich ijt der Summe der beiden
anderen, fo folgt nad) §. 458, bn]@ fidy bie drei Halbierungslinien in dbem-
felben Puntte fdhneiden.
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2. Die PHalbievungslinien eines inneren Winfeld und bder
swei ihm nidht anliegenden AuFenwinfel eines Dreiedes jdhneiden
einanber in demijelben Puntte.

Nach §. 457 exhilt man die drei Gleichungen

A, — A =0 A +A, =0, A+ A =0

Die dritte Gleidhung ift die Swmme der beiden andeven; aljo jdhneiden

fich die drei Winfelhalbievungslinien in demfelben Puntte.

3. Die Halbievungslinien der drvei Aufenwinfel einesd Drei-
eded fdyneiden bdie gegeniiberliegenden Seiten in drei Puntten,
weldye in devfelben Geraden liegen.

JNimmt man wieder den Urfprung der Coorbinaten innerhalb de§ Drei-
edes an, jo find die Gleichungen der Halbierungslinien der jenen Seiten
gegenitberliegenden AuRemwintel

A, + A, =0, A+ A, =0, A+ A, =0

Die Coordinaten ded Shnittpunttes der Winfelhalbievenden A, + A, =0
mit dev gegeniiberliegenden Seite A, = 0 miiffen bdiefe beiden Gleidhungen
sugleich befriedigen; fie miiffen daher auch der Gleihung A, + A, + A, =0
geniige leiften, d. h. der Schnittpuntt liegt in der Gevaden, deven Gleichung
A+ A, + A, =0 ift.

Ebenfo folgt, baf8 aud) der Schnittpunft der Winfelhalbievenden A, +
A, = 0 mit der Seite A, =0, und der Schnittpuntt der Winfelhalbierenden
A+ A, =0 mit ber Seite A, = 0 in bder Geraden, deven Gleidhung
A + A, + A, =0 ijt, alfo mit dem friiheven Shnittpuntte in derjelben
Geraden liegen.

4. Die Sdwerlinien eined Dreiecdesd jdneiden einander in
pemijelben Punfte (§. 61).

Wiihlen wiv in dem Dreiee ABC (Fig. 210) der Einfachheit Halber
ven Edpuntt A al8 Coordinatenanfangpuntt und die Seite AB al8 Abjcifjen-
adhfe. Dann haben wir jur analytijen Bejtimmung bdie drei Ectpunite

A = (0, O)r B = (x,, 0), C = (x, y::)'

ind M, N, P bie Halbierungspuntte dev den Ccfpunften A, B, C gegen-

iiberliegenden Seiten des Dreiectes, jo ift
M=(27",3), M=(%I)  P=(20)

Firr die Schwerlinien AM, BN, CP erfalten wiv daher nad) §. 451
folgeweife die Gleihungen:

I3 Y3

o 2 dish 2 i Ll X
X x2+x3‘xi Vi X, (X—XS), Y o= %5 (X'__r

2
2 Ha By e
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Fig. 210. weldhe fich aud) fo ausdriifen laffen:
¥ (x2+x3)y—y3x=0,
¢ (% —2x%)y —nx+ %y, =0,

2% — %)y — 27X + %, 5, = 0.
Da nun die dritte Gleihung gleid) ift der

z o Summe bder beiden anderen, jo fdhneiden fich die
/ purd) bdiefe Gleichungen bargeftellten Schwerlinien
A 2 A in bemfelben Puntte.

Aufgaben.

§. 460. 1. Sude die Gleidhung einer Geraden, welde a) von der Or-
dinatenad)fe das Stiid — 2 abjdhneidet und mit der Abfciffenadyie einen Winkel
pon 45° bifdet; b) von der Abjciffenadyje das Stist — 3, und von der Or-
dinatenachfe das Stitct 2 abjdyneidet.

2. Conftruiere eine Gerade, deven Gleidyung ijt:

a) y=3x+ 5, b) y=—2x + 3, Gl ya= S

3. Gegeben jind die Punfte:

a) (1, —1) und (—2, 2), b) (2, 7) und (—1, 1);
(‘,) (_ % 3) und (31 O)r d) (Or _2) und (_ %r _3)?
fude die Gleidhung der Gevabden, weldye duvd) diefe Punite geht.

4. Beftimme den Abjtand a) ded Punftes (2, 3) von der Geraden
4y = 3x + 12, b) ded Punttes (7, 4) von der Gevaden 15y = —8x — 30.

b. Die Cdpunite eines Dreiedes find (— 2, 2), (4, 2) wnd (1, 6);
bejtimme a) die Gleidhungen der Seiten, b) die Hiohen bdes Dreiectes.

6. Sude die Goordinaten des Sdnittpunftes, fowie bden Winfel ber
beiden ®eraden:

a)y=—38x+Humd y=—2x —4;
b) 3y =2x 4+ 9 und 4y =x 4 3.
7. Die Gleichungen bder Seiten eined Dreiected find y = — x — 3,
Ty =—2x — 6 und 3y = 2x — 14; fude a) die Coordinaten der Ed-

punfte, b) den Flideninhalt deg Dreiectes.

8, Beftimme die Gleihung einer Geraden, welde durd) bden Punit
(4, — 1) und ben Sdnittpuntt der beiden Geraden y = 2x — 4 und
y=—x — b geht.

9. Gude die Gleidhung einer Gevaden, weldhe dburch den Puntt (x,, y,)
geht und zu der Gevaden y = ax + b a) parallel, b) normal ift.

10. Bejtimme die Gleidhung einer Geraben, welde durd) bden Punit
(—4, 3) geht und zu der Gervaden by = 2x — 4 pavallel ift.

11. Die Gleidhung einer Gevaden zu finden, bie burd) den Punit
(—2, 4) geht und gu der Geraben, weldhe die Punfte (2, — 3) und (3, 1)
verbindet, parallel ijt. 3

Moinit, Geometrie. 17
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12. Gudye die Gleidung einer Gevaden, wele durd) den Punft (1, 4)
geht und zu ber Geraben 2y = —'x 4 2 normal ijt.

13. Qu dem Sdynittpuntte der Gevaden —sx— +y=1umbd _2’5 —y=1

wird u dev lefsteven Geraben eine Novmale gegogen; weldyes ift ihre Gleichung?

14. Die Endpunfte einer Strede find (1, — 2) und (3, — 4); bejtimme
oie Gleidung ihrer Symmetrale.

15. Die Gleidungen der Schentel eined Winfeld jind a) 3y + 4x =2
ud 4y =3x — 5, b) 10y —24x =1 und 6y — 8x = 5H; fjudhe die
Gleidyung der Winfelhalbierenden.

Beweife analytifd) folgende Lehride:

16. Die Halbierungslinien eines Winfel8 und feines Nebenwinfeld find
au einander novmal (§. 457, 2).

17. Die Halbierungslinien jweier innever Winfel und bes britten
Aufenwinfeld eineg Dreiectes {dyneiden bdie gegenitberliegenden Seiten i bdrei
Puntten, weldhe in derfelben Geraven liegen.

18. Dic brei Hohen eined Dreieces (§. 60) fdyneiden einander in dem-
jelben Puntte.

19. Die drei Seitenjymmetralen eines Dreiectes (§. 48, 1) fhneiden ein-
ander in demfelben Punfte.

IV. Die Streislinie.

§ 461. Allgemeine Gleidung ded Kreifes.

Qu ber Rreiglinie fino alle Punfte von dem WMittelpuntte gleid) weit
entfernt. Um die Gleichung ded Kreifes ju erhalten, darf man mur diefe darat-
teriftifche Cigenjchajt desjelben in die analytijdhe Beidhenfpradye itbertragen.

Sind (Fig. 211) OP = x, MP =y bie Coorbinaten des Punites M
einer Rreiglinie, deven Halbmeffer CM = r ijt, ferner OD = p, CD = gq

&ig. 211. bie Goordinaten deg Mittelpuntted C, fo ift, wenn man
CR||OX jielt,
£ CR? + MR® = O M=
I _,_% Pean evhilt daher, ba CR =x—p, MR=y—¢q
IA ift und ber Abftand CM fir alle Punfte der Kretdlinie
5 v =r fein muf8, alg allgemeine Gleichung ded Kreijes

DR E—p) '+ G —@'=r1..1)

Diefe Gleichung enthdlt drei conjtante Grofen p, g und r, wad anzeigt, dajs
sur pollfommenen Beftimmuing der Lage und ber Grife eined Kreifed drei Bedingungen
erfordexlich find. Mean fann dieje drei Conftanten beliebig dndern, jo bebeutet bie Gleichung
imnter ieder einen §reig, wenn audy dejjen Lage und Grofe eine andere wird; bder Eha-
rafter ber frummien Qinie wwird durd) die Imbering ber Conftanten nicht getindert.

Bufah, Die Gleidhung 1) fann man auch jo daritellen:

(='—=p+ 9" —r"=0..42).

Dicje Form heit die Normalform der Gleidhung eines Kreifes;

fie wird oft der Riirze Hhalber durd) dag Symbol K = O audgedriidt.
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Da (x —p)* 4 (y— q)* bag Quabdrat der Entfernung bded Punttes
M = (x, y) vom Mittelpunfte bes Kreifed bedeutet, fo ift (x — p)* 4
(y — q)* — r® . i. bie Differeny pwifdhen dem Quabdrate diejer Entfernung
und dem Quadvate de§ Halbmefjers, die Poteny des Punftes M in Besug
auf den Kreis (§. 138). Man fann daber fagen:

Der erjte THheil K der in der Normalform K = O gegebenen
Gleidjung eines Kveijes dridt die Poteng ded Puntted (x, y) in
Beziehung auf diefen Kveid aus.

§. 462. Fitv befondere Lagen der Coordinatenacdhfen nimmt die Gleidhung
bes Rreijes eine nod) cinfadyere Gejtalt an.

1. Liegt der Mittelpunft des Kreifes in der pofitiven Abjciffen-Halbachie
im Abftande p =1, fo geht die Gleidhung 1) iiber in

b s e o o D

Dieje Gleidhung heift die Sdheitelgleichung ded Kreijes.

2. Qiegt ber Mittelpuntt ded RKveifes im Urfprunge der Coordinaten,
fo ift p =10, q =0, und man erhilt aué 1) die Gleidung

Sl i e

Diefe Gleichung heift die Mittelpunttsgleichung des Kreifes.

Die Gleichungen 3) und 4) enthalten eine eingige Conftante, wad gany nativlid i,
ba von Den brei im allgemeinen nbdthigen Vebingungen zivei bereitd durd) die BVoraus-
jeptgen, unter welden jene Gleichungen frattjinben, audgejprochen find.

§. 463. Discuffion der Gleidung x* 4+ y* = r’

Bur rvdumlichen Deutung bder Gleidhung ded Kreifed wihlen wir die
Mittelpunttsaleichung als die einfachite.

19 y==%)Vr—xPmh x=1= 1/ 1% — y? folgt, dajs jedem
Werte von x (y), fiiv welden fibevhoupt y (x) einen veellen Wert hat, 3wei
gleidhe, aber entgegengefete Werte von y (x) entfpredjen; die Kveidlinie wird
alfo vor der Abjeiffenachfe (Ordinatenadhie) in zwei fymmetrijde Theile getheilt.

2. Fiiv die Scnittpuntte des Krveifes mit der Abfciffenadyfe it y = O,
baher x = L r. Fiir die Scnittpuntte ded RKreife8 mit der Ordinntenadhje
ift x = 0, baher y == r. Die Kreislinie jhneidet alfo fowohl die Abjciffen-
al8 bie Ordinatenad)fe in pwei Punften, welde auf entgegengefesten Seiten
pom . Urfprunge den Abjtand r Haben.

3. Fiir x> r wird y imagindr, fiiv y > r wird x tmagindr; der
grifte Wert, den man fiir x oder y fegen fann, ift alfo der Halbmeffer r.

§ 464 Polargleihung desd Kreijes.

G8 fei (Fig. 212) C bder WMittelpuntt cines Kreifes, CM = a deffen
Halbmeffer, ferner O der Pol des Polar-Coorbinateniyftems, OC = o der
Rabdiugvector des Mittelpunftes und COZ = o der Winfel, den OC mit der
Polavadhje OZ bildet. Jjt nun *M irvgend ein Punft der Kreislinie, alfo

17%
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oig. 212, r=OM fein Radiudvector und @ = MOZ bder Winkel
’\ vesfelben mit der Polavadife, fo evhilt man aug bem Dreiecte
( o CMO

CM?!=0OM*+ O0C®—20M.0C.cos COM
\_ oder a® =1? + ¢ — 2rp cos (¢ — @), Woraus

r=gpcos (« — @) & Va?— o’ sin (¢ — ¢)°
al$ allgemeine Polarvgleidhung des Kreifes folgt.

giiv o = 0 erhdlt diefe Gleidhung die Form r = a.

§. 465, Bedingungen fiir ben Sdynitt und die Beviihrung gweier Kreije.

€3 jeien O unb o bie Mittelpuntte zieier Kreife, R und r ihre Halbmefjer und
Oo =c ifre Centrale. Man fann unbejcdhadet der Allgemeinbeit der Unterjuchung O afd
ben Cootbinatenanfangdpuntt und Oo afd bdie Abfeiffenachfe annehmen; dann find bie
Gfeichungen der beiden Rreife

24 y2=R2 und (x—c2+ y2=r2

U bie Coordinaten ber ben beiben Sreiglinien gemeinfamen Puntte su erfalten,
wird man aud ifren Gleichungen x und y Dbeftimmen. Subtrabiert man gu diefem Gnde
bie zweite Gleidhung von der erjten, jo erhilt man
¢ 4 R2 — 2
Srgran

x?— (x — ¢)2=R? — r2, pber 2cx — ¢ = R2 — 12, Dafer x =
Gubftitutert man biejen Wert in die erjte Gleichung, fo ergibt fich
=k g, VASRE — (5§ B2 — 1,

ober ba
402R? — (2 + R? — 122 =(2cR 4 ¢? + R? —1?) (2cR — ¢? — R2 - 19)
= {0+ R2 —1%) . {2 — (o — R)2)
=@+R~+1(+R—1)(r+c—R)(r—c+ R)ift,

y=d - VEFRFD c+R—D =B+ ®Fr—0.

Sievaus folgt, dajd jicdh fiir y tm allgemeinen jwei Werte ergeben, weldhe, fe nad)-
demt dad Probuct unter dem Wurzelzeicdhen pofitiv, Null, oder negativ iftf, reell und ver-
jchieben, veell und gleidh, ober imagindr jind, dajs demnach bie beiden Kreife entweber 3wet
SBuntte, ober einen eingigen, oder feinen Punft gemeinjam Haben, Weldher von diefen Fallen
fattfindet, Hingt, dba man immer R =r annehmen fann und dann bie Factoren e+ R 41
ud ¢ 4 R —r mwefentlid) pofitiv find, von ber Vejdhaffenbeit der Factoven ¢ — R 4-r
und R 4 r — ¢ ab,

1. Haben bie Factoren ¢ —R—+r und R 4 r — e gleiche Borzeichen, jo fonnen
fie nur pojitiv jein, weil nidt zugleih c <R —r und ¢ > R 4 r fein fann. Jn
biefem Falle, wo alfo R —r <ec <R +r ift, hat y sivet veelle und entgegengejeste
Werte; die beiben Kreife fhnetden fich in tvei Puntten, welde gleiche, aber entgegengefesite
Drbinaten und bdiefelbe Abjeifje Habern.

2. Jit einer ber Factoren R +r — ¢ und ¢ — R 4 r Null, alfo entmeder

c=R-4{r ober ¢c=R—1,
fo tird y = 0; bie beiden Kreife Haben nur einen gemeinjomen Punft, d. 1. fie berithten
fich, und atwar im erften Falle vbon aufen, im jweiten von inuem.

3, aben bdie Factoren R—4-r—c und ¢ — R ~+r verjdjiedene BVorzeichen, ift
aljo gleichzeitig

entioeder ¢ > R -1, folglich audh ¢ > R —r,
ober ¢ < R — 1, folglich auch ¢ < R + 1,
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fo wird y imagindr; bie ivei freife Haben feinen Punft miteinander gemeinjoam, e liegt
ber eine Rreid im erften Falle gang auferhald, im ziveiten gang innerhalb Dded jiveiten
Streijes.
T Die analytijhe Unterjuchung fithrt Hiernach auf bie jchon aus §. 98 befanunten Sipe
iiber die Lage ziweier Sreife.
§. 466. Gleidung der Potenzlinie zweier Kreife.
G8 jeien alfgemein die Gleidhungen jiveier Kreife
1 St 10 s i b i PO R b ()
(x—p)+ G —a)—ri=0 oder
| FmelG) i (= (U
Durdh) Subtraction bdiefer Gleichungen erhilt man die Gleidhung
K,—EK, =0, ober
2z (p,—p,) + 2y (g, — 9, +- 01+ gt —*7 —(pit gl =11 —0
alfo bie ®leichung einer gevaden inie.

lm die nifheve Bejdyaffenheit diejer Gevaben fennen zu lernen, beadjte
man, bajé K, und K, bdie Potenzen des Punttes (x, y) in Begiehung auf
bie zwei gegebenen RKreife bedeuten (§. 461, Fufnfy). Die Gleidung K, — K,
=0, oder K, =K, driidt demnac) aug, daj$ jeder Punkt der durd) fie dar-
gejteliten Gevaden in Begiehung auf die beiden Kreife gleide Potenzen hat,
bafé aljo diefe Gevade die Potenglinie (§ 139) der zwet Kreife ijt.

Sind K, = 0 und K, = 0 die in der Normalform gegebenen
Gleidungen zweier Kreife, fo ift K, —K, =0 die Gleichung ihrer
Potenzlinie.

LebrTak. Die Potenglinien dreier Kreife fdhneiden einander
in bemfjelben Punfte.

Beweis. E8 feien K, =0, K, =0, K, =0 bdie Gleichungen dreier
Rreife in ihrer Novmalform; dann find die Gleicdhungen der Potenjlinien von
je awei RKreifen

- K —-K, =0 K,—K, =0, K; —K, =0.

Da nun die evjte dev lesteven drei Gleichungen gleich ift der Summe
per beiden anderen, fo jdneiden jich die durch diefe Gleichungen davgeftellten
®eraden, d. i bie drei Potenjlinien in demjelben Puntte (§. 458).

Der gemeinjame Schnittpunft der dvei Potemslinien dreier Kreife heift
pag Potenjcentrum diejer Kreife.

Aufgaben.

§. 467. 1. Die Gleidhung eines Kreifes ijt

a) x* 4+ y*=6x + 8y + 24, D) xrd-33 — 2%

c) 36x* + 36y* 4 36x + 144y + 89 = 0;
bejtimme bie Coordinaten ded Mittelpuntted und den Halbmefjer.

2. Gonjtruieve ecinen Kreid, deffen Gleidung ijt:

a) x*4y?—6y=16, _b)2x*+42y' —x =0,

c) 4x* + 4y* —4x + 16y = 19.
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3. Die Gleichung eined Kreifes ift durdy die Proportion x:y = (y — 6)
: (8 — x) gegeben; conftruiere den Rveis.

4. Die Gleihungen jweier Kreife find x? 4+ y? — 6x — 10y +30=0
ud x* + y* 4 2x — 4y = 4; fude a) bdie Oleidjung ihrer Gentrale,
b) den Abjtand be§ Coordinatenanfangspunites von der Eentrale.

5. Die Gleichung eines Kreijes zu finden, welder duvd) bden dufeven
und ben inneven hnlichfeitspuntt gweier gegebener Kreife geht und bden Ub-
ftand Beider Apnlichteitspuntte jum Durchmefier hat (§. 142).

6. Die Gleidhung fiiv den geometrifhen Ovt ber Scheitel aller Dreiece
ju finben, welde diefelbe Grundlinie a haben und in denen a) die Summe
per Quadrate dev beiden anbeven Seiten gleid) a® ift, b) die beiden anbderen
Seiten in dem conftanten Lerfhaltnis m : n ftehen.

Mae nehme die Grunbdlinie aofs Abjeifjennachje und einen Endpunit bderjelben ald
Coordinatenanfangdpuntt an.

7. Gin RKreis, deffen Mittelpuntt (p, q) ijt, beriihrt die Gevade y =
ax -+ b; welded ift die Gleihung bded Kreifes?

Der Halbmefjer ijt gleid) Dem Abftande ded Mittelpunttes von der Gerabden.

8. @8 {oll mit dem Halbmeffer r = 18 ein Krei§ befdhvieben werben,
weldhen dle Gevade Dx 4 12y = 124 im Punfte, dejfen Abfeiffe x, = 8 ift,
beriifhet; welches ift die Gleidhung diefes RKveifes?

9. Gudie die Gleichung cines Kreifes, welder duvd) den Punit (6, 8)
geht und die Gerade 4x + 3y -1 =0 im Puntte, defjen Abfciffe x, = — 1
ift, beriifrt.

10. Die Gleichungen der Seiten cined Dreiectes find 12x — by 4+-13 =0,
3x + 4y + 26 = 0 und 16x — 8y 4 14 = 0; bejtimme bdie Gleidung
beg diefem Dreiee eingejchrichenen Kreifes.

11. Die Gleichung eines Kreifes su finden, weldher durd) die drei Punfte
' (4, —2), (—1, 3) und (— 5, — 1) gebt.

12. Die Gleichung cined Kreifed zu finden, welder duvch die zwei Puntte
(—2, 0) und (2, 0) geht und die Gevade 3x — 4y + 6 = O beviihrt.

13. Die Gleichung eines Kreifes ju finden, weldher durd) die jwei Puntte
(0, 0) und (2, 0) geht und bden Kreid (x — H)* + (y — 3)? = 16 von
aufien beviifut.

Die Eentrale der beiden Rreife ift gleih der Summe ihrer Halbmeffer.

14. Welches ift bdie Gleidhung ber Potenglinie bder beiden RKreife
+24+(GF—38°=26 und (x — 1 + (y + 2)* = 16?2

15. Beftimme dag Potengeentrum fitv die Kreife (x — 3)* + y* =5,
E+4P+FF+1P=9um (x—1 4+ F—22="T.




Y. Die Efipfe.

§. 468. Gine Linie der Ebene von folder Befdaffenbeit, dafd die Summe
ber Ubjtinde jedes ihrer Punite von zwei gegebenen Puntten conftant ift, Heifit
eine @llipfe.

Sind A und B (Fig. 213) die swei gegebenen Puntte, und ift 2a die
conjtante Summe der Abftande eined jeden Punttes der Ellipfe von jenen e
Punften, fo ift M ein Punft der Ellipfe, wenn AM + BM = 2a ift.

Die gwei gegebenen Pumfte A und B’ heifen die Bremnpunite der
Gflipfe, bie von ihnen ju einem Puntte M der Ellipje gesogenen Streden AM
und BM bie Leitftrahlen diejes Punttes.

§ 469. Beftimmung dev Leitjtrahlen der Ellipfe.

@5 feien (Fig. 213) A und B die Brennpuntte, die Mitte O ihres
Abftandes fei jugleid) der Anfangspunft der Coordinaten und OB X die Ab-
jetffenadhfe. Qft nun M ein beliebiger Puntt bev Ellipje, aljo AM -+ BM = 2a,
und find. x = OP, y = MP bie Coorbinaten dicjes Punites, jo erhilt man

. aus den rvedhtwinfligen Dretecen AP M und
Big o1, BPM, wenn OA = OB = e gefetst wird,
y AME =y + (x4 o)}
BM? = y® + (x— e)°, daher
AMP —BM2=4ex, ober

¢ e - BX (AM + BM).(AM — BM) = 4ex; aber
AM 4+ BM = 2a, bdabher
- AM — BM = 2°% imb
¥ AM:a,—i—%uubBM:a—ES—.

§. 470. Oleichung ber Ellipfe.
Aus dem A APM (Fig. 213) folgt MP? = AM* — AP? oder
V=2 (a +—?)2—— (x4 e)* = a*+ E::z —x*—e*
Bl afpidetes aﬂ; © . x? baher
(a2 —.e?) x? 4+ a’y® = a? (a® — o7

Da unter allen Umftindben AM + BM > AB, alfo 2a > 2e ober
a > e ift, fo mufs bdie Differen; a® — e* immer pofitiv fein. Sept man daher
a® — e? = b? {o ergibt jidh

b?x® 4 32},2 —g2]2
alg bie Gleidyung der Ellipfe. Diefelbe [ifst fidh audy jo darftelien:
2 2
—EE — %u' = i
§. 471. Discufjion der Gleihung bx? + a*y* = a*b"
1. b6t man dieje Gleichung nadh y und dann nad) x auf, fo evhlt man

b ], a e
Vo= 2Vl — =%, und x ==+ by,




woraud hervorgeht, dajé zu jedem Werte von x, fiiv weldhen y veell ausfillt,
jwei gleidye entgegengefesste LWerte von y, und ebenjo 3u Iebem Werte von y,
fiiv weldhen x veell wivd, awei gleiche entgegengefetite Werte von x gehiven,
Die Cllipje liegt alfo gegen beide Goordinatenadyjen fymmetrifch. Der An-
jang8puntt O Dbdev Goovdinaten heift beshalb der Mittelpunft und
b*x* 4 a’y® = a’b® die Mittelpunttsgleihung der Ellipfe.

2. Fiiv y =0 erhilt man x =z a, und fir x=0, y==b. Die
Gllipje jchneidet aljo bie Abfciffenadhje in den Abftinden - a und — a, und
bie Ovdinatenadyje in den Abftinden 4 b und — b vom Anfangspuntte.

3. Der grifte Wert, den x annehmen fann, ift a, dev grofte Wert
bon y ift b; fiix x > a wird y, fiix y > b wird x imagindr. Bieht man
baher jur Ordinatenadfe in den Abftanden -+ a und —a, und zur Ab-
fciffenadyje in den Abjtdnden -+ b und — b pavallele Gevade, welde ein
Recytect bilden, fo wird die gange Ellipje innerhalb bdiefes Redhtectes enthalten
fein. Davaus folgt, dafs bdie Ellipje eine gejdhloffene frumme Linie ift.

4. Begeichnet man den Abftand OM eined beliebigen Punftes M der
Gllipje vom Mittelpunfte O mit d, o ift

d =1/ 52 I = ""‘/ (a® — x7) + x? —‘/b2 32—_£ oxih
Fir x =k a erhilt man bden groften Wert d = Va2 =4 a=
OD =0C; fiir x = 0 exhilt man den fleinjten Wert d = /b2 = b =
OE = OF. lUnter alfen dburd) den Mittelpuntt gejogenen Sehnen ift daber
CD bie grdfgte, EF bie fleinjte. Man nennt deshald CD = 2a bdie grofe,
EF = 2b bie fleine Acdhfe der Ellipfe; die Punfte C und D heifen bdie
Gdyeitel derfelben.
Aud) folgt davaus: Die Summe der Leitftrafhlen cinesd jeden
Punftes der Gllipfe ift gleidh der grofen Adfe.
5. Aug a? — e = b* ergibt ficdh
A0 =0B—=e=1a"—%b%
welche Grofe die linearve Cyeentricitat der Ellipje heift. Dag BVerhiltnis
SO Va2 —12
a

a

nennt man bdbie numerijde Gyrcentricitit.

6. Je fleiner die Gyeentricitdt ift, bdefto weniger ift a von b unter-
{chieben, defto mehr ndfhert fid) die Ellipfe dem RKreife; fir e=0witba=D>
und die Gleidhung der Ellipfe geht in bdie des RKreifes iiber. Der Kreis fann
pemnad) al8 eine Ellipje betrachtet werden, deven Grcentvicitit Null ift.

7. Fiir x =e=]"a® — b? erhilt man y = :L—%E. Die durd) einen
DBrennpuntt zur grofen Achfe normal gezogene Sefne RS heifit der Para:
meter ber Gllipje. G8§ ijt fomit, wenn man bdiefen duvd) 2p begeichnet,
= }?, D. h. ber halbe Parvameter ift die dritte ftetige Propor:
tionale 3u der halben grofen und der halben fleinen Adfe.
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§. 472, Befdreibt man iber der grofen Acdhfe einer Gllipfe

alg Durdmeffer einen Kreid, {o verhalten fid) bdie derjelben
: Abfciffe entipredenden Orbdinaten

i per Cllipfe und bed Rreifes wie bdie

Sﬁml\f halbe fleine zur Halben grofen Adfe.

N
i Sept man (Fig. 214) OP=x, MP =y
ﬂi— 4 und NP = 7, fo it
P e -
c

§. 473. Der Fladeninhalt einer Ellipfe it gleid) dem Pro-
ducte aus den beiben Halbadfen und dev Zahl =

Rieht man (Fig. 214) duveh beliebig viele Punfte M, M’,.. der Ellipe
Orbdinaten, deven Verlingerungen den iiber der grofen Adje CD befdyriebenen
$reig tn den Punften N, N, .. treffen, ferner pavallel jur grofen Adhfe die
Streden MR, M‘R’,.., NS, N‘S/,.., jo verhalten fid) je swei entjprechende
Redtede MPP'R und NPP'S wie b :a. Jn demfelben Berhiltnis jtehen
pann aud) die Summen aller diefer Rechtee. Nimmt man nun die Puntte
M, M‘,.. unendlid) nabe an, fo miifjen fich auch die Grenjwerte, denen fich
jene Gummen ohne Enbe ndhern, d. i. die Flachen der Ellipje und veg Kreifes,
wie b:a verhalten. Dev Fladeninhalt de§ Kreifes ift am; Beift f der
Fladyeninhalt der Ellipfe, fo hat man f:a’w = b:a; folglid) ijt f = aba.

§. 474. Sdeitelgleidung der Ellipfe.

Nimmt man ftatt des Mittelpunttes O (Fig. 213) den Seheitel C als
Anfangspunft dber Coordinaten an und behdlt die grofe Adje CD alg Ab-
feiffenachfe, o bleiben fiiv dag neue Coordinatenipjtem bie friiheren Coordinaten
unberdnbdert, wahrend bdie Abjciffen fiir das friihere Shjtem den um die halbe
grofe Achje a verminderten Abfciffen ded neuen gleid) find. Um daher bdie
Gleidhung der Ellipje fiir das neue Syfjtem, b. i. ihre Sdyeitelgleidung,
ju evhalten, bdarf man nur in ber Mittelpunttsgleidhung x durdh x — a
evjegen. Man erhilt dabdurd)

PR(R e} a¥y =gt B Bber "y = :—i (2ax — x%),

2

b2 .
=z (& —x7%), 4" = a® — x*; baber

g rr yermt = bt iAo v ra—ih. g

2
alfo, wenn % = p gefest wird, y* = —z— (2ax — x?), ober
x2

y? _QPX—L.

a

§. 475. Polavgleidung der Gllipje.

Nimmt man (Fig. 213) den einen Brennpuntt B einer Ellipfe ald Pol
und die Gerade BD, weldhe duvd) den diefem Brennpunfte jundchitliegenden
Sdyeitel D gebt, aIS Polavachfe an, fo ift fiiv irgend eimen Pumft M der
Ellipfe der Radiudvector r = BM urzb per Winfel p = MBD.
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Dantt ift r = a — eTx (8. 469) und x = e + r cos @; daher

a2 — o2 b2
r—-———— 0Dt r =

Bl A, a(l—]—%cosq)).
Beadjtet man nod), dafs P; = p umd %: & (8. 471) ijt, fo ergibt
fid) al8 Polargleihung fiiv die Ellipje

T =

14
1t ccosgp’
wo & < 1 ift.

Aufgaben.

§. 476. 1. DBeliebig viele Punite einer Ellipje ju beftimumen, wenn die
grofie Achje und bdie Vrennpunite gegeben jind.

Man nehme i der grofen Achie wijchen den Brennpuniten beliebig viele Puntte
an, beven jeder die grofie Achje in ztei Abjchnitte theilt, und bejchreibe mit dem einen Ab-
fhnitte ald Halbmefjer um den einen, mit dem weiten Abjcdhnitte um den anbern Bremn-
punft Sreisbogen; die Schnittpuntte derfelben find Puntte der Ellipe.

2. DBeliebig viele Punite einer Ellipfe zu beftimmen, wenn beide Achjen
gegeben find.

3. Beftimme die Gleidhung einer Ellipfe, in welder die grofe Adhie
= 8 und ein Punft = (2, 1) ift.

4. Fiv weldhen Punft der Ellipje b>x® + a’y* = a*b? jind Abjciffe
und Orvdinate gleich? Wie lEfst fid) der Punft duvd) Conftruction finden?

H. Weldhed ift die Seheitelgleidhung einer Gllipje, deven fleine Ache 2y,
und deren Pavameter 2p ift?

6. Die Coordvinaten ded Mittelpunttes einer Ellipje findb m und n, die
Achien derfelben 2a und 2b; weldes ijt die Gleidhung der Ellipje, wenn ifhre
Achien den Coordinatenadyfen pavallel laufen?

1. Die Gleidyung einer Ellipje ift 9x* -+ 16y° 4+ 36x — 96y + 86 =0;
beftimme a) die Coordinaten des Mittelpunttes, b) die Adyfen.

8. Die Cllipje b*x* 4+ a’y? = a’b? ijt fladengleid) mit der Ober-
flache eined geraden Kegeljtumpfes, deffen Grundflichen die Halbmeffer a und
b haben; wie groft ijt die Hihe des RKegelftumpies?

9. Die fleine Adpje einer Ellipje it 2b; wie grof mujé bdie grofe
Achfe fein, damit die Ellipje flacdhengleidh fei mit der Manteloberflache eines
gleichieitigen Kegeld, weldjer die halbe groge Achfe der Ellipfe zur Hohe hat?

YI. Die Sypexbel,

§. 477. Gine Cinie der Chene von jolcher Befdhaffenheit, dajs die Diffes
veng der Abftande jedes ihrer Punfte von zwei gegebenen Punften conftant
ift, Beift eine Hypevbel
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Sind A und B (Fig. 215) die gegebenen Punfte, und ijt 2a die cons
jtante Diffeveny der Abftinde eined jeden Punfted der Hyperbel von fenen
swei Punften, o ift M ein Bunft der Hyperbel, wenn AM — BM = 2a ift.

Die beiben gegebenen Punfte A

Fia. 215, und B Deiffen die Brennpunite
X der Hyperbel, bdie Streden A M
" M ud BM bdie Leitftrahlen bes

Punites M.
X § 478 Bejtimmung dev

X
4 ja g & Geitftrafhlen der Hyperbel
7 Nimmt man (Fig. 215) die Mitte
b O bes Abjtandes A B Deider Brenn-

punfte al8 Anfangspunft der Coors
dinaten und OB X als Abfciffenachie an, fjo erhilt man, wenn OA = OB
= e gejesst wird, fiiv einen belicbigen Punft M Dder Hyperbel analog, wie fiir
dpie Cllipfe in §. 469,
AM=2% 4 a b BM=-"—o.

§ 479. Gleidyung der Hypevbel.
Aus dem Dreiede APM (Fig. 215) erhiilt man auf gleiche Weife, wie
fiir die Ellipje in § 470,
(a® — e) x* + a’y? = a? (a® — e?).
LWithrend jedod) die Differen; a® — e fiir die Clfipje pofitiv war, mujs
fie hier negativ angenommen werden; denn AM — BM < AB, aljo 2a <<2e

oder a << e, fomit aud) a® < e®. et man bdaher a® — e* = —b?, fo
ergibt fich al8 die gefuchte Gleidhung der Hypevbel
— bz 4 aly? = — a®b? ober: bix® —aly’=a’b%
Diefe Gleidhung lifst fid) aud) fo davjtellen:
2 32
o —L=1
a2 b2

Die Gleidung der Hyperbel untevjcheidet fich von jener der Ellipfe nur
dadurd), dajé ftatt b* dev lesteven in der erfteven — b* vorfommt.

§ 480. Discuffion dver Gleichung b*x®> — a’y* = a?b®
1. Diefe Gleichung, gibt
by gnremT I g T
== — 3" a% ud x::l:?l/y + b2
So lange x << a ijt, fidllt y imagindv aus; fiiv jolde Abjciffen gibt e8
alfo feinen Puntt der Hyperbel. Bu jeder Abjciffe x = a gehoven zwei gleiche
unbd entgegengefegte Werte von y; ebenfo erhilt man fiiv jeden Wert von y
swei gleiche und entgegengefesste Abjciffen. Die Hyperbel befteht alfo aué
set getrennten, u beiben eiten .der Ordinatenad)fe {hmmetrifd) liegenden
Ajten; jeber biefer Ijte wird buvd) die Ubfciffenachfe in wei fymmetrijdhe
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Theile getheilt. Dev Anfangdpuntt O bder Coordinaten heifit dedhalb der
Wittelpuntt, und daher die Gleidhung b2x? — a’y® = a?b? die Mittels
punftégleidhung der Hyperbel.

2. Da x und y feden nod) o groffen Wert annehmen fonnen, fo folgt,

oafs fid) die QIfte ver Hypevbel in§ Unendliche ausdehuen.

3. Fiirt y=0 witb x == a; bdie DHyperbel fdhneidet aljo bie
Abjciffenachfe in zwei Punften D und C, deven Abjtand 2 a betvigt. Die
Strede CD = 2a Hheifit die evite oder Hauptadfe der Hyperbel; C und
D nennt man die Sdyeitel derjelben.

Davaus folgt: Die Differeny der Leitjtrafhlen einesd jeden
Punftes der Hypevbel ift gleid) der Hauptadie.

4. Fir x =0 with y==2£b /—1; bdie DHyperbel jdneidet alfo
pie Ovdinatenachfe nicht in veellen Punften. Wegen der widjtigen Beziehung
ver Range b zur Hyperbel trigt man jedoch auf die Ordinatenachfe die Strecen
OE = OF = == b auf und nennt analog, wie bei der Elipje, die Strede
EF = 2b aud) eine Achfe, und jwar die Nebenadyfe der Hyperbel.

5. Aus a? — e = — b? oder e = a? + b? folgt
OA=0B=c=}a+h | @
Die Grofe o feift bie lineave, die Grofe = = e = LEETD g

numerifde Gyreentricitdt.

6. Fiit x = e = } a? - b? wird ¥o=iE= %[utf) in ber Hyperbel
wird die durd) den Vrennpunft jur erjten %Id)]e norniul gezogene Sehne der
Bavameter genoannt. S ijt dbaher, wenn man denfelben mit 2 p begeihnet,
0= b;, b. h. der hHalbe Pavametev ift die dritte ftetige Broportio-
nale 3u der halben Haupt: und der halben Nebenadfe.

7. Fir a =D wird die Hyperbel eine gleid)feitige genaunt; ifhre
Gleidung ift x* — y? = a’

8. BVerbindet man mit der Gleichung der Hyperbel die Gleidjung y = a'x
einer durd) O (Fig. 216) gehenden Gevaden M'M, fjo erhdlt man fir bdie

Fig. 216. @dynittpuntte der beiden Linien:

Z gt dib el y = Eliaa' b

W Ve—aran' Vb2 —aza®
wobei bas nhne Aeidhent dem Punfte

x M, da8 untere bem Punfte M’ ent-
jpridyt.  Aug diefen LWerten folgt, dajs
cin @dynitt etner foldyen Gevaben mit
ver Hyperbel nur moglid) ift, wenn

N3

B

P.’ |

7] 751
|
‘M/H'f F Gr

i : b ! )
b? > a*a’?, ober a' << — ijt; witd a’ > —, fo fallen die Werte von x
und y imagindr aus.
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9. Bejonders mevhiviivdig find jene jwei Gevaden, fliv welde a’ = =+ é’-,
alfo b? = a%a’? ijt. Um bdicfe Gervaden ju conftruieren, ervidhte man in D
auf OX eine Normale, trage auf ipr DG = DG’ =b auf und jiehe bie
Geraven GOH’ und GO H; man hat fiiv diefe in der That

tang GOD = —, und tang HOD = — .
Betradhtet man nun eine diejer Gevaden, 3 B. H'G, jo ift, wenn

OP = x, MP =7, NP= y/igefest wivdpyl= % X byt %:— -
2
ferner, ba M ein Punit der Hyperbel ift, y* = % (x* — a?); bafer
Akl Lok Sp TRy BE, PRI Abae
y N — Do ey T

Wenn x grifer wird, nehmen aud) y und y' su; mit bem Wachien
von y‘ 4 y nimmt aber, da b*® conjtant ift, die Differeny y' —y = MN
ab; Dbiefelbe wird daher unendlid) flein, wenn x unendlid) wadst, b. h. die
Hyperbel nihert fid) immer mehr und mehr der Geraden H'G, ofne fie ju
evveichen. Dasdjelbe gilt von der Geraden HG'.

Gine Gerade, weldher ficdh cine frumme Lnie immer mehr ndbert, ofne
fedoch) mit ihy je jujammengutveffen, nennt man eine Afymptote der frummen
Linte. Die Hyperbel hat zwei Ajpmptoten, deven Gleihungen find:

b b
Jy=dgaX M, y=——F.X
§. 481. Sdeitelgleidung dev Hyperbel
Man erhalt, analog wie fiix die Ellipje (§. 474),

= U
y'=2px+-—

§. 482. Polavgleichung der Hyperbel.

Nimmt man (Fig. 215) den Brennpuntt B al8 Pol und BD al8 Polar-
adyfe an, fo ijt fir ivgend cinen Punft M der Hyperbel r = BM und
¢ = MBD.

Aus r = % —a (§ 478) und x = e — r cos @ ergibt fid) bann,
analog wie fiiv die Gllipje § 475, aud) fiiv die Hyperbel bdie Polavgleichung

i 14
I =T X ecosg!
o jedod) & > 1 ijt.
Die vorftehende Polavgleihung gilt fitv den Ajt ber Hyperbel, in weldjem der als
Pol gewdbhlte Brennpunft B liegt. Fiir den anbern Aft der Hyperbel erhilt man aus

SEE e N A R R FL )
r= s + a und — x =r cos @ — e bie Polargleihung r = T

Aufgaben.

§. 483. 1. Veliehig viele Puntte einer Hypevbel ju bejtimmen, wenn
pie Hauptadyje und bdie beiben Vrennpunite gegeben find.
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Mean nehme in der Verlangerung der Hauptacdyje iiber die Brennpuntte hHinausd be-
liebig viele Punfte an, bejdhreibe mit dem Ubjtande eined feden bon dem einen Scheitel um
Den einen Brenupuntt und mit dem Wbjtanbde desjelben Lunftes von dem pwveiten Scheitel
umt den anbern Brennpunit Kreidbogen, tweldhe fich jhmeiven; die Shnittpuntte find Punite
der Dyperbel.

2. Gin Punft (x!, y*) einer Hypevbel und die Hauptadhfe 2 a find ge-
geben; weldhed ift die Gleidhung der Hyperbel?

3. Fitr welchen Punft der Hyperbel b?x* — aly® = ab*® ijt die Or-
dinate gleich der Abfeiffe? (Wann ift die Lojung miglid)?)

4. Die Normale vom Brennpunfte einer Hyperbel auf bdie Afymptote
ift gleidy ber halben Nebenachie.

VII. Die Parabel.

§. 484. Gine Linie der Ghene von foldher Bejdhaffenbeit, dajs jeder threr
Punfte von einem gegebenen Punfte und vow einer gegebenen Gevaden bden-
felben Abjtand Bat, Heift eine Pavabel

Fig. 217. it C (Fig. 217) der gegebene Punft und AB die

V gegebene Gerade, ferner MQ | AB, fo ijt M ein Punit
ver Pavabel, wenn MC = MQ ijt.
Der gegebene Punft C Heift der Brennpunkt,
F = bie gegebene Gerade AB die Leitlinie der Pavabel und
CM bder Ceitftrahl bed Punfted M.
§. 485. Bejtimmung eined Leitftrahls ber
—~— Bavabel

Man siehe (Fig. 217) CD | AB und nehme die
Mitte O der Normalen CD al8 Anfangspuntt der Coordinaten und OCX
als Abjcifienachfe an. QJft nmun M ein belicbiger Puntt der Parabel, alfo
CM=MQ, wo MQ | AB, und finb x=0P, y =MP bdie Coordinaten
von M, fo cxgibt fih, wenn OC = OD = % gejet wird,

OCM=MQ=DP=0P + OD, gljo
CM=x+3

§. 486. ®leidung der Pavabel
Aus dem rechtwintligen Dreiecte MPC (ﬁtg 217) erhalt man
MP: = CM?® — CP? ober y* = (x +- 2) (x — —) woraus
yP=2px

als bie gefudhte Gleidhung der Pavabel folgt.

§. 487. Discuffion dber Gleidung y* =2px.

1. Aus diefer Gleihung exgibt jih y = =% }/2px. Bu jedem pofitiven
Werte vor x gehoren wei gleiche, aber entgegengefeste Ordinaten; die SEaa
rabel behnt fidh alfo zu beiden Seiten ber Abfciffenadfe O X in jiei
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congruenten ften aus, und zwar ing Unendliche, da x und 'y fede beliebige
Grdfe erveidhen fonnen. Die Gevade OX heifit die Achie der Parabel.

2. Fiivr x = 0 wird aud) y = 0; ber Urfprung O der Coordinaten ijt

affo ein Puntt der Parabel, ev heifit dev Sdheitel, und daher die Gleidhung
*=2px die Sheitelgleichung der Pavabel.

3. Jiiv ein negatives x wird y imagindr; negativen Abfciffen entjprechen
pafer feine Punfte ber Pavabel.

4. Sept man x = % = 00, o' witb'y=CE = CF ===p; daher
iit EF = 2p. Die Grdfe 2p ftellt aljo die durd) den Brennpuntt novmal auf
die Adyfe gezogene Sehne EF dar; fie heift der Pavameter der Pavabel.

5. Aus y* = 2px folgt 2p:y =y:x, b. h. die Ordinate eines
jeden Punfted der Parvabel ift die mittleve Proportionale zwifden
pem Pavameter und ver Abfeiffe ded Punttes.

6. Sind x’ und x" die Abjciffen, y* und y* bie zugehdvigen Ordinaten
sweier Puntte einer Parabel, deven Parameter 2p ift, fo hat man

y't=2px. M. ¥ dpx.,. dabet
ytg . yu2 —x' X“,
p. b in ber Parvabel perhalten jidh die Quadrate der Ordinaten
wie die jugehorigen Abjciffen.

Bafige, 1. Cijst man in der Sdheitelgleidhung y* = 2px ¢ pf? einer
Gllipfe oder Hyperbel a ohne Ende zunchmen, wihrend p ungedndert bleibt,
wag bei gehdriger Annahme von b vermige der Gleichung }?TJ = p immer

miglich) ijt, fo wird filr a = oo bder Quotient E-:f fih ofhmne Gnde ber Null,
und die Gleidhung dev Elfipje odev der Hyperbel ohne Ende jener der Pavabel
y? = 2px nihern. Die Pavabel fann demnady al8 eine Elfipfe oder alé eine
Hyperbel angefehen werden, deven grofie oder erjte Achfe unendlid) grof ijt.

2. Alle bigher betvachteten frummen Linien lafjen fich duvch die gemein-
fame Sdpeitelgleichung

y* = 2px + gqx’

oarftellen, in weldjer p fiiv den Rrei§ den Halbmefjer, fiiv die iibrigen Frummen
Linten den Halben Pavameter bedeutet, und q fiir den Kreié = — 1, fiir die

Gllipfe = — & = —l:;, affo negativ und abjolut << 1, fitv die Hyperbel
= o= ':“:;, afjo pofitiv, und fiiv die Pavabel =0 ijt.

§ 488. Der Fliadeninhalt ded zwifden zwei zufammen:
gehdrigen Goordinaten eingefdhloffenen Parabelftictes ift gleid
. bes Producted aus diefen Coordinaten.

€8 fei OM (Fig. 218) ein pargbolifher Bogen. Zieht man ditrd) beliebig
piele Punfte M, M, M“,... Novmale auf die Abfciffenadhfe OX und anf
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bie Orbdinatenadgjfe OY, jo ift, wenn OP =x, MP =1y, OP'=x/
M'P' = y'... gefetst wird,

Redhted PR = (x — x)y = L2=¥Iy

Fig. 218, SRy
i Redted QS = x (y — y'); dabher
& —p—if o
a M 7l AY Qs 2px
I {3 Je niher man bdie Puntte der Pavabel annimmt,
oefto melr ndfern jidh aud) bdie Coordinaten bderfelben,
I vefto mebr ndbert jich dann dag Verhiltnis der Redht-

0 p7 prp =X ede PR und QS dem Grenzwerte
G Pk
2pmt Cradipix
Demfelben Grengwerte 2 nédbert fidh unter diefer Borvausjesung auch
pag Berhdaltnis zwijdhen jo jwei folgenden entfprechenden Redhtecen PR’ und
Q'S u. i. w., daher aud) dag Verhiltnis wijchen der Summe der Redhtecte
PR 4 P'R' 4 .. unbd ber Summe der Redhtecte QS + Q'S’ +.... Der
Ovengiwert diefes lesten Verhaltniffes ift aber zugleih bdas BVerhiltnid der
Jlicge OMP u bder Fliche OMQ; fomit ift das Berhiltuis (‘}h‘% =2
Hievaus folgt
20MQ = OMP, bahier 30MQ = OMP + OM Q = xy; alfo
OMQ =ixy, unb OMP = 3xy.
§. 489. Polargleidhung der Parabel

Pimmt man (Fig. 217) den Brennpunft C al8 den Pol und die CO
al8 bie Polavadife an, fo ijt fiiv den Punft M der Pavabel der Rabdiusvector
r=CM umd ¢ =MCO.

Nadh §. 485 {jt r = x + 5; dafer wegen x =2 — r cos ¢ audh
T =p — r cos @, Wworaud fid

ald Polargleidhung der Pavabel evqibt.
Bufafy, Alle bisher betvachteten Frummen Linien lajjen fid) duvd) bdie
gemeinfame Polargleidhung

P

P
14 ecos g
darftellen, in welder p fiiv den Kreid den Halbmefjer, fiir die ibrigen frummen
Rinien den Balben Pavameter beventet, und & fiir den Kreid = 0, fiirv bdie

Gllipfe << 1, fiiv bie Hyperbel = 1, und fiir die Pavabel = 1 ift.

I =

Aufgaben.

§. 490. 1. Beliebig viele Punfte einer Pavabel ju bejtimmen, wenn
ber Brennpunit und bdie Yeitlinie gegeben finbd.
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Man beftimme guerft den Scheitel und die Wchfe; dann nehme moan in der Achie
beliebig viele Punfte an, ziehe bduvch diefelben Novmale auf bdie Uchie und befchreibe mit
dem Abftande jebes Punfted von der Leitlinie ald Halbmeffer uwm den Brennpunft Krets-
Gogert, twelcge bie entfprechende Jormale fdhneiden; bdie Schnittpuntte find Punfte bder
Barabel,

Fig. 219. 2. Wenn bder Pavameter gegeben ijt,
i e beliebig viele Punfte der Pavabel zu be-
it 5 78 ftimmen.
ik min Die Auffdfung beruht auf §. 487, 5.
BRNA @3 jei AB (Fig. 219) dber Pavameter, A der
Gcheitel und AX bdie Adje der Parabel. Man
B ; A 7 7 X nefme beliebige Wbjeciffen AP, AP/,... an und
P PP peidyreibe diber BP, BPY,.... als Durdjmefjer
S AW Stveife, mwelde die in A auf AB erricytete Nor-
£y \\ i male in ben Punften R und S, R’ umd §'...
- y jdmeiden. Bieht man nun durd) bdicfe Punkte Pa-
ST N rallefe gur chie, jo werden biefe die in P, P’..

i auf bie Achie errichteten Normalen in den Puntten
M amd N, M und N’... fdneiden; diefe find bamn Punite der Parabel.

3. Die Gleidhung einer Pavabel fei y* = 2x; wie grof ift der Flidden-
inhalt de§ von dem Pavameter begrengten Parabeljtiicfes ?

4. Der Pavameter einer Parabel, deven Adhfe mit der Abfciffenadyie
pavallel {dauft, ift gleih 2 p, bdie Coordinaten be§ Scheitels find m und n;
weldes ijt die Gleichung der Pavabel?

b, Die Gleidhung einer Pavabel ift x* — 4y — 6x = 3; beftimme
a) die Eoordinaten des Seheitels, b) den Barameter.

6. Gin Korper, welder die Hohe h iiber dem Horizonte hat, erhilt durd)
eine Rraft eine gleichformige Bewegung in hovizontaler Ridtung mit der Ge-
jdwindigleit ¢ (in 1 Beitfecunde) und vermidge der Schwerfraft eine vevticale
Bewegung mit der Bejchleunigung g. a) Weldpe Linie durdhliuft ev? b) Nad)
weldyer Beit, und ¢) in welder Hovizontalen Entfernung vom Anfangdpuntte
fangt ex in der Horizontalebene an? (Der Widerftand der Luft bleibt unbeadytet.)

VIIL. @angenten uund Wormalen der Rrumuen Linien.

§ 491. Die Gevade und die frummen Linien.

Berbindet man die Gleidhungen jweier Yinien, fo find bdie fid) evgebenbden
Werte von x und y die Coordinaten der den beiden Linien gemeinfamen Puntte.

Qft eine der beiden Linien eine Gerade und die andere ein Kreis, eine
Gllipfe, Hyperbel ober Parabel, fo erhilt man fiir x und y im allgemeinen
3wei Baave von zujammengehirigen Werten. Sind diefe Werte veell und ver=
jchieden, fo haben bie beiden Linien zwei gemeinfame Punfte, d. i. die Gevade
{hneidet bie frumme Linie in zwei Punften. Fallen bdie beiden Werte in
einen eingigen jufammen, fo haben dievzwei Linien nur einen gemeinjamen

Modnit, Geometrie. 18
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PLunft, b. i. bie Gerabe berviifhrt die frumme Linie in jenem Puntte. Sind

endlich bie Werte von x und y imagindr, jo Haben bie betben LUmien feinen
gemeinfamen Punft.

Husnahmen fommen in befonderen Fallen bei der Hyperbel und bei der
Barabel vor.

1. DBerbindet man mit der Gleichung der Hyperbel b?x® — a’y? = a®b?
die Gleichung ciner ju einer Afymptote pavallelen Geraben y = % X+ ¢

0ber ¥ = — z—x + ¢, fo erhilt man beziiglich
e el s, I OLY f
__a(b2c?) ¥
=== S L ety

Qede mif einer Afymptote einer Hyperbel parallele Gevade
fehneibet die Hyperbel in einem eingigen Punkte.

2. Berbindet man mit der Gleichung bder Pavabel y* = 2px bdie
Gleicdhung einer jur Achfe pavallelen Geraden y = ¢, fo ergibt fich

x=3, y=c.
Qede jur Adyfe einer Pavabel pavallele Gevade {dhneidet
alfo die Parvabel in einem einzigen Buntte.

§ 492. Allgemeiner Begriff der Tangente.

GE8 fei AR (Fig. 220) irgend eine frumme Linie und M’ der Punft,
in welchem fie von der Gevaden TTY beviihrt werden foll. Wan denfe fidh

Fig. 220. ourd) diefen Beriihrungspuntt M’ und durd)

. cinen benadhbarten Puntt M" juerft eine Se-

X b 5 cante S8 gezogen und bdiefe dbann um M’ fo
pid

gebreht, bajé M" bem M’ immer ndber viidt;

bannt wird fich aud) die Secante SS’ der Tan-

gente T'TY immer mehr nahern und endlidy mit

7 4 T 8 x ihr jufammenfallen, wenn M* auf dben Deriih-
vungdpuntt M‘ ju liegen fommt.

Man fann daher die Tangente einer frummen Linie ald cine Se-
cante berfelben betvacdhten, welche duvd) die Drehung um den einen Sdnitt-
punft in eine folhe Cage gebradyt wurde, daf der jweite Schnittpuntt mit
pem erften jujammenfillt.

Eine im Beriihrungdpunfte M’ auf der Tangente normale Gevade M'N
heifit eine Mormale der frummen Linie.

DBei der Beviihrung einer frummen Linie mit einer Gevaden find nady-
ftehenbe vier Grofen von Widhtigkeit:

1. Diec Tangente M'T, d. i. die LWinge der Berithrungslinic vom Be-
riljrunggpuntte bis jum Sdnittpuntte mit der Abjciffenadie;
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2. bie @ubtangente P'T, d. i. die Projection dev Tangente auf bdie
Abfciffenadyie;

3. die Novmale M'N, bd. i die Linge der Novmallinie jwifhen bem
Beriihrungspuntte und der Abfciffenadyfe; und

4. die Subnormale PN, b. i. die Projection der Novmale auf bdie
Abjcifjfenachfe.

Bon diefen vier Beriihrungsgrofen find bie Tangente und die Novmale
wefentlid) pofitiv. Die Subtangente und bie Subnormale dagegen find pofitiv
oder negativ, je naddem fie von der Ordinate aus nady dev pofitiven oder
negativen ?Iﬁfmifennd)tung liegen; fie werden in jebem Fale beftimmt durdh
die Differeny x — x’, in weldher x die Abfeiffe bes Schnittpunttes der Tan-
gente, beziehungsweife ber Jtovmale, mit der Abfeiffenachie, und x’ die Abjciffe
ded Berithrungdpunttes beseichnet.

1. @lipfe und Areis.

§ 493. ®leidungen der Tangente und der Normale.

Sind x', y' und x*, y" die Coordinaten sweier Lenachbarter Punite
M* und M" (Fig. 221) einer Ellipfe, deren Gleidung b2x® + a’y® = a’b?

Fig. 221. ift, fo hat man fiiv die dburch M’ und M" gehende
' i Secante SS* bie @Ieicf)ung
<M’ gt y-v=5L=L x—x)
A \\ wobei zugleid) die Bejtimmungsgleidhungen

b‘lxi‘z + aSyJZ — a%b‘.‘. b2X|12+&2y112 e a2b‘l
'N 0 ' i
T U ftattfinden, durd) deren Subtvaction man
b‘z (XHE ot S Xl‘l) + a2 (yHE pis y12 —— O'

ober  bE(x"+x) (x"—x)F+at@E"+y)G"—3)=0
i i Ao i s
Thaszy . SielERT)
erhilt. Subftituiert man diefen Wert in die obige Gleichung ver Secante S5,
fo nimmt biefelbe folgende Form amn:
i b2 (x" -+ x’) i
Y finey :—a—a—(mkj(x‘—x)-

1. Fillt nun der Punft M" mit M’ jufommen, jo fommt bdie Secante
S8’ in die Yage ber Tangente TT'; fest man alfo in der lepten Gleidhung
x" = x, y" = y’, fo exhilt man fiiv die Tangente TT' die Gleihung

h2 x
Vg y‘ S (’* — X ) l)r
weldhe man aud) fo darftellen fmm
bifxx' . gtvyil=igdha

Qn diefer leteven Fovm [dfst fid) die Gleihung der Tangente unmittelbar
aus jener ber Gllipjfe bxx + a’yy = a’b® leihit ableiten, indem man die
Quadrate xx und yy durd) die Producte xx’ und yy* eviept.

uid daber

18%
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2. Fir oie im Punfte M’ auf bie Tangente errichtete Normale NN/

ergibt fid) (§. 4566, 2) die Gleidung
eyt E—=970.2),

BuJak. Fiir b = a geht die Ellipje in einen Kreis iiber. Fiiv den Kreis

ift daher
a) die Gletchung der Tangente
y—y = —i, {(x — x), oder xx' + yy' = a¥;
b) bie ®leichung der JNormale
= %‘ X,

y=¥ =5 E—x) oer y=
woraud folgt, dajs jede JMormale ded Kreifed durd) den Mittelpuntt geht
§ 494. ¥dnge der vier BerihrungSgrifen.
1. @etst man in ber Gleidjung der Tangente y = 0, fo erhilt man
x = 2 alg die Ubjeiffe des Punttes T (Fig. 221); folglich if
a? — x2
Gubtangente P'T = x — x' = =
baf$ bdie Subtangente von der fleinen Adje 2 b

Diejer Ausdrud jeigt,
unabfingig ift, daj8 alle Ellivfen, fomit aud) der Kreis, weldye iiber derfelben

grofien Achfe befdhrieben werden, fiir gleiche Abfciffen audy bdiejelbe Subtan

gente haben.
2. v die Tangente MT erhilt man:
2 __ x/2)2 -‘2 o 2
G = L (= + 50).

MJTU Mth "I‘ PJTJB Techs y;z + =15
Tangente M'T = ]/b* T gty

daber
3. et man i ber @leuf)ung per MNormale y = 0, fo ergibt fich fiiv

ben Bunft N ber Abjeiffe x = * ;. x'; duvaus folgt

Gubnormale PN = 3 —iga——— b;,f—

4. Bur Beftimmung der Normale M'N hat man
E — lf‘}_':"—}—.‘d.".}'@’ ‘Daf)er

MJNZ — B‘IIPJZ + PJ N2 e yl_ + a{ 34
Jtormale M'N = Jobiz: ndj‘ s
Bufap. Fir b = a, b. i. fiiv den Kreis ift
o b) die Tangente = —?’ -

2
a) bie Gubtangente = ==

b) die Subnormale = — x';
§. 495. Qebe Tangente bder Ellipfe bildet mit den Leit

ftraflen des Bevihrungdpunites gleidye Winfe

d) bie Normale = r.



©8 feien (Fig. 222) AM und BM bdie Leitftrahlen beg Puniftes M —
(x', y') einer Gllipje, deren Mittelpuntt O ift.

Die Gleichung vder durd) M an bdie Ellipfe gejogenen Tangente it
bixx! 4+ alyy = a’b% fus ifr
evgibt fid) fir y = O al8 die Ab-
jciffe des Gdnittpunkted bder Tan-

Fig. 222,

gente mit der grofen Adhfe x = f
3t nun AME ein Aufentvinfel
bes Dreieces ABM, MT die Hal-
bierungglinie diefes Winfeld und T
ihr Sdhnittpuntt mit der grofen Adhfe,
jo ift nach §. 120, 2
AR EBTE — A M F BV

ober mit RNidficht auf § 469
(OT —¢): (0T + &)= (a — ) : (a + =),

a .
woraus aud) TO :%2 folgt.

Der Punft, in welchem bdie durd) M gezogene Tangente die grofe Adhfe
{chneivet, ift alfo identifch mit dem Punfte T; b. & die Tangente im Punkte
M ift bie DHalbierungslinie MT besd Winfels AME.

Da nun EMT =BMYV und nad) der Bovausfegung AMT =EMT
ift, fo ift audy AMT = BMYV.

Diefer Sap erflirt folgende Cridyeinungen, welde auf bem Nefleziondgefepe beruben,
Ron etner elliptijhen Spiegelfliche werben die von einem Brennpunfte auffallenden Licht-,
MWirme- ober Schalljtrahlen jo reflectiert, bajé fie fich im andern Brennpunite vereinigen.
Erregt man in einem elliptijcy qeformten Gefdfe, worin fich eine Fliijfigleit befinbdet, in dem
einen Brennpunite eine Wellenberwequng, fo treffen bdie rveflectierten Wellen im andern
Brennpunfte ujommen.

2. Hyperbel.

§ 496: Tangenten und Normalen dev Hyperbel

Die Gleichungen der Tangente und der Novmale, jowie die Langen der
Tangente, Subtangente, Novmale und Subnormale laffen fich hier in analoger
Weife wie bei der Gllipfe (§§. 493 und 494) entwideln; fie fonnen aber aud)
aug den dorf gewonnenen Rejultaten fofort erhalten wevden, wennm man in
venfelben b® mit — b* vertaufdt.

§ 497. Qede Tangente der Hyperbel bilbet mit den Leit
ftrahlen deg Bervihrungspunttesd gleiche Winkel

Der Peweid wird unter Begiehung auf § 120, 1 analog wie u
§. 495 gefiihrt.

Auj diejen Sap griinbet jich die optijche Crideinung, dafd von einem hyperbolijch
gejhliffenen ohlipieqel Lchtitrahlen, die vorteinem Brennpunite ausgehen, fo reflecticrt
werdent, al8 ob fie vom andern Brenupuntte herfdnten.
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3. Porabel.
§. 498. Gleidhungen dber Tangente und der Normale.
- Die Gleichung der Secante, weldje durd) die Punfte (', y’) wnd (x", y")
ber Parabel y* = 2px geht, ift

y—y=L=L(x—x)
Wegen y> = 2px’' und y”2 = 2px“ ift:
BT ot e e e v A
y yior="32 piix x) wb H—== T

Durd) Subititution ergibt fid) Duf)el algd Gleidjung der Secante
Y =7 = ot (x —x).
1. ¥afst man nun den Punft (x", y") mit (x', y°) sujommenfallen,
fo wird y" =y’ und man erhilt al8 Gleidhung der Tangente
YEA e o AR

ober V=, t+x‘
2. Fir bdie ju diefer Tangente gef)mtge Normale folgt aus 1)
= —;(P—X) -2).

§. 499. Linge dev vier BVevihrungdgrifen.
1. Aus der Gleichung der Tangente ergibt fidh fiiv den Puntt T (Fig.
223), inbem man y = 0 fet, x = — x'; daher ijt
Fig. 223, Subtangente PT =x — x' = — 2x".
: Jn der Parabel ift die Subtan-
gente eine$ Punftes (dem abfoluten LWerie
nach) der doppelten Abjcijje bdesdfelben
gleich.
2. Fir die Tangente MT hat man
o7 7 v x MU=MPTR=y“+dx"=2px'+4x*,
fomit
Tangente MT = 1/ 2x (p + 2x).
3. et man in der @[eid)ung per Normale y = 0, jo evhalt man fiir
oen $un& N bie Ubfciffe x = x’ + p; daber lft
Subnormale PN = x — x' = p.
Qn ber Pavabel ift die Subnormale conftant und gleid) dem
halben Parameter.
4. Fiir die Normale MN erhilt man
MN? = MP? + PN? =y + p* = 2px’ 4 p? aljo
Rormale MN = V/p (p + 2x°).
Bufab. Der Beriihrungspuntt und die Fufpuntte der Tan-
gente und der Normale in der Adhje {ind von dem Brennpunite
ber Parvabel gleid) weit entfernt.

Denn wegen FP=x' — L it MF =TF =NF =x' + &
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§ 500. Die Tangente einer Pavabel bildet mit dem Leit
jtrafhle des Beviihrungspuntted und mit der durd) diefen Punft
jur Adyfe parallelen Gevaden gleide Wintel

Da nadhy §. 499, Buj., dbag AFMT (Fig. 223) gleidyidjentlig ift, fo
ift ver W. FMT =FTM; mun ijt auch W. RMT'=FTM; daher FMT
= RMiE.

Yuf diejem Sape beruht die Ynivendung povabolifther Hohlipiegel. Fallen nintlicy
Sicht=, Wiivmes und Schallftrahlen pavallel zur Adhfe auf den Spiegel auf, jo veveinigen fie
fich nach der Reflexion im Brennpuntte. Umgefehri: Die vom Brennpunite ausgehenven
©traflen werben von dem Spiegel parallel sur Achje veflectiert.

Hufgaben.
§ 501. Rreis.
1. Wie viele Puntte hat die GSevade
a) y=x+ 2, ¢) 3y = x + 40
mit einem Kreife, defjen Gleichung x* + y* = 100 ift, gemeinjam?

2. Dev Kreis 4x® 4 4y? = 25 wird von der Geraden 2y = 14x — 25
gefchnitten; beftimme a) die Coorbinaten der beiden Schnittpuntte, b) die Linge
der dieje Punfte verbindenden Sehne, ¢) ben gu ihr gehovenden Centriwinfel.

3. Un den Kreis (x — p)? + (7 — @) = r? wird im Punfte (x’, y)
eine Tangente gezogen; weldhed ift die Gleidhung derfelben?

4, An den RKreis x* 4 y*> = 25 find in den Punften (— 4, 3) und
(— 8, 4) Tangenten gelegt; beftimme a) die Gleichungen der beiden Tangentern,
b) den von ifuen eingejdylofjenen Binfel.

D, Un den freid x* 4 y* =r® follen von einem auferhalb dedfelben
liegenden Punite (m, n) Tangenten gegogen werbden; beftimme a) die Coordinaten
ver Bevithrungspunite, b) die Gleihung der Beviihrungsiehne.

Die Gleihung der Tangente ift xx'+ yy'=1r2...1). Da dbie Tangente burd) den
Punft (m, n) gehen joll, jo mujs mx' 4+ ny’ =r2... 2), und tweil der Berithrungdpuntt
(x', y') bem Rreife angehdrt, auch x2 4 y2=r2... 3) fein. ud 2) und 3) finb nun
x' amd y’ zu beftimmen und dann die Werte in 1) einzuieten.

6. Die Gerade 2x 4 y = 10 fdhneidet den Kreid x* 4 y* =26
gwei Punften; durd) diefe Schnittpunfte werden Tangenten an den Kreid
gelegt. 3n weldhem Puntte jchneiden fich die beiden Tangenten?

7. Die Gleidung der Polare des Punfted (m, n) in Bejug auf den
freid x® + y* = r? ju finden (§. 143).

mx -} ny = r2

8. Die Gerade y = ax + b wird al§ Polave begiiglich des Kreifes

x? + y* = r? betrachtet; beftimme bie Coordinaten bed jugehivigen Poles.

ar? 2
by’ b
9. Un ben Kreid x + y® = 100 ijt eine Tangente ju iehen, welde
mit der Geraden y = — —}- 15 parallel 1ft wie lautet ihre Gleichung?
5x

Y= :l:
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10. Bie lang ijt die den beiden Rreifen x* + y® =4, (x — 1) 4
¥y = 4 gemeinjome Sehne?
11. Wie lautet die Potenglinie dev Kveife
Bk Pt 3l = iz —p) Ayt o ?
12, Wie lauten die Potenglinien dev drei Kveife
X4yi=4 —3+F—2"=3 (=+ 12+ (v + 22 =2°?
und wie die Coordinaten des Potenzcentrums?
§. 502. Ellipfe.
1. Die Gleidhung einer Ellipfe ift 9x? 4+ 16y® = 144, die Gleichung
einer Geraden
a) y = 3x 4 5, b) y=x 4+ 5, c) y=2x—9;
wie viele Puntte hat die Ellipfe mit jeder diefer Gevaden gemeinfam?
2. Duvd) einen Puntt M der Ellipfe an bdiefe eine Tangente ju jichen.
Anflojung 1. Verlingert man (Fig. 222) ben Leitftrahl BM {iber M Hinaus, jo
barf man, um bie Lage ber Tangente M N zu erhalten, (nach §. 495) nur den Winfel AME
falbieren. Mian macht daher ME = MA und bejhreidt um E und A mit demjelben Halb-
meffer SPreidbogen, toelche fich in N fdyneiden; bie durch
i, 224, N unb M gezogene Gevade N M ift bie verlangte Tangente.

Vs Auflojung 2. Nach §. 494, Bujap, indbem man

S (Fig. 224) diber dber grofen Adjje CD einen RKreid be-

jchreibt, bie Ovbinate MP 6i8 N verléngevt, durdy N

%_\}‘ eute Tangente N'T an den Kreis conftruiert und T M zieht.
o2 [7] S

AT 3. Aug einem Puntte N (Fig. 222) aufer-
falb der Gllipje an diefe eine Tangente zu ziehen,

Hier fommt es mit Riidficht auf die 1. Aufléjung der Aufgabe 2 offenbar rur dar-
auf an, einen Punit E ju finden, dev von N ebenjo tveit abfteht, alé der eine Brennpunit
A, unb deffen Entfernung pon dem anberen Vrennpuntte B ber grofien Adhje gleidh 1jt.
Diejenn Puntt findet man aber in dem Durdichnitte der um N mit dem Halbmeffer N A,
und um B mit dem Halbmeffer CD bejchrichenen Kreisbogen. Bieht man die Gerade EB,
weldye die Ellipfe in M jdneidet, jo ift M der Berithrungépuntt und NM bie gejuchte Tangente.

Da fene zwet Bogen auch nod) etnen zweiten Schnittpuntt B geben, jo witd duvdh
bie Gerade E'B nod) ein iveiter Berithrungspuntt M’ beftimmt, woraus folgt, dajs von
pem Punfte N ivei Tangenten NM und NM' an bie Ellipje gezogen tvevden Tonnen,

4. Weldyes ijt die Gleichung der Tangente an die Ellipfe x* 4 2by*=2b
im Punite (— 3, £)?

5. Un die Ellipje 4x* 4 25y* = 100 werden durd) den Punit (4, §)
eine Tangente und eine Novmale gejogen; wie groff ift a) die Subtangente,
b) die Tangente, ¢) die Subnovmale, d) die Normale?

6. Wie verhalten fich die Abfdhnitte, in welde bdie Abfeiffe eines Punttes
ver Ellipfe dbureh die Normale diefes Punites getheilt wivd?

Ga. Wie lauten bdie Gleidhungen bder Tangenten, welde vom Punfte
(3, 8) an die Gllipfe 9x* 4 16y* = 144 gezogen werden fonnen? (Die Auf-
[6fung ift analog fener der Aufg. 5 im §. HOL.)

6b. Wie lauten die Gleichungen der Tangenten an die Elipfe 9Ix* 4
20y® = 225, weldje mit der Geraden dy + 4x = a parallel find?
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7. An bdie Ellipfe x? + 4y* = 100 werdben bdurd) die Punite (8, 3)
und (6, — 4) Tangenten gezogen; beftimme a) die Coordinaten ihred Scnitt-
punfted, b) den von ihnen gebifbeten Winkel.

8. Die Linge der Senfvechten vom Mittelpunfte einer Ellipfe auf die
burd) den Punft (x’, y’) derjelben gesogene Tangente zu beftimmen.

9. Dag Product aug der Jormale eined Punftes der Ellipfe und dev
Genfrechten vom Mittelpunfte auf die Tangente desjelben Punftes ift conftant
und gleid) bem Quadrate der halben einen Achfe.

10. Die Linge der Senfredhten von einem Brennpunfte einer Ellipfe auf
die durd) ven Punft (x’, y*) derfelben gezogene Tangente zu finbden.

11. Dag Product aug den Senfrechten von den Vrennpunften einer
Gllipfe auf eine Tangente derfelben ift conftant und gleid) dem Quabdrate dev
halben fleinen Achfe.

12. Die Goordinaten bed Fufpuntted der Senfrechten von einem Brenn-
puntte einer Gllipfe auf die durd) den Puntt (x’, y’) derfelben gezogene Tan-
gente zu bejtitnmen.

13. Der Abftand bdeg Fufpunfted ber von ecinem Vremnpunfte einer
Gllipfe auf eine Tangente gezogenen Senfrechten vom Wittelpuntte der Ellipfe
ift gleich der Halben grofien Adhje.

14. Unter weldem Winfel jhneiden fich) die beiden Curven x* + y* =4,
Szl bpt=idbd '

§. 503. Hyperbel ;

1. Die Gleihung einer Hypecbel ijt 4x* — 9y® = 36; 1wie viele
PBuntte hat bie Gerade

Dy="%2+2 by=2x—8 ©by=5z—9
mit der Hyperbel gemeinfam?

2. Durd) einen Punft dev Hyperbel an bdiefe eine Tangente ju ziehen.

Die Aufldjung ift analog der Yufldfung 1 zu § 502, Auig. 2.

2a. An die Hyperbel 9x* — 16y* = 144 ift im Punfte (%, 4) dic
Tangente ju ziehen und deren Gleichung angugeben.

3. Bon einem auferhalb der Hyperbel liegenden Punifte an bdiefelbe cine
Tangente ju ziehen.

Wird analog wie Aufg. 3 in § 502 aufgeldst.

3a. Wie louten bdie Gleichungen der beiden Tangenten, welde vom
Punfte (8, %) an die Hyperbel 9x* — 16y2 = 144 gezogen werden fonnen?

4. Der wifchen den Afymptoten liegende Theil einer Langente bder
Hyperbel wird tm Berithrungspuntte halbiert.

5. Qunevhalb weldhes Winfels liegen die beiden fte der Hyperbel

4x? — 9y? = 867

6. Unter welem Winfel {dhneiden fich die beiden Curven

x*+ 3y =604, 9x*— 16y® = 144°?



282

§. 504. Parabel

1. Die Gleidhung einer Parabel ift y* = Hx; iie viele Punite Hat
pie Gerabe

a) 4y = 5x 44, b)y=2x—1, 6)y=3x+2
mit ber Parvabel gemeinfam?

2. Durd) einen Piinft M der Pavabel an diefe eine Tangente ju giehen.

&ig. 225. uflojung 1. Durch Halbierung de3 Winfels FMQ
A (Fig. 226) nadh & 500, indem man um F und Q mit dem-
: jelbent Halbmefjer Sreisbogen bejchreibt, weldje fich in N jdynetden,

und dann die NM jieht.

Auflbjung 2. Mit Ritdficht auf §. 499, 1. MWan madhe
(Fig. 223) OT = OP umd giehe TM,

Auflijung 3. Nad) & 499, Fujah. Man bejdhreibe
(Fig. 228) um den Brennpuntt F mit bem Leitfirahle FM ald
Halbmefjer einen Freisbogen, mwelcher die verlingerte Adje in T
fchreidet, und ziehe TM.

2a. Wie lautet die Gleichung der Tangente, welde im Punfte (2, 3)
an’ bie Pavabel mit dem Pavameter 44 gezogen wird?

3. Aus einem Punfte N (Fig. 225) auferhalb der Parvabel an biefe
eine Tangente zu iehen.

Mit BVegiehung auf die 1. Aufldfung der Aufgebe 2 Honbdelt e3 fich hier nur darum,
ben Puntt Q zu beftimmen, duvch weldhen die mit der Adhje parallele Gevade QM gezogen
werden mujd, bamit fie den Beriihrungdpunft M treffe. Der Punft Q legt nun in ber
Leitlinie und ift bon N ebenjo mweit entfernt, al@ ber Punft F. Um baher von N eine
Tangente an die Bavabel zu ziehen, befdhreibt man wm N mit dem Halbmefjer NF einen
fereid, welher die Leitlinie in Q fchneidet, zieht QM || OX und jobann bie Gerabe NM.

Da jener fretd die Leitlinie aud) nodh in einem zweiten Punite Q' jhneibet, o er-
hilt maw, wenn QM || OX gegogen wird, einen jveiten Bevithrungspuntt M’ unbd 5 ijt
auc) NM' eine Tangente der Barabel.

4. Die Gleihung cinev Pavabel fei y* = 16x; fude bdie Gleidhung
perjenigen Tangente der Pavabel, welde zu der Geraden y =x — 3
pavallel ift.

5. An eine Pavabel, bdeven Gleichung y* = 4x ift, feien bdurd) zwei
ihrer Punfte, deven Orbdinaten 2 und —4 find, Tangenten gezogen; beftimme
a) ben Scnittpuntt dev beiden Tangenten, b) den von ihnen gebildeten Linkel,
c) den Fladyeninhalt des von den Tangenten und der Beriihrungsfehne be-
grengten Dreiectes.

6, Die Senfredhte vom Brennpunite einer Pavabel oauf eine Tangente
berfelben ift die mittleve Proporvtionale zwijdhen dem entfpredhenden Yeitftrahl
und dem vievten Theile des Pavameters.

7. Unter welhem Winfel {dyneiden fich die beiben Euvven

veE—iOm v’ S inie— 87

8. Wie lauten die Gleidhungen der Tangenten, welde in den Shnitt-
punften an die beiden Curven 4x* — 9y* = 36 und y* = Y’ x gezogen
werden fonnen, und unter welchem Wintel {dhneiden fich diefe Tangenten?

N

b\
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IX. Allgemeine Anterfudung der Jinien jweiten Grades.

§. 505. Der Grad einer Gleidhung zwifchen den Eoordinaten fiir ein
beftimmtes Pavallelfyjtem wird duvd) die Transformation derfelben fiir ein
anberes Parallelfyftem nicht gedndert. Denn ijft die urfpriinglidhe Gleidhung
swifdhen x und y vom mten Grade, jo ijt erftlih von felbjt flar, dajé nad
ben im §. 440 angegebenen Subftitutionen bdie neue transformierte Gleichung
fein ®lied enthalten finne, in weldem bic Summe der Potengexrponenten von
x und y grofer al8 m wive. Die Transformation fann aber den Grad der
Gleichung auch nidt evniedrigen, weil man durd) Riid-Transformation der
neuen Gleidjung fiir das frithere Syjtem nothwendig die urfpriingliche Gleichung
wieder evhalten muj8, und bdaber, wenn die erjte Transformation den Grad
ber Gleidhung herabgemindert hitte, die zweite Niic-Trandformation ihn wieder
evhohen miif8te, wag jedod) nach dem Obigen nicht miglich ijt.

Da hiernadh) der Grad der Gleichung einer Linie bon der Yage ded
Pavallel-Coordinatenfyjtems unabfingig ijt und eingig duvd) den Ehavafter der
Qinie beftimmt wird, jo pflegt man bdie ¥inien nach dem Grade ihrev ent-
jprechenden Gleidyungen einjutheilen. Die gevade Linie ift eine Yinie ded eviten
®rabes, und zwar die eingige Yinie diefes Grabdes; der Kreid, die Elipfe,
Dyperbel und Pavabel gehoven zu den Linien ded zweiten Grabdes. Dieje
letsteren follen nun hier gang allgemein unterjudt werden.

8 506. Discuffion der allgemeinen SGleidung zweiten
Grabdes :
Ax?*+4 Bxy | Cy*+Dx 4 Ey + F =0...1)
swifden den Coovdinaten x, y eines Bunfted der Ebene, wo A,
B, C,... F reelle Coefficienten bedeuten.

Um die geometrifche Bedeutung diefer Gleichung, in welder man unbe-
jehabdet der Allgemeinfeit der Unterfudhung ein rechtwintliged Soordinateniyitem
vorvaugfegen fann, fennen ju lernen, wird man diejelbe durch Trandformierung
per Coordinaten auf eine einfachere Form ju bringen juden, indem man
Urjprung und Adyfencichtung des neven Syjtems jo wdahlt, dajs gewijje Glieder
oer trandformierten Gleidung verjdminden.

Transformiert man unddyjt die Coordinaten o, bdafé bder Urjprung
unverdndert bleibt und die neue Abjciffenndhje mit der fritheren den Winfel o
bilbet, fo mufé man (§. 440) ftatt x und y begiiglic)

Xcosoe—ysine und xsine 4 ycose
fegen. Man erhdalt dadburd) eine newe Gleidjung
Mx*+ Oxy+ Ny +Qx+Ry+F=0,...2
in welder
M = A cos ¢ + B sin « cos @ + C sin o?

O0=—2(A—0) sinn:cos:z—|—B(cosa5-—sintx’),'
N = A sin ¢ — B sin, @ cos « + C cos o?,
Q=Dcose +Esineg, R= — Dsine-+ Ecose«

ift und I ben fritheren Wert beibehilt.



284

Um nun aud diejer tvandformievten Gleidung x y wegzujdaffen, mufs
man dem nod) unbeftimmien Winkel « einen joldhen Wert beilegen, bdajs

O = —2 (A —C)sin e cos & + B (cos &* — sin &*) = 0, ober wag dng-
felbe ijt, daj8 — (A — C) sin 2¢ + B cos 2a = 0 werde; man mufé alfo
tang 2o = TE_?;—" . 8)

feen. Da die Tangente eines Winfels jeden veellen Wert von — oo bis
-+ oo annefmen fann, jo ({8t fich « immer jo beftimmen, dajs der Gleidhung 3)
geniige gefchicht. Daduvd) geht die Gleidhung 2) iiber in
Mx* +Ny*+Qx+Ry+F=0...4)
Bur Bejtimmung von M und N evgibt fich aus den obigen Ausddriicen
M+N=A-+C(
M—N=(A—C)cos 2« + B sin 2c.

4 2
Run it si I e U i
R A Verews =t 7y e ey
1 i By

5 2 e ——
D i /1 4 tang 2a2 KaE—cp 5’
M — X = = V(@& =0 ¥ B
Davaug jolgt
. A0 (A i) 0B £ 13 SURNE N - T)
M — ( + }iV;(A C)? ‘,,B' N:gé—’—(iffyééwp)ggf.gi,_{))
o MN—_:ife*_(%—_Bf:_ B”"’*AC_““)_

daher

Die weiteren Transformationen fhangen von der Bejdjaffenteit der
Coefficienten M und N, oder mit Rudficht auf die Gleichung 6) von der Be-
fdaffenheit deg Ausdruces B* — 4 A C ab. Jn diejer Bezichung find drei
Hauptfille ju unterjcheiven.

I. &8 fet B* — 4 AC negativ.

Trangformiert man die Gleichung 4), um die Glieder x und y weg-
sufhaffen, mit Beibehaltung der Adyjenvidhtung fliv einen neuen Urjprung
(m, n), indem man ftatt x und y bdie Werte x + m und y + n jub-
ftituiext, fo evgibt fich dvie Gleichung

Mz*+ Ny* + (2Mm + Q) x+ 2Nn + R)y +
(Mm®* + Nn*+ Qm + Rn + F) = 0.

Damit die Coefficienten von x und y verjdwinden, wihlt man die nodh
unbejtimmten Grogen m uno n jo, dafé 2Mm + Q =0 und 2Nn + R =0
werde. Hievaud evhilt malé!

i —

R

ud n = — N

2 M
und daher alg transformierte Gleidjung
Mzt Ny? —=8..0. 10,
wo 8 = — (Mm*® + Nn® 4+ Qm + Rn - F) ijt.
Diefe Trandformation ift hier immer mbglicdh), da M und N unter der
obigen Borvausfebung B* —4AC << 0 im Hinblid auf die Gleidung 6)
beide von Null verfdhieden fein miifjen.
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Ju der Gleichung 7) fann das mte &lied M jtets alé pofitiv angenommen
werden; dann muj§ wegen MN = A(’4-"B aud) N pofitiv fein.

€8 fommt nod) die Bejchaffenheit von S in Betvadt.
il J]‘t S pnfitin fo erhdlt man aus dev @Ieuf)ung Mx? + N S

x2

P gy =1, und fur—:a”, N—_W = +b2_]
0der bix® A= a'y® =8 bi. .. .8)
weldye Gleichung einer Ellipje mit den .s;)albndnen a und b entfpridit (§. 470).

Wenn in diejem Falle M = N ijt, fo witdb aud)y a = b, und man
evhilt x* + y? = a®, namlidh die Gleichung des Kreifes. Fiiv den Kreid
mujé vaber nad) den Gleidhungen 5)

VA—C2+B =0 0 i, A=C mbdb B =0 jein.

2. Qft 8 =0, fo ergibt fih Mx* + Ny® = 0, welhe Sleichung nur
fiir x = O 1nd y = 0 Defricdigt werden fann; jie gehort aljo dem Anfangs-
punfte devr neuen Coordinaten felbjt an.

3. 37t S negativ, jo fann dber Gleidung Mx* + Ny?2 = S, deven exjter
Theil nur ypofitive Glieder enthalt, durd) feine veellen Werte von x und y
geniige geleiftet werden; die Gleichung fHot daber fiiv ein negatived S feine
geontetrijche Bedeutung.

BWenn aljo B* — 4AC negativ ijt, fo entjpridht die Gleihung 1) einer
Gllipje, weldje nod) fitr fpecielle Fille den Krei§ oder einen Punit ald Barie-
titen davbietet.

II. G38 fei B*—4AC pojitiy.

Da aud) hiev M und N von O verfdjieden fjein miiffen, fo ift die in L
angegebene Trangformation der Coordinaten ausfiihrbar und fann baber die
®leidjung 1) auch in diefem Falle auf die Form

Mz® 4+ Ny® =

& B2 —4AC T
gebracht wevden. Nun haben hier, da MN = — ~——— negativ ijt, M und
N entgegengejette Vovzeichen. Nimmt man bdaher M al8 pofitiv an, fo ift N
negativ; wiv jeken dafiiv — NY, wo nun N pofitiv ift.

1. Jjt S pojitiv, fo folgt aug bder @Ietcf)ung Mx? — N'y*=S8

2 N’ e ) 2 S i Fit
22—y = Lo file =2=a?, —-—-b Z— 3 =1 odex

ezt atytirgi it oo 9)

veven geometvijdher Ovt eine Hyperbel ift (8. 479).

2. 3ft S =0, {o folgt aug ver Gleidung Mx*> — N'y* =0
M
Nt
weldhe Gleichung ein Spjtem zweier im Urfprunge fid) jdhneidender Geraden
(alg Varietat der Hyperbel) barjtellt.

3. 3t endlid) S negativ, namlidy gleidh — S, jo ift dann

Niy? w Mx? = 8.

M
oh

Yt
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Die Oleidung lajet fich durd) BVertaujdpung bder Adhfen auf bdie erjte
Form guriidfithren und ftellt daher eine Hyperbel dar, in welder die Abjcifjen-
adyfe mit der fritheven Nebenadhfe ufammenjalit.

IIL. @8 fei B* — 4AC gleidh) Null.

Ju diefem Falle ift vermige devr Gleichung 6) entweder M = 0 ober
N = 0; beide Goefficienten M und N Eonnen mit Riidfiht auf §. 505 nicht
suglei) Null fein. &8 fei 3 B. M = 0; bdann fann die in I. angegebene
Trangformation, weil m = — ;id feinen beftimmten enblichen Wert Hat, nidyt
auggefithrt werden; bdagegen aber ericheint die erfte transformicvte Gleichung 4)
unter der einfaderen Form

Ny* 4+ Qx + Ry + F = 0...10).

Um diefe Gleihung nod) einfacher darzuftellen, nimmt man einen neuen
Urfprung (r, s) an und fet ftatt x und y bejiighh x 4 r,und y 4 s,
wodurd) man evhilt:

Ny*+Qx+ 2Ns+ R)y + Ns’4+ Qr +Rs + F) = 0.

PMan wahlt dann r und s fo, dafs der Coefficient von y und dad von
x und y frete Glied verfhmwinden, dafd alfo 2Ns + R =0 und Ns? |
Qr + Rs -+ F = 0 wirb, was fiiv die Werte

R R? — 4NF
8= — 5% und LB ARG
ftattfindet. Diefe Transformation fann jedod) nur dann vorgenommen werden,
wenn Q nicht gleich Null ift. Wir unterjcheiden daher swei Flle.

1. Q ijt von Full verfhicben. Dann ifst fich die Gleihung 10) auf

bie einfachere Ny* + Qx = 0 transformieven, worvaus
Fh= P AL,
pag ijt die Gleidhung einer Pavabel (§. 486), Hervorgeht.

2. Q =0, bie frither angegebene Trandformation (st fich nicht an-

wenbden; die Gleidung 10) nimmt nun die Form an:

Ny + Ry + F =0....12),
woraud y = —R+£ ]/21;2—414 2 folgt, welde Gleidung ecin Syjtem weier
mit bev Abjciffenachfe pavalfeler Gevaben ausbdridt.

Bu oenfelben Ergebniffen gelangt man aud)y, wenn man N = 0 an-
nimmt; nur mujg dann bdie Abjciffenachie mit der Ordinatenadyje vertanjdht
werden.

Aug allen diefen Unterfudjungen geht Hervor, dajd die Gleidhung 1) mit
Audnahme des julest angefithrten Falles duvd) eine 3metmu[lge Transformation
immer auf eine der beiden @Iud)ungen

M=z?* + Ny? = und yii='Px
gebracht werden fann, und eine C&Iﬁpfe, Dypevbel oder Pavabel mit Einjdhlujs
ihrer Bavietiten darftellt, fe nadjpem B2 — 4 A C negativ, pojitiv oder gleic)
Jull ift.
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Der Ghavatter ber bdargejtellten Linie hingt demnad) eingig von der Ve-
fhaffenbeit des Ausdrudes B — 4 A C ab, welder deshalb das dyavatte
riftifde Binom der Gleidhung 1) genannt wird.
8 507. Den geometrijden Ovt aller Punite ju finden, deven Abftdnde
ton einem gegebenen Punfte unb von einer gegebenen @eraben in etmem

conftanten Verphiltnifie ¢ zu einander ftehen.
Man nehme (Fig. 226) die gegebene Gerade RR, bie Leitlinie, vorldufig ald Or-

rig. 226. binatenacije eined vechtwintligen Coordinatenjpftems aw, Ddeffen

]f" Y Abicifienachfe O X ben gegebenen Puntt A, den Brenn-
| puntt, in fid enthdlt,

a—-—% Ginh OP = MQ —x und MP =y bie Goordinaten

‘ ‘ eined ber verfangten Punfte M, jo hat man, wenn OA =d

gefest wird,

(O l_Xf AM:MQ=c, ober AM = cx, und aud
=VAaPeFMP?= |/ (x— @)% + y2; baler

| | 2 ex = V{z— a2+ y2

R

Darausd folgt
i 1—ec)x24y2—2dx+4d2=0,...1).

Der gejuchie geomtetrifhe Ort ift demnadh eine Linie bed jweiten Grabes, und zwar,
wie jdon aus §. 506 hervorgeht, eine Ellipje, Hyperbel ober Parvabel, je nachdem
bag daratterijtijge Binom B2 — 4AC =4 (c2 — 1) negativ, pofitiv oder Null ift, b. i
je nacdhbem die Verhiltnidzahl ¢ fleiner ald 1, grifer ald 1 ober gleich 1 ift.

Wm bie Bedbeutung der Gleichung 1) aud) unabbhingig von den Unterfucdpmgen des
§. 508 nadjzumweifen, wird man diefelbe junddyjt auf eine einjochere Gejtalt bringen, inbem
man den Urjprung in der Ubfcifjenachje um bie Stvede m berfchiebt, d. i. x 4 m ftatt x
fet, wo m wod) unbeftimmt ift. Daburch erhilt man

(l—e)x24+y2+2{m(l —c?) —d} x4+ {m2(1 —e2) —2dm + d2} =0...2).

\man wihle bann m o, dajd8 m?2 (1 — ¢?) — 2dm + d2 = 0 werbe, Wwad fiir m

ftattfindet. Da aber der eine Wert m = Al,,‘d,* fiiv ¢ = 1 nid)t braudjbar it,

Al :I:
jo nehute mant m = Te W fite mweldhen Wert man aud der Gleidung 2) evhadlt:
(1 —c?)x2 4 y2 — 2¢dx =0,
ober, fvenn e¢d = p gefept mwird,
(1—e?)x2fy2—2px=0...3).
1, Jjt ¢ < 1, o fetie man 1 — e2 = 3‘ pann evgibt fich aus 3)

2
= 2px—P—:-....4)
b. b. bie Gdeitelgleichung einer Ellipje.
Aus ber obigen Subftitution folgt
S P BARES At
2 = Imz._ —a= _;-2—_32 baber ¢ = e;
b. B. bad conftante BVerhltnis e ift die numerijhe Creentricitdt ¢ felbt.
: A b 2 and
Frerner ijt d_s—as und T e

Die Leitlinie RR’ bezieht fidh auj den Brennpuntt A; in derfelben Begiehung freht
i bem gweiten Brennpuntte B der Ellipje eine zieite Leitlinie S8, welde mit der erfien
parallel ift und von bem sugeordneten %rennpunfte B auf der entgegengejepiten Seite beri=

jelben Abftand d = — I;at
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Wenn ¢ = 0, alfo 1;1 =1 wird, jo gefit die Gleidhung 4) fiher in y2 = 2px — x2,
0. i. in bie Gdeitelgleichung des freifes.

2. Jit ¢ > 1, jo fege man 1 — 2 = — % man erhdlt badurch aus der Glei-

dung 3)
¥ = 2px—|—pTx2.... 5),
b. i. bic Geheitelgleichung einer Hyperbel.
Wie bei der Ellipfe, ift aud) hHier
(L e
4 ag T
uch die Hyperbel Hat zwei Brennpuntte und wei Leitlinien.
8, Jjt endlich ¢ = 1, jo ergibt jich aus ber Gleichung 3)
Syt =2 Pk s 8),
b, i. bie Sdeitelgleihung einer Parabel.

Sn biejemt Falle ifft m = g, 0. . ber meue Urfprung, mwelder ber Sdeitel ber
Parvabel ijt, fallt in die Mitte des bftandes ded Brennpunties von der Leitlinie,

§. 508. Gnutftehung bdev Linien zweiten Graded ausd dem
Sdynitte eined Kegels durd) eine Ehene.

&8 fei SAB (Fig. 227) ein jur Grundflache novmaler Achfenfdnitt
eineg Regels. Legt man durd) einen beliebigen Punit C der einen Seite SA

g — =

Fig. 227.

eine 3u SAB novmale Gbene, weldhe die Ehene SAB in ber Gevaben CX
und die Kegelfliche in der Yinie CM fdmeidet, fo find drei Hauptfille moglich:
entweder {dhneidet die Gerade CX aud) die andere Seite SB felbft in D (I);
oder fie jdneidet nicht die Seite SB felbjt, aber ihre BVerlingerung itber S
hinaug in D (II); oder fie ift der zweiten Seite SB pavallel (ILI).

Um bdie Sdnittlinie CM ber SKegelflidhe und bder durdhy C gelegien
@bene in jedem biefer drei Fiille su beftimmen, lege man bdurd einen belichigen
Punft M derfelben bdie Ehene MK L parallel jur Grundfliche des RKegels.
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Da MKL auf SAB novmal fteht, fo ift aud) die Sdnittlinie MP ber
Gbenen MCX und MK L jur Gbene SAB novmal (§ 220), daher aud
normal ju CX und KL. @8 ijt daher, da MK T ein frei§ ijt,
MP? = K P: LP (§:135);

Rieht man CE || AB, madt CF = CE und jieht audy FG || BA,

jo hat man in I und II
EP:FG=CP:CF und. LP:CE =PD:CD, bajer

FG.CP CE.PD oo
KP ="~ T und LP = — (,.])7; TDI[{[IL{)
a L F(x (&1 8 Ij_I_)
VM= D :

Nimmt man mun CX al8 die Abfciffenadje an, fept CP = x, MP =y,
ferner CD = 2a und F G = 2p, jo erhilt man in I, wo PD = 2a — x ijt,
y? == 2P xfﬂ(ia_xz, ober y®=2px — -P;:f. is 1)
und in II, wo PD = 2a 4 x ijt,
phil Rl Vi At o p 20 B

Die Sdynittlinie der Kegelflade mit der Ehene ift alfo im evften. Falle

eine Gllipfe, im pweiten eine Hypevbel.

Qft im erften Falle die @L{)mtttbt’ne pavallel jur Grundilade, jo fallen
die Streden CD, EF und ]‘ y jufammen; e§ wird alfo 2a = 2p und bdie

Gleihung y? = 2px — T ch;i iiber in y* = 2px— x* welde Gleidhung
einem Sreife angehirt.

Sn LT endlidy echilt man fiv KP, wie oben, den Wert KP =
FG-OF ogegen LP = BC = CF ift; folglidh ift MP® = FG. CR, obder

G o
Jm britten Falle ijt alfo die Sdnittlinie eine Parvabel.
Wegen dev hier nachgewiefenen Entftehung der Ellipje, Hyperbel und
Pavabel aud bem Sdynitte eines Kegels duvch eine Ebene werden diefe Yinien
gewifhnlich Kegelfdhnittlinien genannt.

Aufgaben.

§. 509. Sudpe dure) entjprechende Trandformation der Coovdinaten bie
genmetuid)e Bebeutung folgender Gleidyungen:
X+ ¥y —2x4+2y—1=0.
. 9x* 4 16y* — 6x + 16y + 1 = 0.
x}—y?—4x —4y—4=0.
8x* —y® + 48x = 0.
. 2x* 4 4xy —y2=0.
.xy+xt+y=1
. 4x® — 12xy 4 9y® — 132x — T2y 4 144 = 0.

Moinit, Geometrie, 19
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8. bx? + 6xy + by*—8x /2 —8y )2 =0.
9. 9x* + 24xy + 16y* — 90x 4+ 6y + 20 = O

10. 3x? 4 26xy V3 — 23y* 4+ 48x /3 — 48y = 0.

11. Bejtimme die Gleidhung fiiv den geometrifchen Ovt dev WMittelpuntte
aller Sreife, welde durd) einen gegebenen Punft gehen wnd eine’ gegebene
Gevave beviihren.

Bei der Lojung diefer und der folgenden Aufgaben betvadyte man in der Gleiching
ber verfangten freife (x — p)2 -+ (v — q)2 = a? bie Mittelpunitscoordinaten p wnd q
al8 pariabel, leite aud den Vedingungen der Aufgabe cine Gleiching sivijden p und q ab
und juche bie geometrijhe Bedentung diejer Gleichung.

12. Bejtimme die Gleidung fiiv den geometvijhen Ort dev Mittelpuntte
afler Kvetje, welde duvd) einen gegebenen Punft gehen und einen gegebenen
Kret§ Devithven, wenn dev gegebene Puntt a) der Mittelpuntt des gegebenen
Streijed, b) ein anbever innerhalb des Kreifes Ilcgeubn Punft ift, c) wenn
ev auferhalb be§ Kveifed liegt.

13. Beftimme die Gleichung fiiv den geometvijhen Ovt ber Meittelpuntte
alfe Rveife, welche eine gegebene Gerade und einen gegebenen Kveid beviihren,
wenn die Gevade a) duvd) den Wittelpunft des gegebenen Rreifes geht,
b) wenn fte auferhalb des Krveifes liegt.

14. Bejtimme die Gleidhung fiiv den geometrijhen Ot der Mittelpuntte
alfev Sveije, weldye 3wei gegebene Sreife, und jwar beide von innen odeér beide
von aufien beviihren, wenn a) die beiden Kveife fich jdneiden, .b) wenn der
eine innevhalb des andern liegt, fedod) mit ihm nicht concentrifch ift.

15. Beftimme bdie Gleidhung fiiv den geometrijhen Ort der Spiken
aller Dreiecte, welche diefelbe Grundlinie haben und bei denen a) die Summe,
b) bie Differen; der beiden Sdheitelfeiten eine conjtante Grdfe ift.
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