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1 Predgovor

Pri¢ujoc¢i zapiski so nastali kot Studijski pripomocek Studentom pri predmetih Analiza
IIT in Analiza IV. V sklopu teh dveh predmetov je zajeta Siroka paleta snovi, ki obsega
metricne prostore, funkcije ve¢ spremenljivk, mnogoterne integrale, Fourieorovo analizo,
krivulje, ploskve in polja s krivuljnimi ter ploskovnimi integrali.

Kot pravijo, je dobra slika vredna tiso¢ besed. Se zlasti pri ploskvah je snovi tezko
slediti brez ustrezne geometrijske predstave. Da niti ne omenjam posebej dejstva, da
je brez nje skoraj nemogoce uvideti koliko bogastva, lepote, in popolnoma neituitivnega
razmisljanja se skriva v ploskvah. Zato sem pricujoco zbirko posvetil izklju¢no ploskvam
in, kolikor je le bilo mozno, skusal celotno tematiko ilustrirati. Kolikor mi je poznano se
lahko matematike naucis le tako, da matematiko delas. Tak koncept podajanja snovi je
npr. v u¢beniku [5], kot tudi v [2]. Tudi sam sem se odlo¢il slediti tej usmeritvi. Zato
v njej ne boste nasli veliko izrekov, trditev in lem, temve¢ definicije in naloge, ki pa so
povecini reSene. Kljub temu vas vabim, da najprej poskusite nalogo resiti sami, saj boste
tako o snovi zvedeli veliko vec¢, kot ¢e reSitev preberete.

Naj dodam, da je pricujca zbirka misljena zgolj kot uvodna seznanitev z osnovnimi
pojmi ploskev. Za kaj ve¢ pa priporo¢am v branje npr. [5] ali [4].

Bojan Kuzma



2 Ploskve

2.1 Uvod

Ce se izrazimo zelo povrsno, je ploskev ,ukrivljena ravnina.” Mislimo si, da imamo neko
ploho zelo raztegljivega materiala, ki jo nato zgubamo. Kar dobimo, je ploskev.

Slika 1: PrLoskev

Vendar pa s tem ne zajamemo sklenjenih ploskev, kot je npr. sfera. Gornja ,definicija“
torej potrebuje malce bolj precizno formulacijo: Dejansko bomo malce bolj natacneje
zahtevali, da je vsak dovolj majhen koScek ploskve ,ukrivljen ravninski lik.“ Povedano v
obrnjenem smislu: vsak dovolj majhen koScek ploskve lahko zgladimo v nek ravninski lik.
Tukaj pod pojmom ravninski lik razumemo neko odprto, povezano mnozico v R2.

Slika 2: ZAHTEVAMO, DA IMA VSAKA TOCKA PLOSKVE NEKO DOVOLJ MAJHNO OKOLICO, KI JO LAHKO
ZGLADIMO V RAVNI LIK.



Pri tem moramo paziti, da glajenje res poteka ,gladko.” S tem takoj izklju¢imo, da bi
ploskev imela kakrSnokoli ost, ali kakrSenkoli oster rob.

Z = VX2 +y?

Slika 3: PRIMERI OBJEKTOV, KI niso ploskve. PRVA IMA OST (—S$PICA), DRUGA IMA OSTER ROB,
TRETJA IMA OSTER ROB IN OST. V NASLEDNJEM POGLAVJU JIH BOMO IMENOVALI ,,PLOSKVE Z VOGALL.“

Ne bomo dovolili niti tega, da bi se ravnina ,preve¢ zakrivila,” in imela samopresecisca.

Slika 4: TubI To NISO PLOSKVE. NE DOVOLJUJEMO SAMOPRESECISC!

Kako to razmisljanje formulirati matemati¢no? Proces gladitve koscka ploskve v rav-
ninski lik lahko opisemo s funkcijo. Za vsako tocke iz nagubane okolice povemo, na katero
tocko v ravninskem liku se bo preslikala. Ta funkcija mora biti povratno enoli¢na (=bi-
jekcija), saj po drugi strani Zelimo, da se dobljeni ravninski lik z zgubanjem preslika nazaj
na naso okolico. Ta bijekcija mora biti tudi dovolj pohlevna (drugace bi dobili zelo ,divje
glajenje“). Zahtevali bomo, da je funkcija gladka, tj. da jo lahko poljubno mnogokrat par-
cialno odvajamo po vseh njenih spremenljivkah. Tudi obratni proces, tj. gubanje mora
biti pohlevno, se pravi, da mora biti tudi inverz te funkcije gladek.

Do sem je vse lepo in prav. Toda kako bi prepovedali ,samopresecisca“? Ena od
moznosti je naslednja. Dejansko ne bomo gladili zgolj nek majhen koScek ploskve. Raje



Slika 5: NA POTI DO DEFINICIJE PLOSKVE: ZA VSAKO TOCKO PLOSKVE P LAHKO NAJDEMO NEKO
REGULARNO PRESLIKAVO r = r(u,v) : 9y — P, KI NEK RAVNINSKI LIK ,,ZVIJE NA DELCEK PLOSKVE,"
TJ., GA PRESLIKA BIJEKTIVNO NA presek ploskve z neko (DOVOLJ MAJHNO) kroglico, centrirano v tej
tocks.

bomo vzeli neko (majhno) kroglico, ki ima sredisc¢e na ploskvi. Nato pa bomo to kroglico
pregnetli (z neko povratno enoli¢no, gladko preslikavo) da se bo presek kroglice in ploskve
izravnal v ravninski lik.

Poskusajmo sedaj tole razmisljanje preliti v matematicni jezik.

Definicija 1. Mnozica P C R? je ploskvev (ali tudi: gladka ploskev) ¢e za vsako tocko
p € P obstaja (i) odprta okolica V, C R? tocke p, (ii) odprta okolica U, C R? ter (iii)
preslikava I, : V, — Up (yglajenje”), da velja:

(i) Fp :Vp — Uy je bijekcija.

(ii) Fp je gladka

)
)
(iii) Njen inverz, F}, (,gubanje®) je tudi gladka preslikava.
(iv) Fo(Vo N P)=U,NR%

Tocka (iv) pove, da se del¢ek ploskve (tj. V,, N P) zravna v ravninski lik (tj. U NR?).

Stogo matemati¢no bi sicer morali v tocki (iv) pisati malce bolj nerodno F,(V, N P) =
Un(R?x {0}).

Naloga 2. Pokazi, da dvojni stozec {(x,vy, z);x* + y* = 2*} ne more biti ploskev (prim.

sliko [4).
(Nasvet: Tocka (0,0,0) je problematiéna. Ce jo odstranis, stoZec razpade na dva dela. Take lastnosti

nima noben ravninsks lik.)

Denimo, da imamo preslikavo I}, kot na slikil6l Kako bi iz nje dobili preslikavo rp, ki
pove na kakSen na¢in moramo gubati ravninski lik (prim. sliko )7 Odgovor je preprost:

rp(u,v) = F; ' (u,v,0).
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Slika 6: DEFINICJE PLOSKVE: DA SE 1ZOGNEMO SAMOPRESECISCEM, SI NAMESTO DELCKA PLOSKVE
RAJE OGLEJMO PRESEK PLOSKVE Z MAJHNO KROGLICO (= MNOZICA Vp). TO KROGLICO NATO PRE-
GNETEMO (NA MNOZICO U), DA SE NJEN PRESEK Z PLOSKVIJO PRI TEM IZRAVNA V RAVNINSKI LIK.
NA SLIKI JE PRIKAZANA OBRATNA PRESLIKAVA, KI OKOLICO NEKEGA RAVNINSKEGA LIKA PRESLIKA NA
KROGLO, IN PRI TEM RAVNINSKI LIK ,,ZGUBA“ NA DELCEK PLOSKVE.

Namre¢ ravninski lik sestoji natanko iz toc¢k (x,y,0) € U. Ta del pa po definiciji funk-
cija ! preslika (=, zguba“) bijektivno na nas del¢ek ploskve.

Opazimo Se nekaj: Jacobijeva determinanta preslikave G := F;'; G : (u,v,2) —
(91(u,v, 2), g2(u, v, 2), g3(u, v, 2)) je nenicelna (zakaj ze?) Torej ima Jacobijeva matrika
od G

991 991 9Og1
ou ov 0z

Ja = 992 992 992
G- ou ov 0z

993 Ogs  Ogs
ou ov 0z

linearno neodvisne stolpce. Iz linearne algebre se spomnimo, da sta vektorja linearno
odvisna natanko tedaj ko je njun vektorski produkt niceln. To pa za rp(u,v) = G(u,v,0)
pomeni, da je

or Or R
ruxreim O O = (B0 ) (.0, %8) #0. 0

Opomba 3. Ce za gladko preslikavo r : 2, — R? velja (I)) v vsaki tocki, jo bomo imenovali
reqularna (nekaj podobnega smo Ze srecali pri krivuljah).

Naloga 4. Pokazi, da velja — vsaj lokalno — tudi obrat: Denimo da imamo na neki odprti
mnozici 2. C R? definirano regularno preslikavo v : 9, — R3 (,gubanje), Potem lahko r
razgirimo do gladke preslikave treh spremenljivk H = (hy(u, v, z), ha(u, v, 2), h(u, v, 2)),
ki neko okolico U tocke (ug,vg,0) slika bijektivno na neko okolico V' tocke r(ug, vo).
(Nasvet: Poskusi z H(u,v,2) := r(u,v)+zes = (r1(u,v),r2(u,v),r3(u,v)+2), kjer so ri,r2,73 kompo-
nente preslikave r, tj. r(u,v) = (r1(u,v),re2(u,v),rs(u,v)). Stolpci njene Jacobijeve matrike so linearno
neodvisni, torej lahko uporabimo izrek o lokalno inverzni preslikavi. )
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Regitev. Ker je r regularna preslikava, sta v to¢i a := (uo, vg) vektorja r, in r, linearno
neodvisna. To pomeni, da sta stolpca Jacobijeve matrike preslikave r, tj.

Ory Oy

A
Sr(a) = e 3_”

drs  drz

ou ov Zizg

linearno neodvisna, oz, rank #,(a) = 2. Iz linearne algebre se spomnimo, da je stolpi¢ni
rang enak vrsticnemu. Torej sta vsaj dve vrstico linerno neodvisni. Privzemimo, da to
velja kar za prvi dve. To pomeni, da

oL on
det(L“2 %)#O

ou ov

Sedaj pa kot v nasvetu naredimo funkcijo treh spremenljivk
H(uu v, Z) = (Tl(uv U)? T2(u7 U)v T3(u7 U) + Z)'

Njena Jacobijeva matrika je enaka

or1 Ory ory grp 91
u é’)v (,?z u v
/ — ora  0ra ora — ora  0ra O
H ou ov 0z u v
Ors  Orz  9(ztrs) dry  drz |
ou v Oz ou ov

Njena deteriminanta je torej enaka

— Or1  Ory 9ry  Ory
det /H_det(au ov Ou 81})

in je nenicelna v toc¢ki Ty := (ug,vp,2z = 0). Po izreku o lokalno inverzni preslikavi
obstajata odprta okolica U tocke Ty in odprta okolica V' tocke H(Ty) = H(ug,v,0) =
r(ug,v0), da je H|y : U — V bijekcija z gladkim inverzom (tj. H~! je tudi parcialno
zvezno odvedljiva).

Mimogrede: Ker je zozitev H|y bijektivna, se edinole ravninske tocke (u,v,z = 0)
slikajo v mnozico P = r(U) := {r(u,v); (u,v,0) € U}. Torej je P ploskev: za vsako
totko P na njej vzamemo kar U, := U in V :=V,,, ter seveda F, := H .



r{u,v]

Hlu, v, z]

Slika 7: VSAKO REGULARNO PRESLIKAVO LAHKO LOKALNO RAZSIRIMO DO BIJEKTIVNE PRESLIKAVE
TREH SPREMENLJIVK.



Zgled 5. Gornja naloga ima zanimivo posledico: Cim je r = (z(u,v), y(u, v), z(u, v)) :
2, C R? — R3 regularna preslikava, je na neki dovolj majhni okolici U C %, njena slika,

r(U) = {(z(u,v), y(u,v),2(u,v)); (u,v) €U}

ploskev. Seveda pa U ne sme biti prevelika, drugace ima lahko r(U) samopreseciscal V
takem primeru r(U) dejansko tudi izgleda kot zgubana ravnina.

Ce dobimo ploskev kot sliko neke regularne, bijektivne preslikave r : U — R3, bomo
r(U) imenovali tudi elementarna ploskev, preslikavo r pa njeno regularno parametrizacijo.

Slika 8: LEVA STRAN JE PLOSKEV. JE CELO ELEMENTARNA PLOSKEV, SAJ IMA REGULARNO PA-
RAMETRIZACLIO r(u,v) := (u?,u — u3/3,v), KI PLOSKEV V CELOTI POKRIJE. NA DESNI SMO SLI S
PARAMETROMA (u,v) ZE PREDALEC, IN DOBILI SAMOPRESECISCA.

Zgled 6. Neposredno iz definicije ploskve vidimo, da ima vsaka tocka na ploskvi neko
okolico (tisto, ki smo jo izgladili v ravninski lik), ki je sama zase elementarna ploskev, in
ima torej regularno parametrizacijo. Ploskev je torej sestavljena iz elementarnih kosov.

Slika regularne preslikave je torej ploskev, ¢e le nismo s parametri zasli predale¢. V

sploSnem je to tezko ugotoviti. Imamo pa Se en, zelo uporaben nacin da dolo¢imo, ali je
neka mnozica ploskev.
Zgled 7. Recimo, da imamo neko gladko funkcijo treh spremenljivk F' = F(x,y, 2).
Ozna¢imo s P := {(z,y,2) € R* F(x,y,2) = 0} mnoZico njenih nicel. Ce je za
grad F' # 0 na tockah iz mnozice P, je P ploskev. Imenujemo jo tudi implicitno podana
ploskeuv.

Naloga 8. Poskusi to dokazat.

(Nasvet: Poljubno izberi p = (0,Yo0,20) € P. grad F' # 0, torej mora biti vsaj en od parcialnih odvodov
neniceln; recimo, da je to %—f. Iz izreka o implicitni funkciji dobis z = z(x,y); potem je r(x,y) :=
(z,y,2(z,y)) regularna pammetrizacija.)

Regitev. Sledimo navodilom. Gladka funkcija F' = F(z,y,z) = F(x,z) ima (i) ni¢lo v
tocki (xo, 20) := (o, Yo, 20), in (ii) %—f(xo, 29) # 0. Po izreku o implicitni funkciji obstajata
okolici Q C R? to¢ke x¢ in I C R tocke 2, da velja sledece: Pri vsakem x € € lahko
najdemo natanko eno ni¢lo funkcije F', ki lezi znotraj Skatlaste okolice W := Q x I tocke

p. Se ved, ¢e je (x,2(x)) ta nicla, je z = 2(x) = z(z,y) parcialno zvezno odvedljiva.

10



Tedaj pa je r(z,y) := (z,y, z(z,y)) regularna preslikava (pokazi!). Po potrebi Se malce
zmanjSamo (2 in W, da bomo lahko s pomocjo Naloge [l preslikavo r razsirili do gladke
bijekcije Gp, : U — W, kjer je U 2 Q x {0} neka okolica tocke py.

Znotraj W so edine mozne ni¢le funkcije F' oblike r(z,y) za nek (z,y) € Q. Torej
WNP=r(Q) =G, x{0}) =Gp(UnN (R*x {0})). To pa ustreza definiciji ploskev.

Zgled 9. Kot zgled: F(z,y,2) := 2> + y* 4+ 22 — 1 = 0. Mnozica nicel te funkcije je
enotska sfera. Poleg tega je grad F' = (g—f, %—5, %—5) = (2x,2y,2z). Vidimo, da je grad F
sicer lahko nicelni vektor, vendar se to zgodi le v tocki s koordinatami z =0 =y = z;

taka tocka pa seveda ni nicla naSe funkcije. Torej je enotska sfera ploskev.

Enotska sfera sicer ni elementarna ploskev: Ne moremo je dobiti kot sliko neke re-
gularne bijekcije. Ce pa ji odrezemo en poldnevnik, pa dobimo elementarno ploskev;
regularno parametrizacijo podaja preslikava

r(p,0) := (cospcosb,sin pcos,sinb).

Ny

i
[N

Slika 9: SFERICNE KOORDINATE NA SFERI. MERIDIANE DOBIMO, CE FIKSIRAMO 6 = 6, POLDNEVNIKE
PA, CE FIKSIRAMO ¢ = ¢p. CE HOCEMO IMETI REGULARNOST (KAR MED DRUGIM IMPLICIRA TUDI
POVRATNO ENOLICNOST), MORAMO VZETI ¢ € (0,27) IN § € (—n/2,7/2). TOREJ JE r = r(¢,0)
REGULARNA PARAMETRIZACIJE PLOSKVE, KI JO DOBIMO, CE SFERI ODREZEMO POLDNEVNIK (PRIKAZAN
Z DEBELO CRTO).

Zgled 10. Valj je mnozica tock, ki jo dobimo kot sliko regularne preslikave r(p,v) :=
(cos p,sin,v). Vsekakor je dovolj majhen koscek valja ploskev. Kaj pa celoten valj?

[z parametrizacije bi odgovor tezko presodili. Kljub temu je odgovor pritrdilen: Valj je
mnoZica tock, kjer je F(xz,y,z2) := 2* + y* = 0. Gradient te funkcije pa, vsaj na valju,
nikoli ni nic.

11



Zgled 11. Graf zvezno odvedljive funkcije dveh spremenljivk je vedno ploskev. Kajti graf
je enak

G ={(z,y, f(x,9); (2,y) € Iy}
in se ujema z mnozico nicel funkcije F'(z,y, z) := z — f(z,y), katere gradient nikoli ni ni¢.
Zgled 12. Vrtenino dobimo, ¢e graf pozitivne funkcije f = f(¢) : (a,b) — R, zarotiramo
okoli abscise. Vrtenina je enaka mnozici tock oblike (¢, f(t) cos, f(t)sing), ko t € Z.
Takoj preberemo implicitno enacbo:

2 . \2
Y+ 27— f(t)? = (f(t)cosp)” + (f(t)sing)” — f()* = 0.
Gradient funkcije F(t,y, 2) := y*> + 22 — f(t)? je enak (2ff',2y,22). To bi bilo enako ni¢
edinole, ¢e y = 0 = z pri nekem ¢. To je mozno edinole, ¢e f(t) = 0, torej f ne bi bilo
pozitivna funkcija, protislovje.
Vrtenina pozitivne funkcije je ploskev; imenujemo jo tudi rotacijska ploskev.

Slika 10: RoTACLA GLADKIH FUNKCL. CE JE f(z) > 0 JE ROTACIJA VEDNO PLOSKEV, KOT NA
PRVI SLIKI. NA DRUGI ROTIRAMO f(x) := \/z, KI IMA V TOCKI 0 NICLO. KLJUB TEMU SE VEDNO
DOBIMO PLOSKEV! NAJLAZJE TO VIDIMO IZ NJENE IMPLICITNE ENACBE F(x,y,2) = y?+ 22 — 2 = 0;
grad F = (—1,2y,22) # 0. NAZADNJE ROTIRAMO f(z) := sin(z). DOBLJENA ROTACLJA NI PLOSKEV,
SAJ IMA DVE OSTI, IN JE SE ,PRESCIPNJENA® NA SREDINI.

V prejsnjem zgledu smo videli, da mnozica reSitev enacbe F(z,y,z) = 0 ni vedno
ploskev. To se seveda lahko primeri le v primeru, ko je grad F' = 0 v kaki tocki, ki
istocasno tudi ustreza F'(z,y,z) = 0. Tukaj sta Se dva zgleda:

Slika 11: DVOJNI STOZEC NI PLOSKEV

Zgled 13. Enacba F(x,y,2) := 2?2 + y* — 22 = 0 ne dolo¢a ploskve. Regitev je dvojni
stozec, ki je v sredini ‘presc¢ipnjen.” Ravno ta tocka pa je problematic¢na , saj ¢e jo odstr-
nimo, razpade mnozica na dva dela — take lastnosti nima noben ravninski lik. Problem
je v tem, ker je v koordinatnem izhodis¢u F'(0,0,0) = 0, pa tudi (grad £)(0,0,0) = 0.

12



Zgled 14. Od prej Ze vemo, da parametrizacija r(u,v) := (u?,u — u3/3,v) globalno
ne doloca ploskve, saj ima samopresecis¢a (prim. sliko Bl). Ploskev bi dobili le, ¢e bi
parameter v omejili na dovolj majhno okolico.

Poskusimo dobiti implicitno enacbo za sliko te parametrizacije, tj. za mnozico M :=
{r(u,v); (u,v) € R?}. Tocka (z,y, z) je v. M natanko tedaj, ko je v = u® in y = u—u?/3
ter z = v pri nekih parametrih (u,v). Iz prve enac¢be izra¢unamo v in vstavimo v drugo,
pa dobimo y = +/x(1+42/3). Kvadrirajmo, in preuredimo, pa dobimo implicitno ena¢bo
mnoZice M: To je natanko mnoZica vseh reitev enacbe F(z,y,z2) := 9y — z(z — 3)%
Toda v tockah (3,0, z) € M je gradient F' niceln.

Pomemben zgled ploskve je Moebiusov trak.

Naloga 15. PokaZi, da je r(u,v) := (cosu,sinu,0) + v(cos § cosu, cos § sinu,sin §) re-
gularna parametrizacija. Ce parametra omejimo na —m < u < 7w in —1/2 <v < 1/2, je

slika te parametrizacije ploskev. Imenuje se Moebiusov trak.

N
I

\
W
\\

\
N
I

N\
\}

7 Z=
W 7=

A\

Slika 12: MOEBIUSOV TRAK

Parametrizacijo Moebiusovega traku lahko zapisemo v obliki r(u,v) := x(u) + vv(u),
kjer v(u) # 0. Take ploskve so premonosne, namre¢ dobimo jih tako, da vzdolz krivulje,
parametrizirane z x = x(u) ,su¢emo* daljico; njen smerni vektor v tocki x(u) kaze vzdolz
vektorja v(u).

Ce Moebiusov trak malce raztegnemo (vendar brez rezanja ali lepljenjal) Se vedno
ostane Moebiusov trak. Edino oblike je malenkost drugacne.

Naloga 16. Pokazi, da je tudi

r(s, 1) == x(s) + t(B(s) + 23 T(s)),
reqularna parametrizacija neke ploskve; tu je x(s) := (sin s, (1 — cos s)3, (1 — cos s) sin s),
poleg tega pa je B(s) binormala na krivuljo ki jo doloca x(s), in je T(s) njena tangenta,
7(s) njena torzijska ukrivijenost, k(s) pa njena fleksijska ukrivljenost.
PokaZi, da tocka T(x,y, z) na tej ploskvi ustreza enacbi

yP+62%y —8y+a2b=0=2a%y -2
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Tudi ta ploskev je Moebiusov trak (le malce drugac¢ne oblike kot zgoraj) Za razliko od
Moebiusovega traku iz prejsnje naloge lahko tega naredimo iz kosa papirja. Vec¢ informacij
se najde v G. Schwarz: A pretender to the title “canonical Moebius strip.” Pacific J. Math.
Volume 143, Number 1 (1990), 195-200.

Slika 13: DRUGACEN MOEBIUSOV TRAK. TEGA LAHKO NAREDIMO TUDI IZ KOSA PAPIRJA. TO JE
PRIMER NEORIENTABILNE PLOSKVE — CE BI DVODIMENZIONALNA BITJA ZIVELA NA NJEM, IN BI GA
OBKROZILA, Bl SE JIM LEVA ROKA SPREMENILA V DESNO (IN OBRATNO). NA SLIKI JE TO PONAZORJENO
7 NARISANIMI PRAVOKOTNICAMI NA TRAK, KI SE ZVEZNO SPREMINJAJO. PA VENDAR: KO NAREDIMO
POLN OBHOD, KAZE PRAVOKOTNICA V NASPROTNO SMER, KOT TAKRAT, KO SMO OBHOD ZACELI. NA
SLIKI SMO ZACELI Z MODRO, KO PA Z NJO ZVEZNO POTUJEMO NAOKOLI, KONCAMO Z RDECO.

2.2 Krivoértne koordinate

Izberimo si neko regularno parametrizacijo r(u, v) enega koscka ploskve P. Vsakemu paru
(u,v) tedaj ustreza natanko ena tocka na naSem kosc¢ku, tj. r(u,v). Velja seveda tudi
obratno: Za vsako to¢ko p na kosc¢ku ploskve lahko dolo¢imo natanko en par (u,v), da je

f(u,v) = p.
v T

rfu,v]

Slika 14: KRIVOGRTNI KOORDINATNI SISTEM NA DELCKU PLOSKVE. CE VARITRAMO 1, DOBIMO ENO
DRUZINO KRIVOCRINIH KRIVULJ, CE PA VARIIRAMO v, PA DOBIMO SE ENO DRUZINO.

Zaradi te enoli¢nosti lahko imamo, pri izbrani regularni parametrizaciji r, par Stevil
(u,v) za koordinate to¢ke na nasem kos¢ku ploskve. Imenujemo jih tudi krivocrtne ko-
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ordinate tocke T'. Pravimo tudi, da opisujemo polozaj tock v krivocrtnem koordinatnem
sistemu. Seveda je krivocrtni koordinatni sistem odvisen od izbire regularne parametri-
zacije.

Sedaj fiksirajmo prvo krivocrtno koordinato u = wg in naj druga potuje. Tocka r(ug, v)
pri tem opise neko krivuljo na ploskvi, parametrizirano z t — r(ug, t). Imenujemo jo krivo-
crtna koordinatna krivulja. Podobno bi lahko fiksirali drugo krivoc¢rtno koordinato v = vy,
in bi pustili, da u tece. Dobili bi neko drugo krivuljo na ploskvi; to pot parametrizirano z
T — r(7,v9). Na tak nacin ploskev prepletemo s krivo¢rtnimi koordinatnimi krivuljami.
Krivo¢rtni koordinatni sistem je pravokoten, ¢e se poljubni dve krivoc¢rtni koordinatni
krivulji sekata pod kotom 90°

Zgled 17 (Sferi¢ne koordinate na enotski sferi). Enotska sfera je ploskev. Odrezimo ji en
poldnevnik, in izberimo naslednjo regularno parametrizacijo

r(ip,0) := (cos pcos b, sinpcosb,sinb).
Tukaj so krivocrtne koordinatne krivulje parametrizirane z
ki(t) :=r(t,0) = (cost cosby,sint cos by, sinby),

ko(7) := (00, 7) := (o8 g cos T, sin g cos T, sin 7).

Kot, pod katerim se sekata je po definiciji enak kotu med ustreznima tangentnima vek-
torjema. Tangentni vektor na prvo krivuljo je enak

k(¢ 1
T, : 1(t) = (— cos by sint, cost cos by, 0),

k@) VeosZh,

na drugo krivuljo pa

_ 1%2(7)
[fe2(7)

Njun skalarni produkt je ni¢, torej imamo pravokoten krivoc¢rten koordinaten sistem.

T, : = (— cos g sin T, — sin 7 sin ¢y, COS T) .

%
¢//
il
lll
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Slika 15: SFERICNI KOORDINATNI SISTEM r(y, ) := (coscosf,sinpcosf,sinf) Na SFERL. CE HO-
CEMO POVRATNO ENOLICNOST, MORAMO OMEJITI 0 < ¢ < 27 TER —7/2 < § < 7/2. NA TAK NACIN
ENOLICNO POPISEMO VSE TOCKE SFERE, Z IZJMO TOCK VZDOLZ POLDNEVNIKA.
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Naloga 18. Obratno, ce imamo tocko T(z,y,z) na enotski sferi, pokazi, da so njene
sfericne koordinate enake

4

2 2
¢ = arctan 2, = arccos :;Ttiz?; x>0,2>0
2 2
¢ = m+arctan ¥, ¢ = arccos x;iy%; ,r<0,2>0

2 2
arctan ¥, 92—211"CCOS\/@%5 x>0,2<0
2 2
\7r+arctan%, Gz—arccos,/xfTJ?erQ; r<0,2<0

Zgled 19. Zgornjo polovico enotske sfere pa lahko parametriziramo tudi kot

I'(I,y) = (I‘,y, 1 - ($2_|_y2)
V tem primeru so tangentni vektorji krivo¢rtnih koordinatnih krivulj enaki r,(z,y) =

£B2+y2—1 o T . . $2+y2—1 - y ..
=7 | 1.0, By oziroma ry,(x,y) = /"5 | 1,0, T ) Njihov

skalarni produkt pa ni nic, torej to pot nimamo pravokotnega krivocrtnega koordinatnega
sistema.

Slika 16: NEPRAVOKOTEN KRIVOCRTEN KOORDINATNI SISTEM NA SFERI. KOT MED KRIVOCRINIMI
KOORDINATNIMI KRIVULJAMI SE SPREMINJA OD TOCKE DO TOCKE. NA SLIKI JE PRIKAZAN Z DEBELIMA
DALJICAMA V ENI IZBRANI TOCKI.
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2.3 Tangentna ravnina

Vzemimo sedaj v precep neko fiksno tocko p na ploskvi P. Izberimo neko regularno
parametrizacijo r : %, — P delc¢ka ploskve, ki vsebuje p. S tem smo predpisali tudi
krivo¢rtni koordinatni sistem na tem delcku. Krivoértne koordiante tocke p so npr,
(uo, vo); torej p = r(uo, vo).

Pa denimo, da do p vodi neka gladka krivulja, ki v celoti lezi na ploskvi — imenujmo
jo ploskovna krivulja (mislimo si, da imamo na ploskvi z imenom Zemlja speljano neko cesto
do kraja p). V krivocértnih koordinatah je krivulja parametrizirana z u = u(t),v = v(t);
denimo Se, da u(0) = ug in v(0) = vy (to slednje lahko vedno dosezemo; v nasprotnem pac re-
parametriziramo krivuljo). Krivulja na ploskvi je tedaj parametrizirana z t — r(u(t), v(t)).
Kako dobiti njen tangentni vektor v toc¢ki p (iz vsakdanjega Zivljenja: Ce avto vozi po cesti
in pride do kraja p, kam kazejo njegovi zarometi?)

Tangetni vektor kaZe v smeri odvoda krivulje, torej v smeri vektorja Lr(u(t), v(t)).
Zapisimo po komponentah:

r(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)),

vstavimo u = u(t), v = v(t), odvajajmo po veriznem pravilu, in dobimo

:1
T = I|—r|| =T (2t + 2o, Yutl + Yo, 240+ 2,0)
r r

e HT(J;LU yu, Zu)u + (x’l)a yu, Zv)’U e ru% _I_ rv%"

r
||
Kot obitajno smo pri parcialnem odvodu =z, izpustili argumente; natanc¢neje bi bilo z, =
Zy(u(t),v(t)); podobno za preostale parcialne odvode. Pri ¢t = 0 pridemo ravno v tocko p.
Tangentni vektor krivulje pa je neka linearna kombinacija dveh vektorjev r,(ug,vg) in
r,(ug, vo). Gornjo izpeljavo lahko ponovimo za poljubno gladko krivuljo skozi p.

Sklepamo, da tangentni vektorji raznoraznih ploskovnih krivulj v tocki p lezijo v eni in
isti ravnini, ki je napeta na r,(ug, vo) in r,(ug, vo) (Zakaj Ze ta dva vektorja res razpenjata
ravnino, in ne premice?). To ravnino vzporedno premaknemo, da bo vsebovala tudi
tocko p, pa smo prisli do tangentne ravnine.

17



Slika 17: TANGENTNA RAVNINA. RAZNORAZNE PLOSKOVNE KRIVULJE IMAJO V DANI TOCKI TANGEN-
TNE VEKTORJE (OZNACENE NA 2. IN 3. SLIKI Z ODEBELJENO CRTKANO DALJICO), KI LEZIJO NA
ENI IN ISTI RAVNINI.

Naloga 20. Pokazi, da tangentni vektorji krivulj na stoZcu, tj. grafu funkcije z =
Va2 +y?, v tocki T'(0,0,0) ne leZijo na skupni ravnini. Torej stoZec ne more biti plo-
skev.

4

S
LY
-
-
g
e,
-

Slika 18: Stozec. TANGENTNI VEKTORJI KRIVULJ SO PRIKAZANI Z ODEBELJENO LOMLJENO GRTO.
VIDIMO, DA NE LEZIJO NA SKUPNI RAVNINI.

Zanimivo bi bilo dobiti formulo za tangentno ravnino v primeru, ko imamo ploskev
podano parametri¢no ali pa implicitno.

Naloga 21. Denimo, da je r = r(u,v) reqularna parametrizacija ploskve. PokaZi, da ima
tangetna ravnina v tocki r(ug, vg) enacbo

((X,Y,Z) = r(uo,v9)) - (ruluo, vo) X ry(uo, vg)) = 0

Zgled 22. Kot zgled si oglejmo ploskev, podano parametri¢no z r(u,v) := (u, v, u? — v?).
Zanima pa nas tangetna ravnina v toc¢ki s krivo¢rtnimi koordiantami (u,v) = ).
Odvajajmo r, = (1,0,2u), r, = (0,1, —2v). Njun vektorski produkt v je pri (u,v) = (1, 1)
enak (r, x r,)(1,1) = (=2,2,1). Enacba tangentne ravnine je torej (X —1,Y — 1,7 —
0)-(—2,2,1) =0, oziroma —2X +2Y 4+ Z = 0.
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Naloga 23. Denimo, da je ploskev graf neke gladke funkcije f = f(x,y). Pokazi, da ima
tangentna ravnina v tocki (xo, yo, f(zo, Yo)) enacbo

(X —zo)p+ (Y —v0)g = (Z — 20); (P = fe(20, ), ¢ = fy(T0,%0), 20 = f(l"o,yo))-

Naloga 24. Denimo, da je ploskev podana implicitno kot mnoZica nicel funkcije F' =
F(x,y,z); poleg tega pa naj grad F' # 0 na tockah iz ploskve. Pokazi, da ima tangetna
ravnina v tocki (xg, Yo, 20) enacbo

(X — LE‘(),Y — Yo, Z — Z(]) : (grad F)(Io,yo,Z()) =0.

Zgled 25. Vzemimo isto ploskev kot v prejsnjem zgledu. PoiS¢imo njeno implicitno
enac¢bo, in iz nje tangentno ravnino. Tocke na ploskvi imajo koordinate (z,y,z) =
r(u,v) = (u,v,u? —v?). Torej je 2* — y? — 2 = u* — v? — (u? — v?) = 0. Dobili smo
implicitno enacbo: F(z,y,2) = 2> — y?> — z = 0. Njen gradient je grad F' = (2z,2y, —1).
Tangetna ravnina v tocki r(1,1) = (1,1,0) pa je

0=(X-1,Y=1,Z-0)-(2,2,-1)=2X +2Y — Z.

Obakrat smo dobili isto tangentno ravnino. Kaj pa, ¢e bi vzeli druga¢no parametri-
zacijo naSe ploskve (tj. druge krivocrtne koordinate), npr. ri(s,t) := (s +t,t — s,4st), ali
bi v tocki (1,1,0) =r;(0,1) dobili isto enacbo za tangentno ravnino?

Naloga 26. Pokazi, da je tangentna ravnina v tocki p € P neodvisna od izbire regularne
parametrizacije ploskve P.

(Nasvet: Ce star =r(u,v) in 1, = ri(s,t) dve reqularni parametrizaciji istega delcka ploskve, ki vsebuje
tocko p, sta med sabo povezani: Obstaja preslikava h = h(s,t) = (u(s,t),v(s,t)), da ri(s,t) = (ro
h)(s,t) = r(u(s,t),v(s,t)). Dobimo jo kot kompozitum h = r~' ory. Prepricaj se, da je odvedljiva
(uporabi Nalogo 4] in izrek o lokalno inverzni preslikavi), nato pa vstavi to povezavo v enacbo za tangentno

raunino. )

2.4 Merjenje na ploskvi: Prva osnovna forma

Kako merimo na ploskvi? Kaj sploh lahko merimo? VpraSanja niso enostavna, niti
odgovori nanje. V najenostavnejsi ploskvi, tj. ravnini lahko merimo npr. razdalje med
tockami, povrsine likov, dolzine krivulj, kote med krivuljami. Isto bomo merili tudi na
yzgubanih ravninah,“ tj. na ploskvah.

Vzemimo za zacetek elementarno ploskev P, in bodi r = r(u, v) njena regularna para-
metrizacija. Tocki r(u + du,v + dv) in r(u,v) sta v prostoru R? oddaljeni za

lr(u + du,v + dv) — r(u,v)||

Razbijmo po komponentah: r(u,v) = (:)s(u,v),y(u,v),z(u,v)), in vsako od komponent
razvijmo po Taylorjevi formuli reda n = 1. Tako npr. z(u + du,v + dv) = z(u,v) +
Ty (u,v) du+z,(u, v) dv+o1(du, dv); tu je o1 (du, dv) ostanek Taylorjeve vrste in zanj velja

1M (g, dv)—(0,0) % = 0. Podobno je tudi y(u + du,v + dv) = y(u,v) + yu(u,v) du +

19



Yy (u,v) dv + 03(du,dv) in podobno za tretjo komponento. Ce zaradi krajSega zapisa
opustimo pisanje argumentov (u,v), vidimo, da

r(u+ du, v+ dv) — r(u, v) = (T, Yur 20) dt + (Ty, Yo, 20) dv + (01(du, dv), 0o(du, dv), 0s(du, dv))
=r, du+ r, dv + o(du, dv) = dr + o(du, dv)

Tu je (du,dv) diferencial krivo¢rtnih koordinat, dr = r, du + r, dv pa diferencial presli-

kave r. Zaradi limgy,dv)—(0,0) % = 0 je, pri majhnih spremembah (du, dv), diferen-

cial dr glavni prispevek razlike na levi strani enacbe.

Diferencial krivo¢rtnih koordinat, (du,dv), ni ni¢ drugega kot njuna sprememba, tj.
(du, dv) = (Au, Av). Katero spremembo pa meri dr?

Naloga 27. Pokazi, da dr meri spremembo tangentne ravnine na ploskev P v tockir(u,v),
e se lokalne koordinate spremenijo za (du,dv).

r(u,v)

(u+ du,v + dv)
%

)
u

Slika 19: MERJENJE NA PLOSKVI. V OKOLICE NASE TOCKE T = r(u,v) SE PLOSKEV (DOBRA PRED-
STAVA ZA PLOSKEV JE TUKAJ NPR. KAR PLANET ZEMLJA!) ZDI RAVNA; UKRIVLJENOST OPAZIMO
SELE NA DOLGIH RAZDALJAH. LOKALNO TOREJ MERIMO RAZDALJE NA PLOSKVI TAKO, DA PRIVZA-
MEMO, DA JE PLOSKEV RAVNA, TJ., DA SE V OKOLICI TOCKE UJEMA S TANGENTNO RAVNINO, NA
SLIKI PRIKAZANO RDECE. KRIVOCRTNE KOORDINATE r(u + du,v + dv) RAZVIJEMO PO TAYLORJEVI
FORMULI r(u + du,v + dv) — r(u,v) = (rydu + r,dv) + ost. LINEARNI DEL RAZLIKE, TJ. VEKTOR
dr := (rydu + r,dv) LEZI V TANGETNI RAVNINI. NJEGOVA DOLZINA, |[/(rydu + r,dv)|| PREDSTAVLJA
GLAVNI DOPRINOS K RAZDALJI OD T = r(u,v) DO TOCKE r(u + du,v + dv).

Oglejmo si sedaj dolzino glavnega dela spremembe r(u + du, v+ dv) — r(u, v)! Merimo
jo s skalarnim produktom:

dr-dr = (r,du+r,dv) - (r,du +r,dv) = (v, -r,) du* + 2(r, - r,) dudv + (v, - r,) dv?
= Edu® + 2Fdu dv + Gdv?,
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kjer smo oznagcili
E:=(r,-r,); F:=(r,1r,), G:=(r, 1. (2)
Forma
I(du, dv) = Edu* + 2Fdu dv + Gdv®

se imenuje prva osnovna forma ploskve, parametrizirane z r = r(u,v) (ali malce bolj
povr$no: prva osnovna forma, izrazena v krivo¢rtnih koordinatah (u,v)). Njeni koefici-
enti, £, F, G se imenujejo prvi osnovni koeficienti ploskve; iz (2)) vidimo, da so funkcije
krivo¢rtnih koordinat (u,v), in se torej spreminjajo od toc¢ke do tocke po ploskvi. Kaksen
geometrijski pomen ima ta forma?

Zgled 28. Ravnina z = 0 ima regularno parametizacijo r(z,y) = (z,y,0). Tukaj je
E=r, r,=(1,0,0)-(1,0,0) = 1. Podobno je tudi G = 1. Za F pa dobimo F =r, r, =
(1,0,0)-(0,1,0) = 0. Prva osnovna forma se glasi:

I(dx, dy) = dz* + dy* = ds?
kar ni ni¢ drugega kot Pitagorov izrek.

\
(u+uu, v+uv)

dv

,
,
.
.
ds
.
,
.

u

Slika 20: PRVA OSNOVNA FORMA NA RAVNINL. CE SE KOORDINATE TOCKE SPREMENLIO ZA (du,dv),
SMO PRISLI DO NOVE TOCKE, KI JE OD PRVOTNE ODDALJENA ZA ds = ||dr||.

Prva osnovna forma je posplositev Pitagorovega izreka za infinitezimalno majhne iz-
krivljene trikotnike na ploskvah.

Zgled 29. Kot drugi zgled si oglejmo prvo osnovno formo na sferi. Izberimo sferi¢ni
krivo¢rtni koordinatni sistem r(p, ) := (cos¢cos#,sinpcosf,sinf). Sedaj je £ =r,, -
r, = (—cosfsinp, cosf cos p,0) - (— cos O sin g, cosf cos ¢, 0) = cos® b, ter G =1y -1y =
(—cospsinf, —sinfsin p, cos ) (— cos psinh, —sinfsin g, cosf) = 1, ter F' =r,-ry = 0.
Torej je prva osnovna forma:

I(dg, df) = cos? 0 dp* + db?,
in dobimo posplositev Pitagorovega izreka na sferi.

V obeh primerih je F' = 0. To ni nakljucje, kajti krivoc¢rtni koordinantni sistem je bil
v obeh primerih pravokoten. Velja namrec tale ugotovitev:
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(u + du, v + dv)

VG dv
ds,

(u @) VEdu

Slika 21: PRVA OSNOVNA FORMA NA PLOSKVAH: CE SE KOORDINATNNI KRIVULJI % IN v MALENKOSTNO
SPREMENITA ZA du OZ. dv, DOBIMO NA PLOSKVI INFINITEZIMALEN IZKRIVLJEN TRIKOTNIK. DOLZINO
NJEGOVE TRETJE STRANICE NAM DA PRVA OSNOVNA FORMA: ds® = FEdu® + 2Fdudv + Gdv?

Slika 22: SFERA IN IZKRIVLJEN PRAVOKOTNI TRIKOTNIK NA NJEJ.

Trditev 30. Krivocrtni koordinatni sistem je pravokoten natanko tedaj, ko je F' =r,-r, =
0 za vsako tocko (u,v). O

Zgled 31 (Neodvisnost prve osnovne forme od izbire parametrizacije). Sfero smo zZe pa-
rametrizirali v sferi¢nih krivo¢rtnih koordinatah r(p,0) := (cosgpcos 0, sin p cos 6, sin 9),
s prvo osnovno formo

I(dyp,df) = cos? 0 dp* + db?.

Lahko pa izberemo druga¢no parametrizacijo, npr. r*(z,y) = (z,y,1/1 — 22 —y?) je
parametrizacija zgornje polovice sfere (prim. sliko [[9). Prva osnovna forma je sedaj
drugacna kot v sferi¢ni parametrizaciji:

2

* ok ok —x . —x o x
E*=r;-r;=(1,0, 71—902—312) (1,0, 71—:1:2—;;2) =1+ [
* Uk _ —X —Y _ $y
F* = r, I'y = (1, 07 1—m2—y2) (07 1a \/1—m2—y2) - 1— ZL’2 I y2
y?
G =1, -1, = (0,1, 1_x2_y2) (0,1, 1_x2_y2) =1+ T
in s tem je prva osnovna forma v parametrizaciji r* enaka
(v’ -1 2y (@ =1)  ,
I"(dz,dy) = ———— — —————dyd d
(dz, dy) v +y?—1 v +y?—1 yx+x2+y2—1 Y
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Pa vendar sta obe formi povezani med sabo! Namrec, isto toc¢ko na sferi lahko zapisemo
v dveh razli¢nih krivoc¢rtnih koordinatnih sistemih: r oziroma r*:

T = T(cos ¢pcosh,sin¢cost,sinf) =T (:)s,y, V=2 —yr+ 1)

b5 (x,y), 0=0(=.y) .
//w(:-ﬂ) y=1(.0) @ y)

N S

N

Slika 23: NA DOVOLJ MAJHNI OKOLICI OBSTAJA POVRATNO ENOLICNA POVEZAVA MED RAZLICNIMA
PARAMETRIZACIJAMA ISTE PLOSKVE.

S primerjavo koordinat je torej x = cos¢cosf = x(¢,0) in y = sinpcosd = y(¢,0).
Oziroma bolj splogno: r(¢,0) = r*(x(¢,0),y(¢,0)).
Kaj pa povezava med diferenciali (dz, dy) in (d¢,df)? Po veriznem pravilu za totalni
diferencial velja
dx = x4 do + 9 db
dy = yp do + yp df

Se pravi, da sta prvi osnovni formi res povezani, namrec

I (dz, dy) = ||dx"||* = |[x} do + r} dy||* = ||} (24 d + xp d) + 1} (o A + yo dB) |

= ||(xh zg + 1 ys) dd + (xh g + 1) yp) dO||* =[xy dop + vy dO|| (3)
= 1(d¢, df)
2_ r2—
Oziroma, ¢e v I*(dz,dy) = w(giy;_)l dz? — inzg_l dydzr + gﬂ(eriyi_)laly2 vstavimo z =

cos pcost = x(¢p,0), y = sinpcos = y(¢p,0) ter uposStevamo naslednjo enakost med dife-
renciali de = x4 d¢ + x¢ df oziroma dy = y, d¢ + yp df, bomo dobili natanko I(d¢, df) =
cos? 0 dp? + dh>.

Dejansko iz gornjega zgleda sklepamo na Se veliko ve¢: Prva osnovna forma ploskve je
neodvisna od izbire regularne parametrizacije! Popolnoma jo dolo¢a oblika ploskve.

Naloga 32. Denimo, da sta v = r(u,v) in v* = rv*(z,y) dve regularni parametrizaciji
ploskve P.
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(i) PokaZi, da sta parametra (x,y) zvezno odvedljivi funkciji od (u,v), tj. x = x(u,v)
iny=y(u,v).

(i) Odvod prehodne preslikave Z(u,v) 1= (x(u,v),y(u,v)), ki povezuje parametra (x,y)
z (u,v) je linearni operator, ki ga lahko predstavimo z Jacobijevo matriko. PokaZi,
da preslika vektor (du,dv) v vektor (dx,dy), dolocen z dx = %du + %dv, oziroma
dy = %du + %dv.

(1ii) PokaZi, da sta prvi osnovni formi v tej korespondenci med diferenciali (dx,dy) oz
(du,dv) enaki, tj. I(du,dv) = I*(dz,dy).

S prvo osnovno formo lahko merimo dolzino krivulj na ploskvi:

Ce je I' neka gladka krivulja na ploskvi, jo lahko parametriziramo v krivocrtnih ko-
ordinatah kot u = u(t) ter v = v(t); (t € [a,b]); gre torej za krivuljo s parametrizacijo
v(t) :== r(u(t),v(t)). Njeno dolzino podaja formula

b b
= [l = [ Vi@

Odvod ra¢unamo po veriznem pravilu: 4 = r,u-+r,0, odkoder je ¥4 = Eu?+2Fui+Go2.
Torej

= / b V(EW? + 2Fub + Go2)(t) dt

Zgled 33. Na sferi v sferi¢nih krivo¢rtnih koordinatah imamo krivuljo, parametrizirano
zp=p(t):=tin 0 =0(t) ;== 2arctane’. Koliko dolzino opravi ta pot, ko ¢t € [0, 7/2]?

Prvo osnovno formo smo %e izrac¢unali: I(dy,df) = cos® 0 dp? + db?. Dlerenciala kri-
voc¢rtnih koordinat dobimo z lahkoto: du = dt in dv = d(2 arctane') = dt. Vstavimo
v izpeljano formulo za izracun dolzine:

/2 /2 27: to\2
/ \/(3052 2arctanel) dt® + (2% )" di? = / \/ hiu 1+62t) dt
™
= dt =
a5

S koeficienti prve osnovne forme lahko dolo¢imo tudi kote med dvema krivuljama na
ploskvi:

Vzemimo dve krivulji, in ju parametrizirajmo v krivo¢rtnih koordinatah z ~(t) :=
r(ui(t),v1(t)) oziroma vo(s) := r(ua(s),v2(s)). Denimo, da se sekata pri t =t in s = sp.
Tedaj je cosinus kota med njima enak

1+ 2t

M Yo B (I'u Uy + I‘Wl) : (I'u - Uy + I'Wz)
7l - [1yell 1=t VI, 01) - /1 (tg, 02) it
Bty + F (gD + tip01) + Giivg

\/ (111, 01) \/[ (112, D2) 9
. Edulduz + F(duldvg + dUQd’Ul) + deldvg
\/I(dul, d’Ul) . \/[(dUg, dvg) ;zzg

cosa =
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Zgled 34. Pod kaksnim kotom sekata krivulja iz ZgledaB3lin druga krivoc¢rtna koordinata
(= meridian)?

=N

ST
L]

Slika 24: KRIVULJA ¢ =t, § = 2arctan(e!) IN KRIVOCRTNA KOORDINATNA KRIVULJA 0 = ¢ = const

Najprej ju parametrizirajmo s krivo¢rtnimi koordinatami. Prva ima parametrizacijo
v (t) = r(t,2arctan(e')), druga pa 7.(s) = r(s,c). Se lazje je podati parametriza-
cijo v krivoértnih koordinatah: Prva krivulja je parametrizirana z ¢1(t) = ¢, 61(t) =
2arctan(e'), druga pa z ¢2(s) = s in 63(s) = ¢o. Hitro najdemo tudi preseciséa: Sekata se
v tockah z istimi krivo¢rtnimi koordinatami. Torej ¢y (t) = ¢a(s) 0z 61(t) = (s). Takoj
preberemo, da t = s in 2arctan(e') = ¢q. Sedaj pa v formuli za izracun kotov upostevamo,
da je d¢; = dt in d¢o = ds ter df; = d(2 arctan(et)) = 1?@; dt in dfy = d(const) = 0.
Vstavimo v formulo, pa dobimo

Edgy dpy + F(dgy dby + dgo dby) + Gdb, db,
VI(dpy,dby) - \/T(dbs, db)

=0

cos? 0 - doy dgy + 0+ 1 - db db,

cos o =

s=t=In(tan %))

B \/cos20 - dg? + 0% /cos? 0 - dp? + db3 ¢:1j::2%°)
B cos?(0)
- 3 2 2 ‘ 0=cq
Vcos(0) 4+ db2/cos?(0) 1, o 0)
_ cos® co = cosc
= 0

2
\/ 0 co + (72%5) li=ntan(co/2) - V/€0S? o

Koeficiente I. osnovne forme E, F, G smo pac¢ rac¢unali v presec¢iscu krivulj, torej pri 0 = ¢
in ¢ = In(tan ).

S koeficienti prve osnovne forme pa lahko merimo celo povrsino likov na ploskvah.
Najprej moramo sploh definirati kaj je to povrsina.

Zopet si za zacCetek oglejmo elementarno ploskev z regularno parametrizacijo r =
r(u,v). S krivo¢rtnimi koordinata jo razrezimo na drobne ploskvice. Kot glavni prispevek
h povrsini posamezne ploskvice si izberimo kar paralelogram iz tangentne ravnine, napet
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Slika 25: POVRSINA PLOSKVE. S KRIVOCRTNIMI KOORDINATNIMI KRIVULJAMI JO RAZREZEMO NA POD-
PLOSKVE. CE JE RAZREZ DOVOLJ GOST, JE POVRSINA POSAMEZNE PLOSKVICE (NA SLIKI OBROBLJENA Z
RDECO) PRIBLIZNO ENAKA POVRSINI PARALELOGRAMA, NAPETEGA NA VEKTORJA r, du OZ. r, dv. TA
POVRSINA PA JE ENAKA DOLZINI NJUNEGA VEKTORSKEGA PRODUKTA, TOREJ AREA= ||r, X 1| dudv.

na vektorja 6wy := rydu in 6w, := r,dv. Ce privzamemo du,dv > 0, je njegova povrina
enaka AS = ||0w; X dws| = |[r, X ry||dudv. Spomnimo se na povezavo med dolzino
vektorskega in skalarnega produkta: ||a - b||*> + (a-b)? = ||a]|? - ||b]|?, pa lahko povr§ino
paralelogramcka izrazimo s koeficienti prve osnovne forme:

AS = ||ty x r|| dudv = \/|[r.]|? - [|rs|? = (ry - 1y)2 dudv = VEG — F2dudv.

Mimogrede smo tudi pokazali, da je EG > F?! Sedaj pa vse te prispevke setejmo, in
limitirajmo (du, dv) — (0,0), Kar sama se ponuja naslednja definicija povrsine:

Definicija 35. Ce je r = r(u,v) : Z; — P regularna parametrizacija ploskve P, je njena
poursina Stevilo

S(P) :://Hruxrvﬂdudv://\/EG—F?,dudv,
T T

kjer so E, F, G koeficienti prve osnovne forme.

Kaj pa, ¢e bi vzeli kako drugo regularno reprezentacijo, ali bi dobili enako povrsino, ali
ne? Ce je odgovor ne, potem je gornja definicija povsem neprimerna, in moramo poiskati
drugacno definicijo povrsine. K sreci je odgovor da.
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Naloga 36. Pokazi, da je definicija povrsine elementarne ploskve neodvisna od izbire
regularne parametrizacije. Torej, ¢e je v = r(s,t) : Y= — P neka druga regularna para-
metrizacija iste ploskve P, je

//\/EG—FQdudv://\/Eé—ﬁ2dsdt.

'@T .@*
r

Ce ploskev ni elementarna, jo razrezemo na posamezne elementarne kose, za vsakega
od njih izracunamo ploscino, in vse skupaj sestejemo. Z malce vec truda se da pokazati, da
je dobljena povrsina enaka, neglede na to, kako razrezujemo ploskev na njene elementarne
podploskve.

Zgled 37. [zracunajmo povrsino enotske sfere. To sicer ni elementarna ploskev, zato ji od-
stranimo en meridian. Na povr$ini se ne pozna, ¢e ploskvi odstranimo (ali dodamo) kon¢no
mnogo gladkih krivulj. Sedaj izberimo kar sferi¢ne koordinate r = r(p,0) : (0,27) X
(—m/2,7/2) — P, v katerih 7e imamo izra¢unano prvo osnovno formo: I(dy,df) =
cos? 0 dp* + df?. Povrsina enotske sfere je torej

27 w/2
S = // \/mdapcwz/ dap/ | cosf| df = 4.
(0,2m)x (—7/2,7/2) 0 —7r/2

Zgled 38. Povrsina vrtenine funkcije f : (a,b) — [0,00). Spomnimo se regularne para-
metrizacije vrtenine: r(t,¢) := (¢, f(t) cosg, f(t)sinp). Odtod lahko takoj izra¢unamo
prvo osnovno formo I(dt, dp) = (f'(t)*+1) dt*+ f(t)* dp?. Vidimo, da je koeficient F' = 0,
torej imamo pravokoten krivocrtni koordinatni sistem. PovrSina vrtenine pa je

5 = / it / VPR DI~ Rdp = 2n / VPR T D) dt,

formula, ki jo Ze poznamo iz analize 1.

Slika 26: VERIZNICO y = cht ZAROTIRAMO OKOLI ABSCISNE OSI. DOBIMO VRTENINO, PARAME-
TRIZIRANO 7 r(t,6) = (t,cosfcht,chtsinf). CE HOCEMO POVRATNO ENOLICNOST PARAMETRIZACLIE,
MORAMO OMEJIT € € (0,27), IN VRTENINO PREREZATI VZDOLZ KRIVULJE {(¢,cht,0);t € R}.
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2.5 Uporaba prve osnovne forme

Vzemimo dve ploskvi; prvo dobimo, ¢e rotiramo veriznico f(f) = cos(t) okoli absice
(slika B8]). Parametrizirana je z r(t,0) := (t,chtcosf,chtsind). Ta parametrizacija bo
povratno enoli¢na, ¢e ploskev prerezemo vzdolz (tj. odstranimo) krivulje {(¢,ch¢,0); t €
R}.

Druga ploskev pa naj bo parametrizirana z r*(u, ¢) := (ucos ¢, usin ¢, @).

Slika 27: PLOSKEV, PARAMETRIZIRANA 7 r*(u,¢) := (ucos¢,using,¢). DA JE TO RES PLOSKEV
NAJLAZJE VIDIMO IZ NJENE IMPLICITNE ENACBE y/z = S22 — tan¢ = tanz, OZIROMA F(z,y,2) :=

cos ¢

y—xtanz =0

Med tema dvema ploskvama lahko najdemo preslikavo F', ki tocko p s krivoc¢rtnimi
koordinatami (¢, 6) preslika v tocko F'(p) s krivo¢rtnimi koordinatami (u*, ¢*) = (sht,0).

F
r [t r*
6 »*
u=sht "
Vi o Vi

Slika 28: PRESLIKAVO F' MED DVEMA PLOSKVAMA POZNAMO, CE POVEMO KAM SE PRESLIKA TOCKA
P S KRIVOCRTNIMI KOORDINATAMI (t,6) 1Z PRVE PLOSKVE. PRESLIKA SE V TOCKO F(p) NA DRUGI
PLOSKVI, IN IMA TAM KRIVOCRTNE KOORDINATE (u*, ¢*) := (sht,6).

V tocki p = r(t,¢) = (t,chtcosf,chtsinf) je prva osnovna forma enaka

I(dt,df) = (14 sh*t) dt + 0 dt d + db?.
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Ta tocka se preslika v tocko p* = F(p) = r*(u, )| u=nt = (wcos ¢, usin ¢, ¢)|u=sn¢. Prva
¢=0 $=0
osnovna forma v preslikani tocki pa je

I*(du, d¢) = du® + 0 dudv + (u* + 1) d¢?| e = (chtdt)® 4 (sh?t 4 1)(d6)?,

kar je zaradi ch®t = 1 4 sh®¢ identi¢no I(dt,dd). Torej o koficienti iz prve osnovne forme
v tocki p identi¢ni koeficientom iz prve osnovne forme na preslikani tocki F'(p), ki lezi na
drugi ploskvi.

Se eno mozno interpretacijo preslikave F' podaja naslednja naloga.

Naloga 39. S pomocjo preslikave F' lahko doseZemo, da sta obe ploskvi parametrizi-
rani na istem definicijskem obmocju, prva Se vedno z r(t,0) = (t,chtcos®,chtsinf),
druga ploskev pa z parametrizacijo v = For : (t,0) — F(r(t,0) = r*(u, ¢)\u=sgt =

b=
(shtcos@,shtsing,0). Pokazi, da za koeficiente prve osnovne forme velja zveza E = E**,
F=F"mG=G*.

Spomnimo, da zgolj s pomocjo koeficientov prve osnovne forme merimo dolzino krivulj,
kote med krivuljami, in plos¢ino likov na ploskvah. Nasa preslikava F' ima potemtakem
zanimivo lastnost: Ohranja dolzino krivulj, ohranja velikost kotov med krivuljama, in
ohranja ploscine likov. Takim preslikavam recemo izometrije.

[zkaze se, da je I’ izometrija natanko tedaj, ko ohranja koeficiente prve osnovne forme.

Naloga 40. Poisci izometrijo med valjem in kosckom ravnine.
(Nasvet: Poskusi z F : (cost,sint, z) — (t,z,0) € R? x {0}.)
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