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(ATENARTIBA

EULERJEV PROBLEM DELITVE KONVEKSNEGA
VECKOTNIKA NA TRIKOTNIKE

V tem prispevku bomo odgovorili na naslednji vpraganji:

1. Na koliko razli¢nih nacinov lahko dani konveksni n-kotnik s pomod&jo
njegovih diagonal razdelimo na same trikotnike tako, da se zaértane diagonale
v notranjosti veckotnika ne sekajo?

2. Na koliko na&inov lahko izraéunamo produkt n razli¢nih faktorjev tako,
da zmnoZimo vedno po dva faktorja in je tako dobljeni produkt eden od
faktorjev v nadaljnjem mnoZenju?

Prvo vpraZanje je leta 1751 postavil 8vicarski matematik Leonhard Euler
(1707 - 1783), z drugim pa se je leta 1838 prvi ukvarjal francoski matematik
Catalan. Ceprav se problema na prvi pogled precej razlikujeta, pa je njuno
reevanje tesno povezano.

Eulerjev problem bralcem, ki skrbno shranjujejo vse Stevilke Preseka, ni
neznan. V Elanku Marka Razpeta: Rezanje vetkotnika na trikotnike (P 18
(1990/91), 8t. 1, str. 12 - 16) avtor (med drugim) bralca seznani z reiitvijo
in le to tudi delno dokaZe. Hkrati je v isti Stevilki Preseka Vilko Domajnko
na str. 35 zastavil Eulerjevo nalogo za naravna stevila n < 8.

V Eulerjevo East z e, ozna&imo 3tevilo moZnih delitev konveksnega n-kot-
nika na trikotnike. Za prvih nekaj naravnih Stevil lahko preprosto preitejemo
vse moznosti. Tako ugotovimo, da je

e3=1 e =2, es=5 in eg =14,
ter slej kot prej obupamo nad to metodo doloanja 3tevil e,

Leta 1758 je Segner, s katerim se je Euler dopisoval, naZel naslednjo
rekurzivno zvezo za zaporedje Stevil {ep}:

én=e2epn_1+eaen_2tesep3+...+es_1e, n>3, (1)

kjer smo definirali e = 1. DokaZimo to zvezo! V ta namen si oglejmo sliko

1.
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Oglis€a konveksnega n-kotnika
ozna&imo zaporedoma s Erkami Aq, ol
As. A..... As PH poliubnt deliivi At~ I e
je stranica ApA; stranica nekega / / \
trikotnika, denimo ApA1Aj, kjer _ [
je k naravno Stevilo med 2 in
(n —1). Na eni strani tega trikot- /
nika imamo k-kotnik AjAy ... Ay, \ /
na drugi stani pa (n+ 1 — k)-kotnik An-TN\_ / ~
AkAk+1 ... An. Prvi vetkotnik la- o L
hko razdelimo z diagonalami na tri- A,
kotnike na ey, drugega pa na Slika 1
en+1—k nacinov. Ker pa poljubno
delitev prvega vetkotnika lahko kombiniramo s poljubno delitvijo drugega,
imamo pri izbranem k natanko ey - e, 1 delitev. Stevilo k lahko zavzame
poljubno naravno vrednost med 2 in (n — 1). Ker na ta naéin dobimo vse
moZne delitve prvotnega vetkotnika, od tod dobimo (1). (Bralec naj sam
premisli, zakaj je ugodno definirati e; = 1.)

Zvezo (1) imenujemo Segnerjeva rekurzivna formula. Lahko se prepriZa-
mo, da se sklada s prej dolo€enimi vrednostmi ez, e4, e5 in eg. Dobimo pa 3e
nekaj naslednjih €lenov zaporedja :

e7 =exeg+ ezes +eseq+ ese3+ egep =42,

eg = e e7+ e3ep + e4e5 + e5 eq4 + eg ez + ey ep = 132 itd.

Pri velikih n tudi s pomogjo formule (1) tezko dolotimo 3tevilo e,. Da bi
dobili kon&no formulo za e, najprej reSimo drugi problem.

ZaEnimo z nekaj primeri: Produkt 3tevil 2-3 -4 .5 lahko izratunamo na
primer na naslednji na&in: 2.3 =6, 4-5 = 20 in kon&no 6:20 = 120. Splo¥no
lahko produkt $tirih faktorjev a b ¢ d izratunamo na naslednjih pet nainov:

[(a-b)-c]-d.[a-(b-c)]-d. (a-B)-(c-d).

a-[(b-c)-d] in a-[b-(c-d)].

Tu smo upo3tevali vrstni red faktorjev. Kaj pa, e le ta ni predpisan 7 Tedaj
lahko na primer mnoZimo tudi takole

a[c-(b-d)] ali d-[(c-b)-a].
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Ugotovili smo, da Catalanov problem pravzaprav vsebuje dve vpraSanji:

1. Na koliko naé&inov lahko izraunamo produkt n razli€nih faktorjev, &e je
vrstni red faktorjev predpisan ?

2. Na koliko na&inov lahko izraéunamo produkt n razliénih faktorjev, e
vrstni red faktorjev ni predpisan 7

Stevili, po katerih spra3ujeta vpra%anji, zaporedoma zaznamujmo s ¢, in
z rp. Obe Stevili sta v preprosti zvezi

-"n:Cn'n!r (2)

kjer je n! produkt prvih n naravnih 3tevil. To bo brez teZav, ob upo3teva-
nju, da je $tevilo vseh moZnih razvrstitev (permutacij) n elementov enako n!,
pokazal bralec sam. Kot za zaporedje 3tevil {e;} bomo tudi za zaporedji
{cn} in {rn} poiskali rekurzivni zvezi, s pomo#&jo katerih bomo dobili formule
za vsa tri zaporedja.

Najprej zaénimo z zaporedjem {rp}. Predstavljajmo si, da imamo za-

pisanih vseh r, nafinov mnoZenja faktorjev fi, f5, ..., f. Tem poskusimo
dodati e faktor f,41 (ki ga oznagimo krajse s f), tako da dobimo vseh r,41
nainov mnoZenja faktorjev f1, fa, ..., fn, fny1.

Naj bo P poljubno mnoZenje produkta n faktorjev (eno izmed rp, mo-
#nih). O¢itno vsebuje (n — 1) produktov oblike A - B, kjer sta A in B
podprodukta. Ce je na primer n=4in P = c-[(a- b)-d], imamo za A in
B naslednje moZnosti :

A=a, B=b; A=a-b, B=d in A=c, B=(a-b)-d.

Ce uporabimo faktor f najprej enkrat kot faktor pred A, potem za A, nadalje
enkrat kot faktor pred B in nato za B, dobimo iz produkta A - B naslednje
Stiri produkte

(f-A)-B,(A-f)-B,A(f-B) in A-(B-f).

Ker to lahko storimo za vseh (n — 1) podproduktov A- B v P, iz produkta P
tako dobimo 4 (n — 1) produktov (n + 1) faktorjev. Poleg tega iz P dobimo
tudi naslednji dve mogo& mnoZenji f - P in P -f. Torej iz enega mnoZenja
produkta n faktorjev dobimo (4n — 2) razlitnih mnoZenj produkta (n + 1)
faktorjev. |z vseh r, razliénih mnoZenj produkta n faktorjev potemtakem
dobimo (4n — 2) rp, razliénih mnoZenj produkta (n + 1) faktorjev. Ugotovili
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smo torej, da je

rn41 = (4n—2)rp . (3)

To je rekurzivna zveza med rp in rp41. Da dobimo konéno formulo za rp,
izratunajmo prvih nekaj &lenov zaporedja. O€itno je rp = 2, saj faktorja a in
b lahko mnoZimo na dva moZna naéina: a- b ali b-a. Iz (3) potem dobimo
zaporedoma r3 =6 rp =2:6, r4 =103 =2-6-10 in tako naprej. Kon&no
dobimo

rm=2-6-10-...-(4n—6) .

Poistimo ¥e rekurzivno zvezo za zaporedje {c,}. Sedaj je vrstni red
faktorjev predpisan, denimo, da je to Ze zaporedje f1, f2, ..., fn (n > 2).
Vsako od c, mnoZenj teh faktorjev je oblike ( ) - ( ). kjer prvi oklepaj
vsebuje mnoZenje prvih recimo k faktorjev f1, f, ..., fi, drugi pa naslednjih
(n — k) faktorjev fi 11, fic42, ..., fn. Tukaj je k poljubno naravno 3tevilo,
manjSe od n. V prvem oklepaju je moZnih ¢, mnoZenj, v drugem pa c,_.
Ker lahko mnoZenja v prvem oklepaju poljubno kombiniramo z mnoZenji v
drugem oklepaju, je pri danem k vseh mnoZenj cj c,,_k. Ker je k poljubno
naravno 3tevilo od 1 do (n — 1), kon&no dobimo

ch=cC1¢p-1+Ccp-2+c3¢h3+...+¢cp_101 . (4)
Z uporabo te rekurzivne zveze iz ¢ = 1 in ¢ = 1 izpeljemo

c3=ciept+eeg=2, ecaq=c1c3tcperteze; =5 itd.

S pomogjo enakosti (2) dobimo tudi kon&no formule za ¢, :

_fp_2:6-10-...-(4n—6)
T n! '

Tako je Catalanov problem v celoti refen. KonZno reditev Eulerjevega prob-
lema pa tudi Ze slutimo. Prvih nekaj Elenov zaporedij {en} in {cn} se
z zamikom enega €lena namre€ ujema, zaporedji pa zado¥¢ata podobnima
rekurzivnima enaébama. Zato postavimo hipotezo

€n = Cph—1,

ki jo bralec s pomogjo indukecije ter zvez (1) in (4) brez teZav tudi dokaZe.



Konéno torej lahko zapisemo

2:6-10-...-(4n—10)
i (n—1)!

To formulo Ze nekoliko preoblikujmo
2"-2.1.3.5.....(2n-15)
epn =
(n—1)

B 2M=2.(2n - 3)! B
T (n=1)!-2-4.....(2n—4)-(2n-3)

3 2n—2.(2n—3)!
T (n=1)1-20"2.(p-2)!-(2n-3) °

Od tod dobimo
1 (20-3\ _1/[k
M= m—3\n-2) " k\t)"

kjer je t = n — 2 Ztevilo trikotnikov, ki nastanejo po delitvi konveksnega n-
kotnika z diagonalami, k = 2n—3 pa je tedaj $tevilo vseh stranic in diagonal.

Roman Drnovsek





