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MATEMATIKA

IGRA NIM

(Predavanje na 17. seminarju DMFA 1980 - Zanimiva matematika)

1. UvVOD

Ime igre NIM verjetno izvira iz nemikega velelnika "nimm", kar
pomeni "vzemi", Obrnimo za 3alo besedo NIM na glavo, pa dobimo
besedo WIN, kar v angle3cini pomeni "zmagati".

NIM je v resnici skupno ime za igre, v katerih dva igralca iz-
meniéno pobirata kamne z enega ali ve¢ kupov. Kdor naredi zad-
njo moino potezo, je zmagovalec. Med seboj se te igre loéijo
po Stevilu kupov in kamnov na zacetku igre in po pravilu, ki
predpisuje velikost vsakega vzetka. Vsaka poteza mora seveda
spremeniti celotno Stevilo kamnov v igri in mora tako vzeti
najmanj en kamen.

Za vse te igre velja, da je Ze na zacetku igre znano, kateri

od obeh igralcev lahko zanesljivo zmaga, ne da bi se mu mogel
pri tem nasprotnik upirati. Posledica tega pa je, da igra ni
vec zanimiva. Tudi mi se bomo ukvarjali z njo z enim samim na-
menom, raziskati namre& Zelimo ta zanesljivi nacin (strategijo)
zmagovanja v igri.

2. NIM Z ENIM KUPOM

Definirajmo zdaj igro z imenom Nim(M).
Igralca imata pred seboj kup z ¥ kamni, vzetki pa so lah-
ko najmanj en in najvec M kamnov naenkrat. Dobitnik zad-
njega kamna je seveda zmagovalec.

Ni tezko uganiti, da traja najdaljsa igra #~/2 potez za vsake
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ga igralca. Kadar je ¥ M , pa igra sploh ni zanimiva, saj
bo prvi zmagal v prvi potezi, s katero bo vzel vse kamne.

Naloga 1 : S prijateljem poskusi igrati igro ¥<m(M). Pred tem
se dogovorita, koliksna naj bosta ¥ in N (recimo M = 4, ¥ = 15).

Ozna&imo z (x¥) kup, v katerem je ¥ kamnov. Za poljuben kup
bomo definirali celosteviléno vrednost p2(x) , ki ji bomo rek-
1i kar VREDNOST POZICIJE igre. Do nje pridemo takole:

a) Prazen kup ima vrednost nié, P(0) = O
b) Naj bodo (X;), (X2)s ... (XP} vsi moZni kupi, do ka-
terih lahko pridemo s pravilnim jemanjem s kupa (X},
tedaj je
P(x) = najmanj3e nenegativno celo Stevilo, ki je raz
1i€no od vseh vrednosti
P(Xij, 4 = Tglysiig 2

Primer

Vzemimo igro ¥Zm(2), ki ima na zacetku 4 kamne. Vsak vzetek je
torej lahko 1 ali 2 kamna. Da bomo laZje racunali vrednosti po
zicije, si najpre] narisimo vse moine poteze v igri:

=~ N

00 000 0000

0¢itno so vrednosti pozicije: P(0) = 0, P(1) = 1, P(2) = 2,
P(3) = 0, P(4) = 1.

Naloga 2 : Izracunaj Se nekatere vrednosti pozici]j (za kupe s
54 65 e 5 20 kamnd )
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Sedaj si oglejmo dvoje lastnosti vrednosti pozicije igre:

a) Ce je P(x) » 0 , pomeni, da kup (X) ni prazen, igra-
lec, ki je na vrsti, pa lahko med moZinimi potezami iz-
bere tako, da bo z njo dosegel P(X-vzetek) =0 . Ce
namreé taka poteza ne bi obstajala, bi bilo po defini-
ciji P(x) =0

b) Ce je P(x) = 0, je lahko kup prazen in -igra konana.
Ce kup ni prazen, pa katerakoli pravilna poteza povzro
¢i, da je P(x-vzetek) > 0 .

Pri P(X) = 0 Jje pozicija ITZGUBLJENA , P(X) > 0 pa pomeni
DOBLJENO pozicijo, kar se nanaSa na igralca, ki je na vrsti.
Torej zmeraj obstaja poteza, ki spremeni dobljeno pozicijo v
izgubljeno, vsaka poteza pa spremeni izgubljeno pozicijo v dob
1jeno. Tako smo prisli do osnovne lastnosti igre &<im: Ce je
v zacetku igre pP(¥) > 0 , lahko prvi zmaga tako, da spreminja
dobljeno pozicijo v izgubljeno. Drugi mu pri tem odgovarja ta-
ko, da izgubljeno pozicijo spreminja v dobljeno, dokler se kup
ne izprazni.

Ce je na zafetku igre P(¥) = 0 , prvi nima moZnosti za zmago,
razen ¢e se drugi zmoti. Zato bo prvi vzel samo en kamen, saj
pomeni vecji kup tudi vecjo moZnost za napako. Drugi seveda
uporablja isto strategijo, kot bi jo prvi. Strategija ni odvi-
sna od vrstnega reda igralcev, ampak samo od Stevila kamnov v
kupu in pravila za poteze.

Primer

Oglejmo si potek Ze omenjene igre #im(2) s Stirimi kamni na
zacetku. Prvi mora vzeti en kamen, tako pusti tri kamne, ki jih
drugi zmanj3a na 2 ali 1, oboje pa prvi v naslednji potezi vza
me in zmaga.

Nalega 3 : Ugotovi vse izgubljene pozicije iz naloge 2.

Oglejmo si Se en nacin racunanja vzetka pri ¥im(M) :
Vsakokrat je najbolje pustiti v kupu mnogokratnik od M+1
kamnov, se pravi
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vzetek = x mod (M+1)

kjer je ¥ velikost kupa, cela desna stran pa ostanek pri
deljenju ¥ z mM+1. Takoj vidimo, da daje ta formula najvec
ji vzetek M kamnov. Kadar je pozicija izgubljena, pa je
rezultat formule enak nié, kar pa ni pravilen vzetek. V
zadnjem primeru je najboljsi vzetek en kamen, formulo pa

bomo popravili:

vzetek = max (1, x mod (M+1))

ZapiSimo Se enkrat vrednosti pozicije igre Nim(M)
DislaZ s MU0 585 v sl 5 25050384057 52500

Vidimo, da je vrednost pozicije enaka velikosti vzetka pri po-
ljubnem kupu, razen pri vrednosti 0. To velja nasploh samo za
igro Nim(M). Pri drugacnih pravilih se vzetki drugace racunajo.

Naloga 4 : KakSen je najboljsi vzetek pri igrah:
a) ¥ =100, M =15
b) ~ =20, M =4
c) & =21, M= 4

Sedaj si bomo ogledali vrednosti pozicije iger z drugaénimi
pravili za dolocanje vzetkov:

a) vzetek je 1iho 3stevilo
B Ve B Ts 05 Ta 0a 15 05 T4 05 1s
b) vzetek je sodo 3tevilo
05 05 Ty Vi 25 25 35 35 4, 45 55 55 ..a
c) vzetek je najvec polovica kupa + 1
Oa Ty B B By Ve By By 8y 85
d) vzetek ni vec kot polovica kupa
0, 0, 1, 0, 2, 15 3, 0, 4, 2,
e) vzetek je praStevilo
0: Be 1 14 25 25 B34 35 45 04 0,

Naloga & : RaziSC€i vrednosti pozicij za pravilo "vzetek je
kub" in velikosti kupov: 0, 1, 2, ... , 30 kamnov.

212



3. OBRNJENI NIM

Obrnjeni Nim ima ista pravila kot navadni, le zmagovalca dolo-
¢amo drugace:

zmagovalec je igralec, ki ne more narediti poteze.

V Nim(M) to pomeni, da izgubi tisti igralec, ki mora vzeti zad
nji kamen, Tako se seveda tudi zmagovalna strategija rahlo
spremeni. Prvi se bo trudil, da bo na koncu pustil natanéno en
kamen, ki ga bo drugi tako moral vzeti.

Obrnjeni wim(M) igramo takole: zacetni kup si mislimo zmanjdan
za en kamen, nato pa igramo kot prej. Tako lahko pridemo do
predzadnjega kamna. Kako je s pozicijami? Racunanje poteka ta-
ko kot prej, le zacetek je drugacen, namre¢ P(0) = 1 . Vsak
vzetek pa izracunamo takole:

vzetek = (N-1) mod (M+1)

Naloga 6: Kako lahko obrnjeni Nim s splo3nejiimi pravili jema-
nja prevedemo na navadnega?

Roman Rogko




IGRA NIM - re3itve nalog s str. 209

2) velikost kupa: LSyl e IR R T M0 e b TS BB (e IO 0 S
vrednaost pozieljes 2 0 1, Z 0O 1 2 0 1

velikost kupa: 16 17 48 19 20
vrednost pozicije: 1 2 0 1 2

3) Izgubljene pozicije imajo kupi z 0, 3, 6, 9, 12, 15 in 18
kamni.
4) a) vzetek = 4 kamne

b) vzetek je tak, da ¢imbolj zmedemo nasprotnika
c) vzetek = 1 kamen

5) V poitev pridejo samo kubi: 1, 8 in 27. Vrednosti pozicij
so:

17 8. 19 2021 " 22523 WA 25026 2 280785 30
2 1 2 0 1 0 1 0 1 0 1 2 2 2

6) Kup si mislimo zmanj3an za toliko, kot znaSa najmanjsi moz-
ni vzetek.

Roman Rojko
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