MATEMATIKA

O delitvah na enakovredne dele

N\
TADE) STARCIC

- Vsakdo izmed vas je gotovo ze kdaj naletel na
kakSen problem delitve na enakovredne dele,
morda zgolj v obliki kakSne miselne naloge ali kaj
bolj konkretnega. V tem sestavku se bomo do-
taknili nekaterih zanimivih problemov delitev, od
bolj teoretic¢nih, pa do bolj prakti¢nih.

Kdaj sploh sta dva dela enakovredna? To je od-
visno od tega, kaj nas zanima. Enkrat bo to pome-
nilo, da sta dela skladna geometrijska lika, drugic¢
lika enakih ploscin, tretji¢ pa mnozici enakih kardi-
nalnosti.

Zacnimo z zabavnim izzivom.

Problem 1. (Delitev lika na skladne dele) Dane like
Z eno potezo (tj. z neprekinjeno krivuljo) razreZite na
dva skladna lika:

SLIKA 1.
Ravninski liki.

Ali gre tudi z ravnim (tj. premocrtnim) rezom? Je
to mogoce storiti na vec nacinov? Ali lahko katerega
izmed likov razreZete na 3, 4 ali Se ve¢ skladnih likov?

S prvimi tremi liki na sliki 1 zagotovo ne boste
imeli vec¢jih teZav, kratko obravnavo drugih dveh pa
po potrebi najdete v knjigi [1, pogl. 3]. ReSitev name-
noma nismo skicirali, saj bi z njimi lahko marsikoga
prikrajsali za veselje pri reSevanju.

Problem 2. (Delitev likov na ploscinsko enake
dele) Ali lahko poljuben trikotnik z ravnim rezom
razreZemo na dva plosc¢insko enaka dela? Ali lahko

tudi poljubna dva pravokotnika v ravnini hkrati raz-
rezemo na dva ploscinsko enaka dela z enim ravnim
rezom? Ali velja to tudi za like bolj kompliciranih
oblik?

SLIKA 2.
Razpolovitev z enim ravnim rezom.

kotnika s skladnima stranicama in viSinama nanju,
ter sta zato enakih ploSc¢in. ReSitev drugega dela
problema 2 je rez, ki gre skozi srediSc¢i pravokotni-
kov, saj vsaka premica skozi srediS¢e pravokotnika
le-tega razdeli celo na skladna dela; glejte sliko 2.
Odgovor na tretje vpraSanje pa je morda za koga
malce presenetljiv.

Izrek 1. (Obstoj delitve lika na ploscinsko enaka
dela) Poljuben ravninski lik! je z ravnim rezom ve-
dno mogoce razdeliti na dve ploS¢insko enaki polo-
vici. Obstaja vec takih rezov.

Dokaz. Spostopkom, ki mu re¢emo bisekcija, bomo
konstruirali zaporedje vodoravnih rezov R,, ki se
bo pomikalo proti iskanemu rezu. Ideja je vsak na-
slednji rez malo vzporedno premakniti, da se plo-
$¢ini pripadajoc¢ih delov Se bolj priblizata polovici
ploscine lika. Naj rez R, razdeli lik s ploS¢ino p na
dva dela, tisti del na zgornji polravnini naj ima plo-
§¢ino py, ter naj bo 1y, = % — pn. Ce je rp blizu 0,
potem je p, blizu %. Izberimo najprej reza R; in R»
tako, da bo 7] < 0 < ¥». Nadalje denimo, da smo za
neki n > 2 ze izbrali take vzporedne vodoravne reze
Ry,...,Ry, da je 7q,...,7n # 0. Rez Ry, nato izbe-
remo na sredini med rezom R, in njemu najbliZjim

1Ravninski lik je obmo¢je v ravnini, omejeno z enostavno
sklenjeno krivuljo. Kakorkoli ga s premico razreZemo na dva
dela, vedno lahko dolo¢imo plo$c¢ini posameznih delov.
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Ze izbranim rezom, oznac¢imo ga z R,, (m < n), da
je ¥, nasprotnega predznaka kot ¥, (slika 3). Tako
bo Stevilo 7,41 zagotovo med 7, in 74,, razdalja med
Ry, in R, 11 pa se v primerjavi z razdaljo med R, 1
in Ry, prepolovi. Bralec bo z nekaj osnovnega znanja
o limitah znal utemeljiti, da nas to pripelje k resi-
tvi. Jasno je tudi, da lahko naklon rezov izberemo

poljubno, zato je ustreznih rezov neskoncno. [ |
Ry =16
Rys 14=0,7
R5. sy = 70, %
R3. r3=0,6
R, 1,724
—
SLIKA 3.

Primer Stirih korakov bisekcije lika na dva dela.

Izrek 2. (Izrek dveh palac¢ink) Dva ravninska lika
poljubnih oblik je mogoce z enim ravnim rezom na-
enkrat razrezati na dva ploScinsko enaka dela.

Skica dokaza. Uporabimo prvi del izreka, natanc-
neje reze, ki prvi lik razdelijo na plo$¢insko enaka
dela; na sliki 4 je poseben primer z rezi skozi eno
tocko. ReSitev da spet bisekcija.

Podrobnosti oziroma natancen dokaz najdemo
med drugim v odli¢ni knjigi [3, pogl. 22], kjer so si-
cer na izviren nacin lepo prestavljeni Se Stevilni drugi
matemati¢ni problemi. [ |

SLIKA 4.
Poseben primer izreka dveh palacink za en zelo simetricen lik.

Velja Se sploSnejSi izrek o delitvi treh teles v pro-
storu na enake dele, t. i. izrek o sendvicu: Sendvic je
mogoce z ravnino razrezati na dva dela, ki vsebujeta
prostorninsko enako kruha, salame in sira. Kot vpra-
Sanje ga je leta 1938 zastavil Steinhaus?, s pomocjo
izrekov vije matematike pa dokazal Banach?; glejte
monografijo [2, pogl. 3].

Oglejmo si sedaj delitev mnoZice s Stevno kon¢no
tockami.

Problem 3. (Razdelitev dveh vrst draguljev na dva
enaka dela) Krona vsebuje 6 rubinovih in 4 diaman-
tne dragulje. Ali jo lahko z ravnim rezom vedno pre-
reZemo tako, da bo vsak od dveh delov vseboval ena-
ko Stevilo rubinovih oziroma diamantnih draguljev?
Kaj pa, ce je draguljev vec?

Zacnimo s parom rezov R;, ki krono razrezeta na
dve polovici s po petimi dragulji. Sedaj induktivno
nadaljujemo z zaporedjem R, takih parov rezov, da
je vsak naslednji premaknjen za eno mesto v pozi-
tivni smeri. Na sliki 5 spodaj vidimo primera rezov
Ri, R» in R3.

Jasno je Stevilo rubinovih draguljev na obeh stra-
neh enako natanko tedaj, ko je na obeh straneh ena-
ko tudi diamantnih draguljev. Za vsak rez R;,, ozna-
¢imo Stevilo rubinovih draguljev prve polovice z 7,
Stevilo rubinovih draguljev na drugi polovici je po-
tem 6 — 7, razlika med polovico 3 in ¥, pa je d, =
3 — 7y (slika 5). Opazimo, da se Rg ujema z Ry, le
vlogi polovic se zamenjata, t.j. ¥ = 6 — 7, ter zato
de =3 -1 =1 —3 = —d;. Po drugi strani se na
posameznem koraku Stevilo rubinovih draguljev ne
spremeni bodisi se poveca ali zmanjsa za 1; s tem se
dn ne spremeni ali se spremeni za 1. Ce jed; =0,
je Ry Ze v redu, sicer pa sta zacetni in konc¢ni ¢len
zaporedja d,, razlicnega predznaka, ter lahko spet z
bisekcijo, kot v dokazu izreka 1, pridemo do nekega
vmesnega Clena zaporedja, ki je enak 0. Pripadajoci
rez je seveda reSitev naloge.

Bralcu bo zagotovo uspelo reSitev problema 3 pri-
lagoditi za primer poljubnih dveh sodih Stevil rubi-

2Hugo Steinhaus (1887-1972) je bil poljski matematik; deja-
ven je bil na razli¢nih podrocjih, med drugim je bil med zacetniki
teorije verjetnosti in teorije iger.

3Stefan Banach (1892-1945) je bil poljski matematik; zace-
tnik moderne funkcionalne analize.
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SLIKA 5.
Primer krone z razrezi Ry, R» in (iskanim) R3, ter tabela vre-
dnosti pripadajocih zaporedij v, in dy.

novih in diamantnih draguljev. V duhu te reSitve bi
bilo mogoce dokazati naslednji izrek.

Izrek 3. (Diskretna verzija izreka dveh palacink)
V ravnini je 27 rdecih in 2m modrih tock v sploSni
legi, tj. nobene tri ne lezijo na isti premici. Potem
obstaja premica, ki ravnino razdeli na dve polravnini
tako, da je na vsaki od polravnin + rdecih in m mo-
drih tock (slika 6).

Z orodji viSje matematike je mogoce dokazati t.
i. diskretno verzijo izreka o sendvicu: Tocke treh

SLIKA 6.
Diskretna verzija izreka dveh palacink.
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barv (sodo stevilo tock vsake barve) v prostoru je mo-
goce z ravnino razdeliti na dva dela, ki vsebujeta Ste-
vilcno enako tock vsake od barv. Uporaba tega izreka
omogoca posploSitev problema 3 na krono z dragulji
treh vrst dragih kamnov, ki je v literaturi znana tudi
kot problem ogrlice; ve¢ o tem najdete v Ze omenje-
nem viru [2, pogl. 3].

Za konec je tu nekaj kratkih geometrijskih nalog o
razpolavljanju, ki jih poskusite reSiti sami.

Naloga 1. Dani dve daljici s premico hkrati razdelite
na dva skladna dela. Kaj pa tri daljice?

Naloga 2. Dokazite, da vzporednica stranice danega
trikotnika, ki plosc¢insko razpolovi ta trikotnik, raz-
deli ostali dve stranici v razmerju 1: (1 + +/2).

Naloga 3. Trikotnik z ravnim rezom razdelite na
dva trikotnika z enakima obsegoma. Ali lahko vsak
ravninski lik prerezemo na dve polovici z enakima
obsegoma?

Naloga 4. PoiSc¢ite kaksno ravnino, ki dano tristrano
piramido (lahko poSevno) razdeli na dva prostornin-
sko enaka dela.

Naloga 5. Samo z uporabo Sestila (brez ravnila) raz-
delite dano kroznico na dve polkroznici. Nekoliko
teZje je dano daljico s Sestilom razdeliti na dva skla-
dna dela. Poskusite.

Morda se boste bralci kdaj srecali s kaksnim no-
vim oziroma drugacnim problemom delitve. Tudi v
tem primeru vam utegne pridobljeno znanje ter Sirsi
pogled na tematiko priti zelo prav.
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