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PREDGOVOR 

Klasična analitična funkcija, katere absolutna vred
nost je na nekem polju konstantna, je tudi sama tam kon
stanta. Za vektorske analitične funkcije to velja le v pri
meru, ko so njih vrednosti v specialnih Banachovih prosto
rih - tistih, v katerih je vsaka točka na enotni krogli 
kompleksna ekstremna točka (Thorp-Whitley [20]). Taki so 
n.pr. strogo konveksni Banachovi prostori. Po drugi strani 
pa obstoji širok razred prostorov, ki omenjene lastnosti 
nimajo - n.pr. skoraj vse operatorske algebre. Dejstvo, da 
so operatorske Banachove algebre važen poseben primer Ba
nachovih prostorov, da težo problemu, ki ga je postavil 
prof. Vidav - karakterizirati analitične funkcije s kon
stantno normo. V znani literaturi ta problem ni obravnavan, 
Njega reševanje je namen tega dela. 

Delo je razdeljeno na tri poglavja. 
V prvem poglavju proučujemo analitične funkcije s kon

stantno normo, z vrednostmi v Banachovem prostoru. Vsakemu 
vektorju a prostora X priredimo podprostor E(a) tistih vek
torjev, ki pokažejo, da a/|| a|| ni kompleksna ekstremna toč
ka na enotni krogli prostora X. Ta podprostor je osnovni po
jem v dveh izrekih o karakterizaciji analitičnih funkcij s 
konstantno normo, ki ju dokažemo v prvem poglavju. 

V drugem poglavju se ukvarjamo z analitičnimi funkcija
mi s konstantno normo, z vrednostmi v Banachovih algebrah. 
Metode, uporabljene v prvem poglavju, ne dajo nič novega. 
Zato uporabimo druge metode, pri čemer se omejimo na speci
alne primere: C*-algebre, komutativne Banachove algebre in 
algebre operatorjev nad enakomerno konveksnimi Banachovimi 
prostori. 

V tretjem poglavju proučujemo analitične funkcije, ka
terih norma je enaka absolutni vrednosti klasične analitlč-
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ne funkcije. Dokažemo izrek o karakterizaciji takih funk
cij in nekaj zanimivih posledic. Nekateri posebni primeri 
takih funkcij so podrobno proučeni. 

Mentor tega dela je bil profesor Ivan Vidav. Vedno je 
bil pripravljen prisluhniti težavam pri delu, svetovati in 
pomagati, rad je dal prenekatero idejo in vlival je opti
mizem ob težkih trenutkih. Za vse to se mu najlepše zahva
ljujem. 

Menim, da doktorska disertacija predstavlja konec pr
vega zamaha v študiju. Naj se tu zahvalim vsem, ki so mi 
pri tem pomagali, zlasti profesorju Vidavu, svojemu prvemu 
učitelju profesorici Mariji Pilgram, docentu Antonu Suha-
dolcu, ki me je usmeril v funkcionalno analizo, in kole
gom iz Zagreba za temperament in vzdušje, ki sem se ga 
navzel, ko sem študiral pri njih. 

J.G. 

Ljubljana, maja 1972 
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0. UVODNO POGLAVJE 

0.0. DOGOVORI IN OZNAKE 

Oznake prevzemamo iz standardnih učbenikov funkcional
ne analize. 

1R je obseg realnih števil, C obseg kompleksnih števil. 
Polje je odprta povezana množica v kompleksni ravnini. 
Analitična funkcija f, definirana na polju <£) je vedno funk
cija, ki je definirana na polju 3) in tam analitična. Tedaj 
z f (fl) označimo zalogo vrednosti funkcije f. Klasične ana
litične funkcije (z vrednostmi v C ) imenujemo skalarne 
analitične funkcije. 

Če je H topološki prostor in SCH , z S označimo za
prtje množice S. 

Naj bo X linearen prostor. Če je S<X, s co S ozna
čimo konveksno lupino množice S in s co S zaprto konvek
sno lupino množice S. Če je a,b,...,p£ X, tedaj z 
X(a,b,...,p) označimo linearno lupino množice elementov 
a,D,..«,p« 

Namesto Banachov prostor, Banachova algebra, Hilbertov 
prostor pišemo B-prostor, B-algebra, H-prostor. Kompleksen 
B-prostor je B-prostor nad obsegom C. Če je X B-prostor, 
Je S(X) " {x£X : ||x|| = 1} , XJ_ je dualni prostor (prostor 
vseh zveznih linearnih funkcionalov na X s sup normo) in 
L(X) algebra omejenih linearnih operatorjev, definiranih 
na prostoru X, z zalogo vrednosti v X , opremljena z ena
komerno operatorsko topologijo. Število, ki ga funkcional 
uGC' priredi vektorju x£X, označimo z <x,u>. 

Če je a element kompleksne B-algebre z enoto, je ^(a) 
resolvpntna množica, (T(a) spekter, R(^,a) resolventa 
in spr a = sup{|z| : z€0ta) } spektralni radij elementa 
a. Če ima B-algebra enoto e, a priori predpostavimo || e|| = 1. 
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Ko je X Hilbertov prostor, je X znak za ortogonalnost 
in J§_ znak za ortogonalno vsoto. Če je tedaj TČL(X) f 
označimo z &(T) zalogo vrednosti operatorja T, z vV(T) 
jedro operatorja T in s T^ operatorju T adjungirani ope
rator. 

Končno, če je neki enakosti (neenakosti) na desni stra
ni pripisano (£€<2)) , to pomeni, da omenjena enakost (neena
kost) velja za vsak £č3). 

0.1. OSNOVNE DEFINICIJE, NEKATERI ZNANI REZULTATI 

Znano je (gl. [12]) , da za normo vrednosti analitične 
funkcije f, definirane na polju 2) v kompleksni ravnini, 
z vrednostmi v kompleksnem B-prostoru, velja t.i. princip 
maksima norme; 
če eksistira točka »̂€<$, da velja 

II* (V\\ < |f<*i>|| (*€»> , 
tedaj velja 

B * c r ) | " [*(t#)l <*«*> • 
Med skalarnimi analitičnimi funkcijami, definiranimi na 
polju A , samo konstante zadoščajo zgornji enakosti: 
če za skalarno analitično funkcijo f, definirano na polju 
2) v kompleksni ravnini, eksistira konstanta M, da je 

|f <?)|« M (^») , 
tedaj je f konstanta, t.j. eksistira z0€C* da je 

f(^)s z0 iX&) . 
0.1.0 DEFINICIJA V kompleksnem B-prostoru X velja stro
gi princip maksima norme, če ni polja v kompleksni rav
nini in na njem definirane nekonstantne analitične funk
cije z vrednostmi v X, ki bi imela na tem polju kon
stantno normo. 

tedaj velja 

Med skalarnimi analitičnimi funkcijami, definiranimi na 
polju A , samo konstante zadoščajo zgornji enakosti: 
če za skalarno analitično funkcijo f, definirano na polju 
2) v kompleksni ravnini, eksistira konstanta M, da je 

tedaj je f konstanta, t.j. eksistira z0€C* da je 

0.1*0 DEFINICIJA V kompleksnem B-prostoru X velja stro
gi princip makslma norme, če ni polja v kompleksni rav
nini in na njem definirane nekonstantne analitične funk
cije z vrednostmi v X, ki bi imela na tem polju kon
stantno normo. 



0.1,1 DEFINICIJA (gl.[20]) Naj bo X kompleksen B-pro-
stor. Točka a€S(X) je kompleksna ekstremna točka na 
S(X),čeiz fla+Jy||<l (|rl<,D sledi y = 0 . 

0.1.2 DISKUSIJA Naj bo X kompleksen B-prostor. Če točka 
a£S (X) ni kompleksna ekstremna točka na S (X)', tedaj eksi-
stira y¥>0, da je || a + ̂ y|| <, 1 (|̂ |<, 1). Po principu 

maksima norme od tod sledi ||a + ̂ y|| = 1 (l^ll D . 

Naslednja definicija je ekvivalentna definiciji 0.1.1 

(gl.[20]) . 

0.1.3 DEFINICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor. Točka 
a€S(X) je kompleksna ekstremna točka na S (X), če iz 
||a + y||< 1, ||a - yfl< 1, ||a + iy||<, 1, ||a - iy||< 1 
sledi y = 0 . 

Običajne ekstremne točke, ki jih bomo tudi potrebova
li, bomo za razliko od kompleksnih ekstremnih točk imeno
vali realne ekstremne točke. 

0.1.4 DEFINICIJA Naj. bo X kompleksen B-prostor. Točka 
ačS(X) je realna ekstremna točka na S(X), če iz 
II a + y\\< 1, ||a - y||,< 1 s l e d i y - 0. 

Naslednji izrek karakterizira prostore, v katerih ve
lja strogi princip maksima norme. 

0.1.5 IZREK (Thorp-Whitley [20]) Naj bo X kompleksen 
B-prostor. Strogi princip maksima norme v X velja natan
ko takrat, ko je vsaka točka na S(X) kompleksna eks
tremna točka na S(X). 

Prostorov, v katerih strogi princip maksima norme ne 
velja, je veliko in nekateri zelo važni primeri so med nji
mi (n.pr. algebra L(X) nad kompleksnim H-prostorom X, Če je 
dim X > 2 ) . Če v nekem prostoru X strogi princip maksima 
norme ne velja, tedaj eksistirajo nekonstantne analitične 
funkcije s konstantno normo, z vrednostmi v X. Proučevanje 
takih funkcij je osnovni namen tega dela. 
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1. ANALITIČNE FUNKCIJE S KONSTANTNO NORMO 
Z VREDNOSTMI V BANACHOVEM PROSTORU 

1.0. POMOŽEN REZULTAT IZ TEORIJE SKALARNIH 
ANALITIČNIH FUNKCIJ 

V tem razdelku navedeni lemma 1.0.0 je dokazal L.A. 
Harris [ll] in pokazal, da je z njegovo pomočjo mogoče pre
cej poenostaviti prvotni dokaz osnovnega rezultata Thorpa-
Whitleya (izreka 0.1.5). V nadaljnjih razdelkih bomo lem
ma 1.0.0, oziroma posledico - lemma 1.0.1 uporabili kot 
ključno orodje pri dokazu izrekov o karakterizacij i anali
tičnih funkcij s konstantno normo. 

1.0.0 LEMMA (L.A.Harris[ll]) Naj bo f skalama anali
tična funkcija, definirana na odprtem enotnem krogu v 
kompleksni ravnini, za katero velja 

Tedaj velja 

Dokaz. Znana posledica Schwarzovega lenima je 

Trikotniška neenakost da 
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S ponovno uporabo (1.0.0) dobimo 

Od tod s pomočjo neenakosti 

in 

sledi 

Q . E . D . 

1.0.1 LEMMA Naj bo f skalama analitična funkcija, de
finirana na krogu \% - ̂o| < * t za katero velja 

Tedaj v e l j a 

Dokaz. Če pišemo 

funkcija g izpolnjuje predpostavke lemma 1.0.0, ki dokaže 
trditev. 
Q.E.D. 

torej 
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1.1.. PODPROSTOR E(a) IN NJEGOVE LASTNOSTI 

1.1.0 DEFINICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor in a€X. 
Množico E(a)CX definiramo na naslednji način; 
x£E(a), če eksistira r>0, da velja 

le 1.1 DISKUSIJA Površno povedano, če je X kompleksen B-
prostor in a € S (X), so v E(a) vsi tisti vektorji, ki po
kažejo, da a ni kompleksna ekstremna točka na S(X). Tedaj 
je E(a) = {0} očitno natanko takrat, ko je a kompleks
na ekstremna točka na S(X). 

1.1.2 PROPOZICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor in 
aeX. Tedaj je x£E(a) natanko takrat, ko eksistira 
konstanta M , da velja 

Dokaz. Naj eksistira konstanta M , da velja 

Sledi 

torej 

Obrat. Naj e k s i s t i r a r>0, da j e 

To pomeni 

od koder sledi 

torej 
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1.1.3 PROPOZICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor in a£X. 
Tedaj je E(a) linearen podprostor prostora X. 

Dokaz. Naj bo x£E(a). Po propoziciji 1.1.2 eksistira M , 
da je 

Če je o6€C poljuben, s l e d i 

in po propoziciji 1.1.2 je x£E(a). 
Če je tudi y£E (a) , eksistira M , da je 

pa sledi 

Po propoziciji 1.1.2 s ledi 

1.1.4 DISKUSIJA Podprostor E(a) je števna unija zaprtih 
množic: 

i s — « - | 

Sam podprostor E(a) pa v splošnem ni zaprt, kar kaže na
slednji primer: naj bo X kompleksna B-algebra zveznih 
kompleksnih funkcij na intervalu £-1,1] s sup normo. Če je 
a£X, takoj vidimo, da je b£E(a) natanko takrat, ko eksi-
stira konstanta M, , da je 

Naj bo sedaj 

Tedaj je lahko videti, da je 
, p r i čemer pa j e 
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1 . 1 . 5 DEFINICIJA Naj bo X kompleksen B-pros tor i n a£X. 
Oporni podprostor P(a) e lementa a j e presek j e d e r 
v s e h t i s t i h funkc iona lov u € S ( X ' ) , za k a t e r e v e l j a 
<a,u>= ||a|| . 

1 . 1 . 6 PROPOZICIJA Naj bo X kompleksen B-pros tor i n a£X. 
Naj bo x£P(a) . Tedaj j e || a + x|| > || a|| . 

Dokaz. Predpostavimo n a s p r o t n o , da j e || a + x|| < || a|| . 
Po Hahn-Banachovem i z r e k u e k s i s t i r a u £ S ( X ' ) , da j e 
<a,u> = ||a|| . Ker j e po predpos tavk i x£P (a) , j e < x , u > = 0 , 
t o r e j <a + x , u> = ||a|| , kar pa j e v p r o t i s l o v j u z 
|| a + x|| < ||a|| . Q.E.D. 

1.1.7 PROPOZICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor in a€X. 
Tedaj je E (a) C P (a) . 

Dokaz. Ker je P(a) kot presek zaprtih hiperravnin zaprt, 
je za dokaz propozicije dovolj, če dokažemo E(a)Cp(a) • 
Naj bo x^P(a) . Tedaj po definiciji podprostora P (a) 
eksistira u£S(X'), da je <a,u> • ||a||. in <x,u> sf* 0 . 
Od tod sledi, da je za vsak V^° vsaj eno od števil 
|<a +£x, u>|, |<a - X** u>l večje od ||a|| , torej 
x^E(a) . Q.E.D. 

1.1.8 PROPOZICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor in a£X. 
Č e j e o C č C , <*.*£(), tedaj je E(*a) = E(a) , 

Dokaz. Trivialen. 

1.1.9 PROPOZICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor, 
a,b€X in co{a,b}CS(X) . Tedaj podprostor 
E[<xa + (I-*:) b] ni odvisen od <*€(0,1), t.j. 

pri čemer velja E(a)CE , E(b)CE . 
Dokaz. Naj bo co{u,v}CS(X) i n naj bo x č E ( u ) . Tedaj e k s i -
s t i r a • r > 0 , da j e ||u + £x|| < 1 ( |^ | < r) . Piš imo 
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pri čemer naj bo 0<<*<1 . Tedaj velja 

1.1.10 DEFINICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor in a£X. 
Če je x€E(a), definiramo 

1.1.11 PROPOZICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor in a£X. 
Tedaj je (E(a), ||a> (z linearno strukturo, induci
rano z linearno strukturo v X) normiran prostor. 

Dokaz. Po p r o p o z i c i j i 1.1.3 j e E(a) l i n e a r e n p r o s t o r . O č i t 
no j e ||x|| > 0 za vsak x£E(a ) . D a l j e , če j e ||x|| = 0, 

Dalje, iz 

s ledi 
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Q . E . D . 

kar da 

1.1.12 DEFINICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor in a€X. 
Če je x£E(a) , definiramo 

1.1.13 PROPOZICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor in 
a£X. Tedaj velja 

Dokaz. Naj bo 

To pomeni 

od koder sledi 

torej 

Ker isto lahko napravimo v obratni smeri, sta neenakosti 
(1.1.0) in (1.1.1) ekvivalentni. Od tod takoj sledi 
r_(x) - l/||x|l . Q.E.D. 

1.1.14 PROPOZICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor in 
a£X. Naj bo y£E (a) in ||y||a < 1/2 . Tedaj velja 
E(a + y) = E(a) . 

Dokaz. Najprej dokažimo, da iz y£E (a) in ||y|L < 1 sledi 
E(a + y)DE(a) . Naj bo torej y£E (a) in || y|| < 1. Po 
definiciji 1.1.12 in po prop̂ ziciji 1.1.13 to pomeni, da je 
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x ^ 0 , in naj bo 0 < r < (1 - IIy|L)/||x|| _ • Po p r o p o z i c i j i 
C* a 

1.1.11 je I norma, zato s l e d i 
a 

torej 

To pomeni, da j e 

od koder p r i \ • 1 dobimo 

Sled i x £ E ( a + y) , t o r e j j e r e s E (a + y ) D E ( a ) . 
Naj bo sedaj | |y|L < 1/2 . Po prvem de lu dokaza j e 

a 
t e d a j E(a + y) D E (a) in ||a + y|| • ||aj| . Po p r o p o z i -
c i j i 1.1.13 i z ||y|l < 1/2 s l e d i , da za nek R>2 v e l j a 

a 

torej eksistira r>l , da je 



1.2. LOKALNA KARAKTERIZACIJA ANALITIČ
NIH FUNKCIJ S KONSTANTNO NORMO 

1.2.0 IZREK (Lokalna karakterlzacija) Naj bo 

analitična funkcija, definirana v okolici -točke 0 v 
kompleksni ravnini, z vrednostmi v kompleksnem B-pro-
storu X. 
Tedaj eksistira okolica U(0) točke 0 , v kateri je 

natanko takrat, ko velja 

Dokaz. Naj bo | | f ( t ) j | s | |a0 | | (\x\ < R) . To pomeni, da j e 

|<aQ ,u> + < a i r u > ^ + . . . j < | |a0 | | (\X\ < R , u«S(X' )> , 

od koder po lenima 1.0.1 s l e d i 

Če je ^ poljubna skalama analitična funkcija, definirana 
pri \x\ < r , za katero je | f C<) | < M (|̂| < r) , po 
Cauchy-ju velja ocena 

Če to oceno uporabimo v (1.2.0)f dobimo 

Po propoziciji 1.1.2 to pomeni, da je a.£E(aQ) (I • 1,2,..)' 
in 

17 
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S l e d i , da pri r < R/3 vrsta konvergira. 

Obrat, Naj bo in naj bo pr i ne-
kem r>0 To po de f in i c i j i 1.1.10 
pomeni, da j e 

oziroma 

Če j e N * max{l, l/M} , s l e d i 

oziroma 

torej po principu maksima norme 

1.2.1 DISKUSIJA V skladu s propozicijo 1.1.13 je mogoče 
pogoj (ii) v izreku 1.2.0 zamenjati z (morda laže razum
ljivim) pogojem 
— «# / JC — ^ — j — 

( i i ' ) vrs ta 
r > 0 . 

konvergira pri nekem 

1.2.2 KOROLAR Naj bo X kompleksen B-prostor in 
a.£X (i = 0,1,2,.,m). Tedaj za polinom 

eksistira okolica 11(0) točke 0, v kateri je 

natanko takrat , ko j e 

Dokaz. Trivialen. 

1.2i3 KOROLAR Naj bo X kompleksen B-prostor in 
a.£X (i = 0,1,2,...,m). Naj za polinom 
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eksistira neka okolica točke 0, v kateri je ||f (<)|| a |f 
Če so vektorji b., b,*. •••# b v linearni lupini 

X(a., a9, ..., a ), tedaj tudi za polinom 

eksistira neka okolica točke 0, v kateri je ||g(̂ )|| s ||a0|(. 
Dokaz. Uporabimo izrek 1.2.0 in upoštevamo, da je po propo-
ziciji 1.1.3 E (aQ) linearen prostor. Q.E.D. 

1.2.4 KOROLAR Naj bo X kompleksen B-prostor, a£X in 
a^£ E(a) (i = 1,2,...). Tedaj eksistirajo pozitivna 
števila oC. (i * 1,2,...) z naslednjo lastnostjo: 
če za kompleksna števila f'. (i = 1,2,...) velja 

tedaj za funkcijo 

eksist ira neka okolica točke 0, v kateri je ||f (f) ||a||a|| . 

Dokaz. Števila oC. tako izberemo, da vrsta 
konvergira pri nekem r>0 . Upoštevamor 

da je | || norma (torej homogena) in uporabimo izrek 
1.2.0 . Q.E.D 

1.2.5 DISKUSIJA V izreku 1.2.0 lahko pogoj (ii) izpustimo, 
če je analitična funkcija, ki jo proučujemo, polinom (ko-
rolar 1.2.2). Naslednji izrek pove, da isto lahko napravi
mo v primeru, ko je ustrezni podprostor E(a) končnodimen-
zionalen. 

1.2.6 IZREK Naj bo f (£) - aQ + a ^ + a2^2 + ... 
analitična funkcija, definirana v okolici točke 0 v 
kompleksni ravnini, z vrednostmi v kompleksnem B-pro-
storu X. Naj bo dim Efag) < oo . 
Tedaj eksistira neka okolica točke 0, v kateri je 
|| f (X) || ss ||an|| natanko takrat, ko je a.£E(a0) (i=l,2,...). 
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Slednje torej velja v posebnem primeru, ko je prostor 
X konČnodimenzionalen. 

Naj bo i€{l ,2,...,n}. Po Hahn-Banachovem izreku eksi-
stira ei'£S(X')f da je <e.,ejL'> - 5 ^ (j«l, 2, ,.. ,n) . 
Če na obeh straneh v (1.2.1) uporabimo ta funkcional, 
dobimo f^*) = <qtt),eL"> (|̂ | < R) , kar pove, da 
so funkcije f* (i • l,2,...,n) na krogu ]f| < R ana
litične. Dalje, ker je e.€E(aQ) (i = 1,2,...,n), po 
propoziciji 1.1.2 eksistirajo konstante ^ (i-1,2,.. ..,n) , 
da je 

|<ei,u>| < Mi(||a0|| - |<aQ,u>|) (i - 1,2,... ,n j u€S(X')), 
torej eksistira konstanta M, da je 
|<ei,u>| < M(||a0|| - |<a0,u>|) (i = 1,2,... ,n -, u€S'(X'X) . 
Analitične funkcije £. (i - l,2,...,n) so zvezne. Ker ve
lja Jf̂ CO) = 0 (i = l,2,...,n), eksistira krog |Xl<r<R , 
da je 

IJfi<S>l < m { W < r f i = 1,2,...,n) . 



1.3. GLOBALNA KARAKTERIZACIJA ANALITIČ
NIH FUNKCIJ S KONSTANTNO NORMO 

• 

1.3.0 IZREK (Globalna karakterizacija) Naj bo X kom
pleksen B-prostor in f analitična funkcija, definira
na na polju 3) v kompleksni ravnini, z vrednostmi v X. 

Naj bo ||f(£)|| konstantna na polju 3) . Tedaj velja 
(i) podprostor E[f(£)] ni odvisen od ^e& , t.j. 

E[f (f)] S E <<€#) , 
(ii) f <£<) - f (&> € E ($*$, &£$) V 

Obratno, naj velja 
(i'_) zaprtje podprostora E[f(£)] ni odvisno od-^čž), t. j. 

21 
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Zgornje lahko napravimo za vsako točko Yo^^« K e r Je P°"" 
ljubni dve točki polja <2) mogoče povezati s kompaktnim lo
kom, po definiciji kompaktnosti sledi E[fO£)]s E (^e2)). 
Dalje, E je linearen podprostor v X, pa iz (1.3.0) po de
finiciji kompaktnosti sledi tudi 

1.3.1 KOROLAR (Thorp-Whitley[20]) Naj bo X kompleksen 
B-prostor in f analitična funkcija, definirana na po
lju S) v kompleksni ravnini, z vrednostmi v X. Naj bo 
|| f (£) || s 1 (̂ £#)) . Če eksistira taka točka %0č2), da je 
f (£"(,) kompleksna ekstremna točka na S (X) , tedaj je 
f konstanta. Obratno, naj a£S(X) ne bo kompleks
na ekstremna točka na S(X). Tedaj eksistira nekonstant-
na analitična funkcija g, definirana v neki okolici 
U(0) točke 0 v kompleksni ravnini, z vrednostmi v X, 
za katero velja g(0) = a in ||g(^)|| = 1 (^U(O)) . 

Dokaz. Prvi del. Iz ||f (f)||= 1 (££#) po izreku 1.3.0 
sledi E[f(£)] = E (££&). Če je f (̂ „) kompleksna eks-
tremna točka na S (X) , je po diskusiji 1.1.1 E[f0$] = 
= [0\ , torej E - {0}. Po izreku 1.3.0 iz ||f (̂ )Js 1 
%*%) sledi tudi f(^) - f(£z)€E (Xu%£Č&)f kar da 

Drugi del. Naj a£S(X) ne bo kompleksna ekstremna točka 
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na S(X). Po diskusiji 1.1.1 je E(a).-{0}. Eksistira to
rej x€E(a) , xj*0 . Funkcija (|->g(̂ ) * a + Xx i m a P° 
izreku 1.2.0 zahtevane lastnosti . Q.E.D. 

1.3.2 KOROLAR (Thorp-Whitley [20] ) Naj bo X kompleksen 
B-prostor. Tedaj v X velja strogi princip maksima nor
me natanko takrat, ko je vsaka točka na S(X) kompleksna 
ekstremna točka na S(X). Specialno, v strogo konvek
snem B-prostoru velja strogi princip maksima norme. 

Dokaz» Trivialen. 

1.3.3 DISKUSIJA V preostanku tega razdelka bomo posploši
li osnovni rezultat Thorpa-Whitleya (korolar 1.3.1). 

1.3.4 PROPOZICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor, 
a, b6X in co{a,b}CS (X) . Naj bo b - a £E (a)/lE (b) . 
Tedaj podprostor E[<xa + (l-#)b] ni odvisen od c*č[0,l] , 
t. j. 

Dokaz. Po propoziciji 1.1.9 je E(a)/^E(b)C Efoca + (4r̂ )b] 
(0<*<1), pa od tod in iz b-a £E(a)f\E (b) sledi 
b-a€E[oda + (l-o£)b] (0<oC<l) . Oglejmo si funkcijo £H»hO<)» 
= a + <(b - a) = a + ^0(b - a) + (£ ~Xo) (b - a). Po zgor
njem je b - a£E[a + £0(b - a)] (O^t««1) ' Pa P° d e f i n i ~ 
ciji podprostora E( ) eksistira kompleksna okolica točke 
^0, v kateri je Hh(£)1| s 1. To lahko napravimo za vsak 
tbs ^»Joi1 • Ta^o najdemo polje 3} , ki vsebuje interval 
[0,1] in na katerem velja ||h(̂ )|| ~ 1 . Po izreku 1.3.0 
je tedaj E[h(<)] s E (?€&) . Q.E.D. 

1.3.5 LEMMA Naj bo X linearen prostor in a.,a2, ... 
a £X . Naj bo a£co{a. ,a2r... ,a } . Tedaj lahko zapi
šemo a • ̂ u + (l - ̂ )a , kjer je u£co{a1 ,a2r.. ran-x) 
in 0<Vl . 

Dokaz. Trivialen. 

1.3.6 PROPOZICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor, 
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Če gremo sedaj od zadaj korak za korakom, vidimo, da so 
na vsakem koraku izpolnjeni pogoji propozicije 1.3.4, pa 
dobimo 

1.3.7 PROPOZICIJA (Thorp-Whitley[20]) Naj bo X kom
pleksen B-prostor in f analitična funkcija, definirana 
na polju 2) v kompleksni ravnini, z vrednostmi v X, za 
katero velja ||f(£)|| = 1 (?€#» • Tedaj velja 
co ffflCS (X) . 
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1«3.8 IZREK Naj bo X kompleksen B-prostor in f anali
tična funkcija, definirana na polju 3) v kompleksni 
ravnini, z vrednostmi v X, za katero velja 

To pomeni, da so izpolnjeni pogoji propozicije 1.3.6, 
ki dokaže trditev. Q.E.D. 

1.3.9 KOROLAR Naj bo X kompleksen B-prostor in f ana
litična funkcija, definirana na polju <3 v kompleksni 
ravnini, z vrednostmi v X, za katero velja ||f {X)\\ • 1 
(£čo&) . Če co f (S)) vsebuje kompleksno ekstremno 
točko na S(X), tedaj je f konstanta. 

Dokaz. Po Izreku 1.3.8 je E(a)s E (a £ co f $) ) . Naj bo 
aQ £ co f $)) kompleksna ekstremna točka na S (X) . Po disku
siji 1.1.1 je tedaj E(aQ) = {0^ , torej E = {0\ . To pome
ni, da je vsaka točka množice f (S)) kompleksna ekstremna 
točka na S(X). Po korolarju 1.3.1 je f konstanta. Q.E.D. 

1.3»10 DISKUSIJA Korolar 1.3.9 (ne pa izreka 1.3.8) more
mo enostavneje dokazati z uporabo naslednje propozicije. 

1.3.11 PROPOZICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor, 
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Dokaz. Naj bo a^coCaj^ ,a2,... ,an> , torej a - 2~ ̂ iai 
(<*, > 0 (i=l,2,... ,n) , Z 06. = 1 ) . Naj bo x£ A E(a4) . 
Po definiciji prostora E( ) eksistirajo konstante 

: 'S 

r^> 0 (i • 1,2,...,n), da je 
llai + XXW 1 1 l\x\ 1 r i Cl - i , 2 , . . . , n ) ) . 

Sledi 

iii^a.^Kii - iiioi(ai + xx);ii 
< j<L o C

i l | a i + <x|| 
n 

i « ! 

= 1 ( | t | < m i n r , ) , 
kar pomeni, da je x£E(a). Q.E.D. 
1.3.12 DISKUSIJA Korolar 1.3.9 (in izrek 1.3.8) ne velja, 
če co f (<$) zamenjamo s co f(2). Primer, da to vidimo, 
je v prostoru X dvojic kompleksnih števil s sup normo 
funkcija f(f) - [l;?3. Tedaj je || f (?) || s 1 (|<|< 1), 
pa je f(l) = [1,1] kompleksna ekstremna točka na S(X). 
Torej že f (£)) lahko vsebuje kompleksno ekstremno točko 
na S(X), pa ni nujno, da je f konstanta. 
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2. ANALITIČNE FUNKCIJE S KONSTANTNO NORMO 
Z VREDNOSTMI V BANACHOVIH ALGEBRAH 

2.0. O EKSTREMNIH TOČKAH NA ENOTNI KROGLI V C*-ALGEBRAH 

V tem razdelku bomo navedli nekaj znanih rezultatov 
o realnih in kompleksnih ekstremnih točkah na enotni kro
gli v C*"-algebrah. 

2.0.0 DEFINICIJA Naj bo X kompleksen H-prostor. Alge
bra A cL(X) ' je sebi adjungirana, če iz A č A sledi 
A*čA . , 

2.0.1 DEFINICIJA Naj bo X kompleksen H-prostor. 
C*-algebra je sebi adjungirana, kompleksna algebra 
omejenih linearnih operatorjev na prostoru X, zaprta 
v enakomerni operatorski topologiji. 

2.0.2 IZREK (Kadison[l3]) Naj bo X kompleksen H-prostor. 
Naj C*-algebra cftCL(X) vsebuje identični operator I. 
Tedaj je operator UeJt realna ekstremna točka na S (A) 
natanko takrat, ko je 

(i) U je parcialno izometričen operator 
(ii) velja (I - UU*)v& (I - U*U) - {0}. 

Dalje, normalen operator, ki je realna ekstremna 
točka na S (#), je unitaren. Obrnljiv operator, ki je 
realna ekstremna točka na S tf\), je unitaren. 

Izreka 2.0.2 ne bomo dokazovali. V primeru, ko je 
A = L(X) , se izrek 2.0.2 reducira na enostavnejši izrek 
2.O.4., 

2.0.3 DEFINICIJA Naj bo X kompleksen H-prostor. Opera-

( i i ) velja 
Dalje, normalen operator, ki je realna ekstremna 

točka na S (#), je unitaren. Obrnljiv operator, ki je 
realna ekstremna točka na S 0\) , je unitaren. 

Izreka 2.0.2 ne bomo dokazovali. V primeru, ko je 
A = L(X) , se izrek 2.0.2 reducira na enostavnejši izrek 
2.O.4., 

2.0.3 DEFINICIJA Naj bo X kompleksen H-prostor. Opera 
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2.0.4 IZREK (Kadison[l3] , Halmos[l0]) Naj bo X komplek
sen H-prostor. Operator U€L(X) je realna ekstremna 
točka na S[L(X)] natanko takrat, ko je semiunitaren. 

Za izrek 2.0.4 sta znana dva dokaza. Kadison[l3] ga do
kaže kot posledico svojega izreka o karakterizaciji real
nih ekstremnih točk (izreka 2.0.2), pri čemer za dokaz 
slednjega uporabi Gelfand-Neumark-ov izrek o reprezenta-
ciji komutativnih C*-algeber. Halmos [10] ga dokaže direkt
no, pri čemer uporabi polarno dekompozicijo operatorja nad 
H- prostorom. 

Za nas bo važen predvsem naslednji izrek, ki sta ga 
pred kratkim dokazala Akemann-Russo [3]. 

2.0.5 IZREK (Akemann-Russo [3]) Če je J± C*-algebra, 
tedaj realne ekstremne točke na S (>ft) sovpadajo s kom
pleksnimi ekstremnimi točkami na S (J\) . 

Akemann in Russo sta za dokaz izreka 2.0.5 uporabila 
malce posplošen (gl. Miles[l5]) Kadisonov dokaz izreka 
2.0.2, ki funkcionira tudi za kompleksne ekstremne točke. 

Naslednji izrek je posledica izrekov 2.0.4 in 2.0.5 . 
Mi ga bomo dokazali na drug način, direktno, z uporabo 
spektralne teorije za sebi adjungirane operatorje. 

2.0.6 IZREK Naj bo X kompleksen H-prdstor. Tedaj real
ne ekstremne točke na S[L(X)] sovpadajo s kompleksni
mi ekstremnimi točkami na S[L(X)] - to so natanko vsi 
semiunitarni operatorji. 

Dokaz. Naj bo A semiunitaren operator. Ker je H-prostor 
X strogo konveksen, kratek račun pokaže, da je A realna 
ekstremna točka na S [L(X)] , torej tudi kompleksna ekstrem
na točka na S [L (X)] . 
Obrat. Naj bo A kompleksna ekstremna točka na S[L(X)] . 



Najprej bomo dokazali, da je A*"A projektor. Predpostavimo 
nasprotno, da A* A ni projektor. Tedaj eksistira \€cr(A*A) , 
0<^o<l. Naj bo \< A<1 in naj bosta P in Q spektralna 
projektorja, ki za operator A*A ustrezata intervaloma 
[0,*1 in 0,1] • Jasno je PX$QX - X. Naj bo S >0 . Defi-
nirajmo operator B€L(X) takole: BQ = 0 in BP = 5P . 
Očitno je BA*A = A*AB . Naj bo sedaj z€S (X) , z = x.+ y 
(x€PX, y€QX). Dobimo 

Ker je X <1 , lahko izberemo S>0, da je Ml+8 )<1 in 
X(l+5) <l. če v definiciji operatorja B uporabimo tako iz 
bran 6", sledi || A*A (I+B2) || <1 in || A*A (I+B) 2|| <1 , torej 
||A+iAB||<l , HA+ABU^I. Od tod, ker je A po predpostavki 
kompleksna ekstremna točka na S[L(X)] , sledi AB = 0, 
torej ABP = SAP = 0. To pomeni, da je A*AP = 0, kar pa 
je v protislovju s predpostavko, da interval (0,\) vsebuje 
točko /^šcKA A)' . Protislovje dokazuje, da je A A pro
jektor. 
Predpostavimo sedaj, da je A kompleksna ekstremna točka 
na S[L(X)] in da pri tem A ni semiunitaren operator. 
Po prvem delu dokaza to pomeni, da je A parcialna izome-

in v istem smislu razstavimo poljuben vektor z^S(X) : 
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2.1. ANALITIČNE FUNKCIJE S KONSTANTNO 
NORMO Z VREDNOSTMI V C*-ALGEBRAH 

Cilj tega razdelka je proučiti analitične funkcije 
s konstantno normo, z vrednostmi v C*-algebrah, še pose
bej pa v algebri L (X) nad kompleksnim H-prostorom X. 

2.1.0 IZREK Naj bo X kompleksen H-prostor in naj C*-
algebra ^ CL(X) vsebuje identični operator. Naj bo 
f analitična funkcija, definirana na polju 2) v kom
pleksni ravnini, z vrednostmi v A , za katero velja 
||f(£)||s 1 {*$€&) . Če co ffi)) vsebuje semiunitaren 
operator, tedaj je f konstanta. 
Obratno, če je A£S ($>) normalen neunitaren operator 
ali obrnijiv neunitaren operator, tedaj eksistira ne-
konstantna analitična funkcija g, definirana v neki 
okolici U(0) točke 0 v kompleksni ravnini, z vredno
stmi v A , za katero velja || g (̂) J s 1 ( %€ U(O) ) 
in g(0) = A . 

Dokaz. Trivialen. Uporabimo izreka 2.0.2 in 2.0.5 ter ko-
rolarja 1.3.9 in 1.3.1 . Q.E.D. 

V specialnem primeru, ko je vA~L(X) , izrek 2.1.0 
preide v naslednji izrek. 

2.1.1 IZREK Naj bo X kompleksen H-prostor in f anali
tična funkcija, definirana na polju A v kompleksni rav
nini, z vrednostmi v L(X) , za katero velja ||f (̂ )|| s 1 
(££&). Če co f (<3) vsebuje semiunitaren operator, te-

30 

v nasprotju z dejstvom, da je A kompleksna ekstremna toč
ka na S[L(X)1 . Q.E.D. 
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daj je f konstanta. 
Obratno, če A£S[L(X)] ni semiunitaren operator, 
tedaj eksistira nekonstantna analitična funkcija g, 
definirana v neki okolici *U(0) točke 0 v kompleksni 
ravnini, z vrednostmi v L(X), za katero velja 

Dokaz. T r i v i a l e n . Uporabimo i z r e k 2 . 0 . 6 t e r kofcolarja 
1 . 3 . 9 in 1 . 3 . 1 . Q.E.D. 

2.1.2 IZREK (Brown-Douglas [6]) Naj bo X kompleksen H-
prostor in f analitična funkcija, definirana na polju 
,2) v kompleksni ravnini, z vrednostmi v L(X) , za ka-

(i) če eksistirata *£b€«& in x£X, x^ O , da je 
|| f (£0)x|| * ||x|| , tedaj je funkcija ^H>-f (£) x konstanta. 
Specialno, če eksistira Xte^r <*a 3e operator f (̂ >) izo-
metričen, tedaj je funkcija f konstanta. 

Na tem mestu izreka 2.1.2 ne bomo dokazali, ker ga 
bomo kasneje posplošili na analitične funkcije, katerih 
vrednosti bodo operatorji nad nekaterimi B-prostori, pri 
čemer bomo tudi več povedali o naravi spektralnih točk, 
omenjenih v (ii). 

Naslednji izrek je osrednji rezultat tega razdelka. 

2.1.3 IZREK Naj bo X kompleksen H-prostor in 

analitična funkcija, definirana v okolici točke 0 v 
kompleksni ravnini, z vrednostmi v L(X)• Naj bo 
l|A0|| - 1 . 
Za eksistenco ne*ke okolice točke 0, v kateri je 
||f(£)||s 1 , je potreben pogoj 
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kjer je Q spektralni projektor, ki ustreza točki 
A - 1 za operator A

0*An ^n p spektralni projektor, 
ki ustreza točki X = 1 za operator AQAQ . 
Za eksistenco neke okolice točke 0, v kateri je 
||f(̂ )||5s 1, je zadosten pogoj 

kjer sta E^ in F^ spektralni družini za operatorja 
A QAQ in AQ*AQ , I pa identični operator. 
V posebnem primeru, ko je A * 1 izolirana točka spek
tra operatorja A

0
A Q * ' ̂ e P°9°3 l&) potreben In zados

ten . 
Dokaz prvega dela izreka. Znano je, da velja (j(A0A0 ) = 
= 0"(A0*A0) . Po predpostavki je ||AJ| = 1, torej je toč
ka % - 1 v spektru operatorjev A QA^ in A*A Q. Sedaj 
imamo dve možnosti: 

mL 

(a) % = 1 je lastna vrednost operatorja A
0
A0 * Te<*aj je 

(trivialno) A = 1 lastna vrednost operatorja A(f AQ . 
j* 

(b) % • 1 je v zveznem spektru operatorja A Q A Q in tudi 
v zveznem spektru operatorja A

0* A
0 . 

V primeru (b) je P = Q = 0 in je zato (i) trivialno iz
polnjeno. Predpostavimo torej, da je A • 1 lastna vred
nost operatorjev A^AJ* in AQ*AQ . 
Naj vrsta (2.1.0) konvergira v krogu |<|< SM Tedaj vrsta 
iz norm členov vrste (2.1.0) v vsakem manjšem krogu enako
merno konvergira (gl.[12]). Naj bo |f(^)||s 1 ( M < £ ) . 
Če vrsti za f(£) in f (̂ )* členoma zmnožimo, dobimo 

Členska integracija da 
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Za dokaz drugega dela izreka 1.2,3 najprej dokažemo 

naslednji lemma. 

Dokaz, Znano je (gl.[?]), da lahko pišemo 
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1 ' 1 / O y 

ortogonalni projektor na &((T*T) ' ) . Ker je (T T) 

sebi adjungiran operator, sledi, da W*W komutira s 

(T* T)* . 

Od tod dobimo 
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kar smo želeli dokazati. 
Dalje, v posebnem primeru, ko je A = 1 izolirana točka 
spektra operatorjev AQA^ in A * A Q , takoj vidimo, da 
sta pogoja (i) in (ii) ekvivalentna. S tem je tudi drugi 
del izreka 2.1.3 v celoti dokazan. Q.E.D. 



2.1.5 KOROLAR Naj bo X kompleksen H-prostor in 
f (£) * AQ + A ^ + A2^2 + ... 

analitična funkcija, definirana v okolici točke 0 v 
kompleksni ravnini, z vrednostmi v L (X). Naj bo opera
tor AQ kompakten. Naj bo Q spektralni projektor, ki 
pripada največji lastni vrednosti operatorja A* AQ 
in P analogni projektor za operator AQA(f • 
Tedaj eksistira neka okolica točke 0, v kateri je 
|| f (%)\\ s ||A0|| natanko takrat, ko je 

A i Q * Ai* P = ° (i = 1'2'") • 
Dokaz. Iz predpostavk sledi, da je AQ* AA kompakten ope
rator. Ker je po znanem izreku (gl.[7l) spekter kompakt
nega operatorja iz lastnih vrednosti, katerih edino mož
no stekališče je točka 0, sledi, da je A = ||A0*AJ| izo
lirana točka spektra operatorja An*A0 . Trditev korolar-
ja tedaj sledi iz izreka 2.0.4, uporabljenega za funkcijo 
¥Kf(¥>/]Aj . Q.E.D 

2.2. ANALITIČNE FUNKCIJE S KONSTANTNO NORMO Z 
VREDNOSTMI V KOMUTATIVNIH BANACHOVIH ALGEBRAH 

V tem razdelku bomo dobili nekaj bolj podrobnih 
rezultatov o analitičnih funkcijah s konstantno normo, 
z vrednostmi v komutativnih B-algebrah. Pri tem bomo 
uporabili Gelfandovo teorijo o reprezentaciji komutativ
nih B-algeber. 

2.2.0 LEMMA Naj bo X kompleksen B-prostor in f ana
litična funkcija, definirana na polju 3) v kompleksni 
ravnini, z vrednostmi v X, za katero velja ||f(̂ )||s i 
fc£&) . Naj bo funkcional u£S(X') tak, da pri nekem 
r?e& velja |<f(?o),u>'| =1. 
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analitična funkcija, definirana v okolici točke 0 v 
kompleksni ravnini, z vrednostmi v L (X). Naj bo opera
tor AQ kompakten. Naj bo Q spektralni projektor, ki 
pripada največji lastni vrednosti operatorja A * A Q 

in P analogni projektor za operator AQA(f • 
Tedaj eksistira neka okolica točke 0, v kateri je 
|| f (%)\\ s ||AJ| natanko takrat, ko je 

Dokaz. Iz predpostavk sledi, da je &$&•$ kompakten ope
rator. Ker je po znanem izreku (gl.[7l) spekter kompakt
nega operatorja iz lastnih vrednosti, katerih edino mož
no stekališče je točka 0, sledi, da je A = ||A0*AJ| izo
lirana točka spektra operatorja An*A0 . Trditev korolar-
ja tedaj sledi iz izreka 2.0.4, uporabljenega za funkcijo 

Q . E . D . 
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Trditev lemma sedag sledi po stro-
gem principu maksima norme za skalarne analitične funkci
je. Q.E.D, 

2.2.1 LEMMA Naj bo X kompleksen B-prostor in 

analitična funkcija, definirana v okolici 1t(0) točke 
0 v kompleksni ravnini, z vrednostmi v X, za katero ve 
l j a 

Dokaz. Trivialen, uporabimo lemma 2.2,0 . Q.E.D. 

2.2.2 DEFINICIJA Naj bo 2> kompleksna komutativna B-al 
gebra z enoto. DKŽ)) je razred vseh linearnih multi-
plikativnih funkcionalov na *b (= razred vseh maksimal
nih idealov algebre fc). 

2.2.3 IZREK Naj bo ft kompleksna komutativna B-algehra 
z enoto. Naj bo 

analitična funkcija, definirana na pdlju <£) 3 £b v kom
pleksni ravnini, z vrednostmi v '£>, za katero velja 

(i) Naj bo točka oC, \oi\ « 1 v spektru elementa 
aQ . Tedaj je *60*[f (£)] 
(ii) Specialno, naj bo ves spekter elementa a« na 

enotni krožnici. Tedaj so vsi elementi a, (i=l,2,...) 
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kvazinilpotentni in velja 

Dokaz. Naj točka ot, \oc\ - 1, leži v Po Gel-
fandu eksistira da je 

(2.2.0) 
Ker je ||m|| = 1, po lemma 2.2.0 sledi 

kar po Gelfandu pomeni, da je 
Dalje, po lemma 2.2.1 iz (2-2.0) sledi <^a.,m> m 0 
(i • 1,2,...), torej je po Gelfandu 0€ <X(a.) (i=l,2,...). 

Naj bo sedaj ves spekter elementa aQ na enotni krož-
nici. To po Gelfandu pomeni, da je 

(2.2.1) 
od koder po lemma 2.2.1 sledi 
• 1,2,...), torej so elementi res kvazi
nilpotentni. Dalje, ker je , iz (2.2.1) sledi 

, od koder po lemma 2.2.0 dobimo 
r kar po Gelfandu po

meni, da je Q.E.D. 

2.2.4 IZREK Naj bo kompleksna B-algebra z enoto, 
v kateri velja ||a|| = spr a Naj bo 

analitična funkcija, definirana v okolici točke 0 v 
kompleksni ravnini, z vrednostmi v Naj bo 
in naj eksistira da je kolobar v 
resolventni množici elementa aQ. 
Tedaj eksistira neka okolica točke 0, v kateri je 

s 1 natanko takrat, ko je 
za vse tiste funkcionale mšITUft) » za katere je 

Dokaz. Najprej iz ||a|| * spr a sledi, da je alge
bra komutativna (gl.[S]). Naj bo v neki 
okolici točke 0 in naj bo za nek 
Za vsak tak m tedaj po lemma 2.2.1 velja 
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Obrat. Naj bo funkcija f definirana v okolici toč
ke 0. Naj bo za vse tiste 
m£ Tnflo) t za katere je Če je sedaj 
tak, da je , sledi 

Naj bo sedaj tak, da je Po Gel-
fandu tedaj iz prepostavk izreka sledi 
Dalje, očitno eksistira R > 0 , da velja 
in . Sledi 

Če vse to upoštevamo, dobimo 

Ker je r po principu maksima norme sle
di Q.E.D. 

2.2,5 KOROIAR Naj bo kompleksna komutativna B-alge-
bra z enoto brez radikala. Naj bo f analitična funkci
ja, definirana na polju v kompleksni ravnini, z vred
nostmi v , za katero velja 
Če pri nekem spekter elementa leži na 
enotni krožnici, tedaj je f konstanta.. 

Dokaz. Razvijmo funkcijo f v okolici točke '% v vrsto 

Po izreku 2.2.3 so tedaj elementi a. (i = 1,2,...) v ra
dikalu, algebre S. Po predpostavki je 1b brez radikala, pa 
sledi a. • 0 (i = 1,2,...), torej je f v okolici točke 

konstanta. Trditev korolarja sledi od tod po principu 
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o analitičnem nadaljevanju, Q.E.D. 

Z uporabo rezultatov razdelka 2.0. dobimo Se nasled
nji izrek. 

2.2.6 IZREK Naj bo X kompleksen H-prostor in 
komutativna C*-algebra, ki vsebuje identični operator. 
Naj bo f analitična funkcija, definirana na polju 5) v 
kompleksni ravnini, z vrednostmi v JI, za katero velja 

Če co f(#) vsebuje unitaren 
operator, tedaj je f konstanta. 
Obratno, naj ne bo unitaren operator. Tedaj 
eksistira jnekonstantna analitična funkcija g, defini
rana v neki okolici U(0) točke 0 v kompleksni rav
nini, z vrednostmi v A , za katero velja 

Dokaz. Po izreku 2.0.2 je zaradi komutativnosti algebre 
& operator A € JI realna ekstremna točka na S (A) na
tanko takrat, ko je unitaren. Trditev izreka tedaj sledi 
s pomočjo izreka 2.0.5 in korolarjev 1.3.9 in 1.3.1. 
Q.E.D. 

2.3. ANALITIČNE FUNKCIJE S KONSTANTNO NORMO 
Z VREDNOSTMI V OPERATORSKIH ALGEBRAH 

Namen tega razdelka je razširiti rezultate Brown-
Douglasa [6] (izrek 2.1.2) na analitične funkcije, kate
rih vrednosti so omejeni linearni operatorji nad enakomer
no konveksnim B-prostorom. 

2.3.0 DEFINICIJA Naj bo X kompleksen B-prostor. Točka 
A je v aproksimatlvnem točkastem spektru operatorja 

, če eksistira zaporedje , da je 
lim ||Ax - *x || = 0 . 

2.3.1 LEMMA Naj bo X kompleksen B-prostor in \ robna 
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točka spektra operatorja . Tedaj je A v 
aproksimativnem točkastem spektru operatorja A. 

Dokaz. Znano je (gl.[7]), da velja 
(2.3.0) 

Naj bo \ robna točka spektra 0"(A) in {A*K§(A), 
Zaradi (2.3.0) je mogoče najti zaporedje 

veKtor^ev , da j e i n 
(2.3.1) 

Sedaj je torej 

Sledi 

Pri n-*oo desna stran v zadnji enakosti konvergira k 0 
zaradi (2.3.1), zaradi ter zaradi 

Če sedaj pišemo 
T velja in 

Q.E.D. 

2.3.2 LEMMA Naj bo X enakomerno konveksen kompleksen 
B-prostor. Naj bo in 

Tedaj velja 

Dokaz. Predpostavimo, da (2.3.2) ne velja. To pomeni, da 
eksistira podzaporedje r da je 

Od tod sledi, da eksistira zaporedje {y. }CX i da je 
||yk||> S/2 (k - 1,2,...) (2.3.3) 
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pri čemer je 

(2.3.4) 
Ker je prostor X po predpostavki enakomerno konveksen, 
eksistira sledi 

kar pa je v nasprotju s predpostavko Q.E.D. 

2.3.3 LEMMA Nai bo X enakomerno konveksen kompleksen 
B-prostor in . Naj b o . Tedaj je 
točka 0 v aproksimativnem točkastem spektru operator
ja B. 

Dokaz. Ker je , po propoziciji 1.1.8 lahko 
brez izgube sploŠnosti predpostavimo, da je 
Iz B€E(A) sledi, da eksistira r>0, da je ||A + ̂ B||< 1 

, torej specialno 
Iz ||A|| = 1 pa sledi, da eksistira zaporedje 
za katero j e I z sledi 

, torej po lemma 2.3.2 iz 
(n=l,2,...) s l e d i t o r e j • 0. 
Slednje pove, da je točka 0 v aproksimativnem točkastem 
spektru operatorja B. Q.E.D. 

2.3.4 IZREK Naj bo X enakomerno konveksen kompleksen 
B-prostor in 

analitična funkcija, definirana v neki okolici 1X(0) 
točke 0 v kompleksni ravnini, z vrednostmi v L(X), za 
katero velja 
Tedaj je točka 0 v aproksimativnem točkastem spektru 
vsakega operatorja 

Dokaz. Po izreku 1.2.0 iz predpostavk sledi 
(i = 1,2,...). Trditev izreka tedaj sledi po lemma 
2.3.3 . Q.E.D. 

S(S) > O , da i z ( 2 . 3 . 3 ) i n ( 2 . 3 . 4 ) 



2.3.5 IZREK (i) Naj bo X kompleksen B-prostor in 

analitična funkcija, definirana na polju fl^šo v kom
pleksni ravnini, z vrednostmi v L(X), za katero velja 

(2.3.5) 
(ii) Naj velja (i), pri čemer naj bo pro

stor X stroao konveksen. Če tedaj za nek 
velja , tedaj je funkcija 
konstanta. Specialno, če je operator f(^0) izometri-
čen, tedaj je funkcija f konstanta. 

(iii) Naj velja (i), pri Čemer naj bo pro
stor X enakomerno konveksen. Tedaj je točka 0 v apro-
ksimativnem točkastem spektru vsakega operatorja A. 
(i * 1,2,...). Dalje, naj bo X, |̂ | = 1, v spektru 
operatorja AQ. Tedaj je ^ v aproksimativnem točkastem 
spektru vsakega operatorja . Natančneje, 
tedaj iz {xn}cS(X) in sledi 

in 
Dokaz. Iz (2.3.5) sledi I.po^izreku 
1.2.0. Torej eksistirajo r.>0 (i=l,2,...), da je 
||A0 + r̂ Ajl < 1 (i=l,2,...) in specialno 

. Če je ||A0X|| « ||x|| = i m prosror 
X strogo konveksen, je riA,x = 0 (i=l,2,...) torej 
A.x = 0 (i=l,2,...), s čimer je (ii) dokazano. 
Dokaz (iii). Izrek 2.3.4 pove, da je 0 v aproksimativnem 
točkastem spektru vsakega operatorja A. { (i=l,2, • . . ) . 
Naj bo sedaj , v spektru operatorja AQ. Ker je 
||AQ|| = 1 , je % robna točka spektra in kot taka v aproksi
mativnem točkastem spektru operatorja AQ. To pomeni, da 
eksistira zaporedje i , da je 
Dokazali bomo, da za vsako tako zaporedje velja 

(ker vsaj eno tako zaporedje eksi
stira, bo s tem dokazano, da je A v aproksimativnem toč
kastem spektru vsakega operatorja ). Naj bo 

43 
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.torej {xn} poljubno tako zaporedje. 
Iz (2.3.5) sledi, da za funkcijo 
eksistira nek r>0 , da velja ., ;torej 

,_ oziroma 
, kar pomeni, da je 

Od tod po lemma 1.0.1 sledi 

in dalje 

Ker velja po zgornjem 

po lemma 2.3.2 sledi 

torej zaporedje enakomerno kon-
vergira k 0. S pomočjo Cauchy-jeve formule za koeficiente 
v Tavlorjevem razvoju od tod sledi 

Dalje, Iz zgornjega sledi, da zaporedje funkcij 

pri enakomerno konvergira k 0. Dokazali bomo, 
da velja Predpostavimo na
sprotno, da iksistirata in podzaporedje 
da je (k=l,2,...). Po Hahn-Banachovemiz
reku tedai eksistira zanoredie , da za skalarne 
analitične funkcije velja 

(2.3.6) 
Dalje, velja še 
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Zaradi (2.3.7) je {%} normalna familija (gl.[2]), pa 
lahko najdemo podzaporedje {>k ; 1=1,2,...} r ki enako-Ki 
merno konvergira na vsaki kompaktni podmnožici polja & 
(:=> k neki analitični funkciji) . Po drugi strani zapored
je pri enakomerno konveraira k 0, pa 
velja isto tudi za zaporedje . Po prin
cipu o analitičnem nadaljevanju dobimo , 
kar pa je v nasprotju z (2.3.6). Protislovje dokaže, da je 

Q.E.D. 



3'.. ANALITIČNE FUNKCIJE Z NORMO, ENAKO ABSOLUTNI 
VREDNOSTI SKALARNE ANALITIČNE FUNKCIJE 

3.0. KARAKTERIZACIJA ANALITIČNIH FUNKCIJ Z NORMO, ENAKO 
ABSOLUTNI VREDNOSTI SKALARNE ANALITIČNE FUNKCIJE 

V naslovu omenjeno karakterizacijo da naslednji iz
rek. 

3.0.0 IZREK Naj bo f analitična funkcija, definirana 
na polju 3b v kompleksni ravnini, z vrednostmi v kom
pleksnem B-prostoru X. 
Tedaj eksistira skalama analitična funkcija f̂ , defi
nirana na polju o5 , za katero velja 

(3.0.0) 
natanko takrat, ko eksistira nek u£S(X')> da velja 

Vse skalarne analitične funkcije, za katere velja 
(3.0.0), so tedaj določene z 

kjer je 
Dokaz. Naj eksistira učS(X')r da je 

(3.0.1) 
Definirajmo 

Iz analitičnosti funkcije f sledi, da je y skalama ana
litična funkcija, za katero zaradi (3.0.1) velja 

Obrat. Naj bo 

46 



(3.0.2) 
kjer je f skalama analitična funkcija. Če je 

, izrek očitno velja. Naj bo torej . Te
daj eksistira polje , da je 
F u n k c i j a j e tedaj na polju U analitična 
in zanjo velja 

(3.0.3) 
Naj bo poljuben. Po Hahn-Banacnovem izreku eksi
stira da je 

(3.0.4) 
Ker razen tega za skalarno analitično funkcijo 

zaradi (3.0.3) velja še 

po strogem principu maksima norme za skalarne analitične 
funkcije eksistira , da je 

Zaradi (3.0.4) je e1^ = 1 , pa dobimo 

Ker je f analitična funkcija na polju fo , po principu o 
analitičnem nadaljevanju sledi, da je skalarno analitično 
funkcijo f̂ mogoče nadaljevati na vse polje Sb , pri čemer 
je , s čimer je prvi del izreka v 
celoti dokazan. 
Preostane še, da dokažemo, da so vse analitične funkcije, 
ki izpolnjujejo (3.0.0), določene z 

kjer je . Trivialno je, da je za vsak 
zadoščeno (3.0.0). Dalje, če za dve skalami analitični 
funkciji vft in f± velja 
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tedaj po znanem klasičnem izreku za skalarne analitične 
funkcije sledi, da eksistira , da je 

, S tem je izrek v celoti dokazan. 
Q.E.D. 

3.0.1 KOROLAR Naj bo f analitična funkcija z vredno
stmi v kompleksnem B-prostoru X, definirana na polju 
& v kompleksni ravnini. Naj velja 

9 

kjer je i> skalama analitična funkcija, definirana na 5). 
Če je f cela funkcija, je tudi ̂ f cela funkcija. 

Dokaz. Izrek 3.0.0 pove, da ima vsaka skalama analitič
na funkcija S> » za katero velia 

obliko 
(3.0.4) 

kjer je u€S(X'). Po predpostavki je f cela funkcija, 
pa iz (3.0.4) sledi, da je tudi f cela funkcija. Q.E.D. 

3.1. O , KJER JE A NORMALEN OPERATOR NA HILBERTOVEM 
PROSTORU IN f CELA SKALARNA ANALITIČNA FUNKCIJA 

Naj bo f cela skalama analitična funkcija. Tedaj lah
ko pišemo 

(3.1.0) 
pri čemer vrsta na desni absolutno konvergira v vsej kom
pleksni ravnini. Naj bo A£L(X) operator nad kompleksnim 
H-prostorom X. Zaradi absolutne konvergence vrste (3.1.0) 
v vsej kompleksni ravnini tudi vrsta 

(3.1.1) 
(kjer je I identični operator) absolutno konvergira v 
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vsej kompleksni ravnini in tako določa celo analitično 
funkcijo, definirano v kompleksni ravnini, z vrednost
mi v L(X) . 

3.1,0 IZREK Naj bo normalen operator na kom
pleksnem H-prostoru X in f nekonstantna cela skalama 
analitična funkcija. 
Tedaj na nekem polju Sb v kompleksni ravnini eksistira 
skalama analitična funkcija g, da je 

natanko takrat, ko v spektru eksistira točka 
, da je 

i-

Naj bo zgornje izpolnjeno. Tedaj je 

Dalje, % je robna točka spektra o*(A) , pri čemer je 
natanko takrat, ko je g konstanta. 

Dokaz. Po predpostavki je A normalen operator. Tedaj iz 
(3.1.1) sledi, da je normalen operator za vsak 
Naj eksistira , da je 

Definirajmo 

Ker je po predpostavki f cela funkcija, je tudi g cela 
funkcija. Dalje, operatorji f(^A) so normalni, pa po iz
reku o preslikavi spektra dobimo 

Obrat. Naj bo 
, (3.1.2) 
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kjer je g skalama analitična funkcija, definirana na po

lju a . 
Naj bo (drugi komutant). Znano 
je (gl. [12]), da je komutativna kompleksna B-
algebra z enoto I, ki vsebuje A, in ki ima last
nost, da spekter poljubnega elementa iz fe glede na fi 
sovpada z njegovim spektrom glede na L(X). 
Po izreku 3.0.0 velja (3.1.2) natanko takrat, ko eksisti-
ra , da je 

(3.1.3) 
Če pogledamo, kako v dokazu izreka 3.0.0 konstruiramo un 

in če upoštevamo, da zaradi normalnosti operatorjev 
velja , vidimo, da smemo vzeti 

. Sedaj iz (3.1.3) sledi 

t 

kar po Gelfandu in po izreku o preslikavi spektra pome
ni, da eksistira , da je 

(3.1.4) 
Tako je obrat dokazan. 
Naj bodo zgornji pogoji izpolnjeni. Iz prvega dela izreka 
je jasno, da velja 

(3.1.5) 
Dokažimo sedaj, da je /vj0 robna točka spektra (T(A) . 
Predpostavimo nasprotno, da eksistira neka njena okolica 

. Naj bo Tedaj je 
okolica t o č k e . zaradi -

(3.1.4) mora za vsak r v tej okolici veljati 
kar pa je po strogem principu maksima norme za skalarne 
analitične funkcije mogoče le, če je f konstanta, v na
sprotju s predpostavko v izreku. Dokazano protislovje po
ve, da je robna točka spektra cr(A) . 
Končno, ker je f nekonstantna funkcija, iz (3.1.5) sledi, 
da je g konstanta natanko takrat, ko je Q.E.D. 



3.2. PRIMERI ANALITIČNIH FUNKCIJ, KATERIH NORMA JE ENAKA 
ABSOLUTNI VREDNOSTI SKALARNE ANALITIČNE FUNKCIJE 

V tem razdelku si bomo ogledali nekaj specialnih pri
merov . 

V prvem primeru si bomo ogledali cele analitične funk
cije z vrednostmi v kompleksnem B-prostoru, definirane v 
kompleksni ravnini, katerih norma zunaj nekega kroga sov
pada z absolutno vrednostjo skalarne analitične funkcije. 

Dogovorimo se, da bomo s številom ničel analitične 
funkcije na polju 2} označevali število njenih ničel na 2) , 
pri čemer bomo vsako šteli tolikokrat, kolikor je njena 
kratnost. 

3.2.0 IZREK Naj bo f cela analitična funkcija, defi
nirana v kompleksni ravnini, z vrednostmi v kompleks
nem B-prostoru X. Naj eksistirata konstanta M in ta
ka skalama analitična funkcija Y , definirana pri 

, da velja 
(3.2.0) 

Tedaj eksistira cela skalama analitična funkcija 
in elementi , da je za vsak 

(3.2.1) 
Funkcija \p je cela funkcija in stopnja polinoma v 
(3,2,1) je enaka številu ničel funkcije pri 
Dalje, če je m število ničel funkcije f pri 
tedaj med e l e m e n t i n i več kot n-m 
linearno neodvisnih. 

Dokaz. Po korolarju 3.0.1 iz dejstva, da je f cela funk
cija in iz (3,2.0) sledi, da je y cela funkcija. Če je 

ni kaj dokazovati. Predpostavimo torej, da je 
Tedaj ima funkcija pri končno število 

ničel . Funkcija je 
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tedaj meromorfna funkcija, ki je pri regularna, 
ker tam zaradi (3.2.0) velja 

(3.2. 
Njeni poli pri sovpadajo z ničlami funkcije , 
pa sledi, da je 

cela funkcija, za katero zaradi (3.2.2) velja 

pa po Liouville-ovem izreku (gl.[8] ) sledi, da je h poli
nom stopnje, ki ni večja od n-1 . Zaradi (3.2.2) pa stop
nja polinoma h ni manjša od n-1 . Torej eksistirajo ele
menti , da je 

9 

oziroma 

kjer je 

cela skalama analitična funkcija, ki pri očitno 
nima ničel. Prvi del izreka je s tem dokazan. 
Za dokaz drugega dela predpostavimo, da ima f pri 
m ničel. Ker funkcija pri nima ničel, (z even-
tuelnim odvajanjem pri večkratnih ničlah) vidimo, da ima 
polinom h pri m ničel. Če to zapišemo (in upošte
vamo eventuelno večkratnost), eksistira p, da je 

v r, točkah kroga 
v r2 od teh r, točk 
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Zgornji sistem da m linearnih zvez med elementi 
, ki jih v matrični obliki zapišemo 

takole: 

(3.2.3) 

Matrika na levi, ki ima m vrstic, ima rang m. Če bi bil 
namreč rang manjši od m, bi to pomenilo, da je prvih 
m stolpcev v matriki linearno odvisnih. Če koeficiente 
te linearne odvisnosti označimo z , 
bi to pomenilo, da ima polinom 

m ničel, kar pa je mogoče le, če je 
Protislovje dokazuje, da da sistem (3.2.3) m linearno ne
odvisnih linearnih zvez med elementi , 
kar pomeni, da je med temi elementi kvečjemu n-m linear
no neodvisnih. Q.E.D. 

3.2.1 KOROIAR Naj bo f cela analitična funkcija, defi
nirana v kompleksni ravnini, z vrednostmi v kompleks
nem B-prostoru X. Naj eksistirata konstanta M in taka 
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skalama analitična funkcija f , definirana pri 
da je 

Če (cela) funkcija f̂ pri \x\<M nima ničel, tedaj eksi-
stira x£X, da velja 

3.2.2 DISKUSIJA Izreka 3.2.0 ni mogoče obrniti. Mogoče 
je namreč konstruirati polinom, katerega norma zunaj še 
tako velikega kroga ni enaka absolutni vrednosti nobene 
skalarne analitične funkcije: 
Naj bo X = L(Y), kjer je Y kompleksen H-prostor dvojic 
kompleksnih števil. Oglejmo si funkcijo f: C->X , defi
nirano takole: 

Očitno je pri vsakeir matrika normalna, torej je 
Lastni vrednosti matrike f(X) sta 

, torej je 

Če naj bo , mora biti 

analitična funkcija. Torej skalarne analitične funkcije, 
za katero bi veljalo , ni. 

V drugem primeru si bomo ogledali cele analitične 
funkcije z vrednostmi v B-prostoru, katerih norma je v 
polravnini konstantna. V ta namen najprej navedemo na
slednji lemma iz klasične teorije slalarnih analitičnih 
funkcij, ki je preprosta posledica izreka iz L1]/ str. 
220 . 
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3.2.3 LEMMA Naj bo cela skalama analitična funkcija, 
za katero velja 

Tedaj je funkcija *f oblike 

kjer sta realni konstanti, 

3.2.4 LEMMA Naj bo f cela analitična funkcija, defi
nirana v kompleksni ravnini, z vrednostmi v kompleks
nem B-prostoru X. Če eksistirata točka S{i in njena 
okolica , da je 

tedaj je 

Dokaz. Razvijmo funkcijo f v Tavlorjevo vrsto 

Po izreku 1.2.0 iz predpostavk sledi 

torej je 

Od tod, če zapišemo 
po propozicijah 1.1.7 in 1.1.6 sledi 

Q.E.D. 
3.2.5 IZREK Naj bo f cela analitična funkcija, defi
nirana v kompleksni ravnini, z vrednostmi v kompleks
nem B-prostoru, za katero velja 

(3.2.4) 
Če eksistira skalama analitična funkcija , da velja 

, (3.2.5) 



tedaj je 
r 

kjer sta realni konstanti, 
Dokaz. Po lemma 3.2.4 iz (3.2.4) sledi 

(3.2.6) 
Po korolarju 3.0.1 je cela funkcija, za katero zaradi 
(3.2.4), (3.2.5) in (3.2.6) velja 

Funkcija «f v polravnini nima ničel, zato je 
analitična funkcija v polrav

nini ] , za katero velja 

} (3.2.7) 
Po Riemann-Schwarz-ovem principu simetrije sledi, da je 

cela funkcija. Od tod in iz (3.2.7) po lemma 3.2.3 sle
di, da eksistirata realni konstanti , da je 

Ker je 
Q.E.D. 

V nadaljnjem si bomo ogledali naš drugi primer v po
sebnem primeru, ko ima analitična funkcija f vrednosti v 
algebri L(X) nad kompleksnim H-prostorom X. 

3.2.6 PRIMER Naj bo X kompleksen H-prostor in 
sebi adjungiran operator, za katerega velja 

Po izreku 3.1.0 tedaj za funkcijo 

velja 
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Na vprašanje, ali je cela funkcija f z vrednostmi v L(X), 
za katero velja 

nujno oblike , kjer je 
da negativen odgovor naslednji primer: naj bo X komplek
sen H-prostor trojic kompleksnih števil in naj bo anali
tična funkcija definirana takole: 

Ker je za vsak matrika normalna, takoj vidimo, da 
velja 

Ni pa operatorja , da bi bilo 
saj eksistira za vsak pa ne 
eksistira pri nobenem 

Pozitiven odgovor na zgornje vprašanje pa dobimo, če 
vprašanje zožimo in iščemo f med funkcijami oblike 

, kjer je g cela skalama analitična funkcija in 

3,2.7 IZREK Naj bo X kompleksen H-prostor in , 
. Naj bo f cela skalama analitična funkcija, za 

katero velja . Dalje, naj velja 
(3.2.8) 

in naj bo v polravnini norma enaka 
absolutni vrednosti neke skalarne analitične funkcije. 
Tedaj je f (do konstantnega faktorja natančno) ekspo

nentna funkcija, operator A pa je oblike r 
kjer je P pozitiven operator in 

Dokaz. Razvijmo f v Tavlorjevo vrsto 



Tedaj je 

Iz (3.2.8) sledi pa sledi 

• Torej je 

(3.2.9) 

V specialnem primeru, ko je iz (3.2.9) sledi 

torej 

Od tod po Vidavovem lemma (gl.£5]) sledi, da je 
sebi adjungiran operator. Dalje, iz (3.2.8) in iz pred
postavke, da je v polravnini enaka ab
solutni vrednosti neke skalarne analitične funkcije, po 
izreku 3.2*5 eksistira da je 

(3.2.10) 
V našem primeru je . Če bi namreč" bilo , bi iz 
(3.2.8) in (3.2.10) sledilo in od 
tod po Liouville-ovem izreku, da je funkcija 
konstanta, kar pa zaradi in ni mogoče. 
Ker je (c./c0)A sebi adjungiran operator in ker 

(c./c0) ¥= 0 , je A normalen operator. Tedaj po izreku 
3.1.0 iz (3.2.10) sledi, da eksistira , da je 

. Po zgoraj dokazanem je 

torej je po Izreku 3.1.0 . Sledi 

Torej je f res eksponentna funkcija 

Naj bo sedaj . Dokazali bomo, da je tedaj 
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. Iz (3.2.8) po izreku 3.1.0 sledi 

torej 
(3.2.11) 

Predpostavimo, da j e . Tedaj iz (3.2.11) 
sledi 

kar pa ni mogoče, ker je ^ >0 in . Protislovje 
dokazuje, da leži na poltraku s krajiščem v toč
ki 0. Od tod in iz dejstva, da je (Cj/ĉ jjA sebi adjungi-
ran operator, pri čemer c./c^O, sledi, da je 
kjer je P pozitiven operator in • Q.E.D. 
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