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PREDGOVOR

To delo ima korenine v poskusu definirati in obrav-
navati neasociativne topoloske algebre v moji magisterski
nalogi pred tremi leti. Zaradi nejasnosti pri nekaterih os-
novnih vpraSanjih sem se pozneje ponovno spravil k defini-
ciji Banachovih algeber, ki ne bi vsebovala asociativnosti.
Takoj sem tréil ob vprasanje definicije spektra, saj ni Jjasno,
kaj je inverzni element. Temu sem se hotel izogniti na dva
nac¢ina. Prva mozZinost je bila, nadomestiti mnozico inverti-
bilnih elementov z 2alogo vrednosti eksponentne funkcije,
druga pa je bila v posplosSitvi Gelfandovega izreka o Bana-
chovih algebrah z deljenjem, ki v svojem dokazu vsebuje rav-
no najbolj bistvene lastnosti spektra. Medtem ko sem s prvo
hipotezo bolj ali manj obtical v slepi ulici, sem v zvezi z
drugo zamislijo naletel na veliko Stevilo Ze znanih posplo-
Sitev, ki pa so v tej ali oni obliki Se vedno vsebovale aso-
ciativnost (z nekaj izjemami). Z metodami, ki sem jih pri tem
spoznal, ter 2z nekaterimi novimi idejami, ki so v teoriji
Banachovih algeber vzniknile v zadnjih desetih letih, sem ne-
kaj teh izrekov uspel posplositi na poljubne neasociativne
algebre, rezultat pa so bile vedno nekatere specialne Bana-
chove kvadratne algebre ali njihove podalgebre. Te posplosSi-
tve so [1,3], [9,3], [9,10], [9,11], [10,4], [10,7] in [10,8].
Ti izreki in pa uspele definicije [1,1], [3,2], [3,4], (5,1),
[7,1] ter [9,1] so glavni rezultati tegé dela in mislim, da
kazejo mozZnost nastanka dovolj bogate teorije neasociativnih
Banachovih algeber. )

Precej izrekov v tem sestavku je vzetih iz tujega
zelnika. To velja Se posebno za drugi razdelek, v manjSi me-
ri za tretji, cetrti in sedmi razdelek, nekaj tega pa je najti
tudi drugje. Poleg tega je precej izrekov, pri katerih je me-
toda dokazovanja skoraj nespremenjena vzeta iz literature. lo,
moj namen ni bil kraja idej, pacé¢ pa kolikor mogoce celovit
zapis neke teorije, kar je pc moJjen nmnen/u belj pomemben cilj
kot pa izvirnost za vsako ceno. Nihcée pal ne pisSe rad samo za
enkratno uporabo, ampak si Zeli, da bi morebitnemu bralcu za-



deva sluzila Se kako drugace, ne pa le kot seznam literature,
skozi katero se je treba pregristi.

Kjer sem omenjeni greh storil, sem po potrebi opozo-
ril z opombo, razen e sem domneval, da bo kateremu koli spe-
cialistu jasno, za kaj gre. Vsekakor pa mislim, da so vsaj iz-
reki, ki sem jih nastel v prvem odstavku, res izvirni.

Profesor dr. Ivan Vidav je pokazal dobrs$Sno mero pri-
jaznoéti, ko je privolil, da bo moj mentor navkljub temu, da
se on sam ne ukvarja z neasociativnimi algebrami. S svojim
Sirokim znanjem mi je pomagal iz prenekatere zagate, skrbno
se je poglobil v obravnavano snov, izloc¢il nekaj vec¢jih ne-
umnosti iz teksta in potrpezljivo prenasal moj svojski slog
studija in ﬁisanja. Za vse to mu gre moja prisrcéna zahvala.

b Zahvaljujem se tudi drugim kolegom matematikom za
obCasne nasvete, matematic¢ni knjiznici za gradivo, Bioteh-
niski fakulteti v Ljubljani, kjer sem zaposlen, pa zato, ker
mi Jje casovno omogocila Studij. Dalje se zahvaljujem profe-
sorjem L. Ingelstamu, I. Kaplanskemu, R. D. Schaferju in E.
Kleinfeldu za korespondenco.

Zahvalo dolgujem tudi Raziskovalni skupnosti Slove-
nije in Institutu za matematiko, fiziko in mehaniko v Ljub-
ljani, ki sta to temo sprejela in financirala kot razisko-

valno nalogo.



SPECIALNE OZITAKE

Kk je obseg realnih R a1i kompleksnih &€ Ztevil.
Poleg teh znakov uporabljamo Se IN za naravna, Z za cela,
R+ za pozitivna realna Stevila, /M za algebro kvaternio-
nov in 2 za Cayley - Dicksonovo algebro (algebro oktonio-

nov).-%Z &« oznadujemo k « konjugirano Stevilo.
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PR(x), PR(x), 375, x;t 16
Exp(x), Exp(x), Expy(x) 48
Exp(M), EXP(M) 52
E(x), F(x) 54
Log(x) 57,61
D) D, V(Hx)y, Vix),

v(#,x), v(x) il
Her(3¢) " 77
co(M) 83
& 89
X, N, € 101
an(M) 104

Znak [0 pomeni konec dokaza ali .primera. Znak ! pa
oznaCuje predpostavko, ki velja za vel izrekov hkrati.



IZREKI TIPA GELFAND - MAZUR

l. Naj bo H asociativna kompleksna normirana algebra z eno-
to, v kateri Jje vsak element, razlicen od O, obrnljiv
(skratka, normiran kompleksen obseg). Tedaj je H & C
izometric¢no izomorfno.

(Gelfand, Mazur; [38], 21-22)

2. Naj bo H# normiran realen obseg. Tedaj je H =R ali
C ali H .
([38], 22-24)

3. Naj bo ¥ asociativna kompleksna normirana algebra z eno-
to in naj velja: llxyll = Ixll.lyll za vsak par x,y iz neke
okolice enote. Tedaj je ¥ = € izometridéno izomorfno.
(Mazur; [58] , 40)

4, Naj bo H asociativna kompleksna Banachova algebra z eno-
to. Ce je enotna sfera S = {xe ¥ ; lxll = 1} gladka v
neki okolici enote, pri cemer je norma algebrska in enota
normirana, je H =C .

([38], 40)
5. Naj bo # asociativna Banachova algebra z enoto e, llell = 1 ,

in naj eksistira 1lim (lle +«xll - 1)/X za vsak singula-
oL~ g

ren element x. Potem je ¢ = € za kompleksno algebro ozi-
roma H =R ali € ali H za realno algebro.

(spatz; [6], 56)
6. Kompleksna asociativna Banachova algebra z enoto in brez
(levih in desnih) topolofkih deljiteljev nica razen O je

izomorfna @ ~

([28], 39)

7. Ce je # kompleksna asociativna normirana algebra z enoto
e, katere norma zado3da pogojema llell = 1 , [Ix0.lvl £
=pllxyl , p konstanta, potem je s .

([28], 39)

8. Naj bo . d kompleksna asociativna normirana algebra z enoto

e, llell = 1 , nad nredhilbertovim prostoron, tako da je

norma algebrska in jo generira skalarni produkt. Tedaj je
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xECO
(Bohnenblust, Karlinj; [5])

Naj bo H realna asociativna normirana algebra z enoto
e, llell = 1 , nad predhilbertovim prostorom, tako da je
norma algebrska in jo generira skalarni produkt. Teda]
je H =R a1i € a1i H.

(Ingelstam; [19], [33])

Naj bo # lokalno konveksna topoloska asociativna algebra
z deljenjem (torej obseg) z zveznim inverzom. Potem je
H =R ali € ali H za realno algebro oziroma

# = C za kompleksno algebro.

]

.(Arens;qfﬁj)

Naj bo @€ lokalno konveksna, separabilna, metridna in
polna asociativna algebra z deljenjem. Potem je = R
ali € ali 84 za realno algebro oziroma H = C

za kompleksno algebro.

(Arens; [3])

Naj bo # kompleksna asociativna Banachoéa algebra, ki je
obenem cel kolobar. Ce je 9€ lokalno konéna, je # = C.
(Srinivasan; [54])

Naj bo X kompleksna asociativna Banachova algebra, ki je
obenem noetherski ali celo glavni kolobar. Potem je d€ =
=C .

(Srinivasanj; [34])

Komutativna asociativna algebra z divizijo nad realno za-
prtim obsegom ima lahko le dimenziji 1 ali 2.

(Hopf)

Edine konénodimenzionalne asociativne algebre z divizijo
nad realno zaprtim obsegom so ta obseg, njegovo algebra-
ic¢no zaprtje in njegova algebra kvaternionov.

(Frobenius)

Kompleksna asociativna normirana algebra H A {03 z ab-
solutno vrednostjo Jje izometricno izomorfna C.

(Doran; [16])

Naj bo H asociativna kompleksna Banachova algebra z eno-



18.

19.

20.

21.

25.

24,

to. Ce Jje s~ £ 1/llxll  za vsak regularen element x,
poten je #€ izometriéno izomorfna C.
(Bdwards; [24])

Potencnoasociativna kompleksna algebra z absolutno vre-
dnostjo in enoto je izomorfna C.
(Ingelstam; [20])

Alternativna realna algebra z enoto e in z normo, poro-
jeno iz skalarnega produkta, za katero Se velja: flell = 1 ,
Ixyl £ Ixll. Iyl , vx,yedl , je izomorfna R ali € ali
[H al1i D . Prav taka kompleksna algebra je izomorfna C.
Izomorfizem je izometricdni.

(Ingelstam; [20])

Vsaka metric¢no homogena konénodimenzionalna enostransko

alternativna algebra nad R je izometriéno izomorfna R
ali € ali H a1i D . 1sti zakljucéek velja, ¢e namesto
metricne homogenosti in koncénodimenzionalnosti zahtevamo
algebraic¢nost, normiranost, enoto z normo 1 in gladkost
enotne sfere v enoti.

(Strzelecki; [35])

Naj bo H poljubna algebra z enoto nad K = R ali @ .
V #& eksistira nedegenerirana kvadratna forma N z lastno-
stjo N(xy) = N(x)N(y) , ¥x,ve€ ¢ , natanko tedaj, ko je
X kompozicijska algebra (to je polenostavna kondénodimen-
zionalna kvadratna alternativna algebra: Ke g ke @ Ke .

H,D ).

Realna algebra & z enoto e in z absolutno vrednostjo Jje
izomorfna R ali € ali H a1i D . Isti zakljucek velja,
e namesto eksistence enote zahtevamo eksistenco takega
elementa a # O , da velja: ax = xa , a(ax) = a®x 5
(xa)a = Xa2 s e .

(Urbanik, Wright; [37])

Komutativna realna algebra z absolutno vrednostjo Jje izo-
; . K : G "

morfna R ali € ali €" ( €~ je mnoica kompleksnih &Hte-

vil z obicajnim seStevanjem in z mnoZenjem X oy = XV ).

(Urbanik, Wrightj; [37])

Algebre brez deljiteljev nica razen O nad realno zaprtim
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obsegom imajo lahko samo naslednje dimenzije: 1, 2, 4,
8 in oo,
(Bott, Milnor)

25. Naj bo 3 Banachova algebra nad C in naj bo levo (oz. de-
sno) mnoZenje L (oz. RX) za vsak x # O obrnljiv opera-
tor. Tedaj je ¢ topolosko izomorfna C.

(Kaplansky; [23])
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1, OSBORNOVI PARI

V prvem razdelku bomo poljubno algebra z enoto raz-
stavili v dve struxturi: algebro na neki hiperravnini, nevse-
bujoéi enoto, in bilinearno formo, torej podobno kot algebro
kvaternionov razdelimo na vektorski produkt in skalarni pro-
dukt na tridimenzionalnem podprostoru, ortogonalnem na enoto.
Ce omenjeno formo simetriziramo, dobimo novo formo, ki v mar-
sidem spominja na skalarni produkt, iz te pa naredimo neline-
arno formo, ki je podobna normi. Ce se zgodi, da je jedro te
forme trivialno, Jje to res norma, algebra pa je v kompleks-
nem primeru-:kar enodimenzionalna.

Domenimo se, da je 3 algebra, de je 4l vektorski pro-
stor poljubne dimenzije nad obsegom K in obstaja preslikava
(x,7) > xoy iz H xH v H, imenovana multiplikacija, z
lastnostmi:

(x + Y)oz = X0z + Yoz 4§ Xo(y + 2) = Xoy + X0z
a(xoy) = (xX)oy = Xolxy) =w«Xey ; ¥x,y,z€ 3L , v e K.
Komutativnosti, asociativnosti in drugih radunskih zakonov ne
bomo vnapreJj zahtevali. Enota, ée eksistira, pa naj bo vedno
razlic¢na od O.
[1,1] TRDITEV. Naj bo :J-Lo algebra z multiplikacijo (a,b) —»
— axb , naj bo (a,b) — G(a,b) bilinearna forma,
in e & U{b . Tedaj je & = Ke ® Qto spet algebra za

multiplikacijo
(e + a,fe + b) —> xe + a).(pe ...'b) =
=[¢pp + G(a,b)]e +«b + fa + axdb , (1,1)

za ac,pek ,a,bE?Co.
e je enota algebre H .
Vsako algebro z enoto lahko dobimo na tak nacdéin.

Dokaz. Zlahka preverimo, da Jje ta multiplikacija res dobro
definirana; treba je le preizkusiti veljavnost obeh distribu-
tivnosti in homogenosti novega produkta. O¢itno je tudi, da
Jje e res enota v H.

Pa naj bo sedaj ?{.poljubna algebra z enoto e in B
neka algebrska baza, ki vsebuje e. Podbaza 33-{e} naj
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razpenja podprostor 9{,0. V skladu z razcepom K- Keo Q—CO
zapiSemo: a,b € 9(_0 =

=> a.b = G(a,b)e + axb . (1,2)
Iz bilinearnosti multiplikacije . sledi tudi bilinearnost
preslikav & in X . Torej je éﬂo algebra za novo multiplika-
cijo (a,b) —> axb in izrek je dokazan. O

_V trditvi [1,1] opisan par (I, E’Co) imenujmo Osbor-
pov par, simbole - ) 9(0 pa uporabljajmo samo v te]
zvezi.

Naj bo (HK, 'E'CO) Osbornov par. Funkcional
e(e+a—+‘t‘(o(e+a)=ac,a<.6k,aeaﬂo, (1,3)
je olitno linearen. Imenujmo ga sled elementa «e + a in
ga oznadujmo vnaprej s T. S sledjo razsirimo definicijo for-
me G na cel prostor K:

e(x,y) = T(x.y) , ¥x,ye . (1,4)
Tako definirana forma G je res razfiritev prvotne. Se vedno
je bilinearna in iz (1,1) sledi:

e + a,fe + b) = «p+ G(a,b) , Veg,fs € K » Va,b € 7€, . (1,5)

V posebnem velja:

7(e) = G(e,e) =1 ;3 G(e,H,) = a(HK ,e) = {0} . (1,6)
"C(X) = G(eix) > G(x,e) ) Vx € a'e. . (117)
e(x,y) = 6(x.y,e) = G(e,x.¥y) , V¥x,ye 2 . (1,8)

Definirajmo konjugiranje v ¢, zanj uporabljajmo simbol
nce+a-—+(u<e+a)h=o<e-a;xeﬁ(,ae?ﬂo. (1,9)
wof o 5 2 K = F K Ve kL Wx,ye®. (1,10)

GHE - x s w0 =2GE) 5 vxede. . (1,11)
x.y) = vy 5 w(x.X) = T(xF.y)

K X = " Vx,yedt . (1,12)
G(x,y) = e(x,y) 3 &(,y) =e(x,y) -
Nadalje definirajmo kvadratno normo s simbolom N :
x —» N(x) = G(x,xK) = '?:(x.xK) , Yx e 7. (1,1%)
N(O) =0, N(e) =1. (1,14)

Izlocimo konjugiranje iz definicije kvadratne norme:
x = TUx)e + (x - T(x)e) ,

xK - T(x)e = (x - T(x)e) = 27¥(x)e - x .

T(x.xK) = w(x.(2e(x)e - x)) = ¥(2dx)x - x2)

N(x) = ’_"t'()c)2 - "z:(x'?) , Vx e 2 . (1415}
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Se nekaj lastnosti:
2
N(xx) = o N(x) , Ve K , ¥ x e . (1,16)

Nece + x) = & + 2<t(x) + N(x) , Ve K , ¥xe3C , (1.17)

v posebnem:

Ne + a) =« + N(a) , Ve e K , Vae I, (1,18)
kar nam takoj pove:

N(x) = N(xK) , vx e Je . (1,19)
Neposredno iz (1,13) sledi paralelogramsko pravilo:

N(x + y) + N(x = y) = 2(N(x) + N(y)) , Vx,ye K. (1,20)

Definirajmo Se eno formo, s stalno oznako &
(x,5) — 80x,y) = 3[ix + ¥) = Nx) - W] 4 Vxyed. (1,20
Iz (1,20) sledi za &(x,y) analogna formula:

S(XQYD = %{N(x) + N(:Y) - N(x - y)] y VX, Y € ;‘C (1,22)
Ce (1,21) in (1,22) seStejemo in delimo z 2, dobimo:

&x,y) = %[N(x +y) - N(x - y)] , Vx,v € ol (1,23%)
Zaradi simetrije v (1,21) velja: .

s(ny) = S(YQX) y VX,y € H. (l,;?-’-#)
Iz (1,23) sledi:

dx,y) = % Et(x.yK) +'r(y.xK2] , Vx,y € H , (1,25)

kar pa takoj pove, da Je & bilinearna forma.
Upostevaje (1,4) in (1,12) dobimo iz (1,25):

G(XsY) + 6(y,x) = 23(3{,?}:) ) Vx,yea'ﬂ. (1,26)
Sx,x) = N(x) , Ne,x) =T(x) , vx e 3 Se,e) =1 . (1,27)
§ece + a,fe + b) = «p+ 8a,b) , V¢p e K, ¥a,b €7, . (1,28)
0Od tod sledi: '

Sx,y) = §GE,¥5) 1, 8, v®) = 8K,y , vx,yede. (1,29)

Forma 6 v marsidem spominja na skalarni produkt in N na kva-
drat ustrezne norme. Zato definirajmo modul:

x — x| = +V[ux)| , ¥x e . (1,30)

Simbol |.| rezervirajmo le za modul v # in absolutno vred-

nost v K.



.

+VI8(x,x)| = +V|G(x,xK)| = +VIT(X.XK)I , ¥xedl. (1,31)

x| =

x| = x5 20, vxe?d . lol =0, lel =1 . (1,352)
Iz (1,16) sledi:

x| = lecllx] , Y € K , vx € 2€ . (1433)
Splosneje:

Nlxe.x) = N(x.xe) = Nlxe)N(x) , Vwe K , ¥x € 3 . (1,34)

Iz (1,17) dobimo:

e + al £ |l +lal , Vvae K , vaed, . (1,35)
Iz (1,21) pa Se dobimo:

Ix + y]2 2 Uxl + 1371)2 - 2Ux] Ayl = |8G.0]) (1,36)
Vx,y e & .

Se eno definicijo potrebujemo:
- {x ;s Nx) = 0}.
N(x) = 0 € x| = 0 € §(x,x) = 0 € 6(x,x) = 0 <>
& T(x.xX) -
0€X®,; e ¢ H°.
xe #° = xKe?'C,o & ox € H° , Ve K
[1,2] TRDITEV. Naj bo (?C,?R.O) Osbornov par. Naslednje izjave

so ekvivalentne:
(a) H° je podprostor.

(b) ac"cac

(¢) N(x) = , Vx € Jt

(a) Is(x,y)l £ (x|. lvl ; Vx.y € ?K (1,37)
(e) |x +y] £1Ixl + |yl , Vx,e & . (1,38)

Te izjave implicirajo Se naslednje trditve:

(A K=R = rvx)zo0, vxe & .

(B) K=C = Nx) = » Vx e .

€) K =C = 8(x,5) =0, ¥x,ye H, & H° =73, -

(D) K=C = [3,y) = Ixl.lyl , ¥x,5 € ¥ .

(E) 8(x,x) =0 =8(x,y) =0, VyeFt .

(F) K=R = §(.,.) je semiskalarni produkt in [.l
je seminorma.

(6) == £ x| , vx € 3 .
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(H) N(x +y) = N(y) , ¥x e H® , vy e ., (1,39)
Dokaz. (a) = (b). Naj bo x =«xe +a , € [K , a E.'J(_,O .

x € X° = xX e H° | ker je #° podprostor, je tudi

X + xK = 2xe € H° , iz Cesar sledi: N(2«e) = iwtz = 0 ; kar

da ¢ =0 ,

(b) => (c). Recimo, da je ﬂ(=R , X e?ﬂo , N(x) < 0 .
N(Y-N(x) e + x) = O , kar pa ni mogole zaradi H? 3(’_0 .
Pa naj bo se K=C ,XGJCO,N(){);!O.

N(Y-lN(x) e + x) = O , kar pa je spet protislovje, in sledi:
N(x) =020 , V}CG;CO .

Naj bo K =R innajvelja (c) ; xeR,aeH, .
Nce + a) = + N(a) 2 0 => (4) .

Naj bo K-C in naj velja (c) ; x € FCO =» N(x)Z 0 .
ix € J(,O => N(ix) = -N(x) 20 => N(x) = 0 => (B) .

’

Posledica (C) sledi od tod in iz (1,23) .

(¢) => (d). Vzemimo najprej taka x,y € # , da je:

Ny ~-xx) 20 , Y € K.

My ~ux,y ~xx) = 8(y,y) - 2ed(x,y) + x23(x,x) =0, Vee K .(%)
Denimo, da je &(x,x) = O . Za dovolj velik Il«¢l in primerno
izbran smerni kot Stevila « je tedaj leva stran te neenacbe
negativna (iz ® = O namred sledi: o(y,y)e R ), kar pa ni
res. Torej je &(x,y) =0 .

Vzemimo v nasprotju s prejsnjo predpostavko: « = d(x,y)/8(x,x) ,

in vstavimo v neenacbo (%):
5(y,y) - Eg(x,y)g/c?(x,l\!) + 3(X,y)2/8(x,x)1—' O , oziroma:

3(x,x).8(v,y) - 3(3(,:«)2;. O, ker je &(x,x) >0 (kar sledi
iz (%) za zelo velik e« € IR,

To pa velja tudi v primeru &(x,x) = O , torej velja nasploh.
Ce je K=R , je zadetni pogoj vedno izpolnjen (zaradi (A))

in zato velja:

(8,302 = 8(x,7)% € 8(x,x).8Cy,y) = [xI°y]® .

Pa vzemimo (K =C in o<, > eC s @,b € ?CO .

lce + al? = |8e + ame + a)] = 1«? + 8a,a)l = [«l®
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zaradi posledice (B). Enako: |pe + bI2 - l)’slp .

[S(xe + a,pe + b)]° - lecfo + S(x,¥)| € = f«-f:/’.l,l2 = =7 Upl? -

= |xe + alebse + bl2 zaradi posledice (C). To pa je obenem
konec dokaza trditve (d) in posledice (D).

(E) Ze sledi iz (d).

(d) => (e). Dokaz sledi iz formule (1,36).

(e) =>» (a). Do linearnosti mnoZice #° manjka le Se zaprtost
za seStevanje:

x,y € H® => |x| = |yl =0 =>0£L][x+y] £0 =

= |x+yl =0 =>x+ye #¢°.

Posledica (F) sledi od tod in iz Ze znanih lastnosti obeh
funkcij. _

Posledica (G): |z(x)| = [8Ce,x)] 2 lel.dx] = [x] (po (1,27)).
Posledica (H): N(x) = 0 = §(x,x) = 0 (po (1,27)) =>

= 8(x,y) = 3[N(x +¥) - N)] =0, ¥ye ¥ (po (1,21) in
(E)) = N(x +y) =Ny, Vved . O

[1,3] TRDITEV. Naj bo (3,3, ) Osbornov par in *° = {0} .
Tedaj je 9 unitaren prostor: )
(a) Za [K=C je #&=C , modul je kar enak absolutni
vrednosti.
() zZa K =R je 2 evklidski prostor s skalarnim pro-
duktom &8(.,.) in ustrezno normo |.|.
(¢) @ je nedegenerirana bilinearna forma.

Dokaz. (a) Ce je K= C , je po trditvi [1,2], posledica (C):
H, = H° - {0} in zato dim¥ -1 .

(b) Ce je K = R , sledi trditev iz trditve [1,2], posledi-
ca (F). '
(c) x € K, aeX, .DNajbo se pe+b69t,/':€ﬂ<,
b € 3‘(,0 , poljuben element.
Glxe + a,fe +b) = 0 =» «b + G(a,b) = O xf> =0 &
& G(a,b) =0 =p =0 & o(a,al) = N(a) =0 =>xe + a = O.
Enako dokazemo Se drugo nedegeneriranost, le da uporabimo se
12 D

Seveda se takoj vprasamo, e Jje algebra pod (b) iz
trditve [1,5] kaksna posebna algebra. Nikalen odgovor nam



ws B w

da naslednja trditev:

[1,4] TRDITEV. Vsak Osbornov par (?C,jfo) nad ?L, za katerega
velja HO - {OB, lahko konstruiramc takole:
- Eko naj bo poljubna realna algebra s produktom X,

e § H_, H=-H, o Re.
- Gnaj bo bilinearna forma z lastnostjo: G(x,x) <0 ,

- H naj bo algebra s produktom (1,1) .

Dokaz je preprost.

Vse to kaze, da Jje struktura, ki smo jo uvedli v tem
poglavju, precej "povrSinska" in ne sega v dejansko struktu-
ro algebre. Multiplikacijsko strukturo v algebri # OUsborno-
vega para (3{,9{0) smo zgolj razdlenili v dve neodvisni struk-
turi: prva Jje algebra ?(o z multiplikacijo X, drugo pa poda-
ja bilinearna forma @ .

To analizo je v [26] izvr$il Osborn za poljubne kva-
dratne algebre (prav zato smo par (9{,3{0) imenovali po njem).
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2. KVADRATNE ALGEBRE

V tem razdelku bomo nanizali osnovne lastnosti kva-
dratnih algeber. To je potrebno zato, ker te lastnosti ver-
jetno nikjer v literaturi niso sistematicéno zbrane, mi pa
jih bomo pozneje Se kako potrebovali. Pokazalo se bo, da je
analiza algebrske strukture, opisana v prvem razdelku, zelo
primerna ravno za sStudij kvadratnih algeber.

Ponovimo definicijo kvadratnih algeber in nekaj os-

novnih lastnosti, pa Se nekaj novih izpeljimo.

fE_Ll] DEFINICIJA. Algebra H z enoto e nad K Je kvadratna
algebra, &e je {e,x,x"‘)} linearno odvisna mnozica za
vsak x € M.

Za vsak element x € ¢l torej velja:
ng +j.)x + Ue = O ’
pri demervsaj eden od koeficientov ni O. Ce je « = O , je
[># 0 , in zato: x = -()y/ple . Toda tedaj je tudi:
x2 _ (82/)38)8 =0,
zato smemo vzeti: o # O . Delimo z njim in na novo oznadimo
koeficiente, pa dobimo:
x° - 2%(x)x + N(x)e = 0 , Vx e H . (2,1
Funkcionala v in N sta dobro definirana v vsakem primeru ra-

zen za x =«e , Tedaj pa postavimo:

Txe) = ¢ , Nlece) i s Y el . (2,2)

s ¢imer je enakost (2,1) izpolnjéna za vsak «.

!2,9] TRDITEV. Naj bo & kvadratna algebra in Ker T = ‘3{0 .

Tedaj je (3{,?{0) Osbornov par, pri cdemer je T sled
in N kvadratna norma, '2(,0 pa antikomutativna algebra.

Dokaz. Najprej dokazimo, da je funkcional T linearen!
(a(}c)2 - 27(¢ex) xx + Nxx)e = O ,

~ 2[)(2 - 2T(x)x + N(x)e] =0 .
Sestejmo obe enacbi, pa bomo dobili:

2ufaeT(x) - Tx)]x + [Hex) - a®N(x)]e = O .



Posebej uposStevajmo x =Ae , x # Ae , pa dobimo z upoSte-
vanjem (2,2): «T(x) = 2lxx) , Y € K , ¥x € 3¢ .

(xe + x)2 - 2%xe + x)(xe + x) + Nlxe + x)e = 0 ,

—[x2 - 2%(x)x + N(x)eJ C s

SeStejmo obe zadnji enacbi:

2[o<. + T(x) - Tlxe + X)J)C + [0(_2 - 2«T(xe + x) + N(xe + x) -
- N(};)]e =0 .
Posebe‘j uposStevajmo x = xe , x # Xe , pa dobimo:
Tlke + x) =« +T(x) , Ve K, Vx € X .

Vzemimo sedaj, da so elementi e,x, Yy linearno od-
visni: x =&y +f3e , x +y = (1 +X)y + fpe .
owx +y) = p+ (1 +)Uy) .
Tx) + Ty) =¥(y) + p+T(y) =Tlx +¥) .

Privzemimo Se, da so e,x,y linearno neodvisni.

(x+y)2—2'c(x+y)(x+y) + N(x + y)e +
s (x -2 - 2%x - y)(x -y) + N(x - y)e = 0 .

UposStevajmo: %= = 2t(x)x - N(x)e in enako za ye, pa je:
2[2"5():) ~TUx +y) -Tlx - y)]x + 2[2':(_7) - T(x +3) +
+ T(x - y)]y + [N(x +y) + Nlx - y) - 2N(x) - EN(y)]e w {3 ,
Izrazi v oglatih oklepajih morajo biti O. SesStejmo prva dva,
pa vidimo, da je T linearen.

Ker T Jje torej hiperravnina in lahko sestavimo Os-
bornov par (JC,Z‘CO) . T je olitno sled v tem paru.

Pa naj bo <€ K, a € #C, . Po formuli (2,1) lahko
zapiSemo:
N(xe + a)e = 2T(¢e + a)(xe + a) - (xe + a)2 =

- &8 - G(a,a)e - axa ,

iz desar sledi: axa = O in algebra ?(_O je ahtikomutativna,
Ker pa je T(N(xe + a)e) = Nexe + a) , je:

I

Nxe + x) = ‘t’(ac2e - G(a,a)e - axa)

= T((xe + a)(xe - a)) .
Torej je N(x) = 't'(x.xK) , I x e d , in N je res kvadratna
norma po (1,13). O

Trditev in dokaz sta vzeta iz [26]. To velja tudi za

obratno trditev:
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[2,3] TRDITEV. Algebra & v Osbornovem paru (R,3), v ka-
terem je ;{b antikomutativna algebra, Jje kvadratna,
pri ¢emer za sled in kvadratno normo velja (2,1).

Zanimivo pri tej trditvi je , da Jje funkcional &
poprolnoma poljuben.

Dokaz. Naj bo,?ﬂb antikomutativna algebra in G(.,.) neka
bilinearna forma. « € K , 8 € 3{0 = (xe + 3)2 B
= &l + Dua # G(a,a)e = 27lxe + a)(xe + a) - &xe - 6(a,a))e .

Elementi (xe + a)2 s ¥ + a 1in e so linearno odvisni in al-
gebra je res kvadratna. Ker pa je po (1,13) in (1,18) tudi

2

ol = G(aea):= N(“e + a) ’
je trditev dokazana. [J

(2,1) sedaj lahko zapiSemo takole:

x2 - 28(e,x)x + 8(x,x)e =0, ¥ xeX . (2,3)
Ker je antikomutativna algebra potencnoasociativna,
takoj sledi, da je tudi poljubna kvadratna algebra potenc-
noasociativna! To trditev lahko dokaZemo tudil neposredno z
dokazovanjem veljavnosti obeh osnovnih identitet:

xx° = xgx y x2x2 = x(xxe) .

Odslej naj velja dogovor, da de je # kvadratna al-
gebra v Osbornovem paru (?ﬁ,?to), Je ?CO konstruiran v smi-
slu trditve [2,2]: 3{0 je jedro funkcionala T iz (2,1) in

Jje antikomutativna.

!2,4! TRDITEV. Naj bo I kvadratna algebra v Osbornovem pa-
ru (96,960).

a & -N(a)e & ab + ba = -28(a,b)e , ¥a,b eFH’.O. (2,4)

Y
°

Dokaz. ac = 2z(a)a - N(a)e = =N(a)e .

(a + b)° = -N(a + b)e = -N(a)e - N(b)e + ab + ba .

ab + ba = -2.2[l(a + b) - N(a) - N(v)]e = -28(a,b)e . O

[?,5] TRDITLEV., Naj bo # kvadratna algebra v Osbornovem pa-
ru (9{,3{0) in «,p € K , a,be ?Co "

[@e+zﬂgm +bﬂK==qm +bﬁ.@e+-ﬂK+
+ [G(a,b) - &(b,a)]e . (2,5)
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(axb)K = bExak (2,6)

Preveritev trditve je preprosta.

Konjugiranje je torej (realna) involucija na QCO,
na & pa je to natanko tedaj, ko je © simetriéna bilinearna
forma, torej ko Jje:

K

G(X,}’) = G(.Y,X? = S(x,y )

Zlahka preverimo Se formuli:
xS = xE.x = N(x)e , ¥x € 3 (2,7)
Ix.xKI = le2 , vx e H . (2,8)

[2,6] TRDITEV. NaJj bo (}&,Uﬁo) poljuben Osbornov par nad &:

in konjugiranje x —> xK involucija na algebri 350
a + pb)¥ = Zaf + ﬁbK o Gy
(axb)K = pExak s Vatofs € K , va,b e ?Cb .

za K = C je tedaj £ = C .

za [K =R je tedaj # kvadratna algebra in ?CO anti-

komutativna algebra.

Dokaz. Naj bo a € H _ - o} &« < € k.
-§a = (xa)K = QaK = —xa . Zato: « , Vet ek in k=R

Za K =€ je zato lahko le H, - {o} .

-axb = (axb)K = DG = bxa

in ?CO je antikomutativna algebra. O

= a )

1t}

[2,7] TRDITEV. Kompleksifikacija ¥ kvadratne algebre 9¢
je spet kvadratna algebra. Funkcienali T,& ,&, N, [.]

ol g R — c
se z nespremenjenimi lastnostmi razSirijo na 3".

Dokaz., Naj bo 2z = x + iy € - o 3 X =oe +a,y ='ﬁe + b,
«peR , abeH < H.
2° - 2(2(x) + i7(y))z -

x° - y2 + ixy + iyx - 2%(x)x - 2iT(x)y - 2iT(y)x +

+ 27(y)y = -N(x)e + N(yle + ixy + iyx - 2iT(x)y - 2iT(y)x =

]

= -a?e - N(a)e +‘ﬁ2e + N(b)e -~ 2ixfe + i(ab + ba) =
= -[(s¢ + ip)° + 8a,a) - §(b,b) + 2i8(a,b)]e . (%)

To je ze dovolj za trditev, da je H#° kvadratna algebra. Cd
tod sledi tudi linearnost razSiritve funkcionala T.
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Predpostavimo veljavnost (1,25) v H;C:

X,¥,u,v € ¢ %Sc(x + iy,u + iv) =

- SR i@ e - (s G 0] -
= 3T (x + @S+ V) ¢ (e G - i) -

= -:é-['t’(}cuK) + ‘Z’(u_xK)] + %[‘t‘(yuK) % ’r(uyK)J +

+ %[T_(XVK) e ()] - %[’c(yvy‘ + Pvy)] -

S(x,u) + i8(y,u) + i8(x,v) - My,v) .

Iz enadbe (*) tedaj sledi:

1

N,(z) = (e + ip)° + &(a + ib,a + ib) = &(z,2) . O
£2,8]r PRIMERI. Kvadratne algebre najnizjih dimenzij.
(a)aimd=1. X =4} -x°. R=K,

(b) dim¥ =2 . % Ka ,a#0, axa =0.

o

]

o
.|l e a §| e a G a
e a e 1 0 e g 0]

a a -2e a 0 A a 0 -

Nixe + pa) = o + Ap°

WeH, =2 =0 (K=-0C)
A=z0 (k=R)!

e -{le=k-R & r>0.
(¢c) dimd#=3 . K ﬂ(aekb,aﬁo,b%o.

1]

0
e a b by e a b
e a b e 1 O 0
a| a - 1le+£a a | 0 A (Xl+&1)/2
b b Me-ta - M. e b 0 ('Al+fl)/2 &
G e a b
el 1 0 O ol WL L
5 0o - A a 9, Ea
A b| -ea ©
b [0 & -4

Nie +pa +¥1) = o + Sx + you - YN, + f)

g.{_":[o} = KkK-R =« 10>O & 4}\02‘4.03"(11 *("1)2’
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?(-cho# Xo =Cu'o=ll+‘ulzo (k-C)
2
Ao &0 i B0 5 84,0 & Qg + fq)
(K-R) .0
LE,C)] TRDITEV. Naj bo H kvadratna algebra nad k v Osborno-
vem paru (?C,?CO). Tedaj velja za VYx e H , ‘J'a(,)},a',c? €

e [C, vne N :

.I‘I([o(e - fsto[a’e + Sx])
I(ace +px).(ye +8x)|

Nlxe + px)N(ye +&x) , (2,9)
|xe +{5xl.fa‘e +dx]| , (2,10)

[}

N(x®) = N(x) , (2,433

= = IxI® . (2,12

Posledica: ;Llim ]xn,l/n - inf’xn,l/n = Pl (2,13)
 dad n

Dokaz. Vzemimo najprej x € 3(0.

N([oce +,&x].[3’e + Sx]) = N([-ey -f,é‘N(x)]e - [m’ + d-c?]x) =
- [y - pSH(x)]° + [pd + «8]°0(x) =

= o?y? + pPAN(x)2 + PPYN(x) + aC¥N(x) =

(2 + PN(x)) (P2 + §2N(x)) = Nxe + px)N(ye + &x) .

Pa naj bo Se: x =¢ge +y , £ €l y Y €3, -

N([«e + px].[ye + &8x]) = N([(« + pele + py].[(y + f€)e +
+8y])]) = N((x + pele + py)N((y + 8€)e +8y) =

= N(xe + px)N(ye +8x) .

Ce sedaj v (2,9) postavimo na obeh straneh absolutno vred-
nost in korenimo, dobimo Se identiteto (2,10).

Za preveritev (2,11) najprej dokaZemo s popolno in-
dukeijo:
xn=%e + X Vyx e M , fne NI .

Potem pa Se enkrat uporabimo popolno indukecijo:

N(xP*) = N(xPax) = NGxD)N(x) = N(x)PN(x) = N(x)?*T .

(2,12) takoj sledi iz (2,11). 0O

[2,10] TRDITEV. Naj bo H* kvadratna algebra nad K v Osbor-
novem paru (9{,3(0). Tedaj velja za VYo € K , Y2 €

GQ(O,VneN
Nke +a) =0 & n#£l1l =
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= (e + a)? = (20" L(we + a) ; (2,14)
Nexe + a) #0 & N(a) = 0 =»

=> (e + a)? = o Llxe + na) ; (2,15)
Nxe + 2a) #0 & N(a) £#0 =»

= (xe + a)? = (m)n(e.cos(njﬂ) +

- =sin(ne¢)) , (2,16)

VYN(a)

kjer je: cosg = YN(xe + a) , sincf = 'ﬁl(a);’*/l‘.‘(oce + a).

VN(xe + a) in YN(a) imata v vseh izrazih fiksna smerna kota

oziroma, v realnem primeru, fiksna predznaka.

Dokaz. Dokaz poteka v vseh treh primerih s popolno indukci-
jo, le v pr_imeru (2,16) moramo najprej preveriti, de je za
K = R dobljeni izraz sploh realen, kar pa z upoitevanijenm
kompleksne izraZave funkcij sin in cos ni prav nié teZko.

[2,11] TRDITEV. Naj bo # kvadratna algebra v Osbornovem pa-
ru (¢, 3'(.0) nad K. llaslednje izjave so za x € #
ekvivalentne:

(a) x° =0 3
(b) x je nilpotenten element;

(c)xéyf,onaf.o .

Dokaz. (a) =» (b). 0O¢itno!
(b) =» (c¢). Uporabimo trditev [2,10]. Zelo lahko je videti,
da je samo potenca v (2,14) lahko enaka O in sicer za o = O.

To pa %e da izjavo (c).
(¢) => (a). xe M 0K’ = 2(x) = l(x) =0 =

= x° = 0 po enadébi (2,1). O

[?,12] TRDITEV. Naj bo X xvadratna algebra v Osbornovem pa-
ru (B‘\‘.,?CO) nad I in P £ # nek ideal. Tedaj je
Pe O,

Dokaz. x € ¥ => x.xK = xK.x e P ,» Pa naj bo P 1levi ali

desni ideal. Po enadébi (2,7) je torej: N(x)e € i
nam da: N(x) = 0 . OJ

, kar pa

[?_,l?’J TRDITEV. Naj bo H kvadratna algebra v Osbornovem na-
™u ('JC,E‘CO) nad k. Naslednji iz javi sta ekvivalentni:
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(a) Lksistira netrivialen idempotent;

(b) K° &N, .

Ti dve trditvi implicirata Se izjave:

(A) Vsi idempotenti so v 3€° (netrivialni seveda);

(B) Ce je q poljuben element v 3(0 z lastnostjo
N(q) = -1 , sta p = (1/2)(e + q) in p° idem-
potentaj

+ (C) Vsi netrivialni idempotenti so takSnega tipa;

(D)p-pK=pK-p=0; p+ph=e; p—pK=q;(2.l?)

G(p,p) = 6(p~,pr) = 8§(p,pt) = 1/2 ; (2,18)
e(p,p%) = 6(p%,p) = 8(p,p) = SCPK, =
= N(p) = N(pK) = |pl = 'pKl =0 . (2,19)

Dokaz. (a) => (b). Naj bo xe +q , xeK , q € H, » ne-
trivialen idempotent. ‘e + 2xq - N(g)e = e + q => -
= o« =1/2 & N(q) = -1/4 => Nlxe + q) = & + N(g) = 0 =>
o
= X° £,
(b) = (a). a(.Gk -{o} ,qe K, Nxe +q) =0 =>
= N(q) = o = [ =(e + —q)]2 = %(e +°%q) .
Iz prvega dela dokaza sledijo Se vse ostale trditve. O
[2,14] TRDITEV. Naj bo H kvadratna algebra v Osbornovem pa-
ru (9£,F€0) nad I in naj bo brez pravih deljiteljev
nica.
(a) za K=C je HX = Ce .
(b) Za &K = R ima M naslednji karakteristiéni last-
nosti:

(A) & je skalarni produkt,
(B) za poljubna linearno neodvisna a,b € ?&b Jje

tudi trojica a,b,axb linearno neodvisna.
pé je torej poseben primer algebre iz trditve [1,5].

Dokaz. (a) Naj bo a € ?C

(Vs(a,a) e + a).(yYs(a,a) e - a) =

Zato: a = 0 in dimd = .

(b) Iz prvega dela dokaza takoj sledi: G(a,a) <0 ,

Va € ?{.0 - {0} . Ker pa je -6(a,a) = &(a,a) = l(a) > 0 ,
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je po trditvah [1,2] in [1,5] forma &(.,.) skalarni produkt.
Recimo, da je: axb = Aa + Mb 2za neka a,b € 3{'.0 - {U‘k in

" )
Aopr € R . Ce je e(a,b) # apmo ali c(a,a) # [‘-‘ , Je:

(t-.e - a).([;\c(a,a) + &G(a,b)]e + [.‘l.da.+ G'(a,b)]a e
+ [@2 - G(a,a)]b) = 0 , kar je v nasprotju s predpostavko.

Ce pa je 6(a,b) = -2 in o(a,a) =CA-2 , Je:
(Jae —'a).([l.-r(_u_]e +a-D>b) =0, kar pa pomeni, da sta a in
b v tem primeru kolinearna.

Sedaj pa vzemimo, da algebra & izpolnjuje pogoja
(A) in (B) in naj eksistirajo a,b € a‘{o in e R , da
je oe +a #0 , fe +b £ 0, pa je vseeno
0 = (xe +'a).(j}e +Db) = «fie + pa +«b + G(a,b)e + axb .
To je mozno le, ¢e sta a in b linearno odvisna, na primer
b =22, A& R . Smiselno je vzeti A # 0 .
0 = afe + pa + xda - A&8(a,a)e .
p+oad=0, £ - A8(a,a) = 0 .
Iz prve enacbe izradunajmo /5, ga vstavimo v drugo enacbo in

krajsajmo z =X, pa dobimo protislovno zahtevo
o” + 8a,a) =0 . O

To je delen odgovor na Osbornovo vprasanje ([26]),
ali se da vsaka antikomutativna algebra z lastnostjo (B)
vloziti v neko kvadratno algebro z deljenjem.
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%. BANACHOVE ALGEBRE

Najprej bomo z lemo [3,1] pokazali, da je definici-
ja Banachove algebre lahko ravno taka kot v asociativnem
primeru. Zatem bomo uvedli strukturo Banachove algebre Se
v Osbornov par; tako da zahtevamo zaortost druge komponente
tega ﬁéra, pri cemer se izkaZe, da sta obe algebri Banacho-
vi. Odlikovali pa bomo tiste norme, ki so algebrske za obe
algebri para in v kateri je sled para - kot bomo pozneje vi-
deli - neko stanje. Posebej velja opozoriti na trditev [3,8],
v kateri pokazZemo metodo doloditve norme, ki je hkrati al-
gebrska in 5e norma enote 1, pri cemer ta metoda ni odvisna
od ésociativnosti (in celo ne od polnosti, kar ugotovimo pri
pozornem branju dokaza), v nasprotju s klasiénim Gelfandovim
nadinom. V trditvi [3%,10] tudi na preprost nadin dolo&imo
algebrsko normo, pri kateri je sfera, ki vsebuje enoto, v le-
-tej gladka. V nadaljnjih trditvah bomo Se ocenili funkcio-
nale, ki izvirajo iz Osbornovega para, in povedalil nekaj dej-
stev o kompleksifikaciji.

V tem in v naslednjem poglavju se bomo drzali dogovo-
ra, da bomo oznacevali produkt v poljubni algebri s krozcemn
o, znaka . in X pa bomo rezervirali za produkta v algebrah,
ki lahko tvorita Osbornov par.

Naj bo # algebra nad K z multiplikacijo
o: A xH — H.

Levi in desni kanonski operatorji: x ¢ ¢ =

Ly =Xy & Ry =yex , Vye H . (3:1)

Kanonski operatorji so linearni. Velja Se:

L =AL, , L =T # L. 3
AX X X+y X ¥ }Vlek, Vx,ye;‘C. (3,2)
RZ.X = A,Rx ] Rx+y = Rx - Ry ¥
Fleksibilne algebre: LR = R1IL_, Vx e H . (3,5
Poseben primer, alternativne algebre:

2 _ 2 Z 400
b= ly o Bop=xB;, Tre o (3,4)

e poseben primer, asociativne algebre:

_ ; - ;i %
Loy = Ixly o Byop = BBy s Vx,y € H. (3,5)

!
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L5,l] LEMA. Naj bo H algebra nad K = multiplikacijo e in
obenem Banachov prostor z normo l.ll. Naslednje izjave

so ekvivalentne:
(a) Multiplikacija e je zvezna.
(b) AM >0 : lIxeyll 2 Mixb. .Uyl , ¥x,yeHd . (3,6)
(¢c) Eksistira prvotni normi ekvivalentna norma ""1’
za katero velja:
Ixeyll; = UxlMvly , ¥x,y e R . (3,7

(d) Multiplikacija e je lodeno zvezna:
¥xe X ,Ja(x) >0 : lIIxoyll & «(x)lIyl , Yye £ , &
& Vxe H ,Ip(x) >0 : [yox & pGOIyl , Yye ¥ .

(e) Vsi kanonski operatorji so omejeni.

Dokaz. Ekvivalenco (a) <> (b) dobimo v [15], 103,104,

(¢) = (b). I0,N >0 : nlxll £lxl; £ Nxll , vx e H
Ixoyll £ Zhxeylly £ Zhxllylyll, £ (W2/m)pxh. Nyl .
(d) => (e). "ny" £ x(Glyl , Vye ¥ =» L_ je omejen.

Analogno za Rxl
(e) = (a). e«(x) =L N, p(x) = BRxH ;

(b) =» (d). «x(x) = p(x) = Mix] .
(d) => (b). Naj bo 5,(0) = fzeH ; Uzl =1}.
Ixoyll = HRyxﬂéﬁ(x) » ¥y € 5,(0) .

DruZina omejenih linearnih operatorjev -{Ry A - Sl(O)}
je zato enakomerno omejena in Banach - Steinhausov izrek
pravi: I M >0 : "Ry" <M, ¥ye 5,(0) .

Sledi: |l Ry Il £mMiIxll , Y xeHd , ¥y € s,(0) .

ﬁ-%Tax,yJJ - I xo—=—yll £ Mlixll , Vx e , Yy e H - {0} ,

hyn
od koder pa dobimo (b) po mnoZenju z Uyl . [

Opomba. Implikacija (d4) = (b) , ki smo jo tukaj
dokazali po Rickartu ([28]), se obidajno pokaZe s klasiénim
Gelfandovim dokazom, katerega ideja je v tem, da uvedemo
novo normo Mxlll = "Lxﬂ . Pri asociativnih algebrah ina ta

sicer precej daljsi dokaz to prednost, da pokaZe hkratno
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veljavnost dveh formul: llxeyll € Nixl.Myll in Mell = 1 (ker
velja (3,5) in je R_ = L_ = I za morebitno enoto). Mi bo-

o B
mo morali konstruirati taksno normo drugace.

[3,2] DEFINICIJA. Vektorski prostor # nad K je Banachova
(oz. Hilbertova) algebra, &e je:
(a) ¥ je Banachov (oz. Hilbertov) prostor,

(b) & jé algebra,
"{c¢) multiplikacija je zvezna v dani topologiji.

Iz prejsSnje leme vemo, da za normo ll.ll Banachove
algebre ¢ velja (3,6) in da lahko uvedemo novo normo
Hx"l = Mlixll , da velja (3,7) (e gre za Hilbertovo algebro,
potem prvotni skalarni produkt <.,.”> nadomestimo z novim:
<x,y>l = Ma<k,y>). Vsako normo, za katero velja (3,7), ime-
nujemo algebrska norma.

[3,3) LEMA. Naj bo H Banachova algebra z normo N.l, ki na

bo algebrska.
(a) Mnozici {x eXd ; 3 L;l} in {x ed: 3 H;l} sta

odprti. _
I = = “Xa " < .

(o) lh = IRl i?g#o ﬁ?ﬁf%fﬂ <1 (3,8)
Ixoyll £ UIRN.MxN. .Uyl , Vx,y € . (3,9)
"Lx” =<l , NR N £ Uxll , ¥x ¢ *. (3,10)
Ce za nek x eksistirata L;l in R;l s Je:

-1p-1 -1p-1
WL 17" = ML 0, NRNT £ IR N . (3,11)

(c) Ce eksistira enota e, je:
lell =1 , 1/nel €L = IR 1 , (5512)
Ixi/nel = AL I £ yxif , IxU/pel £ IR N £ <!l , (3,13)
¥=*® e M.
¢e eksistirata L;l in R;l, je:

LMt = i /men , 0= € nxi/lel . (5,14)

(d) Ce eksistira enota e in je Mell = 1 , je:

Iz Il = llnxll =0xll , vx ¢ ¢ . (3,15)

Dokaz. Dokazimo le trditev (a), ker so druge bolj ali man]

trivialne. Naj eksistira L;l. V mnoZici B(F) omejenih ope-

ratorjev nad # eksistira odprta krogla s polmerom € okoli
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Lx‘ v kateri so vsi operatorji obrnljivi (ker je mnoZica
invertibilnih elementov v "R(H.) odprta).
Naj bo 2z €d poljuben element s nogojem lzll < €.,

o, -o  H=0c fl£lzl<e = 3177 . 0O

Xk X+2Z

Lﬁiﬂj DEIINICIJA. (a) Banach - Osbornov par je Osbornov par

_ (95,360j, v katerem je @€ Banachova algebra in ?Cc za-
prt podprostor. Normo .l v 9€, ki je algebrska za al-
gebri HK in 3‘3 hkrati in za katero velja:
le + all 2 lel za vsak a e 9{,0

bomo imenovali Banach - Osbornova norma tega para.

(b) Hilbert - Osbornov par je Banach - Osbornov par
(#,% ), v katerem je # Hilbertova algebra. Banach -
- Osbornovo normo v #, ki izhaja iz skalarnega pro-

dukta, bomo imenovali Hilbert - Osbornova norma tega

para.
Uporabljali bomo naslednje okrajsave: BO-par, HO-par, BO-
-norma, HO-norma.

[3,5] TRDITEV. Naj bo € Banachova (oz. Hilbertova) algebra
z enoto e. TedaJ eksistira omejen linearen funkcional

T z lastnostjo T(e) =1, da je za Ker T = 3{0 par
(?C,?C.O) BO-par (oz. HO-par).

Dokaz. Naj bo & Banachova algebra z enoto e. Definirajmo:
T(Ae) = A . T je omejen linearen funkcional in po Hahn -
- Banachovem izreku ga lahko razSirimo na cel prostor ¥ .
Ker T = '360 je zaprta hiperravnina. Po enadbah (1,1) in
(1,2) konstruiramo Osbornov par, pa je trditev dokazana. O

[3,6 LEMA. Naj bo ¥ Banachov prostor z normo .l nad Kk
in 3{.0 zaprta hiperravnina, tako da je & = Ke 9 Jf,
za nek e € # - 7{0 . Naj bo p(x ,p) norma v R,
lastnostjo:
p(,p) = p(l=l, 1) , ¥ix,p) € R® .
Tedaj je [llxe + all) = p(lxl,0al) za ek, a e

norma v 2, ekvivalentna prvotni normi I.].

Dokaz. Denimo, da eksistirajo Stiri Stevila oc,y,}.,&, za Ka=-

tere je: O &« £y, 0 €&, p,p) > p(y.&).
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= lg za nek A€ [0,1] ; ﬁ:ca.s za nek 5'6[0,1]
(“ss) = d +l(81&) + k.
(o) = 2L, ) —ﬁcx -9 .

p(«,8) £ +’~pc3,3> .
£ ——ﬁpu 3 s 2 =ela, -3) v pilae Y

p(_z'!s) = p(yqs) < p(“‘{'rfs) é

To protlslov.]e kaZe, da iz O£« 2y , 0= 28 lahko
sklepamo: p(x,5) £ p( ) »
Pokazimo seda.j, da je . ll res norma! Naj bo «,B,A€
e K, a,be Ev"t';
l!oce+a"p O=)l°d=lall=0=§°¢e+a=0.
Il Mece + .a)l!p = p(IAl Il IX]Nall) = IXI p(lxl,lal) =
= X, llxe + all,
(e + a) + (pe + b)ﬂp = p(le+pl,la + bll) &
2 p(lal +1pl yllall + Ibl) £ pClxiyfall) + pCIpL,IvI) =
= llxe + aﬂp + e + b"p

Vse norme v R2 so ekvivalentne. Tore]j eksistirata
pozitivni Stevili € in &, da je: Ep(a(,/b) £ |xl + Ipl £
s Sp(<,p) , V,p) € R? .
lee + all & Ji.llell + Hall 2 (1 + llell)( leel + Nall) £
£38(1 « llel)p(locl,llal) za <xe kK, a € &

Definirajmo Se: P(xe + a) =xe , Yxe K |, Va € 7, -
Q =I-P . Ker sta Ke in % zaprta podprostora, sta P in
Q omejena operatorja: .
IlP(<xe + a)lf l<| llell € UPN.Ne + al ,
Qe + a)ll = llall£ NQN.lxe + all , Y e IC , Va € 3‘(.0
locl + llall = (IP0/Nell + NG Ixe + all . .
lce + all 2 1/(0PU/Yell + NQI)(lx! + pall) =

Zc(pl/fen + 01QM) LpCleet at) . O

[é,'Zl TRDITEV. Naj bo 7{0 Banachova (oz. Hilbertova) algebra
s produktom (a,b) —> axb , e ¢ ?Co ni &(.,.) Jje
zvezna bilinearna forma na ?C,O. Tedaj je ¥# = Ke @

o gﬂ, Banachova algebra za katerokoli normo iz leme
[3, 6_] (oz. Hilbertova za normo ([l + Jla 112)1/2

leme [3,6]) in za produkt (1,1). (?(’_,JCO) je potem
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BO-par (oz. HO-par).

Dokaz. ¥ je, kot je znano, res Banachov prostor. ZoZitev

norme p(lec!,llal) iz leme [3,6] na 'JQ,O

prvotni normi: p(O,lal) = Jalp(0,1) , zato je tudi v novi

je proporcionalna

normi 3{0 isti Banachov prostor in s tem zaprt v . Laj bo:
|G(a,b)| £ slall dbll , llaxbll € MBad.0bll , Ya,b € ¥, -

| (xe + a).(pe + o)l = p(fo(p + G(a,b)] ,l«b + pa + axbll) &
£ p(1p + 6(a,0)],0) + p(Oylad + pa + axbl) =

= lefs + 6(a,b)| p(1,0) + ll«b + pa + axbllp(0,1) £

£ lel.Ipl p(1,0) + SHall.lollp(1,0) + lel.libllp(0,1) +

+ !ﬁf.ﬂalip(o,l) + Mlall.Iblip(0,1) £

< [lo(l(l + p(1,0)) + Hlall(l + p(0,1))(1 + M + S)].[ff:rf(l 7t
+ p(1,0)) +Mvll(L + p(0,1))(1 + M + 8)] =

= (Aleel + Blall)(ALpl + Blbvll) .

e + a ~» Al<l + Bfall pa je spet ena izmed norm iz leme
[3,6] in je zato ekvivalentna ostalim:

Alsel + Bllall £ Cllwe + aﬂp , Ve K, Va € 9('.0 .

Od tod pa sledi:

[(xe + a).(pe + b)"p — Cgllace 4 allpﬂpe + b"p . O

[3,8] TRDITEV. Naj bo (¥, ¥, ) BO-par nad K. Eksistira taka
BO-norma ||./| tega para, da je llel = 1 .

Dokaz. Naj bo N.ll j neka norma Banachovega prostora . Zanjo

tedaj velja: llx.yll, & plxl Iyl  , Vx,¥ € o<,

pri cemer je p > O . Postavimo: P = max{l,p} in uvedimo novo
normo: Ike + a"l = lxl + Pllall, , Yt € I, Va e R .

Po lemi [5,6] je ta norma ekvivalentna prvotni: I m,M > O ,
m"z"l = iz, = I‘-Ilzt'!l , Yz € ' .

Ux.vll, £ 20y, £ 20 v, , vx,7 € 3 .

m o ?

a,b € X = fla.blly = le(a,b)l + Plaxbll & SHall ol
= Qfall Ilbl, za Q = max{1,P/m} .

DokaZimo, da je llue + all = I=l + Qlall | iskana norma!
(a) Po lemi [5,6] Jje ta norma ekvivalentna prvotni.
(b) Naj bo x,p€ K , a,be @€ .
| (e + a).(j‘:e + bl = lo()% + G(a,b)] + Gled +pa + axb”oé-
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= Io(‘.l)B, + IG(a,b)' + (;;lﬂd.ﬂbﬂo + i;.ﬁ[/!.].]faﬂo +

B Q"axb"o = !od.lf.” + fodi{-ﬂb"o - ]ﬁ]igﬂa"o +

+ Q(le(a,b)] + Pllaxbll ) &= lelIpl + ld ol +
slplliall + QZlal ol = (lel + QUal )CIpl + @livl ) =
= lee + all.lpe + vl

in nova norma je v algebri # algebrska.

(e¢) llaxbl = Qﬂaxb"o £ |le(a,b)l + Qﬂaxb"o = lla.bll £
& pall .Ul , Va,b € K_
in nova norma je tudi v algebri 960 algebrska.

(d)l(e+al|=1+Qﬂano_§_'-l=leﬂ,Vaeko. O

[2,9] KOROLAR. Naj bo (¥ ,#€_) BO-par nad K. Tedaj je tudi
#, Banachova algebra (v inducirani strukturi Banac-

hovega prostora).

* [3,10] TRDITEV. Naj bo (#,%,) BO-par nad K . Eksistira
taka BO-norma K.l, da je za vsak x € #& funkcija

. Pe(p) = le + pxll (iz R v R) pri p = 0 odvedljiva.

! Dokaz. Naj bo ll.ll j neka norma Banachovega prostora #. Uve-

dimo novo normo:

e + ally =1/ioc12 B Ilaﬂg , Ywe bC , va € ?{,o :

Po lemi [5,6] je ta norma ekvivalentna prvotni. Zato zanjo
velja: ﬂx.yll = Mlxﬂlﬂyll , Y, 7 €€ , (laxb"l =

£ mllal, 0ol (upoitevaje korolar [3,9]).

Ce je N = max{m,M} , naj bo iskana norma liz[l = N"Z"l .
(a) Tudi ta norma Jje oCitno ekvivalentna s prvotno.

(b) lIx.yll = Nﬂx.y"l = Mﬂﬂxﬂlﬂyﬂl £ Nzﬂxﬂlﬂyﬂl = Ixlh Myl ,

Vx,y € H .
(c) Naxbll = Nlaxbll, & niillall Iol, £ N°Qal dol, = Nal.lol |

Ya,b e?ﬁo.
(@) e + all = NV1 + lallZ 2 N = Nell , Va ¢ 2, -

Torej je l.l res BO-norma.

Pa naj bo x = xXe + a , otek,a C—;leo,in
peR - {0} .
(e + place + )l = el /s = (WYL + <pl? + p70al] - W) p —>
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—> N.Rew¢ (za /'5—»0) « B

[3,11] TRDITEV. Za HO-par (3, ¥, ) nad K veljajo naslednje

(b)

(c)

iz jave:
(a) Eksistira HO-norma.
(b) Za vsako HO-normo velja:

e, + all = ViaPllel® + fal? (3,16)
Ve K , Ya € 3C .

Za ustrezen skalarni produkt <.,.7 velja, da je
3(_0 ortogonal enote e in je:

T(x) = <x,ed>/<e,ed , ¥x € H . (3,17)
(¢) Za vsako HO-normo M.l je za vsak x ¢ # funkcija

?x(ﬁ) = lle +f$xl (ﬁGR) pri fA =0 odvedljiva:
%ﬁ"e + Px"/.’.=o = flellReT(x) = Tl—j—Re(x,e) : (3,18)

(d) H, Je spet Hilbertova algebra.

Dokaz. (a) Naj bo ﬂ.llo neka norma Hilbertovega prostora ¢,

ki jo generira skalarni produkt <.,.> . Ker je ¥ tudi
Hilbertov prostor, je forma <xe + a,8e t b>l = B +

+ <a,b>0 za -4,15 ek , a,pe ?{_ spet skalarni produkt.
njegova norma lle + all & (sl Haﬂg)l/g
lentna prvotni in, ce jo pomnozimo z dovolj veliko kon-
stanto N, dobimo novo normo 0.l , ki je BO-norma, kot smo
videli v dokazu trditve [3,10]. Je pa tudi HO-norma, ker
jo generira skalarni produkt <x,y> = 2<x,y>l 5

Naj bo sedaj ll.ll neka HO-norma HO—para (¢, H, )s

e + all® & lel® , Va e & _

Naj bo L €K .

Ke + Aa,e +a> = lel® + [AZ[al® + 2Re(a<a,ed) Z flell .
Recimo, da je <a,e> # 0 , in vzemimo:

A= =lAl<e,ad/I<a,e>| .

Il.l"‘)ﬂaﬂ2 - 2IlAl.l<a,e>| =2 O , oziroma za A # O :

2l<a,e>l £ IAl.lall® .
Ker pa sme biti IA[ poljubno majhen, je nujno La,ey = 0

Jje ekviva-

in }CO je ortogonal elementa e.

Naj bo |xll =]/<x,x7 sploh poljubna Hilbertova norma.

le +pxll - lel _ <o +px,e + px> = llell’
P fllle +pxil + lell)
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— mﬂe{x,e} za fp—>0 .,
(d) Sledi nevosredno iz (a). O
Li,l?] KOROLAR. Naj bo H Banachova algebra z enoto e nad
K. Veljajo naslednje izjave:
(a) V H eksistira algebrska norma [ll.ll, za katero je

"e" = }. -
(b) V # eksistira algebrska norma ll.ll, za katero je

za vsak x € ¥ funkcija @ (B) = lle +pxll (peR)
pri A = 0 odvedljiva.

(c) Ce je H Hilbertova algebra, je sploh v vsaki nor-
mi, generirani s skalarnim produktom, ta funkcija
i'x(/s) odvedljiva pri B = 0 in velja:

d 1
aﬁ”e +p X"}&=0 = Wﬁe¢’8> "

Dokaz. Trditvi (a) in (b) sta posledici trditev [3,5],[?:,8_-]

in [5,10]. Trditev (c) pa sledi iz dokaza trditve [5,11]. (|

Takoj se nam zastavi vprasanje, ali eksistira v Ba-
nachovi algebri taka algebrska norma l[.ll, da je llell = 1 in
hkrati da za vsak x € & eksistira %-»He iﬁxll)‘s:o v re-

B

alnem smisluj; v posebnem, ali eksistira v Hilbertovi algebri
taka algebrska norma ll.ll, generirana s skalarnim produktom,
da je llell = 1 . Odgovor je nikalen! V tem delu bomo pokaza-
li, da se to zgodi le v zelo specialnih algebrah.

[%,13] TRDITEV. Naj bo (#,¥# ) BO-par in l.l neka BO-norna

na njem. Tedaj velja: _
e + all Z [l el 2 lx] , Vo€ K , Va € H,. (3,20)

Izl = 1/llel £ 1 . (3,21)
ls(x,)] & gaplx.yll £ pZphxldyl | Vx5 e . (3,22)
ﬂxg/fv £ (151 £ 30x) , vx e K } ¢33
el = fall , Ya € K .

[8Ge, )l & pll g™, v,y e K (3,24)

18x, ) 2 2==Nellyn st , v,veH
llell~ .

[§(x,a)] & ﬁl;:ﬂ.ﬂ:;l{ L YxeH , vue M

O
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INGx)| = E—ﬁ%ﬂnxu? , YxeH ;
el
(3,26)
In(a)l & =5lal® , Va ede . }

x| é'V2 + el [1xfl , Vx € K ;
DR (3,27)
2
[al] € lall el , Ya € '3-(;0 .
Dokaz. llTh= sup l;ﬁ:e++am)l = sup E;éﬁ%LEﬁ-, pri Cemer

gre supremum po vseh elementih «e + a ¥ 0 , « € K ’
a € J(O .
1 a"-l

Izl = sup lle + = = (inf Jle + vl)™Y = 1/nell .
«#0 fet beH,

loCx, )| = Iz(x.3)| £ Ieldx.zl .
1xEN = I2e(x)e - xll £ 20l 0xl. el + [[xl = 30xl ,

uposStevaje izpeljavo enadbe (1,15).
Ixt = HCEEn € 30551 .
(3,24) dobimo iz (1,25).

Z upoStevanjem xK = 27(x)e - x izpeljemo:
§(x,¥) = 22(x)%(y) - 3Ux.y + y.x) , Vx,y € K . (3,28)

|8(x, 7)) £ 2lex)|.e(y)] + %lt(x.y)l - %l't(y.}:)! =

& . .2 1
="e—"2""X"-"yﬂ + "e"ﬂx".ﬂy" .

Ostale formule sledijo iz (3,24) in (3,25). O
Ocene (3,23) v splosnem ni mogole izboljSati, kar
kaze naslednji primer.

[3,14] PRIMER. Naj bo K =R in dim# = 2 oziroma
H = Reo Ra . '
lcl + Ipl za xp=0 ,
llce + a"l = | o | za O0< f/« <2 ,
Ipl - lxl za 2% pB/< .
Da je to res norma, vidimo, ¢e nariSemo ustrezno enotno
kroglo, ki je paralelogram in zato konveksna, uravnovesena,

absorbirajoca in omejena mnozica:
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Zaradi koncne dimenzionalnosti prostora velja:
Ix.yl, £ I’lﬂx{ll"yﬂl , ¥ x,y e ¥ ;
xaxpall; = nidall fuall, , ¥a,m € R .

Ce je P = max{m,M} , je JIxl = P"xﬂl algebrska norma v
2 in ?{0 =Ra .

P(1 -XA) za X220 |,
le + 2all =4 P za O0< A<2 ,
P(A-1) za 2£ A ,

zato je lle + xall 2P = Jlell , VA e R .
Norma [I.ll je torej res BO-norma.
le + 2all = P 3 [li(e + Ea)K” =3 . 0O

[3,15] TRDITEV. Naj bo (¥,H, ) HO-par in .l neka HO-norma.
Poleg formul iz trditve [3,15] veljajo Se naslednje:

lxe + all 2 lall , Y e K , Ya € ®, - (3,29)
IS0 = Ixl , ¥x e 3 . _ (3,30)
[8Gx, 7)1 & gephxl-Iyll , ¥,y e % . (3,51)
NG| = IxI° & Hxﬂe/ﬁeu , ' x e & . . (3,3%2)

Dokaz. (3,29) dobimo iz (3,16). Iz iste enadbe dobimo Se:

e + &)X0 = YIel®pen® + -al® = Jce + all , Y€ b
Va € 3'(.0 .
(3,31) sledi iz (3,24). O

Iz izreka [5,15] sledi, da so funkcije ‘T:,G',S in
X —» X = zvVezne.

[3,16] TRDITEV. Naj bo (#,# ) BO-par. Velja:
(a) x —» N(x) in x — |x| sta zvezni funkeciji.
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(b) x — N(x) je po Fréchetu odvedljiva:
N‘(x) = 28(}{,-) - (5955)

(¢) H° je zaprta mnoZica.

Dokaz. i;ﬁyu-a-o F%W'N(x +y) - N(x) - 28(x,y)]| =

= 1im|[N(y)| /Nyl £ lim Pllyll = O , pri Cemer smo uposStevali

(1,21) in |N(Y)]| £ Pﬂ:;ﬂ2 v neki normi l.l Banachovega pro-
stora B, S tem je izjava (b) potrjena. Izjava (a) sledi od

tod, iz slednje pa Se izjava (c¢), saj je H° kot jedro funk-

cije N(x) zagotovo zaprta mnozica. [J

Kompleksifikacijo H° realne Banachove algebre
z normo ll.ll izvedemo natanko tako kot v asociativnem primeru
([28], 18 - 20):
Za x,y,u,v € ¥, «,p R je:
(x + iy) + (u +iv) = (x + u) + i(y + v) ;
(¢ + ip)(x + iy) = @@x = py) + i(px +&ky)
(x + iy)e(u + iv) = (xeu = yov) + i(Jou + xov) .
X c ¥ (v smislu naravne vloZitve x —s x + i0 ) .
M ima enoto natanko tedaj, ko jo ima H, in obe enoti sov-

padata.
V #°C eksistira taka norma "'"c (njena enotna kro-

gla je najmanjsa uravnoveSena konveksna mnozica v HE, ki

vsebuje enotno kroglo v &), da velja:

(a) max{ixi,Myl} € Ix + iyl £ 0=l + Uyl , Vx,y € 3 ;

(o) Ixll, = M=l , ¥x € F ;

(&) e je za to normo Banachova algebra natanko tedaj, ko
je & za prvotno normo Banachova algebra;

(d) X® je v topologiji norme "'"c Hilbertova algebra na-
tanko tedaj, ko je # v topologiji norme .l Hilberto-
va algebra,

(e) norma "‘"c je algebrska natanko tedaj, ko je taka tudi
.0

(f) llel = 1 %Ileﬂc = 1 (za enoto e, e le eksistira).

Ce na omenjeni nadin kompleksificiramo algebro H

BO-para (oz. HO-para) (?t,?to), je par (Ftp,atg) spet

BO-par (o0z. HO-par); funkcionali =,6,8,N,[.] se pri tem

v . i 154 . W i v . A F
razsirijo na algebro M~ na obicajen nadin (torej Jje:
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(?Co)c E’(?CC)O ). Norma fl.l v # je za par (JL,7{O} BO-
-norma natanko tedaj, ko je tudi ”'"c BO-norma za par
(7{0,3Cg): le + (a + ib)"c & max{ﬂe + uﬂ,ﬂbﬂl & lle + aff 2
2 llel , ¥(a + ib) € K

Pripomba! Glede tocke (d) velja pripomniti, da Ze
je .l v } norma, porojena iz skalarnega produkta, Se ni
nujno, da je taka tudi norma "'"c' K® je pa vseeno Hil-
bertova algebra, saj jo lahko opremimo z drugac¢no normo:
lIx + iyl = (Hxﬂ2 + ﬂy"2)1/2 , ¥ x,y e # . Tudi za to normo,
ki jo generira skalarni produkt, namre¢ veljata neenacbi (a),
pa je zato ekvivalentna normi I. H

Tudi odvedljivost fun501ae ¢ (p) = e +pxl pri
p= 0 (v realnem smislu!) se v kompleksifikaciji v sploSnem
ne podeduje na normi "‘"c' Protiprimer je hitro pri roki.
Vzemimo kvaternionsko algebro H z absolutno vrednostjo |.|
kot normo. [H je Hilbertova algebra za to normo, ki je al-
gebrska in za katero velja: |1l] = 1 . Kompleksifikacigja
(ki je Se vedno asociativna algebra), je Hilbertova algebra
v topologiji nove norme, ki je algebrska in za katero spet
velja: lllc =1 . Ce pa bi bila ta norma $e generirana s
skalarnim produktom ali vsaj funkcija ¢, (B) =|]_+-px|c
odvedljiva pri B = 0 , bi po Spatzu ([6], 56) prisli do ne-
pravilnega sklepa: M= C

Posledica: ée je Nl za par (#,%,) HO-norma, potem

H."c za par (3{0,3(3) to v splosnem ni.
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4, POTENCE

Najprej bomo definirali potence v Banachovi algebri
kot konveksne kombinacije razlic¢no asociiranih produktov e-
nakih elementov. Potem pa bomo definirali spektralni polmer
v dveh variantah - z po normi najvec¢jimi ali najmanjsimi po-
tencami - in pokazali nekaJ njunih lastnosti. S5ledili bosta
Se dve temi: o odvodih potenc in o levih in desnih inverzih
v bliZini enote.

V tem razdelku naj bo M Banachova algebra nad [ !

z multiplikacijo e in 2z algebrsko normo H.ll.

Cisfa n-ta potenca p"(x) elementa x € #& je pro-
dukt n faktorjev x v dolodenem zaporedju mnoZenj. Posebe]

definirajmo: pl(x) = X .
n-ta potenca P?(x) elementa x e # (n = 1,2,3,...) je kon-
veksna kombinacija ¢istih n-tih potenc:

PP(x) = App)(x) + Aopo(x) + wee + A e ypoeny(x)

s(n) ’
}é: A, =1, lk 2 0 2za vsak k od 1 do s(n) .
k=1

Ciste potence so seveda posebni primeri potenc.

Z s(n) smo oznadili Stevilo formalno razliénih &istih n-tih
potenc. Glede na to, da je vsaka Cista potenca produkt dveh
¢istih potenc niZje stopnje, velja enacba:

]
s(n) = E s(k)s(n - k) , s(1) =1 ., (4,1)
Tvorimo funkcijo u = Efi s(n)z™ , u(0) = 0 .
n=1

S kvadriranjem vrste u in z upostevanjem (4,1) dobimo (idejo
dolgujem T. Pisanskemu):

u2 =u=-2 oziroma u = 1/2 —fVl - 4z /2 .

Nato razvijemo u v Taylorjevo vrsto in s primerjavo ¢lenov

dobimo:

on-2 )

Pl(x) = X ;3 Pg(x) = x2 : P5(x) = 1x,x2 + (1 - l)xeox za

L]
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O £2A £1 3 P4(x) ima Ze 5 &lenov, itd.

Ker je norma v & algebrska, je HIpZ(x)ll £ IxI™ , iz desar

sledi:
Ie2GoOll & =™ (4,3)
za vsak x € 2 in za vsako potenco P-.

Za vsako potenco pR velja: PR(0) = 0 ; PR(e) = e
(e je e morebitna enota v ), za vsak x ¢ X in <€ K
pa se:
Plwx) = &"PT(x) . (4,4)
Ce sta P? in Pg dve n-ti potenci, je za vsak x e M 1in za
olq 4% Z 0 :

n n _ n \
o P1(x) + &,P5(x) = & +&,)P(x) , (445)
kjer Jje ph spet n-ta potenca. Zato je tudi vsaka konveksna

kombinacija n-tih potenc spet n-ta potenca.

Ce je algebra M potenénoasociativna, je PP(x) = x%

v obidajnem smislu.

[4,1] LEMA. Bodita P™ in P™ dve potenci v . Tedaj eksisti-
rajo take potence (oznadili jih bomo z. indeksom 1), da
za vsak x € X in vsak « € K - {0} velja:

PU(x)eP (%) = PI7R(x) (4,6)
PP Hx)) = PP0E) (4,7)
Ple + %) = ofe o 30 (21 KRG (4,8)

(¢e je e morebitna enota v H).

' Dokaz. Prvi dve enacbi sta oclitni. Prav tako je jasno, da
zadostuje, ¢e (4,8) dokaZemo le za disto potenco.

pPece + x) = upM(e + Fx) = opi(e + y) . (%)
DokaZimo (4,8) s popolno indukecijo! .

L Za vsak n eksistirata za dano potenco pn taki potenci pl in

p?t, da je:

p(z) = pi(z)opn"i(z) , Yz e H .

A L DI =
o Fle - e R B -

g=1 9 K
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=B+ZZ()( )2+k(y) (za J+k #0) .

Ce je ?ék,je: 1+§g_._'(k)c{ (l+'f;)n_

- vt ™t - iﬁ( et (za ek £ 0).

Zato je po uposStevanju (4,4) in (4,5):

- n —
pP(e ¥ Zx) = e+§(E)PE(%}c) =e + E G{l)o( B (x)
kar nam zaradi (%) Ze da (4,8). O

Z diamM oznadimo premer mnoZice M
diamM = sup{ux -yl ; x,yem} 5
[4,2] TRDITEV. Naj bo x e in nelN .

(a) MnozZica {Pn(x)j je konveksna kompaktna mnoZica.

(b) suplP(x)l = maxllp™()ll (4,9)
P p
(supremum gre po vseh n-tih potencah, maksimum pa

po vseh éistih n-tih potencah).

(c) diam{Pn(x)] £ Zmaxllpn(x)l < 20x0™ . (4,10)
P

Dokaz. (a) {Pn(x)} je konveksna ogrinjada koncno mnogo tock.

(b) Naj bo maxlp®GOll = [pg Gl
P

ﬂpo(x)ﬂ qul}en(x)ﬂ = sili"llpil(x) . | ls(n)pI;(n)(x)H

£ Sﬁi()‘ﬂ'pl(x)" +oees + AL (n)ﬂps(n)(XJﬂ) € [[p Gl .

113

(e) atan{p?o} = supllPiGx) - PECOI &

< sgp(llPIf(X)" + IPSOl) = 28;9”PH(X)H =

emaxlp™ GOl 2 2™ (po (4,3)) . O

P
[4,2] DEFINICIJA. Spodnji spektralni polmer elementa xé€ K :
gs(x) = llmlnf[lnf"Pn(x)"l/n] (4,11)

Il —3p =0

Zgornji spektralni polmer elementa x € H :
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fz(x) - limsup[suplll—‘n(x)!]l/n] 5 (4,12)
N —yoe -~ p

gs(x) = 0 & x je Sibko topoloSko nilpotenten.

gz(x) = 0 &> x Jje krepko topolosSko nilpotenten.

Ce je algebra K pgtenénoasociativna, dobimo:
_ 1 npl/n _ :
gs(x) - gz(x) = Ilijﬂuux I = ¢(x) (spektralni polmer v

obicajnem pomenu).
[4,4] LEMA. (8) O = ¢ (x) & g (x) = xll , Vx e H .
(b) ¢,(x) =0 = ¢ (x) =0.
(c) g (wx) = llg (x)

| Vx e H , Vu € K . (4,13)
$: (ax) = lekl g (x) ,
(d) ¢,(x) = %}_m’sgp[mgxﬂpn(ﬂ”l/n], Vx e . (4,14)

(e) IPH(x) = 0 =» ¢ (x) = 0 .

(f) x #0 & x° = x (nenidelni idempotent) =P

= ¢ (x) = f(x) =1.
Ce enota e eksistira, je: ¢ (e) =-¢,(e) =1 .

¢.(0) = ¢,(0) =0 .

Vse trditve v lemi so trivialne.

[4,5] TRDITEV. ¢ (x) = int igf"l—’n(x)”l/n] .
: : 1/n : ? n 1/n
=1 flp™ =1 £llp I =
nlﬂs.‘i?[lﬁ Ie2 (ol 2/2] nlﬂw[lfg ™ (x) J
< inf[sup'Pn(x)ﬂ l/nJ = liminf[supﬂPn(x)” l/n:, =
n B n—e= - P
£9,(x), Vxe I (4,15)
Dokaz. Dovolj bo,Ce pokazZemo enakost
M = inf[inflPPCOIY] = 1imsup[inslle®Gol Y/7].
n 02, n-—ve - P
Brez dvoma velja: M = 1imsup[infﬂl’n(x)ﬂl/n].
n—»ee - p
§>0 =>3InelN : igf"}’m(x)”l/m< M+ & .

neN#n=inm+jn, Oéjn<m.

z:li%-&a- Jn/n =0 = x]il—IE-o 1nm/n = 1 4
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igfﬂPn(x)Hl/n ‘-i%fnp (PB(x) Yo P R0l P <
im/n j
= ine [(IPPGONY/™ ™ e 200l /2 ] 4

im/n Jj./n
=M+ IxlT —M+8 (za n—pw ).
Ta radun je pravilen za jn £0 . 2a dp = O pa faktor
J‘ .
P %(x) kar spustimo in zakljudek ostane isti.
Torej je: limsup[ianPn(x)"l/nJ £M+ 8.
n—so - P

Ker pa je bil & poljubno pozitivno Ztevilo, je:

11msup[1nfﬂPn(x)"l/n] M. 0O
n —»oo
[4,6] TRDITEV. Za vsak x € ¥ , vsak k €Nl in vsako k-to

potenco Pk velja:

0. (0F £ ¢ (PK(x)) £ ¢ (PK(x)) % ¢ (0¥ . (4,16)

Dokaz. Oznad¢imo: Pk(x) =y . Py e {Pnk(x)} , zato je:
i nf P2 2 inrlP™¥ )l ph £ supllpk )
1§fll ol in IP™ 6ol si)lp" &2l o Ol

§(y) = lim [i%f."l’n(y)" 1/n] & lig _ [ii}fllpnk(x)"k.l/(nk)_]
= linm [iﬁf"Pm(x)"l/m]k 2 gs(x)k

§.(y] = }liﬂfap[s%plll’n(y)ﬂ 1/n] g
£ Limsup [sypfP™ Goll+ /(0] <

1/ka _ .fz(x)k' . O

11N

11 s PP (x)l
n{r_n_s’:ﬁ)[ 513" ol

[4,7] TRDITEV. p (x) € ¢(L.) , §.(x) £ g(R ) Ve e K. (4,17)

Dokaz. Vzemimo, da je x # O in dokaZimo samo prvo neenacbho,

dokaz druge je analogen.

o . n 1/n
(%) = %{Efzp[lgfﬂP €3]/ ] <

NI =

s limsup"x.(xo(xo...o(xo(xoxg))...

D=Ly /% & 3insup [IL2-Y 1/ (=2] (a2 /my 1/

= llmquan
Il —»oco

= tn [e@ ] DMy . O



Ce je x € ¥, naj bo A(x) najmanjsa zaprta podal-
gebra, ki vsebuje x. Seveda je tudi £ (x) sama zase Banacho-
va algebra. Brez teZav preverimo, da je #&(x) zaprtje podal-
gebre, ki jo generira Xx. Ce je podalgebra, ki jo generira xe
¢ X, asociativna, je, kot je znano, d(x) asociativna in

komutativna.

[4,8] TRDITEV. Naj bo x € . Naslednji izjavi sta ekviva-

lentni:
(a) g(x) = lIxll 5
(d) P2 = IxI™ za vsako potenco P® (in za vsak n).

Ce je za tak x in za isto normo #(x) enakomerno kon-
veksen prostor, je algebra #(x) asociativna in komu-

. tativna.
Dokaz. (a) => (b). NPR()I £ [IxI® - fs(x)n _é__-fs(l’n(x)) &

Z Il .
(0) = (a). g (x) = lim _ [iBf"Pn(x)"l/nJ = Ixll .

Pa naj velja (b) in d(x) naj bo enakomerno konvek-
sen prostor: Y¥Ye >0 , 38 > 0 :

Lt 3G = Il ™PRCO Nz € = 150 ™R} (x) + St R3O -
=1%51-4.

Toda ker zakljucek implikacije ni pravilen, tudi ne velja
predpostavka, zato:

"uxu-nPg(X) - "x"_nPg(X)” < € , oziroma

IP%(x) - PRGN < eUx™ , Ye>0 .

To pa je Ze dovolj za enakost obeh potenc in za asociativ-

nost algebre z generatorjem x. [

Za poznejsSo rabo si oglejmo odvode potenc. Zac¢nimo

S primerom Pa(x) = xgox S

lim —l—ﬂ(x + u)go(x +u) - XCox - [(uox)ox + (Xeu)ox +
u — o lull

- xeou]u =0 .
3 2
Zato: [DP (x)] (u) = (UeX)ox + (XeU)oX + X“ou .

%1_31’_0 ﬁuDl)B(x +v) - DPZ’(x) - [(.ox)ov + (coV)ex + (Xo.)oV +

+ (Vo.)ex + (XoV)o.]" = O
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sledi: [D(DP2(x))]Cu,v) = [D%P2(x)](u,v) = (uox)ov +
+ (UoV)ex + (Xou)eVv + (Veu)ex + (xXeV)ou + (Vex)su .
Analogno naprej izracunamo:
[02P2(x)] (u,v,w) = (Uov)ew + (uoW)eV + (Vewlow + (Vew)eu +
+ (Wew)oV + (WeV)eu ;

D*P3(x) = 0, itd.

Mislimo si sedaj potenco P™(x) kot multilinearen ope-
rator z n (enakimi!) argumenti: P™(x) = A(x,X,...,x) . Potem
brez tezav preverimo naslednje identitete:

[DPn(x)] (u) = iLA(x,x,...,u,...,x) (4,18)
i=

(v vsakem ¢lenu vsote je u na i-tem mestu);

[0%P2(x)] Cuyv) - f“f; jz;ﬁ:x(x,...,u,...,v..-.,x) (4,19)

(v vsakem ¢lenu vsote je u na i-tem mestu, v pa na j-tem me-
stu), in tako dalje do

[DnPn(x)](ul,ua,...,un) =}E:.ﬁ(uil,ui2,...,ui ) (4,20)
n

(vsota gre po vseh permutacijah u-jev).
D2*Kpl(x) = 0 (za k = 1,2,3,...) . (4,21)
Odvod [DkPn(x)](...) ima v sploSnem n!/(n-k)! &lenov.

Nekaj posebnih primerov! Oznadujmo: x(k) = (XyXyeeeyX)
(k-terica x-ov), x(l) = (x) «

DXpR(0) = 0 (za k # n) . (4,22)
[p%p(x)]u‘™) = n1P(u) , Vx e . : (4,23)
PGx + y) = PG » S Do)y ™) (4, 20)

(to je kar Taylorjeva vrsta za P%(x) ).
Ce eksistira enota e v H, je:

!
[DkPn(e)]u(k) - nE. .PIJ{-(U.) y
kjer so P%(u) neke dololene potence, P?(u) = PM(u) .
S pomo&jo (4,24) izradunamo P%(u + e) in P%(e + u)

ter s primerjanjem potenc dobimo (za k # O,n ):
! - - N
[DkPn(e)]u(k) = Tﬁ§ﬁTT[Dn kPn(u)]e(n k) . (4,25)

To je pravzaprav druga oblika trditve (4,8).
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Formule (4,22) - (4,25) se delno posploSijo z do-
datno definicijo D° = identiteta. Se elegantnejse postane-
jo trditve, e dodatno definiramo P%(x) = e , Yxe R , le
da je ta enacba nekoliko sporna.

Domenimo se za dve oznaki, ki bosta ponekod prece]
skrajsali pisanje:

n n-1 2
PL(x) = L x°= Xe(Xo(Xossoo(Xalxax™))ass))

PR(x) = BB 7Mx = ((ee((x%x)eX)eerox)ox)ex

v posebnem: Pr(x) = Pp(x) = x , Po(x) = PE(x) = x° .

Do konca razdelka predpostavimo eksistenco enote e

L L |

v 2.
Levi inverz elementa x € # je tak element le, da je
leex = e . Se desni inverz: x.x;l =e .
[4,9] TRDITEV. Naj bo lIxll < 1 v X.
[
-1
(e +x)t=e+ :/;',l(-l)npg(x) : (4,26)
(e + x);l = e + S ;(—l)nPf(x) ‘ ) (4,27)
n=
Element e + x nima drugih levih in desnih inverzov.
nell ; _ o Ixl < N TR
max\ger + o ¢ Mol - T nxﬂ} & i 4 Rl =
hxi
£ |lell + 1 - xl ° (s 8
Ce je [Jlell = 1, je:
-1 A -1 l =3 . -1
(1 + 1xID™" £ e + x) " £ (1 = pxp) (4,29)

Dokaz. Da sta to res inveza, dokazZemo kar z mnoZenjem. Pre-
veriti Jje treba le konvergenco:

lle - x + x° = ..l E llell = Cxl + 10 + ...) &
£ el x (Ixl + BxM® + o.0) = Hell + (1xU/CL - 0x0) .
Ker pa je llell € lle + xl.ll(e + x);{rﬂ oziroma

(e + x)li*ﬂ Z llell/lle + xIl Z llell/Cheh + Nxl)
velja tudi neenadba (4,28). (4,29) sledi od tod.
Vzemimo Se, da sta dva leva inverza:

Yole + x) = zo(e + x) = e =3 (y - z)e(e + x) = 0 =
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= ¥ -2 ==(y - 2)ex =2y -zl &lly - zl.lx] .

To pa je zaradi Jlxl € 1 mogode le pri y -2 =0 . 0O
Vrsti (4,26) in (4,27) sicer konvergirata na SirSem

obmocju. Ker je:

(e + x):l =e - (I + Rx)-lx 5 (4,30)

(e +x) P =e-(T+1)x, (4,31)

sta zadostna pogoja Ze g(Rx)-< 1 oziroma g(Lx)-( 1 s

Se en zadostni pogoj lahko dobimo:

F n,n 10 o n 1/n

- - 1 P = .

%13@3"( 1) PL,R(X)" nl_{lf;lﬂg[sgp" 7] g, (x)

Ce je torej f,(x) <1 , sta vrsti konvergentni.

14;}03 TRDITEV. Naj bo ¥ Hilbertova algebra s skalarnim
produktom < ,.» in ustrezno normo .l , ki naj bo
algebrska. Ce je za xeH : |<e x> > leljvuellé— L,

-1

eksistirata x;l in x,” .

Dokaz. (a) K=R . L&) = lle -xlI® = lell® - 2x<,xp +
* a?ﬂxﬂ2 . min E(x) = llell - <é,x)2/uxH2 za
o = <e,xy/Ixl° . “

() K=-C , x=o +ix, . &) = Jle - «xl? -

= llell® = [<e,3I /1x® + Uxl¥(x; - Rede,x>/IxI)" +

- HXH2¢£2 - Im<e,x>/lIIxN°)° .
g(x) doseZe minimum, ko sta zadnja dva &lena enaka O, to
je za « = <e,x7/ﬂx"2 3

Torej je v sploSnem:

minlle - «xl? - flo = €212 - 12 = [<oro 2x2 . (4,32)
inlle —ﬁ;;?- Ile €,X> X

[<eyx>| > IxiYlel? - 1 = el - [<e,xP12/1x1P ¢ 1 =>
= Jx€[K: lle ~axll <1 = (e - (e -—o(x));l’r =

= @), = Ix,, . O
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5. EEKSPONENTNE FUNKCIJE

Glede na to, da potenc nismo definirali enolicno,
je tudi eksponentnih funkcij zelo velikoj; kljub temu pa se
izkaze, da je njihovih slik pri istem argumentu le za kom-
paktno mnozicd. Prvih nekaj trditev v tem razdelku opise
lastnosti eksponentnih funkcij, ki seveda niso prida bogate,
razen pri funkcijah, ki sta sestavljeni samo iz potenc tipa
PE in Pg. Spodnja in zgornja ogrinjaca norm eksponentnih
funkcij sta dve skalarni funkciji E in F, ki podedujeta sko-
raj vse prvotne lastnosti, celo zveznost. Na koncu razdelka
definiramo Se logaritem in v okolici enote zagotovimo nje-
govo eksistenco z aplikacijo izreka o implicitnih funkcijah.

V tem razdelku naj bo € Banachova algebra z enoto e,
z multiplikacijo . in z algebrsko normo I.l nad [,

Definirajmo eksponentno funkcijo nad

Exp: x —» Exp(x) = e + Z;%Jpﬂcx) : (5,1)
L _.

kjer je ph sy n=1,2,3,... poljubno zaporedje potenc. Ra-
zumljivo je tedaj, da ima algebra, ki ni potencénoasociativna,
lahko Se zelo veliko razlicénih eksponentnih funkcij.

o0
Posebej oznadimo: ExpL(x) = e + Z%FPE(X) (5,2)
n=1""

in analogno Se Epr(x) .

I5,l] TRDITEV. Vsaka eksponentna vrsta 'Exp(x) konvergira za
vsak x € 2L in njena vrednost je zvezna funkcija argu-
menta x. Preslikava o —> Exp(xx) iz Kv#® je za
vsako eksponentno funkcijo in vsak x € # cela anali-

ticéna funkcija. Velja se:

IExpGOl £ llell + (explixll - 1) , ¥x € & ; (5,3)
Explxe) = exp«.e , Y € [ . (5,4)
Ce sta Exp; in Exp, poljubni eksponentni funkciji in
%, = 0 , eksistira natanko dolodena eksponentna

funkcija Exp, da je:

a(lExpl(x) + OCEExpg(x) = (ecl +062)Exp(x) , ¥ xe 2. (5,5)

® g
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==
<
DoXAZ: lexp )l  lell = IIE I——Pncx>ll S fell = Zi%.ruxun :
n=
iz Cesar sledi konvergenca vrste in (5,3).

lExp(x + y) - Exp()l = " > L[P%(x + ) - PRx )]”
£ Z%"Zl [Dkl’n(x)]y(k’" (po (4,24)).

"[D Pn(X)JLY(k)“ E '(n—l_ll;)—rlxﬂn_k"}'ﬂ , zato:

lExp(x + 3) - Exp(x) = Z f_'_: %‘ﬁ ,

J
Z"x"l Z—'ﬂ'— = explxll.(explyll - 1) .

l o 1. J-

To pa ze zado$ca za zveznost.
Ostale trditve so bolj ali manj trivialne. Tako re-

cimo sledi (5,5) neposredno iz (4,5). O

[5,2] TRDITEV. Naj bo Exp neka eksponentna funkcija in « g O.
Tedaj eksistira natanko dolocena eksponentna funkcija

Exp, , da je za vsak x e #:
Exp(e¢e + X) = exp« .Exp*(x) 4 ‘ (%556
Exp(x) = exp« .Exp (-xe + x) . (5472

Dokaz. (5,7) dobimo, &e v (5,6) nadomestimo x z Xx - xe .
DokaZimo zato le (5,6)! Uporabimo (4,8), pri demer se zave-
dajmo, da tipi potenc P}l[ zaradi (4,24) niso v nilemer odvi-
sni od x in o,

o0

o0 n n-k
, 1 n k
Bapce + ) = e + D _grefe + 2 0 () -
1

= exp¥.e + %‘-‘-[%,-r (x) + ZP5(x) + ?!-Pg(x) . ] "
; eé-_f-[%_rp;(x) GO ACON
el « 3pReo « dpdeo ¢ ] e e -
= expd.e + %;[pro(x) - e] § T—]!-[Expl(x) - e] % 538

Torej eksistira od « in x neodvisno zaporedje eksponentnih
funkei] Exp da je:

Exp(xe + x) = Z EXP (x) . (5,8)
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0d tod pa takoj sledi (5,6) iz (5,5) oziroma iz (4,5). O

L5,51 TRDITEV. Bodita Expl in Exp2 dve eksponentni funkciji
in A 20 . Tedaj eksistira tocno doloCena eksponentna
funkcija Exp, , da je za vsak x € H in x,p€ K , za
katera je &/ =2A:

Expq (xx) .Exp,(px) = Exp,((oc + p)x) . (5»9)
Dokaze, pyp (4x) pre(px) [e -+ ‘*—p Bex)] . [e + Zlmpe(")]:
' o AR = p
= e + mZimPT(X) + n.:l;lTPrel(x) + mxl%':,—l"f(x) ';ETPS(X) a
Izraéunajmo vsoto Q,k(x) ¢lenov s k-timi potencami:

k -1 i  k-i : .
Q’k(x) = (X) +/-', )2()() +§%'%WPE(X).P§_1(]{) =
e +ﬂ’) = /}O (x + “‘ 1 k=1y) P35 2 P .
1, k-1
d‘b l k-1 é
1(x) Py (x) + = (x)

L . @lpket & L .
Ce Je °‘-//5 =X , Je m = 7\/(7\-4- 1)* , in izraz v ogla-

tem oklepaju je konveksna kombinacija k-tih potenc (odvisna le
od A) ter s tem tudi sam k-ta potenca P,lf(x) s zato:

k
Qk(x) = M)—P (x) , in trditev je dokazana. [J

_Lﬁ,i!-l KOROLAR. Naj bo Exp neka eksponentna funkcija in pl

neka n-ta potenca. Tedaj eksistira natanko dolocCena
eksponentna funkcija Expn ; da je za vsak x € ¢

PP(Exp(x)) = Exp (nx) . (5,10)
[5,5] TRDITEV. Naj bo lixll € 0°824525 . Tedaj' je za vsako
eksponentno funkcijo Exp : NExp(x).Exp(-x)I > O .

Dokaz. Exp(x).Exp(-x) = e + Q‘B(x) + Qﬂ_(x) e e

k-1 k
B, (x) = 1% + SHPRG) + PI e ORI O

Ce je k sodo stevilo, Jje:
k- k k k
2 k i‘ | %l 2 Il
oy Goll & Srixt « Sl - Sl

n=1

Ce je k liho Stevilo, je:
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Sk _
fla, GOl ézf ,!(!i: —7 - (2 kzpnxn

= Ky gk gk+1
los(x) + G0 + ... 2 ;; —Ld 22%’21@‘

= exp(2lxl]) + expE[x[)- explxll - Qﬂxﬂ -1=gCxtl) .
1 Exp(x) .Exp(-x)ll = Nell - £Chxl)
To pa je tudi v najslabSem primeru, ko je llell = 1 , Se ved-

no pozitivno. [J

L[5,6] TRDITEV. Expp(x) = Exp(L e , (5,11)
Expp(x) = Exp(R Je ;3 | (5412)
Exp; (x) # O in Expp(x) # O za vsak x e & .

Dokaz. (5,11) in (5,12) je trivialno preveriti. Pa naj bo
za nek x: O = E}ch(x) = Exp(Lx)e .

Pomnozimo na levi strani z Exp(-Lx)
0 = Exp(—Lx)Exp(Lx)e = e , protislovje. (OJ

[5,7] TRDITEV. Bodi a(x,n) funkcija iz #.x N v H |,
za katero je za vsak x e ¥ : 1lim a(x,n) = x .
n —»oe

Tedaj za vsak x € H eksistirata limiti:

Expy (x) (5,13)

: n 1
lim _ Pr(e + za(x,n))

I

lim _ PR(e + Za(x,n)) = Expy(x) . (5,14)

Dokaz. Dokazimo le (5,13), dokaz (5,14) bi potekal dobesedno
enako. Najprej z indukcijo dokaZimo, da je za n €[V :

n
n _ 1\ K
Prle +y) =e + Z(k)PL(y)
k=1
(to je poseben primer enadbe (4,8)!).
Bodita n in k naravni Stevili, n > k . k-ta potenca
V izrazu Pg(e . %-a(x,n)) se tedaj glasi takole:

AL CICH SN

b

Hn. xl3) = Vel pin _PiGaton) - pEGo (%)

lIn

| o - I L 3 ny1 B
Ker pa je ||IL(G + Ha(x,n))” & lell + Z(k)—kﬂa(x,n)"
k=1 n



-

£ (el + [E] :%ﬂa(x,n)un—) fell + explixll (za n-—ee) |
=0

nastajajoca vrsta zagotovo konvergira in sicer je po obeh
limitah (%) soded ravno enaka Expp(x). O

[5,8] TRDITEV. Za vsak x € # in o« € K je:
Exp; (e + x) = exp«.Expp(x) , (5,15)

Epr(oCe" + X) = expd.Epr(x) , (5,16)

1

Dokaz. Dokazimo le (5,15), drugo enadbo bi dokazali po istem
. postopku.

n 1 oL n 1 1
PL(B + 'ﬁ'(o(,e + )C)) = (1 + E)nPL(e + 'ﬁ mx) -

lim (1 + %)™ - expx .
n— se _ n
1

Ce _ée a(x,n) = T+ o/nx 3 Jje %11_51_“ a(x,n) = x .
Uporabimo trditev [5,7], pa je dokaz kondan. [OJ

Naj bo ™M < ¥ neprazna mnozica. Ce je Exp neka eks-
ponentna funkcija, definirajmo:
Exp(M) = {Exp(x) ; x eM} .
EXP(M) -= 'ELx)Exp(m) (unija gre po vseh eksponentnih funk-
P

cijah). Domenimo se za poenostavitev: EXP({x}) = EXP(x) .

Oéitno je: Exp({ace}) = EXP(xe) = {'expec.e} , YV e K .

Premer mnoZice EXP(x) za xe H :

diamEXP(x) & 2explixl - 2 - 20zl - #xl° . (5,17)

L5,9] TRDITEV. Ce je M s potmi povezana mnoZica, sta taki
tudi Exp(M) in EXP(M) .

Dokaz. Exp(M) je z zvezno funkcijo preslikana mnozica M,
torej je tudi sama s potmi povezana.

Pa bodita x,y € M in s tem Expl(x} in Expa(x) dva
elementa iz EXP(‘M). Ker je M s potmi povezana mnozica, ek-
sistira (zvezna) pot f: [0,1] — M, £(0) =x, f(1) = y.
Tedaj je

- {Expl(f(2l)) za A e [0,1/2] ,
1 (2 - 21)Expl(y) + (2A- l)Expe(y) za A € [1/2,1]

pot od Expl(x) do Expg(y) v EXP(M). Pri tem smo uposStevali
pravilo (5,5). [

' [2,10] TRDITEV. Za vsak x € g€ je EXP(x) konveksna kompaktna




mnozica.

Dokaz. Zaradi (5,5) je EXP(x) konveksna mnoZica. Da pa je
tudi kompaktna, bomo dokazali tako, da bomo iz poljubnega
zaporedja elementov iz te mnoZice izbrali konvergentno pod-
zaporedje z limito v EXP(x).

Naj bo Expl(x), Lxgﬂx) Exp3(x), ... neko zaporedje.
Ustrezno zaporedje tretjih potenc ima po trditvi [4,2],(a)
konvergentno podzaporedje; naj bo Expl,B(x), Exng,a(x),

@xpa,B(x), ... odgovarjajoce podzaporedje eksponentnih funk-
cij in z njim sestavimo novo zaporedje: Expl(x), Exp2,3(x),
Exp5,5(x), ... Iz tega zaporedja spet izberemo tako podzapo-
redje Expl'&(x), Exp2‘4(x), Exp5'4(x), ee. , da bodo v njem
konvergirale detrte potence, in znova tvorimo novo zaporedje
Expl(x), Expg‘a(x), Expa,q_(x), Expu’i&(x), «+. Tako nadalju-

jemo preko vseh meja in koncéno dobimo naslednje podzaporedje
prvotnega zaporedja: Expl(x), ExPE,ﬁ(X)’ Exp5’4(x), Exp4’5(x),

Exp5,6(x), .-+, ki ga ponovno oznadimo takole:

Eb{pol(x)y Ex_pog(x)s 05(}{), eae

Expom(x) = e + X + %Txe 5,PZ’(x) + —TP (x) + oou

V tem zaporedju konvergirajo n-te potence k n-ti potenci Pg(x).
Vse te potence pa spet tvorijo novo eksponentno funkeijo

2
Expo(x) = e + X + %TKL + %TPZ(X) - %TPg(x) S
- Naj bo € > 0 .
k n+l
Z '}%‘F"P}:}(X) k(x)u £ 2 Z HX" £ %Il!+¥)r expllxl

k=n+1 k=n+1

(po oceni ostanka Taylorjeve vrste). Od nekega n = N dalje
Jje ta izraz manjsi od ¢€/2 . Izberimo sedaj tako velik M,
da je: ||Pf;(x) - Pl;(x)ﬂ< E s Ym > N 4y kK= 38 006;N &

| {
lExp (%) - Exp ()] £ ktj: -l—rl]Pk(x) = Pk(x)" +

1 k;ﬁ-rlh’m(x) ~ B (X)"< Zf/k* + /2 & E, Ym>M.

Torej je 1lim Expom(x) = kExp (x) in izrek je dokazan. J
m —>o00 o



Definirajmo sedaj Se dve funkciji:
E(x) = min{lyll 5 y € EP(0)} ,
F(x) max{ly“ s Y € EXIP(X)} "
Obe funkciji sta povsod definirani in zaradi (5,4) velja za
vsak x € ¥ in za vsako eksponentno funkcijo Exp
max{O , Nell + 1 - explxll} & E(x) $ |IExp(x)| £ F(x) &

I

Z llell -1 + explxl . (5,18)
Poleg tega je seveda:

0 £ F(x) - E(x) £ diam EXP(x) . (5,19)
Exe) = Flxe) = llelexp(Reot) , Y € K . (5,20)

[5,11] TRDITEV. (a) F(x) >0 , ¥x e ¥ .
(b) Naj bo z € ¥ tak element, da je
min || z - xel £ 0°824525 ,
& Z o

Tedaj je E(x)> O .

Dokaz. (a) sledi iz trditve [5,6].

(b). Uporabimo trditev [5,5]: ce je za nek ¢z 0

Iz - xell £ 0°824525 , je za vsako eksponentno funkcijo Exp
0 < ||lExp(z - xe).Exp(xe - z)|| , in zato [[Exp(z - «e)l# O .
To velja tudi za funkcijo Exp, iz (5,7). Tedaj pa je:
IExp(z)ll = exp(Rew)[|Exp, (z - 2e)ll >0 . O

[5,12] TRDITEV. Za vsak x € £ in vsak «Z0 je:

Ee + x) 2 exp« E(x) , (5,21)
E(-ae + x) £ exp(-ea)E(x) , (5422)
Flxe + x) £ expat F(x) , (5,23%)
F(-xe + x) 2 exp(-o)F(x) . (5,24)
Dokaz. E(e + x) = lExplxe + x)| ~ za neko doloceno ekspo-

nentno funkcijo Exp (zaradi kompaktnosti mnoZice EXP(x) ).
Iz (5,6) sledi (5,21): E(e + x) = expellExp, ()l 2
2 expa E(x) . '
Ele + (~ae + x)) = expx E(-xe + x) , oziroma
E(-ae + x) £ exp(-)E(x) , kar da (5,22) .
(5,23) in (5,24) dokaZemo analogno. []
[5,13) TRDITEV. (a) Naj bo AZ0 . Tedaj je za vsak x €&
in ot,s€ K , o¢p = X
E((t + p)x) & Ex)E@BxX) . (5525)
(b) Za vsak x €M in vsak n e N velja:




S ©

E(nx) £ E(x)" . (5,26)

Dokaz. (a) Uporabimo trditev [5,3]:

E((< + 5)x) € IExp,((x + £)x)| & [ Expy () Nixp, (a0
Funkci ji Exp, in Exp, sta poljubni, torej smemo predposta-
viti, da sta po normi minimalni. To pa nam Ze da (5,25).
Todka (b) je neposredna posledica tocke (a). [

I5,l4] TRDITEV.. Za vsak x e¢ ¥ velja:

g (Bxp(x)) 2 limsup E(ax)/™ (5,27)
p,(Exp(x)) & limsup F(nx)/™ (5,28)

Dokaz. Uporabimo (4,15) in (5,10):

§s(Exp(x)) = limsup [iBfﬂPn(Exp(x))ul/nJ .

- 1imsup[infﬂExp (nx)ul/n] 2 limsup E(nx)l/n :
n—eo kb P n n —>eo

Drugo neenacbo dokazemo Se lazje. [J

_[5,15] TRDITEV. Funkciji E in F sta zvezni.

Dokaz. Naj bo x € . fiksen element. Zaradi kompaktnosti
mnoZice EXP(x) eksistira taka eksponentna funkcija Exp, da
je E(x) = lExp(x)[| . Prav tako velja za vsak y € H :
E(x +y) £ |Exp(x + I .
E(x +y) - E(x) # |[Exp(x + y)|| - NExp(Ol €
£ |exp(x + y) - Exp(x)ll £ explxll(expliyll - 1) , po dokazu
trditve [5,1] . Torej je za vsak par x,y € €
E(x + y) - E(x) £ explixlf(explyll - 1) .
E(x) = E(x +y) =E((x+y) + (-y)) - E(x+y)&
Lexpllx + yll(expll-yll - 1) £ explixllexplyl (expliyll - 1) .
Torej smemo zapisati:
|E(x + 3) - E(x)] & explxlexplyll (explyll - 1) ,
kar Ze kaZe na zveznost funkcije E.

Spet naj bo x fiksen element. Teda] eksistira taka
eksponentna funkcija Exp, da je: F(x) = [[Exp(x)l] in
F(x +y) 2 | Exp(x + y)} .
F(x) - F(x + y) & |Exp(x)] - lExp(x + y)| £
£ [|Exp(x + y) - Exp(x)|l £ explxll (expllyll - 1) .
Za vsak par x,v € H je torej:
F(x) - F(x + v) & exp|xll(expllzll - 1) .
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F(x +y) - F(x) = F(x +7) = F({x + y) + (-y)) &

= exvllx + yll(expll-yll - 1) £ explixllexpliyll(expliyl - 1) .
Torej je: |[|F(x + y) - F(x)];é explixllexp Iyl Cexoliyll - 1) ,
kar pa je ze dovolj za zveznost. [

oo
Naj bo Exp(x) = e + E '%T P®(x) poljubna eksponent-
n=1""
v 1 ok
na funkcija. Oglejmo si vrsto 2 1 B PPE) ¢ B = 012k el
* % n=k

Dokazimo, da vrsta EZ: %T pEriph enakomerno konvergira v
n=k+1""°

B(a) , kjer je a poljuben element iz H in B(a) neka krogla

s srediscéem v a.

N+ 3 N+
n=N - n=N °
N+
1 n! n-k-1 8| m
£ ZE T oy Tl £ ~ lm'lllﬂl .
Ii= m=N—-k-

Ta izraz pa Jje neodvisno od indeksa p poljubno majhen, Ce le
vzamemo N dovolj velik, ne glede na to, kateri x iz B(a) vza-

memo.
Velja #e: D - D¥PR(0) = kIP® .
n=k"’
To pa je Ze dovolj za zakljudek ([15], 164), da tudi

; %T D¥P?  enakomerno konvergira v B(a) in da je na vsem H :
n=k "’
o o0
D;?lﬂ- DKPR(x) = 2 ,ir D¥*P%(x) . Sledi naslednja trditev:
n=k"’ n=k"’
[5,16] TRDITEV. Funkcija Exp je (ne gléde na izbor njenih

potenc P%(x)) povsod neskonénokrat odvedljiva, je sa-
ma svoja Taylorjeva vrsta in jo lahko ¢lenoma odva-

jamo:
oo

DExp(x) = Q)27 DP(x) , x e ¥, k = 0,1,2,... (5,29)
n=k"

DkExp(O) = pF , Oziroma

DkExp(())x(k) = PX(x) , k=1,2,%3,... (5,30)

V posebnem imamo: DExp(x) = I + %T(Lx + Rx) +

A 2 =X e 2 . .
+ 3-!-(Lx + LXT{X + Rx?_) + —-?J—I-(sz + KXLX + Rx) .o (5,5%1)



DExp(x) = I + A

e

lall = "%T(LX +R_ ) + ...ll £ :E; %T nlxl™ = explixll - 1
n=

Ixl < In2 => explixll - 1 <1 = [lull <1 = 3 (DExp(x))_l.
Po [15], 273, tedaj za vsako todko x, za katero je Ixll <
<1n2 , eksistira odprta okolica WU(x) , da je
Exp : U(x) — Exp(WU(x)) homeomorfizem, vsled Cesar je
tudi Exp(W(x)) odprta okolica toéke Exp(x). Eksistira
torej odprta okolica krogle {x € % ; Ixll < ln2} , ki se
preslikavo Exp upodobi na unijo odprtih mnoZic (med kate-
rimi je tudi Exp( WU(0)) , ki je okolica enote e, in je za-
to ta unija spet odprta okolica enote) in je Exp lokalni
homeomorfizem med tema dvema mnozicama.
Naj:bo Log : Exp(WU(0)) — U(0) inverzna presli-
kava. Tedaj je: Exp(Log(y)) =y , Yy € Exp(U(0)) ;
Log(Exp(2)) =2 , ¥z € U(O) .
Poleg tega pa Jje tudi Log neskoncénokrat odvedljiva funkeija
na Exp(U(0)). Potem pa je ([15], 190), &e leZi daljica od
e do x vsa v Exp( W(0))
Log(e - x) = :ziﬁ:%%i DnLog(e)x(n) .
n=o
Ker pa je Log(e) = O in DLog(e) = DLog(Exp(0)) =
= [DExp(0)]™t = T ([15], 152) , je:
Log(e = x) = =x + Ag(x,x) - A;(x,x,x) + A (XX X,%) + aes,y

kjer so A, k-linearne preslikave, definirane in zvezne za
vse k-terice x(k), za katere lezi daljica od e do x vsa v

Exp(W(0)) .

e - x = Exp(Log(e - x)) = Exp(-x + Ef?ﬁﬂx,x,...,x) ) =
k=2
= e - X + A?(x,x) + A5(x,x,x) F gee
+ %T x2 - %T Ag(x,x).x - %T x.Ae(x,x) + eee
-%P3(X) + - e
iy
Od tod sledi: Ag(x,x) = - %—xg § Aa(x,x,x) = - %(ng.x +

F 2
* gx.x“ - %Pﬁ(x)) , in tako naprej. Potemtakem lahko zapi-
semo: _

P -~y
Log(e - x) = =(x + %X + %55(x) + %Ba(x) L ap— (5,32)



kjer so Bk(x) realne linearne kombinacije k-tih potenc. Ta

vrsta absolutno konvergira za ;se X, za katere je
. 1 TAR . s (g:)l R 1/n
YinsuplZ B, GOl *® = Limsgp() I8, GOl
oo 1/n
= %{Ei%E”Bn(x)" £
Vsekakor pa konvergira za vse elemente iz neke krogle B(0) s
srediScem v O in s pozitivnim polmerom, za katero velje:

e + B(0) € Exp(U(0)) .
Vsak Bk(x) lahko zapiSemo v naslednji obliki:

B, (x) = A Pr(x) ~MP5(x) , kjer sta A A 20 , P(x) in
Pg(x) pa dve k-ti potenci. To lahko naredimo celo na neskon-
¢no naéinov. Ce pa v tej razliki od3tejemo vse popolnoma ena-
ke produkte, dobimo razstavitev, v kateri je vsota Ay * M
minimalna. Recimo, da je naSa algebra asociativna. Potem je
seveda Bk = xk . To pa pomeni, da je tudi v sploSnem:

Ag =8 =1, ¢ =minfA, +al z21.

Ce Se postavimo: Bl(x) = % | Bg(x) B x2 , dobimo:
A=A =t ==, M4 ==0.

-2 2 2
BB(X) = £ . %° 4 Si2K e o (533

(za Pa(z) - xz.2° + (1 - x)ze.z )i

Ay =1, M3=0, @ =1.

B,(x) = T a’l[m — 4+ Bl 3 - b+ BOYTIR(xXF) 4
(2 + 2B Y7 . (x°ex) + (2 + 2[55)711(x.x2).x .

s (-1 + bes B 1 s mee s pOPTHE X)) x4

(4 = 3y = 2Py = 25 = 2pIPTx"x" ] -

L DoC)3 - s+ Bl =3 + = BOY5 . (xx7) +
(-1 + b+ B ] + 1 = = BP0 (x70x)x , (5,34)
Y = 13 -t pil + |1 vt p | +20-48 -8B, ,

yg = yl - 12

(za F*(2) = py2.(2.27) + Ppoz.(2%z) + B;(2.2°) .2 +

¢ py(272)ez v (L =py = py - f, - pz2.2? ).

Ay = ¥1/12 My = /12,

+

+

+



-j“}—

fy = %’[,5 - ‘L°¢+J31' N B ”’“'“*F’ql v h=py "/54] (5435)
¢, ¢ [1,473] .

V nasprotju s pricakovanjem torej ni élk =0 , Yk € N .
SkusSajmo oceniti konvergencéni polmer logaritemske

vrste!
e - x = Exp(Log(e - x)) = e - (x + % X2 + % B§(x) + ee.) +
+%!'(X +%;X2‘+ o )2 —%PECX +-é-x2 ¥ wan) * e

%xe +%B5(x) ¥ e =%—!-(x +%x2 + ...)2

—%—rP3(x +%—x2 Bosww) ¥ wes
Izenacimo ¢lene s potencami istih stopenj!

L B.00 = 3 2. e B ()3, (x) -

n T
= 172
k1+kz n

1 1 [
- — | AB, (x).(B, (x).B (x)) +
£ (1= (B ()3, (x)).B ()] + ...

n 1 2 3
aen * -(.-_g‘l'L Pn(x)
(vsi sumacijski indeksi so naravna 3tevila, torej vedji od O).
V tej vsoti se &leni seStevajo in odStevajo. Ce je

T - : .
Bk(x) - '/\kPl & 2(x) z minimalnim lk +c¢l-k , velja:

1 lnp’f(x) - -%é;npg(x) = %r e ——-k—-ki' * [('lk:\-k;*r (&K‘ZLKEP?(X) -
2=

n

ky+
,n _ 1 1 i
- (A + & k}kﬂlacx)] 3T k,+§< _, Gk.K, [(lkilkllk_‘

¥ lkiﬂklé‘ks"&k}kzgks+&ktﬁzzyk_," Po(x) - (oM Ay +
-"
+t‘.ksé‘kaé‘ks+ thlkz."aka*- lk;é‘](;?-ks )Pg(x)] ORER L_H"_ PR(x) .

. 1 1 ¥ 3
Zato velja: =A_ - = = = ——[(7«. A, +
g ntn = 21 k1+Zk,;=n Kekz LM%, Mk,

- - DRl
*lukg“k;) Qkfkfﬁc}k)] T R e il k-3
Ker pa je po predpostavki razstavitev ln’(un minimalna, Jje:
1

1 1 ]
I cip 2l S Ay MM A, L AN -
nr tnln =7 k,%ll:n k ky S Luf.‘é"kz rt‘_élka_ C‘{k‘ k;

+ «ee + 1/n! , oziroma z uposStevanjem b = lk A



1 1 ) 3, 1
nfn= 2T k;*’zszn ke Ky ‘fki‘fk,f 51 Z :nrcu':&]?.,(fk,‘fk;fk,*

¥ awe 4 LAY
Ce definiramo oLl =1 in

A
VneN.

Glede na prejsSnje izracdune Se dodatno zahtevajmo: 062 = 1/ 4
oy =, =1/3 . 0d tod dobimo: o5 = 53/60 , itd.

L
Definirajmo: u(§) = z ;ocn ;n gy w(0) = @ ,
. n=

e u(®) =1+ D ey g+ 3r[De, 77 e L

. n= n=
1w E+ B0 482 aasetne « 2(ecg &7 R B el
Zadnji del smo doloc¢ili z upoStevanjem definicije Stevil oL
Torej je: f(u, &) = exp u(g) - |
-(u(g) +1-E+ g3+ 584 12) -

u( £) je tedaj analitiéna funkcija, vrsta, s katero smo jo

h#
N

=«

potem velJa e .

definirali, pa je Taylorjeva vrsta, razvita okoli tocke

; = 0 . Ta vrsta ima konvergencni polmer, enak absolutni
vrednosti tocki O najbliZje neodpravljive singularnosti.
Singularnosti so tam, kjer je 9f/Qu =expu-2-=20
oziroma u = 1n2 + 2kxi , k € Z . Ker je pri u = 1n2
ustrezni £ = 0°425690 zelo majhen, je to gotovo najbliZja
singularnost, saj zadnja dva ¢lena v f(u, &) ne doorine-
seta skoraj nicdesar. Torej smemo trditi:

4 « 1 1/n 2 . LA _ e
llf‘l ,up ‘fl = %138'%3(11 fon) = I]ilﬁl%-p ocn = 425690... .
Logaritemska vrsta potemtakem konvergira, cCe Jje:
Illi_x.nEEP[an(x)"l/n £ limsup( 1P} GOl +g-tann(X)ll)l/“ =
£ 1 s n ]l/n _ (rl/ &
%Jﬂilﬁ?[ﬁ’n #pﬂP (Ol llmsup (x) <

£ 0'425690...-1 g’z(x) <1 , oziroma: i (x) £ 0°425689 .

Brez dvoma je to zelo slaba ocena. Ce vsebuje loga-

ritemska vrsta samo pozitivne clene, Je:



- 0l =-

limsupl|3, o™ s %%Eiﬁﬁfsﬁpnyn(x)ul/nl= §2(x)

ker so Bn(x) tedaj kar potence, kar nam da kot pogo; za kon-
vergenco logaritemske vrste bistveno boljso oceno: fz(x) < 1.
Nekatera dejstva pri izpeljavi logaritma kazejo, da verjetno
velja naslednja ekvivalenca: Logaritemska vrsta (5,32) ima
samo pozitivne Clene natanko tedaj, ko je sestavljena samo

iz simetriénih potenc (to pa je zagotovo natanko tedaj, ko

je tudi ustrezna eksponentna funkcija sestavljena samo iz
simetrinih potenc). Pri tem smo imenovali potenco simetri-
¢no, ce se ne spremeni, ko zamenjamo vrstni red vseh mnoZen]

v njej; taki sta naprimer:

PP(x) = 5(x%ux + x.x%) , PH(x) = afx.(x.x?) + (x°.x).x] +

+ﬁhﬁ& m)+(xa:%x +(1-2¢-2ﬁm2 2.

Zberimo najpomembnejsa dejstva v naslednji trditvi:

[5,17] TRDITEV. Naj bo Exp neka eksponentna funkcija. Eksis-
tira odprta okolica WU krogle {x e ; Ixl < lné?} 3
ki se z Exp lokalno homeomorfno preslika na neko od-
prto okolico ¥ enote . Eksistira mnoZica W, ki je
spet odprta okolica enote e in na kateri je mogoce
enoliéno definirati inverzno preslikavo Log(e - x)

s (5,32).
Vo W>{exed; §,(x)<€ 0425689} .

Ce nekaj besed o logaritmu! Ze pri kompleksnih Ste-
vilih ima logaritem danega argumenta neskonéno vrednosti -

- ali pa nobene. Torej smemo pricakovati, da bo tudi v splo-
Snej$ih primerih enoliénost logaritma neizpolnjena Zelja.
Zato Jje smiselno, da definiramo logaritem takole:

Naj bo Exp neka eksponentna funkcija. Logaritem
funkcije Exp je preslikava Log : # — P(%) (iz pros-
tora ¥ v njegovo potendno mnoZico), dolodena s predpisom:
Log(y) = {x € 3¢; Exp(x) =:Y} (5,36)

Logaritem v (5,32) je tedaj le en element iz mnoZi-
ce Log(e - x). Zadnji del trditve [5,17] potem lahko zapiSe-
mo takole:

f,(e - y) £ 0°425689 =p Log(y) # & .




DokazZimo Se eno trditev, ki pa v nasprotju z dose-
danjimi velja le za K=C .
[5,18] TRDITEV. Naj bo K = € in Exp poljubna eksponentna

funkcija. Za vsak x € # velja naslednja ocena:

Ixll £ inf {l max || Exp( tx)ll} . (5,37)

r>o (T |g|=r

Dokaz. Brez teZav preverimo, da velja za vsak x € # , za

vsak-r > O in za vsako eksponentno funkcijo Exp

x = oy BEe@n. Ll (5,38)

I
kjer je [l = {;e@,l;ﬂ =r}.

Naj bo g(r) = ,"é?fr l Exp(g ) .

_ 2T
el £ == Sllsogol.laf) £ S8 (ap - £2
i

= 2®'Tr
0

r
(5,37) sledi neposredno od tod. O



6. BANACHOVE KVADRATNE ALGEBRE

V Sestem razdelku zdruzimo teorijo drugega razdelka
z ugotovitvami naslednjih treh, pri cemer nam je v veliko
pomo¢ potenéna asociativnost kvadratnih algeber. Pokazali
bomo enostavno izrazavo spektralnega polmera in prepros-
tost pojma nifpotentnost. Podrobno in eksplicitno bomo Se
obdelali ekspontno funkcijo in logaritem.

V tem razdelku naj bo H Banachova kvadratna algebra '
z multiplikacijo ., enoto e in algebrsko normo ll.l nad K. ®
Ce bomo govorili o Osbornovem paru (3(,?(6), bomo vedno vze-
11, da jelyco antikomutativna algebra, kot je to v trditvah

[2,2] in [2,3].
[6,1] TRDITEV. ?{0 je zaprt podprostor v #€; (9(,?(-0) je
BO-par.

Dokaz. Najprej dokazimo, da je kvadriranje zvezna operacija.

vx e 3, v >0, 38 - -Ixl +Ylx 4% + € > 0 :

e - x <& = Ix - xSl = l(x - x )% + (x'= x)x, +
+xge(x = x ) £ 01x = x [l (Ux = x Il + 2lx 1) <

< 88 +2Ix D = €.
Vzemimo sedaj, da 3{0 ni zaprta hiperravnina: ?tb =
=H .Ce je y € X - {0} , eksistira konvergentno zapo-

redje {xn} cH, , da je: Illl;lal“ ¥ =8 + ¥ s

Kvadrirajmo to enaébo in upoStevajmo zveznost kvadriranja:

5 I 2 N _
—e.%LmrwN(xn) = 1111-51-@ Xy = (e + y)° = (1 - N(y))e + 2y .

To pa je protislovje in trditev je dokazana. [

Ker je kvadratna algebra potencnoasociativna, je
f(x) = fz(x) , ¥x € H . Oznadimo spektralni radij zato kar
z g(x).
[6,2] TRDITEV. Naj bo x =we +a , x €K, a eF .

g’(x) = maxlac_t-‘FN(a)l . (6,1)

Dokaz. %4a x = O je trditev oditno pravilna. Primer x £ O

pa razé¢lenimo na tri podprimere z uporabo (2,14), (2,15) in



(2,16). Ker je za radunanje spektralnega polmera vseeno, de
uporabljamo prvotni normi ekvivalentno normo, vzemimo, kadar
bo potreba, normo fxe + aﬂ = l«| + llall , upoStevaje lemo

[3,6].
(a) N(x) = 0 € N(a) =

max |o +V-N(a) , - max}o.c, + «| = 2|x] .
g(X) = 11_111* 2™ e + a)||2/™ -
- lin (21«.1)(’1“1)/“"“ + alM? - 2)a).

(v) N(x) ;! O & N(a) =

max |e + ]f-II(a l = locl

§(x) = fll_II_lb_B”d'-n l(d.e + na)" 1/n

= 1im 0D/ g nﬂaml/“ = x| .

(c) N(x) #0 & N(a) £0 .
g(x) = ;Lli_.}i”ﬂ \’l‘.](x)n (e.cos(n?) + a.—v;l——_—- sin(ngf) )I 1/n=

e I SR 1 1/n _

ol B i Ie.cos S\HgY o+ B N(a) an(n?)" -

. i N s 1/
= | x| .3_11:1_1’ - [lcoq(n?)l Wluln(mr)]] n
=X+ im = lCOS(nF)I = '{cosg(n‘x) + sha(n&)

]sin(nf)l = 'ﬁine(nl) + shg(nﬁ)

¢(x) = Ixl.lin "[ch(nzu).(\/—éiﬁl ¢ th(nw 4

ch (nzu-)
lall sin 2 1/n
R et )]

__(n_l)_ in S—l-rg—l sta med O in 1 in nikoli nista
ch” (nzu.) ch (ncu)

hkrati enaka O. Izraz v okroglem oklepaju za ch(n/&) Jje
torej omejena kolicdina, vedja od neke konstante L > 0.

Zato: g(x) = lx].%ﬂw(ch(nﬁ))l/n = lxl.exp!,u.l "

2

o : oL oK
? = !xrccoqm -1.1n(——-——— + N - l) =
x + Y- (a)

= s 0
b VII(X)




Re 1n

lci & Vcﬁfz-l

’i(x

expl[q = max exp[: Re 1n 2= L-N(a)]=

VN(X)
a+V N(a ] ax’ o« + V-li(a) I
N(x

Il(x
= max ,O( ;_I,:_;VIELI;& ' - |i[ maxlgiﬂ-”(a)l.

= max,exp[i in

Nastejmo nekaj preprostih posledic gornjega izreka.

[6,3] TRDITEV. ¢(xe) = |xel , Ve K . (6,2)
§(a) = |al , Va € A _ . (6,3)
?(x) |x] , ¥x € X . (6,4)
g(xn) - f(x)n , ¥ x e H . (6,5)
g(x ) = ¢(x) , ¥x e R ., (6,6)

Dokaz. (6,2) in (6,3) sta olitni trditvi. DokazZimo (6,4)!
Naj bo x =we +a2a , €K , aed .

max |o + (2 | 2 |« + V(@) Y2 ] - V() [2/2 -

|2 + w(a)|/2 = |x| |
(6,5) sledi iz (4,16). Trditev (6,6) pa je trivialna. [J

g(x)

Pojma sSibka in krepka topoloska nilpotentnost se
ujemata, zato pridevnika Sibka in krepka lahko spustimo.
Dokazimo, da smemo spustiti celo pridevnik topoloska!

[6,4] THDITEV. Naslednji izjavi sta za x € H ekvivalentni:

(a) x je nilpotenten;
(b) x je topolosko nilpotenten.

Dokaz. Naj bo x =w«e + a , X € K ,ae'é?f,o

T(x) =0 = |« +1/-N(a l ,o(—'V—N(a)' =

=2 ¢ = N(a) = 0 =» x° = 0 , kar pa je po trditvi [2,11]
ekvivalentno nilpotentnosti in zato:

x2=0=>0=g(x2)=g(x)ggg(x)-ﬁo. O

V naslednji trditvi zberimo Se nekaj preprostih la-

stnosti algebrske norme ..
[6,5] TRUIUEV. JuG)] £ IxN° , x| £ Ixll , ¥x eH . (6,7)
[n(a)| £ fal®/iell , lal & fall Aol , Va € # . (6,8)




- oo -

acax®l = Bl = Mell. [x]17 £ llell 0%, ¥vx e 3 .
N = hal , la.a®F = Jla2] , va e 3,

[SCe,y) | £ 2lxl.yll , vx,vy € 3 .

[8¢a,0)] £ gagllall ol ¥a,b € ¥

el € (1 + fel)/2 .

leGe,n 2 Lo v) | vy € 3¢ .

KN £ s el + DelDlIxl , vx € K .

Dokaz.

(6,8):

(6,9):

(6,10)

(Byll)s

(6,12):

(6,1%):

(6,14):
(6115):

(6,16):

laxbll € 2(2 + Well + el®)a.vl , Ya,b € ..

(6,7): Ix| £ ¢(x) £ IIxll -

faleﬂe" = INCa)|.Jlell = ll-N(a)el = ”32" — ”aﬂ2 ,
po trditvi [2,4].

Naj bo x-o(,e+a,o(€K ,aec‘K_o
Ix.x
= el [x°] & Dell.Ux°l  (po (2,12)).

: P ; K
je trivialno zaradi a = -a .

- N(x - 9| & FUNGx + | + INx - ) &
£ 2x + y1° + lIx - y1°) & -é-(nxu s Iyh?
x,y #0 = [§(x,y) = "Xﬂ-”yn-jg(ﬁx,ﬁy)’é

£ 2hxll .Uyl .
|8 (a,b)l =

2

siepl-28Caplell = Sglab + boal &

£ c=plall vl (po traitvi Ig 410

Naj bo x #0 . 2%(x)x = x° + N(x)e -.

(6,9)
(6,10)
(6,11)
(6,12)
(6413)
(6,14)
(6,15)
(6,16)

Kl = laPe + N(a)ell = Nel.Ja® + N(a)| = Mell.]x]® =

Naj bo fxl = iyl = 1 . [8Cx,y)] = %lﬂ(x + ) -

2] Mxll £ N7 + NG| llell £ (1 + Hel)[xI° .

le(x, )| = [T(x.3)l é—l-—téﬂ-g'iﬂhﬂ .
£{=2dxh-—x.

ﬂxK" Z 20zl <l lell + =<l 21 + fle)) + Ueﬂg)”xﬂ >

axb = a.b - T(a.ble .
faxsl & fa.ol + 22 pe vppey . O
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Povezimo trditvi [6,5] in [%,13] in navedimo tiste
ocene, ki se dajo izboljsSati!

[6,6] KOROLAR. Naj bo Nl.ll BO-norma v BO-paru ( K.

faxsll £ 2helpa g | va,b € Fe (6,17)

18 (x,7)] £ mln{ 2 + Ilell} M=l Ayl , ¥<,y € #. (6,18)

NGOl € minfl , 22 ”e"} Ix1° , vx €. (6,19)
S flell®
x| £ ninf1 , “";,"e Ml , vx e . (6,20)

[6,7] TRDITEV. Naj bo X Hilbertova algebra , (¥, ) je
tedaj HO-par. Ce je ll.ll algebrska norma, ki jo generira

skalarni produxt, Jje:

1§,y £ Ix.Iyll , vx,y € 3 . (6421)
Dokaz. (6,21) dokaZemo prav tako kot (6,11), le da pri tem
Se upoStevamo paralelogramsko pravilo.

Uvedimo eksponentno funkcijo, ki Jje zaradi potencne
asociativnosti seveda ena sama. Zato tudi velja za vsako pod-
mnozico M prostora X : EXP(M) = Exp(M)

E(x) = F(x) = llExp(x)ll , ¥x € & .

[6,8] TRDITEV. Naj bo x =ae +a , x€K |, a e .
N(a) = 0 => Exp(x) exp«.(e + a) . (6,22)

N(a) # 0 =» Exp(x)
N exp«.[e.cosﬁ-ma) a il-v%_—L V‘a;‘] . (6,23)

Exp(Ax).Exp(px) = Exp((X + M)x) , ipu ek . (6,24)

+

[Exp(x)]™ = Exp(nx) , ¥n e NJ . (6,25)
Exp(x).Exp(-x) = Exp(-x).Exp(x) = e . - (6,26)
Exp(Ae + x) = expA.Bxp(x) , Y\ € JC . (6,27)
Exp(x) = [Exp(0O)]¥ . (6,28)
N(Exp(x)) = exp(2«) . (6,29)
|Exp(x)| = exp(Rex) . (6,30)
g(Exp(x)) = exp(ien + [mVliCa) | ) . (6,31)

Dokaz. Trditve (6,24) - (6,27) so posledice dejstva, da Je

algebra, ki jo generirata e in x, asociativna.



& GB =

N(a) N(a)

Explxe + a) = expxX.Exp(a) = expx.(e + a - 1l ke - ual Y.
2 <
+ X i! e + ...) = exp«. e(l—Ng?) +N£?) - ...) + a(l -

- NMa) N(a) ]

Od tod naprej je izpeljava (6,22) in (6,23) trivialna.
Trditve (6,28) - (6,30) so preproste posledice teh dveh formul.

§(Exp(x)) = max exp«.cosYl(a) 1"/—em(2x).sin9m , =
exp(Re o) .max cosVN(_a) + i.sinml

exp(Re & ) .max [exp(+ im )‘ =

exp(Re &) .exp Im"m—)I , to pa je (6,31). O

[6,9] TRDITEV. (a) Exp(H)C H - H°

(b) Za K = C je:
Exp() = 3 - #° . (6,3%2)
(c) zZa K =R je:

Exp(R) ={y =Pe+v; (peR,ved)e
&N(y)>0 &[b=0 V (N(b)£0 &

& p> AN ) vV N >0} (6,33)

Dokaz. Prva trditev sledi iz (6,29), drugi dve pa izhajata
iz naslednjih formul, katerih preveritev je sicer prece]

dolga, nadelno pa prav nié tezka! [J
Najbo y=pe +b, pelkk ybed , Ny) =

= p° + N A0, K< Ke.
1) K=C . .
(a) p£0 & b =0 => Log(y) = {xe + a 3 o= 1n |l +
+(arg‘f5+ 2n™ + k@i , a = k®c , ce‘}{,o, N(e) =
-1, k,neZ }. (6,34)
(b) BAO & b £O0 & N(b)=o=->Log~<v)—{ace+a,
—1nl}5l+(arg}5+2nx‘)1, a-ﬁb, neZ} (6,35)

(c) N(b) # O =» Log(y) ={a<e * EH % = r.'vr.'(y)l +
+ (arg-‘"N(y + 2nw)i , a -}:b v M= ivri(b
= ln,/& zu.l $ (arg(ﬁ /‘0 + 2kmi - «, k,n e
¢ Z} (6,36)
2 Kk-KR .
(al) b =0 & 5> 0 = Log(y) ={e<e +a j o = ln/%,



a = 2nxc , cexo, I‘*’(C)=1:HGZ}- (6,57)

(a2) b =0 & A< 0 = Log(y) ={a¢e +a; «=1n(-Aa) ,
a=(2n+1)xc , c € ?(,0 y N(ec) = 1, ﬂéz}- (6,%8)

() >0 & b £0 & N(b) = 0 => Log(y) = {Inp.e +
+z0}. (6,39)

(cl) N(y) >0 & N(b) > 0 = Log(y) ={aCe a ; o =
-3 1nN(y) , a =c'% arg(p + ip) + 2kx]o , m=YN(b) ,
keZ . (6,40)
(c2) N(b)<O0 & p> f-N(b) => Log(y) ={xe + a;

1 1 A ;
o« =3 InN(y) , a = T 1n ;5_:% b, /J.=1/—N(b)}. (6,41)

+

-(d) Ny) <0 V [b£0 & N() £0 & /S<+Y—N(‘0)J-=}

= Llog(y) = ¢ .



7. NUMERICNE ZALOGE VREDNOSTI

Na zacetku tega razdelka bomo nanizali nekaj dej-
stev o funkciji q&(x) = |le +¢x| . To nam bo pomagalo pri
definiciji in obravnavi numericne zaloge vrednosti elemen-
tov iz algebre. Numeric¢na zaloga vrednosti je definirana kot
mnozica vrednosti stanj; ker pa namenoma ne zahtevamo nor-
miranosti enote, so za nas stanja tisti funkcionali, ki v
enoti zavzamejo absolutno najvecjo vrednost, to je 1. Defi-
nicija je oditno uspeSna, saj lahko izpeljemo vse (iz teo-
rije asociativnih algeber Ze znane) lastnosti, ki niso ne-
posredno povezane z multiplikacijo. Na koncu bomo dodali
Se definicijo hermitskih elementov.

Naj bo skozi cel razdelek H; Banachova algebra z
multiplikacijo ., z enoto e in z algebrsko normo [l.l nad K.

Najprej nekaj dejstev o funkciji ¢ («) =lle +ax] ,

« e R !
7. + (1 -0%,) = heyx + (1 - Atox + Xe + (1 - Del &

£lne « Axyxll + M1 - e + (1 - Naxll -
= l?x(a(l) + (1 —1)?}((0(2) za le[o,l] . To pa pomeni:

(1) ¢,(«¢) je povsod konveksna funkeija.

Posledice:

(2) ¢, (¢) je absolutno zvezna na vsakem kompaktnem intervalu.
(3) ?&(«) zadoS8a Lipschitzovemu pogoju:

19 () = ¢ (M| & lxll. - pl . (7,1)

(4) f;(xj je zvezno odvedljiva funkcija (v realnem smislu)
povsod razen v kvecjemu Stevno mnogo tockah, odvod pa
je monotono narascajoca funkcija.

(5) V vsaki tocki & eksistirata levi in desni odvod

== z nt $8a 1081 -
Do(.ﬂ:("o < Dx_fx(a() , Oba sta monotono naras@ajodi funk
ciji, levi odvod je z leve, desni pa z desne zvezen.

(6) 0(1<[5<“2 = 05 - ) 2 ?’x(‘x?_‘) - ?’x(ﬁ) (7.2)

o ~%y N €5 =[5

e (o) = : aradsn ins i e
(7) &K?x“&) ?X(G)) je monotono narasdajoda funkeija za




S

vsak o« € R - {0}
Trditev dokazemo tako, da v (7,2) vstavimo f = O za pri-
mer &K%, <0 , za primer 0<1°<2 > 0 pa uporabimo osnovno

neendébo

0.0 a<2+(1-—> 0) £ %?(«w(l———)?x(m.

Od tod pa Sledl:
(8) 124 (0) = Limy & [le + scxll - net] -
= sup { ["e +ux|l - |e[l]} -inf {i—["e - x|l - llelﬂ}. (7+3)

D{f,(0) = Lim x[lle + axll - uen]
. = inf {-—-[ue +a(XH - "e”J_} = ~gup {o([lle - x|l - llell]} (7,4)

2> 0
Oporna premica v tolki & = O na krivuljo ¢ = f?x(oc) je
premica (f = flel] + ®¥X ; iz zahteve l"ox(tx) = lel] + e |
V¢ ¢[R. , zaradi konveksnosti, dobimo:
(9) P, (0) £ se €D7¢, (0) (7,5)
pri cemer je @¢ poljubna vrednost v tem intervalu.
Iz (7,3) in (7,4) Se sledi: ;

D¢, (0) 2 lin _ &[lle +atxll - hel] - -pur
D:cfx(o) < }Li_lilw é[ue +ol x|l - Ile”] = lIxll , kar nam da:
(10) Jotl = lIxll . (7,6)

[7,1] DEFINICIJA. (a) D) = {¥e X ; ¥e) =1 &
& Yl = l/neﬂ} . Elemente iz 9 (¥ ) imenujemo
stanja na #. '
(b) VU (H,x) = {$x) ; ‘f’el@(&'ﬁ)_} numeridéna zaloga
vrednosti elementa x € #€.
(e) v(H,x) = sup{[lf ; A€ ‘U'(F-C,x)} numeridéni vpolmer
elementa x € # .

Ce ne bo moZnosti zmede, bomo pisali: D , Vix) , vix)
Definicija mnoZice D (in z njo tudi VY (x) in v(x)
za vsak x) je odvisna od norme: za drugadno, pa deprav ek-
vivalentno, normo dobimo v sploSnem drugaé¢no mnozZico stanj.
Vendar se da prav hitro ugotoviti, da ostane @ isti, ¢ée na-

mesto nrvotne norme uporabimo kak njen mnogokratnik.



[7,2] LEMA. Naj bo M 21 . Tedaj je x —> [WxMl = Mixl
spet algebrska norma, ustrezna mnoZica stanj pa je

ista kot pri prvotni normi.
Dokaz. Da je WM.l spet algebqua norma, je oc¢itno. Pa naj bo

* ) VGl 2
foea, fe) -1 ¥l - Heﬂ @23 ixn — led =

L{CS] D! g
= o T = T S = 5o - O

[fZ,jJ' TRDITEV. @ je neprazna Sibko ¥ kompaktna konveksna
mnozica v H¥.

Dokaz. Hahn - Banachov izrek zagotavlja nepraznost. Ce Jje
f(e) =1 in ¥l =1/0en , je ¥l = 1/Mel . Zato je @ pre-
sek mnozice funkcionalov iz zaprte krogle s polmerom 1/)ell
v 3-(.* in mnoZice funkcionalov z lastnostjo Y(e) = 1 . Prva
mnoZica je konveksna in S$Sibko ¥ kompaktna, druga pa je kon-
veksna in Sibko # zaprta. Presek je torej res tak, kot je
redeno v trditvi. O

Ta dokaz je vzet iz [8], 52.

[7,4] TRDIVEV. (a) VU(x) je za vsak x € ¥ neprazna kom-
paktna konveksna mnozica v K.
(b) Ulxe +px) = &+ U(x) , V,p €K, ¥xedt . (7,7)
(¢) Ulx +y) € Ux) + Y(y) , ¥x,vy € 4. (7,8)
(d) v(x) = max {IA1Y < uxi/nen , vx € ¥ . (7,9)
(e) Naj bo gzaprtﬂ podalgebra v €.
1}’(9,}() = U@,x) , ¥x € 9 .
Dokaz. (a) V(x) je neprazna, ker je 9_ neprazna mnoiica.
Preslikava Y —s Y(x) iz D v U(x) je Sibko # zvezna
in preslika zato kompaktno mnoZico & spet v kompaktno

mnozico V(x).

s € U(x) => At + (1 - X)B = 1Y (x) + (- N, (x) =
= ?’a(x) € U(x) =zaradi konveksnosti mnoZice D .

(b) A€ V( e + x):%l:l[/(oce+/5x)=oc+/5'f’(x)e
eac+f5U-(x),za VD).
A=o+ Bx) za Yed = A = Ylxe +fpx) € 'U—(oce+bxf:.
(c) AeUlx +y) =» A =Yx+y)=W¥x) + (y)e V(x) + i
(a) AeUkx) = Al = l'f’(x)l z [IYU.llxll = xi/flell , za nek



LF e ® .
(e) Po Hahn - Banachovem izreku je preslikava Y —» ?',9

iz D@ v 9(9) surjektivna. O
Dokaz trditve Jje vzet iz [8] y &
[7,5] TRDITEV. Za vsak x € € je:

; 1 -
1’1&%‘”{98‘ 1.} = Tl-Ele_ll D, T’x(O) y (7,10)
. max {He l} = o D:?x(o) . (7,11)

e Ux)
Mnozica {RkeX ; A € V(x)} je zaprt interval med

obema mejama.
Dokaz. Y€ D, f{(x) = B+ iy, xR,
Ife + ax)] = [1 + B + ixyl = V1 + 20p + o2(B° + ¥2)

£lle +«xll/llel -

Ne + axll = flell 2 llelyl + 20p + «2(p° + ¥°) = el =

= lella(p + %3’206) + 0(0(2) za majhne [«] .

111110 d_[ﬂe + x| - Hell] 2 pllell = el su}a_ {Re '/\.} £D rx(O)
Lipg x[le +xxll - Hel] £ plel =» leling =~ { Bed} 2 D7¢, (0).

Zaradi kompaktnosti mnoZice VU (x) in zaradl zveznosti funk-
cije A — Red pa lahko namesto inf in sup piSemo min ozi-

roma max.
DokaZzimo Se zadnjo trditev. Naj bo najprej x = (/3 +

+i)pe , p,xeR - Re Y(x) =p , Yy eD .
s Al - o Lim  &[le + <+ iyl - o] -

-0

= lim [ll + ofy + loCJI— l] }3

L —>0 %
Sedaj pa vzemimo, da sta e in x linearno neodvisna. Konstru-

irali bomo funkcional ¥, za katerega bo [MellRke 'f’(x) polju-
bno Stevilo 2¢ v intervalu [D;?’X(O) 5 D:FX(O)]

Naj bo ¢ = [le]l + %X neka oporna premica na f’x(oc) pri « =
= 0 . V podprostoru, ki ga razpenjata e in x, definirajmo 1li-
nearni funkcional Y s predpisom:

lell .Re lf’(;e +0?)c) = £Heﬂ + XN, YEm € R

Ce je K =[R , je seveda Re Y(z) = ¥(z) ; &e pa je [ =
=C , je H(z) = Re ‘,"(z) - iRe ¥(iz) .

Oporna premica je zaradi konveksnosti funkcije ?ﬁx(o() pod
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grafom le-te, zato: lle +«&xll Z Jlefl + stt= |[lefl. lﬁe ?’(e %
+acx)| , za vsak & , za katerega je |lell + ®*x20. Ce pa je
llell + 2 <0 , je: llell.|Re V(e + ax)| = |llell + ococ, =

= loef. ol = llell & lxll = flell £ lle + xx| .

Torej je za E Z0 : Jel. ’Re 'f’(Ee +‘lzx)' = fgf.ﬂeﬂ.,ﬂe ¥ie +
+-Ex)[ [ &l Ile+-§-x" e +nxIl .

llell.|Re ¥ (qx)|, = lotl-Iy] £ InxI .

UpoStevajmo Se: llell.|Re Y(e)| = llell , pa je: |Re ¢l =

= 1/llel , iz Sesar sledi tudi NY¥I = 1/gell .

Ce je K=R , je Yle) =1 .Panajbo K=¢€ .

Y(e) = 1 - iRe Y (ie)

= llf/(e), ='\(l + [Re t{'(ie)]g => Re !{/(ie) =0 =fe) =1.

Funkcional 4 po Hahn - Banachovem izreku razSirimo na cel

prostor z nespremenjeno normo in ga spet oznacimo s ({/. Tedaj
velja: ¥ €& . Velja pa tudi: fell.ke Y(x) = o¢ . O

Dokaz je delno vzet iz [58], 37, 38.
L’?,Eﬂ TRDITEV. Naslednji izjavi sta ekvivalentni:

(a) Al +axll,_o » ¥xeH (xeR) .
(b) card@ =

Ce sta izjavi pravilni, potem za @ = {\{’} in za vsak
x € # velja:

K=-=R = ¢ = 557 Sglle +«xll_, - (7,12)
K=C =
=> Y(x) = !—l— %Z["e +o(}{", - ille + intxll]“zo : (7,13)

Dokaz. (a) =% (b). Iz trditve [7,5] sledi: mnoZica

{Re A A€ U(x)} vsebuje eno samo vrednost za vsak x.

za k=R Jje tedaj trditev Ze pravilna. Pa naj bo K-=C

in recimo, da sta l//l,'{’g €& in da eksistira x: '{’l(x) #

# Y’E(x) . Toda: Re §,(x) = Ref’g(x) in Im ?’l(x) =

= -Re %’l(ix) = - Re ’f/e(ix) = Im ‘71/2():) , kar pa Jje protislovje.
(b)) => (a). {Re A AE U-(x)_} ima eno samo todko, tore]
sta levi in desni odvod funkcije sax(o(_) pri &« = O enaka in

trditev velja.
Formuli (?7,12) in (7,13) sledita iz dokaza prejSnje trditve. [J
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[7,7] KOROLAR. laj bo #H Se Hilbertova algebra s skalarnim

produktom <.,.> , ki generira algebrsko normo .l .
i >
Tedaj Jje D = {<—e'—z$1
Dokaz. <e,e> x,e> o lxl. el
=== 1 e =lxi/nen .
{e,e> e, e> "e"2
: £.,e”
Zato je $TE% € 2 .

Iz prejsnje trditve in iz korolarja [3,12],(c), pa sledi Ze
carded = 1 . O

[7,8] TRDITEV. Naj bo T €& neko stanje in Ker T = d€_ .

o)
Tedaj je (?-C,?ﬁo) s formulama (1,1) in (1,2) BO-par in
x —> lIxll = 2Ux|] Jje BO-norma tega para (oziroma HO-par

in M.l tudi HO-norma, de je # Hilbertova algebra in
normo [l.ll generira skalarni produkt).

Ce je (?C,'E"Co) poljuben BO-par in T sled v njem, je
T €)@ ) v vsaki normi, ki je tudi BO-norma.

Dokaz. Za prvi del trditve Jje treba preveriti le, ce je [ll.MI
res BO-norma. Delno nam to kaZe ze lema [7,2].

Pa bodita a,b € 9(’.0. llaxblll = Ilab - w(a.b)ell £ la.bll +
nlell ——[la.bll .llefl = 2Mla.bll = 4lla.ol £ 4ffall Mol = Nall.Woll .
' 17Ol el
1/nelt = ezl = 5;118 ixi- = SYP ji<e + am 22 « el |, ae

€ ?{0 , ke + a # 0 . Suprenum zagotovo ni doseZen pri « = 0 ,
zato smemo z « deliti. Oznacimo: %a = b . Seveda Jje b Se
lahko katerikoli element iz 9‘60.

— l = 1 '
/el = gup e+ om - %nf ile + om °*
€

To pa pomeni: |llelll = inf |llje + blll € le + cly , YVc € H_,
beze, _ o

in WM. je BO-norma.
Drugi del trditve sledi iz (1,6) in (3,21) . O

[2,9) TRDITEV. UGx) = () {A ek ;5 Nell.]& - Al & ge - xM}
Kek (7,14)

Dokaz. A€ U(x) = X = Y(x) za nek ¥ €s2.
telk = |g€-x] = |¥(&e - x)| £ € - xl/nell

Torej velja < v (7,14).
Naj bo sedaj A Vv preseku na desni strani (7,14).
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Ce je x =ae , je |[&e - x| = ’g“atl.”ell . Torej je:

lell. [£- Al €llge - xll = llell. |g-«] , Y& € , iz Zesar
sklepamo (e vzamemo & = & ): A=« = Ylxe) = Y(x) ,

VY esd .

Vzemimo sedaj, da sta e in x linearno neodvisna. Definiraj-
no: Y (xe +fpx) = « + LA '{fo je oditno linearen funkci-
onal nad Ke @ lCx . Ce je p# 0, je:

H’(o(e +/.1,x)’ =l + pAl = IplfC-%) - 1] £

= "e" ”" n " = ‘j,é—uﬂxe +/5x|| , kar pa velja tudi za

=0 in je zato: M%{l £ 1/llell . Po Hahn - Banachovem iz-
reku ‘f’o razSirimo do nekega Y € w2z | ¥l € 1/lell.
Ker pa je __,‘f’o(e) =Y(e) =1, je ¥eDd , pa Se: Y(x) =
=dAeVUx) . O

Dokaz trditve je vzet iz [8], 52,53.
[7,10] TRDITEV. Naj bo x € # poljuben element.

(a) U L) {rek snelde-x] £l&e - 0.1} c

iyl =1 Xek

Cum{kek & - Al £ licge - x). yﬂ} (7,5

® U J Y {Aek;llel.lg-]£]y.e - x)ﬂ}c
Iyi=1 ‘gep

cUix) g
c AeK gz - ol (7,16)
ungJll ZEK{ Je ;e X }
Dokaz. Naj bo Iyl =1 . [[(Ee - x).yll £ |&e - x|l .
Uporabimo trditev [7, 9]

()Y {25 leli g Al £ e -390} ¢

gek
< ﬂ{h, el .[& -2 £ge - xﬂ} Vix) .

Eek
Od tod pa Ze sledi prva inkluzija v (7,15).

Vix) = ﬂ {ns lg-al £lge - 0k el ]

Ker pa je " e" =1 , je potrjena tudi druga inkluzija

v (7,15).
(7,16) dokaZemo analogno. [J

elr
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Dokaz je prirejen po [8], 54.

Sedaj pa se omejimo le na kompleksne algebre: k-c.

[7,11] DEFINICIJA. Element x € # Jje hermitski, e je U(x)c

cR -
Mnozico hermitskih elementov oznacimo s Her(HK) !

[7,12] TRDITEV. (a) Her(H) je zaprt realen podprostor v .
-, (1) Re ¢ Her(R) .

1

() x € Her(R) <> V) = [ 137 21,0 757 2 (0)].

Dokaz. (a) x,y € Her(H) , o, [5 € R .
Wix x +py) = aW(x) + {B'f’(y) cR , Yye D =
=> «x + Ay € Her(3€) .

{x_} c Her(#) naj bo neko zaporedje, lim x_ = x .
n e

Y(x) = Illigm'f’(xn) ; thfefb . Zaporedje {‘f'(xn)} je
realno, zato je tudi limita ?(x) realna in trditev je
pravilna.

(b) Trivialno.

(c) Trditev je posledica trditve [?7,5]. a -

Dokaz todke (a) je vzet iz [38], 39.

Todéka (c) zelo jasno kaZe, kako modno je mnoZica
Her(H#) odvisna od norme. Ce naprimer vzamemo normo iz ko~
rolarja [3,12] ,(b), je: Her(d) = K, + Re (realna di-
rektna vsota!), kjer je K, = {x e H ; Ux) = {0}} :
Her(# ) je torej realna hiperravnina cele algebre.

[7,13] TRDITEV. Naslednji izjavi-'sta za x € X ekvivalentni:
(a) x € Her(3) ;

(b) lle + iaxll = llell + o(«¢) za absolutno majhne «x€R ,

Izjavo (b) lahko zapiSemo tudi takole: 3J %;ﬂe + iot.xﬂ“_o =

=0 (xelR ) , ali takole: D;_?ﬂix(o) = D:‘fix(o) =0 .

Dokaz. U(ix) = i V(x) <> min_ {Rea} = max {Re 1} =
—_— AeV(ix) AeVU(ix)

= 0 . Upostevaje trditev [’7,5} Jje gornja trditev dokazana. O

[7,14] TRDITEV. Naj bo 2z €H# tak element, da sta ?’Z(oL) &
= Jle +xzll in $.,) = lle + izl (L eR ) pri

!
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=0 odvedljivi funkciji. Potem sta za nek A€ C
elementa z - ?Le in i(z - Ae) oba hermitska. Ce

je @300 =p, ng<o> =¥, Je:
%z):k—,mgﬁ ) , VY €D

Dokaz. lle + azll = llell+ fre + 01(0() H
le + izl = fel + g + o () ;

A = _lleu (/3 133 3 « naj bo realno in absolutno zelo majhno

Stevilo. Tedaj je:
lle + x(z - ae)ll = fle(l = «A) +xzll = |1 - xA. M e + T

V(l - ;‘eﬁf} ol_(# dle +xz + &z + 022 + ou.ll =

2] -

= TTE% + 05(0())(ﬂe + «zll + o, ()

= (- 8+ 0 () Uell + %P + o ()

Torej Jje %(z - Xe) in s tem tudi i(z - Ae) hermitski ele-

llel + os(oc) .

ment.
le + ig(z ~ Xe)l = lle(1 - iwd) + iazll

2|l -

= |1 - sadllle « 22

A= 7 e - P - -

- {1 = ;‘—eﬁ- + 0, () (lell + x¥ + og(e))
in 2z - Ae Jje tudi hermitski element.
Y(z - xe) = Y(z) - A € R ;

Wiz - idke) = iW(z) - iA 622

To pa Ze pomeni: ‘f(z)— A =0, Vl}’éog. _D

"eﬂ e 09(“) ’
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8. ALGEBRE Z NORMIRANNO ENOTO

Nadaljujmo z izpeljavo lastnosti numericne zaloge
vrednosti. Do konca razdelka se bo izkazalo, da je ta teo-
rija skoraj popolnoma neodvisna od asociativnosti, saj ne
bo v konnem seznamu trditev manjkal noben pomembnej3i iz-
rek o numericni zalogi vrednosti pri asociativnih algebrah,
le nacin dokazovanja je nekoliko drugacen: ponekod moramo
uporabiti kanonske operatorje namesto originalnih elemen-
tov algebre. Ravno ugotovitev, da je v sedmem in osmem raz-
delku pravzaprav ista teorija kot recimo v [6], je njun naj-
bolj pomemben zakljucek. To namre pomeni, da predstavlja
numericéna zaloga vrednosti izredno pomembno orodje v obrav-
navi neasociativnih Banachovih algeber.

Ce pozorno pregledamo trditve prejSnjega razdelka,
opazimo, da v resnici ni nobene povezave med nultiplikacijo
in numeric¢nimi zalogami vrednosti. Edina trditev, ki sploh
nakaze zvezo, je [7,10]. Pa tudi ta trditev ni zadostna, saj
se lahko zgodi, da sta mnoZici, s katerima je U(x) v (7,15)
in (7,16) navzdol omejena, praznij; to pa bi nas, kot bomo
pozneje videli, bistveno oviralo. Ravno to nas navede na i-
dejo, da enoto normiramo. S tem mo¢no omejimo izbor norme,
ki je bila v prejsnjem razdelku do konstantnega faktorja
poljubna, da Jje le generirala prvotno topologijo.

V tem razdelku naj bo torej H Banachova algebra z
multiplikacijo . in enoto e nad I, norma pa naj bo algebr- e
ska in flell = 1 . Kot pove korolar [5,12],(&), ta omejitev
Se vedno ni bistvena.

Za vsak x e Hd velja:

i Re A3} £ mi Re A | [A) ixeHX . (8,1)
e gle pien,, Jreald me 1 } §
[8,1] TRDITEV. Za vsak x ¢ # je:

iienU( ) fIal} < inf {le gy lyxh} (8,2)

Dokaz. V presek v (7,15) vstavimo {; 5

Q{A |2 - a] £lEe - 031} < {as 1Al £0xa0}. 60
€
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Potem iz (7,15) sledi: {,Kl A € U.(x)} =

= fia A T LM 18- Al e Ige - 051} -

Iyh=1 Lek
- ST v e L as 18- 22 g - 01
J
in od tod: mJ.n {I}LI}- min U{'AP, .._}é
AeV llyh =1
émin{fll' } ; : Iyl = 1 . Uporabimo (%) :

nim {,A,}4Sup{;x; Ael{ny X2 lx.yN}} -
AeU

= sup{lll IAl £ "x.yﬂ} = Ix.yl , Vy: Iyl =

i (Al f i
T e il

Ponovnuo ta postopek Se s formulo (7,16), pa je
trditev dokazana. O

Dokaz je izdelan po vzorcu iz [8], 54.

[8,2] TRDITEV. Naj bo x € ¥ in M= max  {rRe1d} ,

reV(x)
= min {Re l} , ter Exp poljubna ekSponentna funk-
AeV(x)
cija. Tedaj veljajo naslednje Stiri trditve:
£ 20 => exp(em) = ﬂExpL’R(o(x)" Z Elxx) . (8,3)
® €0 = explav) = HExpL q(‘*x)" 2 Elxx) . (8,4)
K= sup{ 1n[[Exp G(x)ﬂ} = lin = 1nlExpx)ll =
o> G L,k <y o %
1 < b
= S = 1n E(x 1 1In E(t 8,5
SHP Jq 18 (x)} uriomn‘(x) (8,5)
Y = inéfo{z 1n"ExpL,R(&x)ﬂ} = %xg — InlExp& x)ll =
7 1 — .
= inéfo{; 1ln n.(ocx)} B %ng 5 o% ln E(xx) . (8,6)

Pri tem smo s simbolom EXPL,R menili eno od funkecij Expp
in Epr %

Dokaz. Ce je x =0 ali « = 0 , sta trditvi (8,3) in (8,4)
oditno pravilni. Zato vzemimo: x # O & &« # O . Naj bo

0 </ <1/lxh . Zaradi (7,9) je: 1 - fpmu>0 .

min {Rel; A€ Ule —/5:{)} = min {Iﬂe?«. A€ 1 —/5U’(.«.)J’

= min {Re(1 - pA) 5 A e UG} = 1 - pm .
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Po trditvi [8,1] je: 1 - pm £le -px).yll , ¥y: Nyl =
oziroma: (1 -/btu)ﬂyll £ e =px).yll , Yy e .

Vzemimo: = (e —ﬁx)_l (v smislu trditve [4,9]).

-1
(1 —/'Jgu)”(e -px) "l &
Naj bo A >0 . Za dovola velike n e¢N Jje torej:

llce - -:1—" X);l"-é 1 - 4:—#)_1 , Oziroma

(1 -2 2l -2 0™ 2lP2e -2/ . (%
Uporabimo formuli (4,27) in (5,13).

= 34 n % E :l k -
exp(xm) & Ilj_l-lllyoa"PL(e +3x+ 2% PL(oax)" = "ExpL(qx)ﬂ
S tem je (8,3) Ze potrjeno. Nadomestimo sedaj x z -x !
max {Re A} = max {—Re A} = - min {Re A} = -

AeVU(—x) AeV(x) AeVU(x)
exp(-av) Z llExpL(-o(X)" Ve >0 =» (8,4)

Ce v (%) namesto PL vstavimo PR , dobimo iskane ocene Se za
Epr .

Po drugi strani pa je: [Explax)ll = fle +« x|l + o(et)
za vsako eksponentno funkcijo Exp ter za absolutno majhne
« € R . Uporabimo neenacbo:
p-L/Q@-p)Elnpaz(p-1)/B ,0<8<2.

[lle + xxl] = 1] + o(x) > lnlExp &l

2 - le +ax|| - o)
[lle + x|l = 1] + o(x) 1 ) )
>
le + x| + 0(0() 'O-C ’ i-(lnio ’ :‘Ecln}o

(logaritem smemo uporabiti, ker Exp(at.xj za absolutno majhne
« ni O po trditvi [5,5]).

lim = 1nllExpGx)l DIg (0) = m
1

oy O
D:tfx(o) = ¥V (po trditvi [7,5]).

n

1n||Exp @ x)]
Od tod in iz prvih dveh formul pa Ze sledita drugi dve. [J
Dokaz je prete¥no vzet iz [10], 55.

[8,5] KOROLAR. Za vsak x € # 1in za vsak o ek Je:
]lEpr R(x)” £ max ,expl[ , (8,7)
" AeU(x)

NExpy el £ expllelv(x)) . (8,8)
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Dokaz. (8,7) dobimo iz (8,3), de vstavimo o« = 1 . Potem pa
Se x nadomestimo z ox , ter ocenimo:

max lexp A| £ exp vix) . O
ae U(x)

[8,4] TRDITEV. Naj bo x € & in € >0 . Naslednje izjave
so ekvivalentne:
(a) fRe A ; A e U(x)} = {o} .
_gb) "ExpL(oLx)" £1, V«eR .

(c) "Epr(ocx)H <1, vxeR

() E(ax) £ 1 , Yx e R

(e) lIlExpy(ex)ll £ 1 , Y € (-£,€) .
(£) NExpp(xx)ll £ 1, Y € (-£,€) .

(g) Elux) £1 , Yt € (-£,€) .

(h) Jle + x|l = 1 + ocemx(o() za absolutno majhne «€R s

pri Cemer Je ]mx(a(,)l omejena kolicina.
(i) fle + axl = 1 + o(x) 2za absolutno majhne oLe R

Iz vsake od teh izjav Se sledijo izjave:
(A) Jle +axll 21 , Yt € R .

(B) 0 ZY¥(x)°2Z Re¥(x°) , V¢ €D. (8,9)
(C) x £0 => x° £0 .

Dokaz. Shema dokaza ekvivalentnosti izjav (a) - (i) :
by = (d)

(a) g = (e) = (g) = (h) = (i) = (a)
(s (1)

Implikaciji (a) => (b) in (a) =>» (¢) sledita iz (8,3)
in (8,4). Implikacije (b) = (d) , (b) =2 (e) , (c) =>
= (f) , (d) =>» (g) , (e) =>»(g) , (f) => (g) in

(h) => (i) so trivialne.

(g) = (h). Za fiksen « je: E(xx) = "Exp xx)| =

e vax eGP o Zhe suxl - JEr P v ..l

> x° e 2
Z e + xxll - 5lxl“exp(loc) Mxl) = Ne +xxll = &N () .
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Elax) 21 => lle +ax]|| £21 + af.?'lix(o(} .

le —axll , _lle - o(. ﬂ
1+ o(eNx(ec) T 1 4+ L: (o()

le + axll = lle + axll

2

.

2 (1 - “Ix19)(1 - o N, (o) + ac”’nx(oc)g R

z21 - «2(Ixl° + N (x)) za absolutno majhne «é€ R .

—

(i) => (a). lle +«xll je pri &« = O v realnem smislu
odvedljiva funkcija in odvod je O. Trditev [’7,5] nam potem
da (a).

Dokazimo Se posledice!

(A) sledi iz (i) zaradi konveksnosti funkcije . (u'-)

(B). Naj bo- \{/e@ in <€ R . Velja: Re $(x) =

oziroma ¥(x) = za N elR . UpoStevajmo izjavo (b))
0= lnﬂExpL(«x)ﬂ ; 1n | Y’(ExpL(acx))l =

2 3
= 1n]1 + x$(x) + % YD) R (STACIDITN
2 3
21n([1 +apd+ F $CO)| - [$ HEIe0) + L)
3
FTYEIE) + ... Z L= g <

k=3

3
< ’%’-—ﬂxﬂexp(ldl Ixll) = ol(oc.)

2
= ln(l[l + 32(— Re %(xg)] + i[oﬁ?\- + ‘5‘— Im 'f’(xe)JJ - Ol(ot.a)) =
2
& %C— e 'f'(xg) + 1'21 + 02(°<-2) .
Sledi: O Z Re ‘f’(xe) + R.e , oziroma O £ ke y’(xg) + ]‘f’(}:)lg_
(C). Naj bo x> =0 . Uporabimo (8,2) in prejSnjo trditev.

| y(x)12 £ —Re $(x°) =
1 = mln fHe(‘f’(e - otx))} 1nf {Hy (e - X)"}

=
¢ Mo (el ";e-:;z,," Sa/me vl R -

To pa je v protislovju z izjavo (A), razen e je lle + «xll =

=1, kar pa je mogode le za x = 0 . O

Oznadimo s co(M) konveksno lupino mnozice M.



a Sl =

[8,5] TRDITEV. Za vsak x ¢ # je:
co(sp(L ) N K) < U(x) , (8,10)

co(Sp(Rx) nKkK) ¢ yx) . (8,11)

Dokaz. Naj bo A € U(x) . Po trditvi [7,9] eksistira tak
g ek » da je: & = A >|lge - x| = "L;e—x” 3
Ker iz tega sledi: E#N , Je:

1> u , 1z Cesar dobimo:

= -1
a[l "_g._:"iL.te—x] = (A= g)(NI _Lx) .
in zato: 7\* Sp(Lx) n ik .
' Konveksno lupino smemo dodati v (8,10) zaradi kon-
veksnosti mnoZice V(x).
Analogno dokaZemo tudi (8,11). O
[8,6] TRDITEV. Naj bo x € & tak element, da je U(x) =

= U(xe) ={0} . A1i pa naj bo K=C in x ¢ # tax
element, da je V(x) = {0} . Tedaj je x = 0O .

Dokaz. Naj bo najprej K =C in U(x) = {0} . Tedaj je:
{Re A A€ U(exp(di ?).x)j - {O} . VY €[O,2'k] "

iz Cesar sledi:

[Expy, (.exp(i). 0l £ 1, v eR , Vg € [0,27],
oziroma ”ExpL(gx)ﬂ £1,VZeC

Iz Liouvilleovega izreka pa izvemo, da je takrat x = 0 .

I

S tem smo kompleksni primer odpravili v celoti.
Naj bo zato vnaprej # realna algebra in x tak element, da
je V(x) = V(x°) = {0} . H° naj bo kompleksifikacija al-
gebre #, kot smo jo opisali na strani 37 : "eHc =1,
lzll, = Izl za vsak =z € 7 c R . '
v & velja: o 135‘»0 ,—1;[He + ax|l - l] = 0 (po trditvi [7,5]).

Potem pa to velja tudi v H° in

{Re A ; X eU(3°,x)} = {0}

Analogno dokaZemo tudi: JRe A ; A € U(Kc,xg)} = {0}
Uporabime (8,9): 0 & Lf’(x)gz Re y’(xg) =0, Yp & D (3°).
Torej je: V(#°,x) = {0} , kar pa nam spet da: x = 0 . [J
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[8,7] TRDITEV. Za vsak x ¢ ¢ je:
V(dt,x) U(®(3),L,) = V(B(HK),R) . (8,12)

Dokaz. Uporabimo (3,15) in trditev [7,5] in dokazujmo le za

L ker je za Rx dokaz ravno tak.

x’
Llle +axh - 1] = 2[hn_, M- 1] = 2[IT + ez B - 1] .

Odvedljivost funkcij [le + «xll in JI + «L | pri «=0
torej nastopa istodasno in zato velja:

{re XA 5 X e V(H,x)} = {Re X5 A V(B(3),L)]Y .

za K- je s tem trditev Ze dokazana. Poglejmo Se primer
K-C:

{I{e(}\..exp(i:tf’)) i A€ U(af,x)} B

={Re X ; A€ U(HK,exp(ip)x)] =

={Re A ; A€ U(63(3), exp(i)L )] =

= {Re(l.exp(i c'p)) s A€ 'U'((B(I-?C),Lx)l y Yo € [0,2‘1‘}.

Ker sta mnozici vV (#€,x) in U'((E;(?C),Lx) konveksni, to Ze
zadoSCa za njuno enakost; zadnja enalba namreé pove, da imata

obe mnoZici iste oporne premice. [J
[8,8] KOROLAR. Naj bo x € H .
(a) min ){Ml} £ int{lL all, (az Il , IR AL, NAR |;

AeV(x
Ae@@) , Iall =1}, (8,13)
1
(b) TZCU(}:){RQ l} iu)po{: lnllExp(oth)”} &

= lim
3 "No!

1n[Exp (<L )M . (8,14)

(¢) min Re l} inf ‘lnﬂ“”xp(acL Mt =
AeU(X){ «®<0 l = }
i %(i;'no «

(d) Izjavi (b) in (c) ob zamenjavi L, —>R_.

I~ R~ R~

lnl{Exp(o(Lx)ﬂ'. (8,15)

LB,‘)] KOROLAR. Za x € # so naslednje izjave ekvivalentne:
(a) {Re XA ; AeU(x)} = {0} .
(b) NExpL Ol =1, Yw e R .

(c) ﬂ}:xp(ecRX)M =1, Ve e R .

(d) Katerakoli od izjav (b), (e), (h), (i) iz trditve
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[8,4], ¢e namesto x pisSemo Lx ali Rx" namesto

e pa I.
Do konca razdelka se spet omejimo na kompleksne
algebre: K=C !
[8,10] KOROLAR. Naj bo x € # . Naslednje izjave so ekviva-
lentne:,

(a) x € Her(d€) .
(b) L, € Her(@(3¢)) .

(¢) R € Her(83(3¢)) .

(d) Katerakoli od izjav (b) - (h) trditve [8,4] in
katerakoli od izjav (b) - (d) korolarja [8,9].,
de namesto &« piSemo i« .

® -y

[8,11] KOROLAR. Naj bo x € Her( ) . Tedaj je:
(a) lle + x| 21 , Yx € R .
(v) II + iuLxﬂ 21, V<xe R .

() M1 +iar N 21, v e K.
(@) Y(x)° < ke W) , VY eD(a) .. (8,16)
(e) x £0 => x° £0 .

[8,12] KOROLAR. Naj bo x € # . Tedaj je:

(a) co(Sp(L,)) < U(x) . (8,17)
(d) ¢(L,) £ v(x) . (8,18)
(c) x € Her(d€ ) implicira za vsak <€ C :

g(ocl + Lx) = vixe + x) = [lxe. + x| . (8,19)

Vse tri izjave veljajo tud-i, ce Lx nadomestimo 2 Rx'

Dokaz. Iz [8], 57, sledi: pxI + A) = eI + &ll za Ace
€ Her(®(2)) in vsak xe C .
g(odI + Lx) = eI + Lxll = flxe + xll 2 vixe + x) 2 ¢(xI + Lx) « &)

[8,13] TRDITEV. Ce sta elementa x in ix v ¥ oba hkrati
hermitska, je x = O . Ce je z tak element v €, da
sta @,(x) in @, (x) (e« e ) obe hkrati odvedlji-

vi funkciji pri e« =0, je: z = (5 - ia’)e , kjer Je

f= 410, y= 91,00 .



Dokaz. x € Her(#) = U(x) ¢ R .

ix € Her(#X) = iV (x) c R .

Torej je V(x) = {0} in po trditvi [8,6] je x = O .
Ostali del trditve potem sledi iz trditve [7,14]. OJ

[8,14] TRDITEV. Preslikava x —>» v(x) iz # v K je nor-
ma, ekvivalentna prvotni normi:
Ixl) .exp(-1) & v(x) £ Jxil , Vxe F . (8,20)

Dokaz.'Naj bodo x,y € 3, « € & . Veljajo naslednje ugo-
tovitve:

v(x) 2 0 .
v(xx) = n‘i‘aécu(‘x){lll} - iafv(x){m,} = Jelov(x) .

O R e RO P SN U

" 3o, merny T T S Moo, penip ™ T -

= v(x) + v(y) .
v(x) = xli/llell = Ixll .
v je torej polnorma, navzgor omejena z dano normo.

Trditev bo dokazana tisti hip, ko bomo pokazali levo neena-
¢bo v (8,20). V ta namen uporabimo (5,38) z r =1 in eks-
ponentno funkcijo Exp; ter (8,8):

bl £ s B loo (g0l.1a8]
&

ox !

< 2%-;— f exp v(x).dcro = exp v(x) .
0]

v(x) Z 1nllxll , e x # 0 .

expl . ,

Zamenjajmo x z %
¢ <1

%v(x)élnexpl:l

v(x) & lIxll.exp(-1) . O
Dokaz Je vzet iz LB], 56.

v [7], 111 - 114, najdemo dokaz, da ocene (8,20) v
splosnem ni mogofe izboljSati.

[8,15] TRDITEV. Linearna lupina mnoZice N, je cel prostor
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*
. N7 torej loci todke v *.

Dokaz prvega stavka, ki ga najdemo v [7], 101, ni odvisen
od asociativnosti in je zato popolnoma nespremenjen upora-
ben tudi tukaj. Drugi stavek pa sledi od tod ali pa kar iz

trditve [8,14].
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9. METAKOMPLEKSNE ALGEBRE

V tem razdelku bomo storili tisto, cemur smo se ves
¢as izogibali, pac¢ v teinji k splcsSnosti: zahtevali bomo,
da ima dana algebrska norma obe specialni lastnosti iz tre-
tjega razdelka, namre¢ norma enote je 1 in enotna sfera je
je v enoti gladka. Pri tem pa se bomo kolikor mogoce izogi-
bali ﬁolnosti, ki pri kljuénih izrekih ne bo potrebna.

Algebram s tako normo bomo rekli metakompleksne.
Ime morda ni najbolj posreceno, opiSe pa dejstvo, dokazano
v prvi polovici razdelka, da je vsaka podalgebra z enim ge-
neratorjem, ki ni mnogokratnik enote, izomorfna komplek-
snim Stevilom. Metakompleksna algebra je torej poseben pri-
mer kvadratne algebre, in sicer Jje v kompleksnem primeru
kar enodimenzionalna.

Izrek [9,10] da izredno Siroko ekvivalentno defini-
cijo - metakompleksne algebre so namrec kar Hilbertove al-
gebre z normirano enoto - , izrek [9,11] pa takoj nato po-
kaZe, da so metakompleksne algebre kljub vsemu zelo speci-
alne.

Vse nadaljevanje poglavja je posveceno nastevanju
lastnosti metakompleksnih algeber; prav na koncu navedemo
Se nekaj Sibkih strukturnih izrekov.

[9,1] DEFINICIJA. Nlaj bo H vektorski prostor nad ﬂ: z las-

tnostmi:
(a) H je algebra za multiplikacijo . in z enoto e ;

(b) 9 je normiran prostor za neko normo lI.ll, za ka-

tero velja:

(A) lIx.yll £ Ixl. Uyl , ¥x,y € H

(B) llell = 1 ;

(C) 3%"& +acxlld=0 (t eR) , ¥xe .

Tedaj bomo H imenovali metakompleksna algebra.

~
[9,2J TRDITEV. Napolnitev . metakompleksne algebra # kot

normiranega prostora Jje Banachova algebra (za zvezno

razsSirjen produkt) in je spet metakompleksna algebra.

card { e ) = Iyl =1} -1 .
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Dokaz. Da se lahko produkt zvezno razsiri na '5?:, pri cCemer
ostane (A) v veljavi, zvemo iz [58], 9, 10 (dokaz v navedeni
literaturi, narejen za asociativne algebre, ni prav nic¢ od-
visen od asociativnosti). 23 je torej res Banachova algebra,
pri Cemer je e Se napre] enota in velja tudi (B).

Pa naj bo @ =f ¥e k', ) =-1y¥ll=1}.

Hahn - Banachoy izrek zagotavlja nepraznost te mnoZice. Na]
bo Se: «,B,J eR , YD , Hx) = p+iy .

le + «xll =z |Y(e + «xx)]| = ’l + nt/.';+ iocd’] .

le + axll - l.-—"-'/(l + -z/s)g + 1212 - 1= wp + o(ee) .
: 1
o« >0 =» Eﬂoa["e +xxll-1]g/3.

; 1
oL L0 => %32,00_1["8 + ax| - l] __-‘5_/.’:.

Torej je -g-‘—‘ﬂe + ax|| =f . V splosnem je zato:

card{Re x) 3 '-{’68_( =1, ¥ xed .

Ce je K =R , to %e pomeni: card® =1 .

Ce pa je K=C , recimo, da eksistirata t}’l, l{’g €9 ,

¥ # ¥, . Obstaja tak x potemtakem, da je sicer Re y/l(x)

= Re'f’g(x) , toda: Im y’l(x) Z In t}/g(x) . Po drugi strani pa

je: Im Lh(x) = - Re ({/l(ix) = - Re y/g(ix) = Inm I,V2(x) . .
Torej je &isto sploSno: card @ = 1 . Ker pa je @€

= (ﬁ)* y dJe 2 mnozica stanj v % . Uporabimo trditev [7,6]

in vidimo, da velja tudi (c), zato je @ res metakompleksna

algebra. O

[9,51 IZREK. Naj bo K =C in af metakompleksna algebra z
enoto e. Tedaj je # izometriéno izomorfna obsegu ¢

(z absolutno vrednostjo kot normo).
Dokaz. Najprej € napolnimo v . Po trditvi [8,15] edino
stanje lodi toclke, zato je dimd€ = 1 , oziroma %= =
= Ce . Preslikava e —» XA iz # v € je olitno res izome-

tridéni izomorfizem. [J

Ohlapno receno: obstaja samo ena kompleksna metakorpleksna
algebra, namrec C.

Naj bo # metakompleksna algebra z enoto e in normo
.l nad &, T (edini) funkcional v '3(.* z lastnostima T(e) =

1]
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= llTh=1, in Ker T = ¢ . Tedaj je (¥, ) Osbornov
par, v katerem Jje T sled, kar preprosto preverimo, Ce v
(1,1) uporabimo (1,4). Ce je X poln prostor, je ('&C,?(,O)
BO-par.

Odslej uporabljajmo simbole @,8,N, l.| ,X,K,QCO sano '
glede na omenjeni par (#, 9(,0). ™

[o, a] TRDITEV. Naj bo ¥ polna metakompleksna algebra z eno-
to e in normo ll.ll. Tedaj je #° = {0} , &(.,.) je ne-
izrojena forma, &(.,.) je skalarni produkt in modul
|.] norma, ekvivalentna prvotni. Velja Se:

N(x) = Ix]° , ¥x e 3 (9,1)
a®).= -lal® , Va € 3€ ; (9,2)
lall = lal , Va ¢ H, - (9,3)

Dokaz. Naj bo a € 7€ - {0} . Sledi: T(a) = 0 in Ul(a) =

= {0} . Potem pa velja (8,9): O & 'C(ae)

Toda iz T(a%) = 0 sledi U(a®) = {03 in po trditvi [8,6]
je tedaj a = O , kar pa ni res. Torej Jje:

%a) <0 , Ya ¢ 3¢, - {0} .

N(a) = - %Z(a®) > 0 po (1,13).

Trditev [1,2] nam pove, da je zato #o°cC B‘Co . Ker pa je
HC° = Ker N, je #° = Ker NL’C = {0}

Potem pa trditev [1,3] pove, da je &(.,.) skalarni produkt,
modul |.| ustrezna norma na vsem prostoru # ter 6&(.,.) ne-
degenerirana forma. Iz izpeljave tudi doblmo (9,2) in od tod
(9,10

Po trdltv:L [7 8] ,je . M! = 2.l BO-norma. Iz (3,23)
potem dobimo: le Il = lllx l”/2 3Mxll/2 = 3l za vsak x € 7 .

= VI & ViseosE £ Vsl 0 € V3 1 (%)

Naj bo sedaj 2° komplekSlfleCle algebre d€. Za vsak x €

€ X c HC eksistira d“”e + ocxl! (xe R ) , zato iz trdi-
tve [7,5] sledi:

min Re At = max Red} = Re¥(x) , ¥Y¥¢ DIRED .
RGU(B‘C‘,X){ 5 e U(é‘t‘,X)£ } ¥ ¥

Konstruirajmo funkcional ”r:c nad #€° s pogoJjena:
'tc je linearen & ’tc':(x) =t(x) , Vixe d C ¥
"Cc(x + iy) = 'Z'c(x) + i'tc(y) = T(x) + it(y) , Vx,y € € c %° .
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T (e) =2(e) =1 = Iz ll_zlz(e) =1 .

Za vsak 2z € H° eksistira tak o« € € , Ix| =1 y da je:
[T.(2)] = T (2) = T Kz) .

Ce je az =x + iy , x,ye ¢ , je olitno x(y) =
Iz (2)] = T(x) 2leldxll = 1xI & max fIxl,Iyh} £ fleezll, =
= llzll, , zato: T, £
Torej.je T, € D) .
Ce je x e in Y €& (#®) poljubno stanje, je:
Re lf’(x) = Re "Cc(x) = e(x) .
Za a & ?Co je tedaj: Re Y(a) = 0 , in iz (8,9) sledi:

0 Z¥(a)® = Re M(a°) .
Ker pa je tudi aae:— #Hd , je: Re l}/(ag) = "c*(ag) s in zato:

[¥(a)]? = - Y(a)® £ - Re ¥(a®) = ~T(a®) = |al® .

Torej je: |Y¥(a)l £ |al , Ya ¢ 360 , YWe D (#°)

Po drugi strani pa je za a ¢ 760 :

Im lf/(ia) = Re ‘f’(a) =0, Yye @(?{_c) s zato:

ia € Her(2°) , in po (8,19) je:

v(7C,ia) = ”ia" = llall, = lal .

7a veak z € C eksistira tak funkcional Lr e D (#°) ¢ @a
je: W’ (z)| = v(#C%,2) . Torej je tudi:

lall = v(2€°,1a) = [¢ Gia)| = |, ()] £ lal , Yae %,

$e ocena Vv nasprotno smer:

lal = YIta.a5) = V-2 £V £ lah .

To pa nam ze da (9,3) .
Za « € K in aé?{, Je:

floce + all £ llacell + Jal = lecl + [al £ *FV . |a12 VZ e + al

To in pa (%) nam Se da:

IxU/NZ & |xl € V3Ixl , ¥xed . O (9,4)
[9,5] TRDITEV. Naj bo & algebra iz trditve [9,4].
G(X,}’) = G(Yax) = S(XsyK) ) hrx'ly € 9{'- (915)

okaz. Bodita a,b € ?eo . Element b razstavimo na komponen-
to, vzporedno z a, in na komponento, pravokotno na a:
=xa + b, SCa,bo) =

Naj bo: a2 = —Ialge + ¢ (upostevaje (9,2)) ,
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.

a.b =2Ae +d , c,d e 2‘60

Ce je a =0, je tudi A O.Vzemimopa, da a £0 .

la-bll £ Bab.dol = lal 1ol = lal 21al? + Y72 .
fla.oll = fla.(xa + DI = I-lal® +uc +Ae + dll =
l—oclalg + Al.lle + é e + )l 2]-xlal® + A]
-otfalc +

(zaradi trditve [8,4], (A)) za —odala + A% 0, kar pa je
res za,dovolj velike lef.

Tako smo dobili: l—exlal2 + 2] £ [al.(r.vt.elal2 +
Neenacbo kvadrirajmo:

oc2|a] ¥ W = Badal® & el # lalglbol'2

22 - 2«lal®r - Jal®lv |2 £ O .

Recimo, da Jje bo poljuben, &« pa tak, da je sgna = - sgnA
in le¢l zelo velik. Potem je neenacdba nepravilna, razen de do-
mnevamo, da je A = O . Ce sedaj spet vzamemo, da je o (in

2y1/2
[o I <)~ < .

z njim b) popolnoma poljuben, sledi:
2(a.b) = - «lal® = - §(a,b) = - §(b,a) , Va,b € W,
Pa naj bo: x = €e + a , =qe+b,£7£R.

(x.y) = T(Eme + €b + 4a + a.b) = em + T(a.b) = €&n -
- S(a,b) S(Xay ) S(st ) T(st) . D
[9,6] TRDITEV. Naj bo ¥ algebra iz trditve [9,4]. a,b € % &

& &(a,p) = 0 =>

=> d(a.b,b) = §(b.a,b) = 0 . (9,6)
Dokaz. Naj bo x = e +oa . X.b = b + «a.b .
7(x.b) = «T(a.b) = x6(a,b) = -x8(a,b) = 0 po (9,5), zato:
X.b € 3&0 .
lle + all = 1 + dzma(x) za absolutno majhne o« po trditvi
[8,4],(n).
0 £ [IxM°MbN° - Ix.bl° = lle + «al®Ibl® = |b + xa.b]® =
[l + Bxgma(oc) - ‘:cq(ma(ac))e_-l.lbl‘2 - &b +xa.b,b + «a.b) =

oM (m ())?IbI? + &P(2m () ]b]2 - Ja.bl?) - 2 8(a.b,b)

Za absolutno majhne &« je tretji c¢len dominanten, utegnil pa
bi biti negativen za dolocCen predznak o , razen Ce je
S(a.b,b) = 0 .

Napravimo isti racun s produktom b.x , pa bomo dobili

Se é\(b.a,b) =0. O

I
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[0,7] TRDITEV. Naj bo 2 algebra iz trditve [9,4] in a,b,c
paroma ortogonalnl elementi v 3£

$(a.b,c) = &(b,a .c) (9,7)
$(b.a,c) = 8(b,c.ak) , (9,8)
b.c + c.b = O . (9,9)

Dokaz. Naj bodo e,a,b,c paroma ortogonalni. Ce je dim # <
<4 , je pa kateri izmed njih enak O. Za o € R definiraj-
mo: X'=e +€a , y =Db + ¢ e?ﬁo.

X.y = b + c +«a8.b +Ka.c .

T(x.y) = 6(x,y) = 8(x,5%) = - 8(x,¥) = 0 po (9,5), zato:
X.Y € 9{.0

Ixll = jle + xall = 1 + u2ma(o<.) za absolutno majhne oL (po tr-
ditvi [8,4],(h) ).

0 £ IIxW2Uyl® - Ix.yI° = [1 + «°n (o()]?(lb!? ¢ lel®) -

-8(b + ¢ +xa.b + Ka.c,b + ¢ +«a.b +«a.c) =

o (m, <o<>>2<|bf?- + 1el®) + of[2m, (). (J61° + [c]®) = |a.o] -

|a. cl - 28(a.b,a. c)] - 20([3(3 c,b) + &(a.b c)]
Pri tem smo upoStevali trditev [9,5]. /
Za majhne |l sta prva dva ¢lena zanmemarljiva v primerjavi s

tretjim, ki pa je pri dolocenem predznaku o lahko negati-

ven, razen ¢e je: &(a.c,b) + $(a.b,c) = O . (#)
Enak radun s produktom y.x nam da Se:
$(c.a,b) + §(b.a,c) = 0 . (% %)

S preureditvijo dobimo (9,7) in (9,8).

V (#) naredimo ciklicne permutacije!
$(b.a,c) + §(b.c,a) = 0 , ‘ (% % %)
§(c.b,a) + &(c.a,b) = 0 . (¢ % % %)
Enacbi (%) in (%x%»*) dasta:
$§(c.a,b) - 8§(b.c,a) = 0 ,
to pa da skupaj z (kx+#%):
8(c.b,a) + S(b.cya) = 8§ b.c + c.b,a) =
Iz (9,6) Se sledi:
$(b.c + c.b,b) = §(b.c + c.b,c) = O .
d(b.c + c.b,e) = &b.c,e) + S$(c.b,e)
= 6(b,c) + G(c,b) = =2 &(v,c) = O .
Potem pa je element b.c + c.b ortogonalen na cel # in je

1
o

¢(b.c,e) + ¢(c.b,e)

1
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zato enak 0 . O

LEJB] TRDITEV. Naj bo & algebra iz trditve [9,4]. H je
kvadratna algebra in 3{0 je antikomutativna algebra.

Dokaz. Vzemimo najprej, da je dim?¢ > 2 in bodita a in
b dva ortogonalna elementa iz 3Cb, lal = Ibl =1 .

8a + b,a - b) = 0, zato iz (9,9) sledi:
0=(a+b).(a"-b) + (a -—b)fa +Db) = 2(a® - b
oziroma a2 = b .

oL2+js2=1 ==>(uca+/sb)2=a2.
To pa pove, da so kvadrati vseh normiranih elementov iz 360
enaki. Ta trditev seveda velja tudi za algebre z dimenzijo

2)

k)

1 ali 2, torej velja sploSno.

Pa recimo, da je a® = Ialg(—e +T) , Va ¢ Jﬁb "
kjer je r € 360 neodvisen od a . Pri tem smo uposStevali
(9,2). Denimo, da je r #0 . Iz (9,3) sledi:

Iel° = [v° = - T(r®) = l2@®)] £ 2l £ Izl® |, zato:
[rle

Zato: |r12

"r2" . Poleg tega je: r° = Irjz(—e + 1) .

"lr]g(-e + )l  in z upoStevanjem (9,4):

l=]]—e+rﬂ§-—1-’—e+r] -yl Jel® .
7 v
0Od tod dobimo: |r| £ 2 .
: ¥ 2
Uvedimo nov vektor: 2z = ————————=(|r|“e - 2r) .
Iely4 -zl @
Zlahka preverimo: 22 = ~e .

Podalgebra Re @ R: je ocitno asociativna, zato eksistira

ena sama eksponentna funkcija:

e 3 4
EXP<7\-Z)=e+lz--g'-!—e-%z +%i-e+...=

= €.COSA + z.sinA .
Uporabimo trditev [5,8]:
Exp(Az) = ex,n(—ll—lj—) Exp( = .- = 1‘)
Y4 - |l IelY4 - Irl
- = Alrl ).(e.cosx_+ z.sin\)

-2N
Exp( r) = exp(
Ielys - Ir)? Va - |r1°

Vzemimo: A = -2n7t , n e /NN , in uvporabimo normo na obeh

straneh te enache.
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E}:p( 4nTr 1) _ exp( nmir| )

lr&u - Irl© Vo = 1r)°

Desna stran te enacbe je za dovolj velik n poljubno velika.
Toda r € E}ﬁo , oziroma U(r) = {T(r)} = {U} , zato Jje
lExpxr)ll £ 1 , Vet € K , po trditvi [8,4].

To protislovje kaze, da je r = 0 in da je:

< e , Ya € '3(’,0 , iz desar sledi:

a” = ~-|al
axa = 0 , Va € 360 » kar pa Ze dokazuje antikomutativnost
algebre 3{,0. Kvadratnost algebre H# sledi po izreku [2,5]. O

[9,9] TRDITEV. Naj bo  algebra iz trditve [9,4].
Ixll = |xI , ¥xe & . (9,10)

Dokaz. (6,7) nam da: |[x| £ |IxIl , ¥x € & .

Pa naj bo a € 960 s lal =1 . Ker je kvadratna algebra po-

tencénoasociativna, obstaja ena sama eksponentna funkcija in

sicer (6,23%). Zaradi VYN(aa) = A je:

IExp(xa)ll = le.cosAX + a.sinA]|$1 , VX € R

(zaradi trditve [8,4]). Recimo, da je za nc,/s eR .

e + fpa £ 0 .

llece +;.sa|| = VOL2 + }‘J:‘”—-‘l{——e +—-£’—-——a1"§|/o(_2 +}52 =
]{&2 w2 Vol + 52 42

= loce +/}a| W

Ker vsak element x € #& lahko zapifemo kot «e +fa za
nek a € B‘{,o , lal = 1, je torej Wxll = |xI . O

[9,10] IZREK. Naj bo ¥ algebra z multiplikacijo . in enoto
e nad K, obenem pa normiran prostor z normo I.ll, za
katero velja: llx.yll £ Uxll.lyll , ¥x,y e 3 , llell = 1 .
Naslednji izjavi sta ekvivélentni:

(a) norma H.ll je generirana s skalarnim produktom;

(b) 2 je metakompleksna algebra.

Dokaz. (a) => (b). 8e je norma generirana s skalarnim pro-
duktom, je enotna sfera povsod gladka in po definiciji [9,1]
Jje H metakompleksna algebra.

(b) = (a). Ce je K =€ , sledi trditev iz izreka [9,3].
Naj bo torej K =R in % napolnitev normiranega prostora
L ﬁ:é Jje spet metakompleksna algebra, zato je razsSiritev
norme ll.ll na ¥ po trditvi [9,9] generirana s skalarnim pro-
duktom. Potem pa je tako tudi z normo Nl v &. O
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[9,11] IZREK. Naj bo ¥ vektorski prostor nad R in e €3
nenicelni element. Veljata naj Se naslednji zahtevi:
(a) & poseduje skalarni produkt &(.,.) z ustrezno
normo |.l, tako da je: lel =1 .

(b) Ce s ?(.o oznadimo ortogonal elementa e: &(e, H{O) -

= {0} in 2 - Re @ Jf,o , naj bo 3{0 antikomuta-
tivna algebra z multiplikacijo X, za katero ve-
ljata zahtevi:
(A) laxvl £ |al.lb]l , Va,b € H,
(B) a,b € 3¢ & &a,b) = 0 = §(axb,a) = 0 .
V prostoru & definirajmo multiplikacijo . takole:
&, f5 eR & a,b € 3‘(.0 =» (xe + a).(fe + b) =
= [« - 8§(a,b)]e + [fa + xb + axb] .
Tedaj je # metakompleksna algebra.
Dokaz. Ce primerjamo izrek [9,11] z izrekom [9,10], je jasno,
da moramo dokazati le Se algebraidnost norme [.l.
Poljubna elementa x,y € & lahko zapiSemo takole:
X =xe +a, y=pfe+fa+bd, M,/!,J’GR, a,be?{’,o y
d(a,b) = 0 . e
X.y = («p - 3’]&'2)9 + (/5 +ayla + xb + axb .
[x.71% = (ep = glal®)® + (B + xp)®lal® + £ [0]% + Jaxv|® €
— oc2/52 + 32151]4 +f52]alg + ¢sc232lal2 + o(?lble + lalglbl2 =

(«® + 1a1%)(p2 + 121al® + [01%) = %2192 . O

Glede na prejsSnje trditve tega razdelka je oc¢itno, da sta
zahtevi (a) in (b) celo karakteristidni-za metakompleksne

algebre.

Zberimo nekaj lastnosti metakompleksnih algeber. Ves
cas naj bo K =R_ in 4 algebra iz definicije [Q,l]. Naj
bo se:

R, = {ced 3 Llle +xel,_ =0}

[6,12] TRDITEV. (a) H je kvadratna wlpebra.

(b) (JC,?CO} je Osbornov par za sled T(x) =
- %;"e M “X“x o ° ;Co je v tem paru antikomutativ-

na algebra. [lTll =1 .

/
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(e) fxll = Ix] , Vx e . (9,11)
N(x) = lxlp , Vx € ¥ (9,12)
8(.,.) je skalarni produkt.

6(x,7) = &(y,x) = §(x,7°) , ¥x,7 e K. (9,13)
(x) = S(Kse) y VX € K. (1127)
'C(?C,y)l B ﬂx-.’)’ﬂ s VX,Y € ., (9’14)

= {0}

(d) Konjugiranje je zvezna involucija: za vsak par

x,y € § je
x5 = yEAE (9,15)
1“0 = nxh (9,16)
N0 = DXt = 120 = mxh® . (9,17)

Hermitski elementi za to involucijo so Re s VSi
elementi so normalni, edina projektorja sta e in
O, unitarni elementi pa so vsi elementi na enotni

sferi.
(e) llaxbll £ fla.bl , Va,b € (9,18)
Ce je o€ polna algebra, Je H ] 40—norma para

(9'(..'3@0) .
(f) e R & aeaﬁo-{O} & cosy="«-%a—" &

& sintf:—u— & nelN = (xe + a)’ =

llaze + all
= llwe + alln[e.cos(n?o) + ,—-l-'—- 1r1(ny)] (9,19)

(Moivrova formula).
Ce je & polna algebra, je: Explxe + a)

1}

= exp«.e sy z2a a =0 ,
X (9,20)
= exp«|e.cos|a] + a TaT 51nla[] za a £ 0 ,
pri demer je « € R in a € € ; od tod:
IExp(aLe + a), = E(be + a) = exp (9,21)

in za dimd £ 1 Se:
Exp(3e) = ¢ - {0}

(g) §(x) = IIxll . (9;22)
Algebra ¥ nima netrivialnih topoloSko nilpoten-
tnih (in nilpotentnih) elementov. Prav tako nima
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netrivialnih idemnpotentov.

(h) Algebra 2C nima netrivialnih idealov in je zato
enostavna v vsakem pomenu.

(i) Vsaka nenidelna podalgebra algebre H je invari-
antna za konjugiranje in vsebuje enoto e.

(j) Podalgebre algebre & in podalgebre algebre ?CD 1o
v bijektivni korespondenci.

Dokaz. Todka (a) sledi iz trditve [9,8].
(b) Iz dokaza trditve [9,2] sledi, da je w(x)

d
-&lle + xxﬂ‘ _—

edini funkcional z lastnostjo T(e) = [zl 1 . Potem pa
ga lahko vzamemo za sled v Osbornoven paru (JC,E{b).
V napolmitvi ¢ velja po trditvi [9,8]: Kerv je anti-
komutativna algebra. Potem pa to velja tudi v . '
(¢) (9,11) sledi iz (9,10), (9,12) iz (9,1), (9,13) pa iz
(9,5). & je skalarni produkt po trditvi [9,4]. (9,14) je
v 5E,posledica (9,10) in (6,14), s tem pa velja tudi v .
(d) (9,15) dobimo iz (2,5) in (9,5), (9,16) iz (9,11) in (1,3%2),
(9,17) pa iz (6,9).
Ostale trditve so trivialne.
(e) JJa.oll = Ja.vl = |6(a,b)e + axb] =

= VG'(a,b)z - Iaxb’2 2 |axb] = [laxbll .

(£) (9,19) je aplikacija trditve [2,10]. (6,22) in (6,23)
nam dasta (9,20), iz &esar preprosto sledi (9,21). Zad-
njo trditev tocdke (f) pa nam da (6,33).

(g) (9,22) je res zaradi (2,13). Ostali trditvi sledita iz
traitev [2,11] in [2,13]. ‘

Todka (h) je posledica trditve [2,12].

(i) Naj bo P podalgebra algebre ¢ in x = xe + a € P
x£0, xeR ,ae, .

1

I °
e - X = xK €

(§) To je izrek A-6 iz [11]. Bijekcija je podana s projecira-
njem iz ¥ v 360 : X ey x —T(x)e . B

(E_‘au:--x2)=ee'.33 .

P

[Q,l%] TRDITEV. Za poljubne x,y,z € in a,b,c € 9{0 velja:

(a) G(x.y,2) = G(x,y.2) . (9,23)
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(b) 8x.y,2) = 8(y,x5.2) = 8(xy2.5°) . (9,24)
(¢) 8(a.b,c) = 8Ca,b.c) = 8(b,c.a)
= §(axb,c) = 8§(a,bxc) = 8§(b,cxa) . (9;25)

(d4) §(a.b,a) = &(a.b,b) =
§(axb,a) = §(axb,b)

»* #
(e) L. = L gy @B =R i
X . xK X xK ?

0. (9,26)

vsi kanonski operatorji so normalni.

(£) 18Cx, )1 £ =yl . (9,28)

Dokaz. (a) Enacbe (9,6) - (9,9) veljajo za paroma ortogonal-
ne elemente iz 3(0, ker so Cisto algebrske in niso od-
visne od polnosti prostora H.

del {imo vektorje x,y,2 Vv naslednji obliki: _
X = e + déa +b, y=pe+a, z-= Xle - )ba - y5b +

- 3ha.b + ¢ , kjer naj bodo a,b,a.b,c paroma ortogo-

nalni elementi iz ;Co, grske ¢rke pa naj oznadujejo re-
alna Stevila.
G(x.y,2) - 6(x,y.2) = g,]a.bl° - J,6(b,a.(a.b)) -

- 6(b,a.c) = 3hla.b|2 + X“S(b,a.(a.b)) + 8(b,a.c)

z uporabo (9,5). Uporabimo Se (9,7):
G(x.y,2) - 6(x,y.2) = X4la.b|2 - 74$(a.b,a.b) -

- §(a.b,c)
(b) &(x.y,z) = 8(z,x.y) = 6(z,y .
S(Z.yx,x) = S(x,z.y )
$(x.y,2) = &(z,y5.x5) = a(3%.5%,2) = a(y¥,

K K = G(z. y ,x )

K h.z) _

= G(xK.z,yK) = s(xK.z,y) B S(y,x «Z) .
(c,d) (9,25) sledi iz (9,24), (9,26) pa je trivialna posle-
dica.

(e) 8L y,2) = 8§(x.7,2) = §(y,x".2) = 8(y,L 42)
X

Enako postopamo 2z Rx 3

Normalnost kanonskih operatorjev dobimo
enacb xﬁ(x.y) = x.(xK.y) in  (y.x).x
za poljubna x,y € 9.

(f) Naj bo x = «e + a , y =pe +Ya+b, x,/S,JJG'R_

preveritvijo
(y.xh).x

o8¢5
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a,b € 9(,0 , &(a,b) =0 .
Sk kF) - 8(3{,}:)2 = Ila.b112 + oc.gﬂbll?‘ +
s 12l’(p+ o z0 . O

Zaradi neizrojenosti forme G in zaradi (9,23%) so

metakompleksne algebre poseben primer algeber, obravnavanih
v [11].
[9,14; TRDITEV. (a) # je anizotropna algebra:

xe H* & x2=0=!,-x=0.
(b) 9 je fleksibilna algebra:

(x.y)ex = x.(y.x) , Vx,y € & , (9,29)
oziroma
RL =LR , Vxeé€ 7 . (9,30)

(c) 3 je (nekomutativna) Jordanova algebra:
(x.y).x2 = x.(y.xg) , ¥ x,ye 3. (9,31)
(d) Naj bo H' algebra nad prostorom # s produktom
Xoy = %(x.y + y.x) . Tedaj je @' :(komutativna)
Jordanova algebra.

Dokaz. (a) in (d) sta trivialni izjavi.

(b) Naj bo x=ue+a,y=ﬁe+3’a+b,a,be}to,
§Ca,b) = 0 , %,B,Y € R . x in y sta seveda lahko Se
disto poljubna elementa iz ¥ . Uporabimo (9,9) in (9,2):
(x.¥)ex = Xx.(y.x) = a.(a.b) + (a.b).a .

Zaradi (9,6) sta a in a.b ortogonalna, zaradi (9,5) je
a.b € 960 , potem pa velja (9,9) in tako je fleksibil-
nost dokazana.

(c) preverimo na podoben nadin. [

Jedro N° algebre . je mnorica elementov iz ¥, ki
asociirajo z vsemi elementi iz # : (x.y).z = x.(y.z) ,
ce je vsaj en element iz N
Center € algebre H Jje podmnozica Jjedra, v kateri so elemen-
ti, ki komutirajo z vsemi elementi iz ).

N in € sta podprostora. Re €¢ ¥ < N.

[9,15] THDITEV. (a) dinH 22 <> € =N = H & ¢-H .
(b) dimd £ 2 & €= Re .




(c) N= R ali € ali H ; v zadnjem primeru je * =

=M.
Dokaz. (a), %= ! Recimo, da sta a,b € ‘,?(,O , S(a,b) =0 .,
axb = a.b = b.a = bxa = ~ axb =» axb = 0 = a.b = 0 .

O =« (a:B)eB = @.5° = = afbl? ;
Torej Jje bbdisi a O ali b =0, kar pa pomeni:
dim ¥ _£1 in dimK £ 2.

(a), =>» ! Sledi iz primerov [2,8].

(b), €= ! dimH =2 => € =K # Re (upostevaje primere
[2,8]).

(b), => ! Ce je dim¥ =1, je ¢ = ¢ = Re . Zato naj bo
dimd > 2 in «xe + a ¢ € , xek,ae?ﬁo.
Jv e, : Iv]l =1 & S(b,a) =0,

0 [(oce + a).a].b - (xe + a).(a.b) = —lalgb - ax(axb) .
O = a.b - b.a = 2axb .
Zato je |a]2b = 0 oziroma a =0 .

(¢) za dim K £ 2 je trditev oditna. Naj bo torej dimd€ >
>2 in MN# € = Re (po toéki (b)) in # # M.
e + pa €N peR ,a€dH, ,lal =1, 0.
Fer je N podprostor in je «e € JY , Jje aelN.

3, € H, [, =1, d(aypy) =0 .
0 = 32.b1 - a.(a.bl) = -b; - a.(a.bl) .
Naj bo a.b, = ¢, . Potem Je: &.cq = -¢q.a = -by .

1]

I

1 = lbll - lcl.a] £ [cyl.lal = lcll_= la.bll £ !a!.lbll = 1.

Torej je leql =1 . Seveda je tudi cl_l_ a,b; .
2
bl.cl = blo(acbl) = “bl.(blua) = _bl-a = ? -

Ocitno Jje podalgebra, generirana z elementi e,a,bl,cl
izometriéno izomorfna M . Po predpostavki torej ta alge-
bra fe ni cela algebra # . Zato eksistira na €,a,D1,C;

ortogonalen element b, , lb?l =1 ., Po istem radunu kot
poprej, ce bl nadomestimo z b2, dobimo Se en vektor Cy =
= a.bg s lcgl =1 , da je podalgebra, generirana z

e,a,bp,ce, spet kvaternionska. lled drugim Jje: b:j.c? = a
in Chedl = b2 . ]
8(bl‘02) = s(bl,a-b2) = (blaa,be) = S(_cl,bg) = U .
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Enako je 8(01,02) =0 . Zato je R = {e,a,bl,cl,b2,c2}
ortonormiran sisten.
Produkt v = bl'b2 Jje pravokoten na e’bl"bE'
v = (cloa)-bg = Clo(a-b2) = 01-02 .
8a,v) = S(a.bl,bg) =0 . v je torej vektor, pravokoten
na .
O—[a(b'+c)](b + ¢c,) - a.(b +c)2=
_' i ° 22 TRTY, 2 e ¢ 2
= <Cl - b2>'(bl + 02) + 2a = 2v .
Naj bo Se W = bj.c, = bl'(a'bE) = (bl.a).b2 = =Cy.b, .
wW = (Cl.a).02 = -(a-cl)QC2 = _a.(cl.C2) = =d.V = O .

Vektor bl Jje bil pravokoten na prostor Re ® Ra , Sicer
pa poljuben normiran vektor.
Zato: bl$°*{) in N= Reeoe Ra . O

Todka (c) te trditve nam torej pove, da je N - Re
vedno razen ko Jje N=HEM ali pa je N&sC , pri
demer je #€ algebra naslednjega tipa: ’

Ce je N>Re+Ra, flaf =1, 8(e,a) =0, in B
konéna (lahko tudi prazna) mnoZica normiranih vektorjev {bk},
izbranih tako, da je vsak bk ortogonalen na e,a,bi (i # k) in

c; = axb; (i # k), sicer pa poljubnih, potem je multiplika-
cijska tabela za podalgebro, generirano z 33, taka:

. e a i bl cy E_ b2 c2‘; b5 ca; -

} : ¥

e e a : bl cl: b2 cs : b3 3 :
“a__“fd__:e-_} ¢, =by : c5  =bs || Cs -b; :

by | by =c; -e a : 0 0 |I 0 0 :

B e e W 00 L S L

b2 b2 =Co 0 0 -e a } 0 0 ; .
c2f% 2 0 0 = g% O

b5 b5 —c5 0 0 0 0 -e a

C5 c3 _bi__,___EJ______O__,____O___.__O_____—&:_._:i _:
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[9,16] TRDITEV. (a) Ce je ¥ asociativna algebra, je o€
R ali € a1i H. |
(b) Ce je # leva ali desna alternativna algebra, je

=R ali €C alilH a1i D.

Dokaz. (a) je pravzaprav posledica (b), dokaZemo pa jo z ne-
posredno aplikacijo trditve [9,15],(c).

Ce je algebra leva ali desna alternativna, je zaradi
flekslil‘nilnosti kar alternativna in izjavo (b) lahko dokaZemo
podobno kot trditev [9,15],(c), le dokaz bi bil nekoliko
daljsi. Tega ne bomo storili, ker tako ali tako dobimo obe

trditvi Ze v literaturi ([19],[20]). OO

£9,l7] TRDITEV. Naslednje izjave so ekvivalentne:

(a) =" .

(b) 4 je Jordanova algebra.
(c) %€ je komutativna algebra.
(a) ?{,0 je trivialna algebra.

Dokaz. UpoStevajmo trditvi [9,14],(c) in (d). O

Oznad¢imo z an(M) anihilator neprazné'mnoiice mc
cH, : an(ﬂl):{aea‘to;axb=0,‘d’bém_}. (9,32)
Anihilator je oditno zaprt podprostor. an(M) = an(M)
(z M smo oznadili zaprtje mnofice M v #, oziroma v dC).
an(?ﬁb) je zaprt ideal algebre Hﬂb.

[9,18] DEFINICIJA. Algebra ., za katero velja: an( a‘rﬂo) -
= 'JCO , je votla metakompleksna algebra. Algebra &€,
za katero je: an( S‘Co) = {0} , je prava metakomplek-

sna algebra.

Votle algebre so algebre iz trditve [9,17] in seveda
niso zanimive. Vredno Jje opozoriti le na to, da iz vsakega
prostora s skalarnim produktom lahko naredimo votlo algebro.

[9,19] TRDITEV. Naj bo dim# > 2 in dimd'> 1 (jedro je

torej dvo- ali Stiridimenzionalno). Potem je ¥ pra-
va metakompleksna algebra, JCO pa enostavna algebra.

Dokaz. Ce kvaternionski primer izpustimo, lahko vzamemo:
dim ¥ >4 . Naj bo P nenidelni ideal algebre ?fo., peP ,
q € '3{.0. Elementa p in g lahko zapiSemo takole:



P = «8a +j5bl, q=3a+8bl+£axbl+;b2 (v skladu s ta-
belo na strani 103).
1
(a) ¢ #0 ! pxZb) =axb, =c€P,
clxa=ble‘P, ép-gbl=a6?.
: -bxa=c,eFP , bxc, -aeP,

by

V obeh primerih Jje ax(b2xa) = ‘t)‘2 € ® in zato qe€ P ,

kar pa pomeni: P = ?fo . Vsi ideali, vkljuéno z an(?ﬁo),
so trivialni in trditev je dokazana. [J

[9,20] TRDITEV. Naj bo # polna algebra in T € ¥ ne-
' prazna podmnoZica. Potem je 360 ortogonalna direktna

vsota:

H, = an(P) @ PxH . (9,33)
Velja Se:

P c an(an(P)) . (9,34)

Dokaz. a € an(P) , be?x?ﬂo.
0 bieﬁ" v s 6

8(a,b) = S(axbl,cl) ¥ eee + S(axbn,cn) =0 .

Zato: an(®) .L?x?ﬁo in tudi an(P)LPxdH, -

Naj bo Se: a_L‘?xJ(.O in b € P .
0 = &a,boxc) = &(axb,c) , Yce 5‘(.0 => axb = 0 =» a e an(P).

b = blxc:L - b2x02 g bnxc

[9,21] TRDITEV. Naj bo ¥ polna algebra, T ideal algebre ¥,
in R njegov ortogonalni komplement: 9{_0 = PoR.
Tedaj je R spet ideal algebre Q-Co in “R can(P) .

Ideal ideala algebre 360 je spet ideal algebre 3'60 .

Dokaz. R L P o PoPxH, 6 = :R._LTfo,O =>
= Rcan(P) => PxR-= {0} .
a€® ,bG@.,ce'}?ﬂo.
§(a,bxc) = 8laxb,c) = O .
zato: bxcl P =p» bxc € R => R je ideal. O
Naslednji korolar in Se trditev za njim kaZeta - Ce
govorimo v jeziku Liejevih algeber -, da je ?(,0 reduktivna
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algebra, torej direktna vsota trivialne (= komutativne) in

polenostavne algebre.
[9,22] KOROLAR. Naj bo ¢ polna algebra.
H_ = an('a‘(.o) =2] Qeox:'?{o . (9+35)

o
Oba ortogonalna direktna sumanda sta zaprta ideala v
3(,0. Algebra & ima s tem dve podalgebri:

"Re @ an(?ﬁc) in Re ® JCOxE?to 3

ki sta obe spet polni metakompleksni algebri, prva je

votla in druga Jje prava.
Dokaz. Netrivialno v korolarju je le to, da je Re @ m
res prava algebra. Pa naj bo a e H xH  tak element, da
je: .axm = {0} . Toda potem je a € an(aﬂo) in zato
a=0. 0

[9,23] TRDITEV. Naj bo H polna prava algebra. Ce je P po-
ljuben ideal v algebri }'{,o, je PxP=F.
Ne eksistira noben nenicelni ideal P z lastnostjo

PxP = {0} .

Dokaz. Naj bo 3 = P ® R (ortogonalno) in recimo, da

P4 Pxd, , oziroma P . 'Pxé‘to @ Q (spet ortogonal-

no), kjer je @ netrivialen zaprt podprostor.

HxH, = (PxP) @ (RxR)cPxk_ o R £ K,

kar pa je v nasprotju s predpostavko, da je algebra & prava.
Zato je G = (0} .

PxP=PxP=(PeRxP=HxP =P . O

[9,24] KOROLAR. Naj bo € polna prava algebra in P poljuben
ideal v 360. Tedaj je #€  ortogonalna direktna vsota

% - F oan(P) , (9,36)

pri cemer je
P = an(an(P)) . (9,37)
-'3_56 Re Je spet prava polna metakompleksna algebra.

Zaradi (9,3%6) in (9,37) bi lahko rekli, po analogiji z aso-
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ciativnimi algebrami, da je algebra 3{'0 anihilatorska ozi-

roma dualna.

[9,25] KOROLAR. Naj bo H taka metakompleksna algebra, da
je dim(?(,oxato) < oo _, Potem je 3{,0 ortogonalna di-
rektna vsota:

H, = an(?{,o) :2] 3‘31 ® ... & :Pn . (9,328)
-:Pk so ideali, sami zase konc¢nodimenzionalne enos-
tavne algebre, ?ixﬁpj = {CY za i # 3,

?lx?i = ?i .

Dokaz. H napolnimo v XK. (7€) x() , < R xF, -

Pote.m je (?'C)ox(%)o = JLOXE‘K.O in

(R), = an((¥),) @ (H xH,) , iz Sesar sledi:

%, - an(3k) © (I} xK) .

(0
Ostalo potem sledi iz (9,%6). [
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10. DODATEK

Na naslednjih straneh bomo pokazali, kako z v ten
delu zbranim materialom zlahka izpeljemo znani izrek o al-
gebrah z absolutno vrednostjo (Urbanik, Wright). Zatem pa
bomo prikazali‘in delno tudi analizirali dve posplos&itvi
takénih algeber, eno lokalno (v okolici enote) in eno glo-
balno. Glavna rezultata sta poleg Ze znanih izrekov trditvi

[10,7]) in [10,8].

Absolutna vrednost je norma .l na algebri z multi-

plikacijo ., Ce velja identicno:
Absolutna vrednost morebitne enote je vedno 1.

[10,1] LEMA. Naj bo ¥ algebra z multiplikacijo . in enoto
e nad obsegom [ in Se normiran prostor za normo I .,
za katero eksistira taka okolica WU(e) enote e, da je:
Ixl.lyll € flell.Nx.yl , ¥x,y € W(e) . . (10,2)

(eR) , ' xe X .

Tedaj eksistira %Q""e +a(x"“=0

2

Dokaz. D:[Ile +axll.lle - “x"].g,:o - 1_‘1:&.0 lle + xxll.lle ;xx” - llell
. Il x| - lle]l flell - fle - «x]|l
= Lin o[ £ ‘ij el e - «x| - A& ~ x| "eﬂ].—.

1]

D:He + xlezo.’lell - Dlle + “X"“,-_o‘"e” =0,

ker je desni odvod kvedjemu velji_ od levega.

2.2 2
D:[He +ax].lle -a:xll]é lin lell.Ire “"—i Il - lell” .

Lin MelCllen + &PUxPM) - qrel® _
< N O x

orej je: D:[ﬂe +axll.lle '“x”]g=o -
= Heu{D:ﬂe vocxll, - D Mle +°<'x"uc=0] -o. D

IIn

+3

[IO,ELIZREK. Haj bo H algebra z multiplikacijo . in enoto
e nad I in normiran prostor za normo 0.0 :
Ix.vll € lIxl.lyl , ¥x,vy € € ;
za vsaka x,¥y iz neke okolice U(e) enote e pa velja
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celo: lx.yll = Ixl.ldyll .
Tedaj je za K =€ algebra & izometriéno izomor-
fna €, za K=R pa je # izometriéno izomorfna

R ali € ali M ali D .

Dokaz. O8itno je Mell = 1 in iz leme [10,1] takoj zvemo, da
je X metakompleksna algebra. Iz izreka [9,3] potem Ze sledi
gornji izrek za K =C . Panajbo K =R ! Bodita a in b
poljubna elementa iz ?Co in « ter /2 dovolj absolutno maj-

hni Stevili. Tedaj je:

lle + «all®le + gbl° = 1 + «°lall® + FMI° + A Jal®lol® =

= llCe +xa).(e + AD)IZ = (1 - xp6(a,b))° + xPpYaxvl® 4

+ S(qca + pb,xa +pb) =1 + meﬂaﬂe + /f»gllbﬂ2 + ocgpeS(a,b)e +

+ a?pzﬂaxbﬂa . Torej je:

§(a,b)° + laxbll® = pab®puu’ ()
Na enak nac¢in izracunajmo za poljubna l,(~e=32 Se izraza

Ixe + aﬂeﬂﬁe + B® in [(xe + a).gge + b)"2 , upoStevajmo
(%), pa bomo videli, da sta ta izraza enaka.'Torej velja iden-
ticno: Ixlldiyll = Ix.yl0 .

Toda v metakompleksni algebri je norma porojena iz skalarnega
produkta. To pa je po Hurwitzovem izreku Ze dovolj za nas za-
kljudek. O

Preden gremo na obljubljeno posplositev, si poglejmo

konstrukecijo neke normirane algebre.

LJQJ5] PRIMER. Naj bo ;{0 neka algebra za produkt X nad K
in normiran prostor za normo (., za katero je:

axoll = lall.Woll , Ya,b € R .

Dodajmo k 3 Se enodimenzionalni prostor:

H=H, o Ke .

J€ naj bo spet algebra za produkt.

(ke + a).(fe + b) = xPbe +pa +ab + axb , (10,3)
Y,p € K, Ya,b€ ?‘Co §

in normiran prostor:

lixe + all = 3.max { «l; all} . (10,4)

Isti znak za obe normi smemo uporabiti, ker je nova norma

le razsSiritev prvotne.
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lell = 3 .
(3{,3‘3.0) je Osbornov par, pri cemer Jje G6(a,b) = O za vse
a,b € 9{,0.
Ixe + a).(pe + Bl = 3.max {l«hipl ; lled + pa + axvll} £
éﬁ.max{ld!-’/ﬂ i el bl + I/H."a" & lla”.llb"} =
£ 9.max § Il I Sl 5 ] Wbl 5 |plllall 5 Hall.ibll } =
= 9.max § [«]; ﬂall}.max {115 1ol = lxe + all-"/.'.-e + bl .
Norma™ .l je torej v primeru polnosti prostora ‘&CO celo BC-
-norma BO-para (2‘(.,?(0).

Za nas Jje pomembno, da velja preprosto preverljiva
implikacija: Ilxl,lyll <1/2 =»
=> lle + xll.lle + yll = Nell.ll(e + x).(e + NI , (10,5)
kakrinakoli ‘sta sicer x in y iz #. O

[10,41 TRDITEV. Naj bo M Banachova algebra z multiplikaci-
jo . in enoto e nad K v topologiji norme "'"o‘ za
katero eksistira taka okolica WU(e) enote e, da je:
Ixllyll, & Hell hx.yl, , ¥x,y € U(e) .

za K =C je to algebra iz primera [lO,B} (polna

in z ekvivalentno normo). Sicer pa pri kakrsnem-

koli #C eksistira taka ekvivalentna algebrska norma

l.ll in tak € > O , da je:

(a) lxll,liyl<€ =» fle + xl[.lle + yll € llel.Nl(e + x).
.(e + y)II , kakrinakoli sta sicer x in y iz .

(b) card D = 1 (oziroma D = {=}, pri demer je
D mnoiica stanj za normo ll.ll).

(c) Za H = KerT Je (ag,aco)-lao-par in Wl.l0 BO-
-norma.

(@) llell £lle + all £ lle - a®|| (10,6)
za a € H, , llall<e (za [KK= € smemo nee-
nadaja zamenjati kar z enadajema).

(e) Za Osbornov par (EK,?(’_O) veljajo izjave iz tr-
ditve [1,2].

(f) 6(a,axa) = O , Ya € H° .

(g) 2a Wxll< €& in vsako &isto potenco p" je

fle + 2 x[* £ llel™ o (e + 2 x| (10,7

(za K= C velja kar enadaj).
(h) Za JIxll<€ Je
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llell.exp Re®(x) = IlExpL,R(x)H . (10,8)
(i) Za vsak x e H je

F(x) Z llell.exp Rew(x) . (10,9)
(3) l*"(ocx)Fg&x) Z Nlell .F(( + f3)x) (10,10)

za vsak x € H ter za taka x in /5 da imata
nenggativno realno razmerje in je

Dokaz. Za normo ll.ll | velja: llx.:;’”O = Hixl Uyl , Vx,y € .

Naj bo kar lxll = 2Mlxll  , ¥x e &K .
Okolica U(e) vsebuje neko kroglo s polmeronm 61 in s sre-
diséem v e, tako da za vsak € £ £l velja (a).
Po lemi [10,'1] in trditvi [’7,6] sklepamo v pravilnost tod-
ke (b).
Trditev [7,7] nam potrdi Ze todko (c).

Postavimo sedaj: €& = El/(l # El) . Zagotovo je
O0<e< min{l s El} . Naj bo x € & poljuben element in
X fc tako Stevilo, da je IplUxll< & .

=

llCe *ﬁXJ;l -ell=lpx + AoxE + /55x.x2 + eael
€ Ipldixi/(L - Iplxl) < &) .

1 - pre?(x) £ 2(e - px)| £ lle - pxll -
= e = p)HITE 2olle = pxllliCe - px)THI £

T

£ llce - px7 el .

Ker pa velja Se: |lell.keT(z) £ He!l.]"t’(z?l £ llzll , Yze & ,
je: llell.ke%((e -ﬁx);l) = (e -/.‘.x);l" =

= lell[1 - prew(x)] ™t .

Ce izpustimo srednji del neenakosti, skrajna dva clena pa
razvijemo v vrsti, dobimo:

1 +/.'.Re't'(x) +/32Re'r(x2) +/35Rer(x.x2) * oane =

£ 1 + pRew(x) +/52[E{e't{x):!2 +/_55 Re't(x)]5 e (%)
Sledi: Re'c(xg) = [Her(x)]g .

Za a € 'F}C,O je zato: Ree(a,a) =0 .

za =MW je: ©€(a,a)=0.
za =€ Jje: O = Ree(ia,ia) = - Ree6(a,a) , zato:


http://lZ.Ce
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Re&a,a) = O . Toda O = Ree(I a,Vi a) = - Ime(a,a) , in
s tem: G(a,a) = O .
V sploSnem je torej N(a) = - G(a,a) Z0 , Ya € 9-(,0 5 &
esar sledi tocdka (e).

Naj bo spet a € 3 , llall <E&, .

2
le + al le = a“ll
l'c(e - a)l & —-r"e - all e all - ne + all

Skupaj z dejstvom, da je l.l BO-norma, nam to da oceno (10,6).
Pa recimo spet, da je K-C in a € 3(,0 poljuben element,
/> pa tako Stevilo, da je Ipl.llall < €.

I 22| = l/blgﬂa"‘? < €°< € . Zato:

lle + pall 2 lle - A%a°) = lle - p*a%a°ll =

< lle - p8(a%.2%).(a%. 8% £ .un = llell .
S tem je todka (d) v celoti potrjena.

Za absolutno dovolj majhne «,p € C je tedaj
3}
1 =1lle +xall.le +poll/llell =

< u—én-"[l - dﬁG(a,b)]e + [oca + b+ o(/&axb]” =
= "e"’l + K/BC'I'(E[ b)’ "e + C" 'l + d/bg(asb)'

Ker pa sta smerna kota Stevil « in f5 poljubna, od tod ze
sledi: G(a,b) = O . To pa je dokaz, da je za K =€ nasa
algebra res kar algebra iz primera [10,5], ki Je sicer po-
polnoma poljubna, le @ je na 3€0x3eo (kartezidéni produkt!)
nicelni funkcional.

Treditev (f) je za [ =@_ trivialna, za K-R pa
sledi iz (%), ki se za x = a € 3{,0 in 6(a,a) = 0 (kar je
isto kot a € H°) glasi:

3 +/33't(a.a2) + e0e =1
Nadaljujmo dokaz pri tocki (g). Po formuli (4,8) je:

b 3ol - F ]
"g(ﬂ)ig Proofl £ g(ﬂ)‘}g flxl® = (1 + Nxl/n)™ -

< expllxll - 1 .
Ker je €& < ln(E + 1) , je za Illxll <« € in vsako potenco

ph: pi(e + = X) e Ule).



Dokazimo (g) s popolno indukcijo.
Za n =1 Jje vse v redu. laj trditev velja za vse n £k .

He"k"pk+l(e + I =

k + 1

ky i 1 i 1 s | 1 k + 1 -1
= llel™lp™(e + $-g51 %)-p (e ¥ g T =P T THE

k-1y..1 1 k+1-i 1
z el lp™ (e + =1 O e » =1 X)ll z

% 1 k+l-1 k+1
Zle + [“lle » o= =l = lle + m x| ;
Sedaj pa to upoétevaij' "eﬂ(l + l Ret(x) )P <
= He!l-l'c(e + = X)]n Z e + = xﬂn/l! lln'l =
£ ||pn =
< "PL,R(e ¥ = x)ﬂ
Iz trditve [5,7] %e sledi todka (h).
' Dokazimo Se zadnji dve tocki!
oo

Ix + %T x° + j' P(x) + ... E z : %T Bscl® = explixll - 1

[ k:l .

Za lIxll <€ <1n(l + € ) Je tore] lExp(x) - el < €,

za vsako eksponentno funkcijo bxp. Trditev [5,5] nam za po-
ljuben x in °(V6 iz todke (Jj) da za poljubni. funkeciji
Expl in Exp2

Ie!l "LKP]_(&K)" "hxp2(ﬂ.x)l = ”pr,_( (o +/5)3C)” F((e¢ + p)x) .

Torej velja tudi (10,10).
Od tod pa sledi za Ilyli<e : F(y)2 Z llellF(2y) .
Ce je x poljuben element, je za dovolj velik n € N :

n n
2 xll < € ; zato je: F(2 )2 .= [lel® ~lF(x)
iz desar dobimo po logaritmiranju:

Q_H[ln F(277x) - 1nﬂe{] £ 1n F(x) - 1lnlell .

Ce n raste preko vseh meja, postaja neenacba veljavna za vse
po normi Se tako velike x .

)1&1_11_1’10 x[in Bx) - 1nHeHJ 55 1n F(ax), o -

d
T lewr ap I‘(ﬂ’xﬁm ) Hell @S"e */-"xff,,:o = Rew(x)

(upostevaje trditev [7,6]). Torej je za vsak x:
Rez(x) £ 1ln F(x) - lnlell ; to pa je ze (10,9). O

Lokalna posploSitev absolutne vrednosti nas oéitno
ni pripeljala do kaksénih specialnih struktur. Zato poskusimo
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sedaj z globalno posploSitvijo, torej z normo, ki zados&a
dvojni neenacbi na celi algebri:

milxll Myl € lx.yll £ Mixi.lyll . (10;11)
Najprej pa navedimo pomemben izrek!

[10,5] IZREK. Naj bo X Banachova algebra nad € in L, naj
bo za vsak x # O Dbijektiven operator. Tedaj je 9€

. topoloSko izomorfna C .

Izredna pomembnost izreka je v tem, da ne zahteva niti aso-
ciativnosti niti eksistence enote! Kolikor mi je znano, je
avtor I. Kaplansky, vendar je mozZno, da je bil izrek doka-
zan Ze zelo zgodaj, saj je dokaz presenetljivo kratek in ele-

ganten, pa ga zato tu tudi navajam.

Dokaz. Bodita x in y linearno neodvisna. Za vsak A € & Jje

Lx-xy = Lx - lLy omejen bijektiven operator, prav tako tudi
-1 1

5 L
X=-ay" Y

prazen, kar pa ni mogole. [J

18

= LXLy - Al . Toda tedaj Je spekter operatorja LxLy

Analogen izrek velja, e Je R za vsak X # 0° bijektiven ope-
rator.
[10,6) TRDITEV. Naj bo # Banachova algebra nad K z algebr-
sko normo Il .ll, naj bo
= s -l
R={xedt ; L'} +0
in naj eksistira A € R* , da je ﬂxﬂ."L;l" Z A za
vesak x € R . Tedaj za vsak z € &€ - {O} eksistira L;l,

Dokaz. Za dimdl =0 je R =@ . 2a din¥d =1 je trditev
trivialna. Zato naj bo odslej dimd>1 .
Naj bo ;DI': {z € ; lzIl 2 r} za I € FL+'.
Za vsak tak r je 'j{f]SDr £ .
;a je povezana mnozica! Vzemimo, da sta x,¥y G.EDI..

T
Ce je y nekolinearen z x, potem ta dva elementa povezuje pot

r(v) = SRl = Ll [y - o)x v 6y ], (%)

ki vsa lezi v gbr. Ce pa je ¥ =«x za e K , Vzemimo nek
drug od x linearno neodvisen element z iz Ebr in nato sesta-
vimo pot od x do z in od z do y po receptu (%).

Dalje Jje szWﬁDr v relativni topologiji topoloSke=-
ga prostora @I‘ odprta mnozica, ker Jje q-d odprta mnozZica po




lemi [3,3],(a).

Toda R.n °<Dr je v tej topologiji tudi zaprta mno-
Zical Naj bo {xkk < ?\,n@r Cauchyjevo zaporedje. Eksisti-
ra tak x ec@r , da je: Illgwllxn -xJl =0

Ker je JLZ'Il = a/Ux )l 2 /2 , je:
n

.

=1 =1 i1 <1
Hka - anﬂ - ﬂka(an - kaJan =

=k - Lex - x [J.a%/2° .
B =m0, - 6

Zato eksistira povsod definiran omejen linearen operator U,

o B : " .
da Je: IJi:.L.Eoo"an U" =0 .

o u - 1l o v - L1t « ot - 17 =
Il I In
gl v - o2 + Mo, -z f02t) =
X Xn X xn Xn
-1
éllell.IIU = anll v flx = xn".A/r .

Ta in pa analogen racun za HULX - I" nam povesta, da Je
U = L;l, in Rﬂ@r je res zaprta mno¥ica.

Potem pa Jje zaradi povezanosti mnoZice 3:*:

’Rn@r = §Z)r . Toda: K - ‘LO} = Uo(() in s tem so vsi
reRt *

L, obrnijivi za x # 0 . O

Trditev in njen dokaz sta narejena po vzorcu podob-
nega kEdwardsovega izreka za asociativne algebre ([24]).

Analogen izrek velja seveda za operatorje Rx'

[lO,?J KOROLAR. Naj bo M kompleksna Banachova algebra z
algebrsko normo ll.ll, naj bo R ={x € ¥ ; 3 L;l} #
# @ in naj eksistira tak A € R* , da je:
lx".ﬂL;l" £ A, Y x€ R . Tedaj je H topoloSko izo-

morfna C =

Korolar je oCitna posledica trditve [10,6] in izreka [10,51.

Analogen korolar dobimo z zamenjavo L z R.

[10,8) IZREK. laj bo Fad kompleksna algebra z multiplikacijo
. in enoto e in obenem normiran prostor za normo .,
za katero eksistirata konstanti m,M € /& , da Jje za
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vsaka x,y € & veljavna dvojna ocena (10,11). Tedaj
je 9 topolosko izomorfna C .

S
Dokaz. Napolnimo H v €. Pri tem norma obdri vse omengjene
lastnosti. Uvedimo Se novo normo: Mlxll = Mlx[l , za katero

velja povsod:
I% Ml iyl £ Mx:yl £ Uyl .

Mnozica R iz trditve [10,5] ni prazna, ker eksistira enota.
naj bo x € X . Za vsak ye o - £01 Je:

fizll = "|X-(L;137)m P2 Imq ”lXIII.mL;lym , oziroma

RS lllxlll'w :

it
Torej e tudi = 2 M7 -
Pogoji iz korolarja [10,7] so izpolnjeni in §E je topolosko
izomorfna € . Potem pa je zaradi koncne dimenzionalnosti
taka tudi algebra X. O

Zal realna verzija izrekov [10,5] in '[10,81, ki je
ob predpostavki, da eksistira enota (protipriﬁer v [37]!),
v tem, da trdimo: dimd = 1,2,4 ali 8 , in ki je skoraj
zagotovo pravilna, ni tako preprosto dokazljiva. V naslednji
trditvi nanizajmo le nekaj lastnosti take realne algebre,
kakrSna sicer kompleksna nastopa v izreku [10,8] S

[10,9] TRDITEV. Naj bo ¥ realna Banachova algebra z enoto
e in algebrsko normo [l.ll, za katero eksistira tak
Ae R, aa je Ixl.yl é.A"x.yﬂ. za vse X,y € ¥ 3
tedaj Jje:
(a) llell £ A . (10,12)
(b) za vsak x € # - {0] eksistirata L;l in R-L i

in R in:
X
It LM £ a

(10,13)
el R £ 4
() Nx™ & A" HIpPGOll , ¥x e H (10,14)
(za vsako &isto n-to potenco p);
(@) lIxll = A.¢ (x) , ¥x € K ; (10,15)

.(x + ) £4[0,(x) + 0,(m] 4 ¥x,ye ;5 (10,16)
(e) F(o(x).Fsﬂ,-x) = KF((¢ + p)x) (10,17)
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za vsak x € % in vsaka o\ f5 €eR 2 nenegativ-

nim razmerjem; za vsak n e N je:
L F(nx) 2 [% PGO]? (10,18)
(f) dim ¥ = 1, 2, 4, 8, e ,
Dokaz. (a) Mell.Myll £ Alle.yll = Allyl .
(b) MnoZica R = {xe ?° 31}_{1} zaradi eksistence enote
ni prazna. Ce torej eksistira L;{l za nek x, je:

||x||-"L;1y" = A"x.(L;ly)ﬂ = Allyll .

[l
"x"'_Tl?T £ A, VyeH - {0} .

S tem so izpolnjeni pogoji v trditvi [10,6].
Enako dokaZemo tudi varianto z R; .

(c) Dokaz s popolno indukcijo! Za n = 1 Jje neenaclba trivi-
alna. Pa recimo, da velja neenacba za vse n do vkljucéno k.

Ak"pk+l(x)" = Ak"ps(x).pk+l-s(x)” -
2 A NS X5 ) Il &

Ixll® Jlct*i-s ffft
As-—l Ak-s B "

¥

1\

(a) A.p (x) = A.%Eﬂ§ip[mgxﬂpn(x)"l/nj

2 A.limsup [!lxll nAl—nJl/n =
n— oo

= Allxll limsup iel/m =il .

n —» oo

1/n

mgXHpn(x sl x o+ oyl o2 0=l o+ Nyl #

¢ [ el + [ il £
= l-l/n.mgx"pn(x)”l/n M Al-l/n.mgx”pn(y)ﬂl/n .

!

Zacetku in koncu ocene izracunajmo r]il—mrb-}-m » pa dobimo
se (10,16).

(e) Uporabimo oznake iz trditve [5,5_]:
AF(( + B)x) & A"Exp,\( (o + p)x)|l Z
_%UExpl(o(x)H.”L’xpg(/bx)" , kjer sta Exp; in Lxp, poljubni

eksponentni funkciji. Vzemimo taki, da je
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lExp, @wx)ll = Flax) , [Exp,(px)l = F{px) , pa je!

Z indukcijo dokaZemo Se drugo neenacbo! Za n =1 Je
celo kar identiteta. Pa naj bo neenacba pravilna za

n £k .

F((k + 1)x) = ig F(x)F(kx) = % F(XJB- F(x)]k =
=& F(X)]ku .

dobimo iz Bott - Milnorjevega izreka o koncnodimenzional-

k=

nih algebrah z deljenjem. [
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NEKATERA ODPRTA VPRaSANSA

ki so vzniknila ob nastajanju tega dela, pa Jjim av-
tor ni bil kos.

(1) Naj bo ¥ Banachova algebra. Ali je za vsak x € ¢
i nf [sup ™ 1/n7 _ o
1gf[b§p"l 2] - f,(x) ?

(2) Naj bo H Banachova algebra. Ali je Exp(x) # O za vsak
x € & in za vsako eksponentno funkcijo Exp ? Ali je celo
E(x) > 0 za vsak x € ¢ 7

(3) Ali je mnoZica EXP(.) v Banachovi algebri # odprta?

V katerih algebrah je EXP(H)>H - {0} ?

(4) Kaj je najboljsa ocena za konvergencno obmolje logaritma
(5,32) v Banachovi algebri?

(5) Ali je tudi za dim(?ﬂoxgﬂo) =co algebra #€ iz koro-
larja (9,25) direktna vsota an(?ﬁo) in enostavnih ide-
alov (v kakriénemkoli Ze smislu)? '

(6) Klasifikacija metakompleksnih algeber, v katerih je je-
dro enodimenzionalno in antikomutativna algebra enostavna?

(7) KakSna je metakompleksna algebra, pri kateri je antikomu-
tativna algebra Liejeva?

(8) Ali je metakompleksna algebra brez pravih deljiteljev
nicda konc¢nodimenzionalna? Ali je morda taka celo realna
Banachova kvadratna algebra brez pravih deljiteljev
nica?

(9) KakSna je realna verzija izreka [10,5]? Ali vsaJ realna

verzija izreka [10,7]?
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