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(IATEMNARTIRA

STRATEGUE

1. Osnovni pojmi

Bralci Preseka so gotovo Ze zdavnaj sami opazili, da lahko igre med dvema igral-
cema v grobem razdelimo v dve skupini: igre, pri katerih je treba ""'samo misli-
ti"”, in take, kjer igra dolo¢eno viogo tudi sre¢a. Tukaj se bomo ukvarjali s
prvim tipom, bolj natan¢éno, vse igre, ki jih bomo srecali, bodo

(a) koncne, to je, igralec, ki je na potezi, ima vedno na izbiro le konéno
mnogo potez in igra se vedno konca,

(b) s popolno informacijo, to pomeni, da igralec pred vsako svojo potezo
pozna tako pozicijo kot tudi ves dotedanji potek partije in

(c) med dvema igralcema.

Konénim igram s popolno informacijo med dvema igralcema bomo odslej rekli
kar na kratko igre, saj nas druga¢ne tu ne bodo zanimale.

Zal so resniéno zanimive igre, kot so $ah, go, dama, mlin in podobne, pre-
vec zapletene, da bi nam tu sluzile kot primer, zato najprej opisimo nekaj takih
iger (ali bolje igric), ki imajo enostavnej3a pravila, a so $e vedno dovolj zanimi-
ve, da bodo marsikoga tako prevzele, da bo ob igranju s soSolcem preslisal
marsikatero Solsko uro. Da poenostavimo izrazanje, bomo imenovali igralca, ki
je prvi na potezi, beli, njegovega nasprotnika pa ¢rni.

I. lgra krizci—krogci. V kvadratke pravokotne konéne mreze (kot je na primer
list z nizkim karom) beli vpisuje krizce, érni pa krogce. Zmaga tisti, ki prvi
uspe postaviti v neprekinjeno vodoravno ali navpi¢no ali diagonalno vrsto n
svojih znakov. Ce igralca zapolnita mrezo, ne da bi komu uspelo zmagati, je
igra neodlocena. Obic¢ajno je n = 5, ker je za manj$e n beli v tako ocitni pred-
nosti, da igra ni zanimiva, za vi§je n pa je zmagati na manjsih mrezah ze zelo
tezko. Za n = 3 lahko na primer beli zmaga Ze kar v treh potezah. Oglejmo si
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primer na sliki 1, ki jasno pokaze, kako mora beli v tem primeru igrati, da bo
zmagal (to seveda gre le v primeru, da je mreza dovolj velika).

Naloga 1. Kako velika mora biti mreza za n = 3, da beli lahko zmaga? Na dovolj
veliki mrezi opiSi pot belega do zmage v primeru n = 4,

Zan = 5 pa, kolikor je avtorju znano, $e ni dokazano, da beli sploh lahko zma-
ga, ¢e seveda €rni igra optimalno.

Il. Razne variante igre nim
I1.1. Nim 1. Na mizi je n dinarjev. lgralec, ki je na potezi, lahko vzame 1, 2
ali 3 dinarje. Tisti, ki pobere zadnji dinar, zmaga in pospravi ves kupéek.

Naloga 2. V katerem primeru beli lahko zmaga in kako mora za to igrati? Kaj
pa, ¢e tisti, ki pobere zadnji dinar, izgubi? Kaj pa, ¢e lahko igralec na potezi
vzame poljubno Stevilo dinarjev med 1 in k (kK <n)?

11.2. Nim 2. Na mizi je n kupckovspy, ... p, dinarji. Igralec, ki je na po-
tezi, lahko vzame poljubno Stevilo dinarjev iz enega izmed kupékov (ven-
dar mora vzeti vsaj en dinar). Tisti, ki pobere zadnji dinar, zmaga. Ma pri-
mer, ¢e so trije kupéki z 1, 3 in 5 dinarji, lahko igra poteka tako: B(1,3,5),
¢(1,3,0), B(1,1,0), €(1,0,0) (C(1,3,0) pomeni, da je &rni na potezi in da
ima pred sabo kupéke z 1, 3 in 0 dinarji) in &rni zmaga. Pozneje bomo vi-
deli, da v tej igri beli "skoraj vedno" lahko zmaga.

11.3. Drevesni nim. Kaj je graf in kak3ne vrste grafi so drevesa bralci Pre-
seka Ze vedo (glej tudi sliko 2). Igralca imata na za¢etku pred sabo drevo z
vrhom V/, ki ima 3e to lastnost, da iz tocke V vodi le ena povezava. Igrata
tako, da izmeniéno poérnjujeta to¢ke in povezave drevesa. Igralec, ki je na
potezi, mora pocrniti neko (povezano) pot med neko nepoérnjeno in neko
ze poérnjeno tocko. Na zacetku je edina &rna to¢ka vrh V. Pri poérnitvi
poti pa se pocrnijo tudi vse tocke na njej. Zmagovalec je tisti, ki poérni
zadnjo povezavo (ali, kar je isto, zadnjo tocko). Igra lahko poteka na
primer tako, kot je prikazano na sliki 2.
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Slika 2

Tukaj je zmagal érni.
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11.4. Zastrupljena ¢okolada. Igralca imata pred sabo tablico cokolade ve-
likosti m x n. Igralec, ki je na potezi, si izbere ko3¢ek in ga odgrizne, hkrati
z njim pa tudi vse, kar je desno in pod tem ko$¢kom (torej ves desni
spodnji vogal glede na izbrani ko3éek). Kos&ek levo zgoraj je zastrupljen,
zato tisti, ki ga mora pojesti, izgubi. Oglejmo si primer na sliki 3 (m = 3,
n=4).S krizcem je oznacen izbrani ko3cek.

B = C
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Pri tem beli seveda zmaga.

Naloga 3. Kako mora beli igrati v primeru m = 2 (ali n = 2), da bo gotovo zma-
gal?

111, Bridget. Igralca imata pred sabo kvadratno mrezo belih in &rnih tock, zn
tockami v vsaki od $tirih stranic (v narisanem primeru na sliki 4 je n = 3, obi-
¢ajno je vedji). Beli z rde€im svinénikom povezuje bele to¢ke, v vsaki potezi z
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vodoravno ali navpiéno €rto po en par toék, érni pa s érnim svinénikom pove-
zuje €rne tocke, Naloga belega je povezati neko to&ko v spodnji vrsti z neko
toc¢ko v zgornji, &¢rnega pa, povezati neko tocko v levem stolpcu z neka tocko
v desnem. Seveda se rdece in €rne &rte na smejo sekati. Zmagovalni polozaj
belega je na primer tak$en kot na sliki 5.

Naloga 4. Pokazi, da se ta igra ne more konéati drugace, kot da nekdo zmaga.

IV. Hex. To igro je treba igrati na mreZi Sestkotnikov. MreZa ima obliko romba
velikosti £ x k. Obicajno je kK = 11, na sliki 6 pa je k = 4, lgralca izmenic¢no
postavljata kamencke na ploséo, Beli
skusa z belimi kamenéki povezati
(to pomeni sestaviti povezano verigo)
dve nasprotni strani, oznadeni z B,
¢rni pa nasprotno, s &rnimi kamenéki
strani, ozna¢eni s €. Ena od zmago-
valnih poti &rnega je oznadena na
sliki. Prav tako kot v prejinjem pri-
meru se da videti, da se igra mora
konéati z zmago nekoga.

Slika 6

Naloga 5. Ali beli v primeru k& = 4 lahko zmaga? Kako mora za to igrati?

Gotovo marsikdo pozna $e kak3en primer konéne igre s popolno informacijo.
Nasteti zgledi bodo, upajmo, za ilustracijo zado3¢ali.

To, kar bo sedaj sledilo, bo matemati€na teorija v precej ¢istem pomenu te be-
sede. Velikokrat bomo dokazali, da nekaj obstaja, niti najmanjsega namiga pa
nam ti dokazi ne bode dali, kako bi tisto tudi dobili. O vrednosti takih dokazov
bi se seveda dalo razpravljati, obstajajo celo matematiéne $ole (“intuicionisti”),
ki jih a priori odklanjajo. Vsaj elegance pa jim vedinoma ne gre oporekati, pa
tudi dolocene uporabnosti, ¢eravno bolj abstraktne, ne d&isto. Poglejmo si
najprej preprost primer takega razmisljanja. Vemo, da imata dve druZini skupaj
sedem otrok. Kako bi dokazali, da ima vsaj ena druZina vsaj Stiri otroke? Pre-
prosto, ¢e bi vsaka druZina imela najve¢ tri, bi jih obe skupaj imeli najved
dest, kar je v nasprotju s predpostavko. Takemu dokazu redemo "reductio ad
absurdum’ (prevedba do protisiovja) in je ¢isto nekonstruktiven, saj nam ne
pove nacina, s katerim bi ugotovili, katera od druZin je tista z najmanj Stirimi
otroki. Jasno, saj imamo premalo podatkov za kaj takega.

Vrnimo se sedaj k naSim igram. Definirajmo si najprej nekaj pojmov, Prvig,
vsakemu moZnemu izteku igre re¢emo izid, Pri $ahu so na primer trije izidi:
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zmaga belega, zmaga ¢rnega in remi. Imamo tudi igre, kjer je moznih veé izi-’
dov, med nasimi primeri pa takih ni. Seveda so zanimive samo igre, kjer sta vsaj
dva moZna izida.

Najvaznejsi pojem pri igrah pa je strategija. To je natanéen predpis, kako
naj v vsaki potezi in v vsaki poziciji dolo€eni igralec igra oziroma strategija je
popoln (in vnaprej dan) opis, kako naj igralec odgovarja na poteze nasprotnika,
in ne vkljuuje nobene bistrosti. Mislimo si lahko, da igro igra racéunalnik, ki
mora v poljubni poziciji potegniti potezo, katero, pa dolo¢a program (seveda
brez generatorja sluc¢ajnih Stevil). V igri nim 1 je ena od strategij belega taka:
v vsaki potezi vzame en dinar. V igri nim 2 pa lahko igramo po tejle strategiji:
vedno vzamemo vse dinarje z najmanjSega kupa. Pri ¢okoladi pa lahko é&rni
igra po tejle strategiji: pogleda, kateri kos je odgriznil v svoji potezi beli, si izbe-
re kodcek, ki se le z eno to¢ko dotika tega kosa (ta je nujno en sam), ga odgriz-
ne in z njim vse ko3¢ke desno in pod njim.

Seveda nobena od nastetih strategij ni kaj prida. Za vsako od njih bo na-
sprotnik, ko enkrat ve zanjo, zlahka igral tako, da bo zmagal. Kaksne strategije
pa sploh so dobre? Najbolj ugodne so gotovo take, ki omogoc¢ajo zmago ne
glede na to, kaj igra nasprotnik. Takim strategijam reéemo zmagovalne strate-
gije. Teko bi na primer nalogo 1 lahko povedali tudi tako: pois¢i zmagovalno
strategijo za belega v igri nim 1.

Ce v neki poziciji obstaja zmagovalna strategija na primer za belega, potem
ji reCemo zmagovalna pozicija za belega, |gra torej postane nezanimiva, ¢im be-
li najde zase zmagovalno strategijo, saj jo lahko brez razmisljanja uporablja in
€rni je obsojen na poraz, pa ce se $e tako trudi.

Vzemimo, da sta v neki igri le dva mozna izida: zmaga belega ali zmaga
érnega. Videli bomo, da potem obstaja bodisi zmagovalna strategija za belega
bodisi za ¢rnega. To je najbrz bil prvi “resni’’ rezultat teorije iger, dokazal ga je
leta 1921 neméki matematik Ernst Zermelo. Ce sledimo njegovi ideji, predpo-
stavimo najprej, da je naSa trditev napac¢na. To pomeni, da — po kakrsnikoli Ze
strategiji beli igra — vedno lahko &rni s primerno izbiro potez zmaga in narobe,
za vsako strategijo ¢érnega lahko beli igra tako, da bo zmagal. |z tega sledita dve
posledici.

(1) k.aterokoli prvo potezo bo beli odigral, bo nastala pozicija, ki zanj ne bo
zmagovalna. Seveda, saj ¢e bi obstajala taka prva poteza belega, ki bi ga prive-
dla v zmagovalno pozicijo, bi bila zanj Zze zaetna pozicija zmagovalna.

(2) Cbstaja vsaj ena zacetna poteza belega, ki privede do pozicije, ki za ¢rne-
ga ni zmagovalna. V nasprotnem primeru bi bila namreé¢ za¢etna pozicija zma-
govalna za €rnega.

Ko enkrat to vemo, smo skoraj opravili. 1z (1) in (2) sledi, da obstaja taka za-
¢etna poteza belega, da pozicija, ki nastane, ne bo zmagovalna za nobenega od
obeh igralcev. Imenujmo to pozicijo Y. S popolnoma istim sklepom lahko
pokazemo, da obstaja taka poteza ¢rnega v poziciji ¥, da bo nastala pozicija
Y,, ki ne bo zmagovalna niti za belega niti za ¢rnega. Potem lahko, spet na
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enak nacin, dobimo pozicije ¥3, Y4, ..., ki niso zmagovalne za nikogar. Torej
se taka igra ne bo nikoli konéala, saj €e bi se, bi bila kon¢na pozicija zmago-
valna za nekoga (predpostavili smo, da sta le dva mogoca izida). Dobili smo to-
rej neskonéno zaporedje potez, kar nasprotuje nasi predpostavki o konénosti
igre.

Naloga 6. Vzemimo, da imamo igro s tremi izidi: zmago belega, zmago ¢rnega
in remijem. Potem bodisi obstaja zmagovalna strategija za belega, bodisi taka
strategija belega, s katero lahko beli iztrzi vsaj remi, bodisi zmagovalna strate-
gija za ¢rnega.

Torej za Sah lahko recemo tole: bodisi obstaja zmagovalna strategija za be-
lega, bodisi zmagovalna strategija za ¢rnega, bodisi se ob pametni igri obeh
igralcev vsaka partija mora izte¢i v remi. Opomba: nobena od teh strategij
danes $e ni znana (in tudi gotovo ne bo tako kmalu), ker je 3ah igra, ki ima
ogromno §tevilo moznih pozicij.

Naloga 7. Predpostavi, da ima$ na voljo ratunalnik z neskon&nim spominom,
ki dela zelo hitro. Premisli, kak3en bi bil program, ki bi ugotovil, katera od
treh zgoraj navedenih mozZnosti pri Sahu dejansko nastopi.

Vrnimo se sedaj k nasim primerom. DokaZzimo najprej tole. Pri igri kriZci—
krogci ne obstaja zmagovalna strategija za ¢rnega (torej obstaja taka strategija
za belega, s katero lahko vsaj remizira}. Pa predpostavimo nasprotno, da zma-
govalna strategija za érnega obstaja. V tem primeru beli lahko igra takole. V
svoji prvi potezi nekje naredi krizec (kjerkoli). Nato pocaka, da svojo potezo
odigra érni. Potem se beli lahko brani tako, da igra zmagovalno strategijo érne-
ga, dela se, da je érni z dodatnim kriZzcem. Ce zmagovalna strategija (za ¢rnega)
od njega zahteva, da igra tisto potezo, ki jo je Ze naredil, zariSe krizec na po-
ljubnem praznem polju. Na ta nacin igra zmagovalno strategijo z dodatno pote-
zo. Toda ta dodatna poteza ga pri zmagovalni strategiji ne moti, saj je dodatni
krizec vedno lahko le v korist in nikoli v Skodo. Potemtakem beli na ta nacin
lahko zmaga. Prisli smo torej v nasprotje s predpostavko, da &rni lahko zmaga.
S tem smo to trditev ovrgli. Morda se je pri tem dokazu komu zdelo éudno, da
predpostavljamo, da beli ve za hipoteti€éno zmagovalno strategijo érnega. To
smo v resnici prisiljeni storiti, saj za zmagovalno strategijo zahtevamo, da vodi
do zmage, kakorkoli ze nasprotnik igra. Smo torej kar se da pesimistiéni, pred-
postavimo, da nasprotnik v vsaki potezi ve za svojo najboljSo potezo in jo brez
usmiljenja igra.

Naloga 8. Pokazi, da pri igrah bridget in hex obstaja zmagovalna strategija za
belega.

Naslednja je na vrsti igra zastrupljena ¢okolada. UZzenemo jo s podobnim
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razmislekom, kot je bil zgornji. Denimo, da je vsaj eno od $tevil m, n vecje od 1
(¢e je m = n = 1, je beli, jasno, izgubljen). V tem primeru obstaja zmagovalna
strategija za belega. Naj temu ne bo tako, naj torej obstaja zmagovalna strate-
gija za ¢rnega. Potem v prvi potezi beli odgrizne samo koscéek na poziciji (m,n).
Katerokoli potezo nato igra ¢rni, prvo potezo belega zabrise in beli se brez te-
zav lahko drzi zmagovalne strategije ¢rnega in zmaga. Predpostavka, da lahko
zmaga ¢rni, je torej ovrzena in ¢rni je tisti, ki je zapisan pogubi.

Tudi v igri drevesni nim obstaja zmagovalna strategija za belega. Da bralca
ne bi utrujali z rigoroznostjo, bomo dokaz za to trditev razlozili kar na prime-
ru. Vzemimo tile dve drevesi s slike 7:

T, T

Slika 7

Drugo drevo dobimo iz prvega tako, da mu "odrezemo deblo” oziroma vrh pre-
maknemo v to¢ko V. Tudi na tako dobljenem drevesu lahko igramo drevesni
nim po istim pravilih. Recimo tej igri nim*. V tej igri obstaja bodisi zmagovalna
strategija za belega bodisi za ¢rnega. Ce nastopi prvi primer in je prva poteza v
zmagovalni strategiji za belega na primer pocrnitev poti od Tg do V,, potem v
prvi potezi originalne igre beli pocrni pot od Tg do V, nato pa igra zmagovalno
strategijo belega v igri nim*. Ce pa v igri nim* obstaja zmagovalna strategija za
¢rnega, beli v prvi potezi preprosto poérni povezavo od VdoV,, nato pa spet
brezskrbno igra zmagovalno strategijo za ¢&rnega v igri nim¥* in seveda spet
zmaga.

Vse doslej so bile zmagovalne strategije "'v oblakih”. Vemo, da obstajajo,
a jih ne poznamo, Za dve od nastetih iger bomo bolj konkretni in bomo zmago-
valni strategiji opisali.

2. Zmagovalna strategija za igro nim 2

V tej zmagovalni strategiji je skrito kar precej matematike. Kdor Zzeli
uspesno igrati po njej, se mora najprej dobro nauciti pretvarjati dvojiski zapis
stevil v desetiskega in obratno. Pa preidimo k stvari. Najprej bomo naredili ko-
rak, ki je v matematiki precej pogost, namreé, definirali bomo nekaj, kar na
prvi pogled ne bo imelo niti najmanjSe zveze z naso igro. Vzemimo dve nene-
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gativni celi Stevili a in b in izra¢unajmo ""nekaj podobnega kot vsoto’’, a ®b, na
tak nacin: zapiSemo a in b v dvojiskem sistemu eno nad drugo, tako da so enice
nad enicami itd. Nato posamezne $tevilke seStejemo po modulu 2, pri éemer pa

seStevek v nekem stolpcu ni€ ne vpliva na vsoto v naslednjem. Najbolj se to vidi
na primeru:

101
11 @ 23 = 10111 =28

11100

To torej ni obicajna vsota Stevil. Ta operacija ima naslednje lastnosti, ki jih je
zelo lahko preveriti, zato jih bomo le navedli.

a®b®c)=a®bh)Oc (asociativnost),
a®b=b®a (komutativnost),
a®0=a in

a®a=0

za poljubna cela Stevila a, b, ¢ = 0. Bralca, ki obvlada algebrai¢ne strukture,
opozorimo, da je mnozica (N U {0} , ®) Abelova grupa (kar za obigajno
seStevanje ne velja).

Predpostavimo sedaj, da imamo pri igri nim 1 n kup&kov s py, ..., p, dinar-
ji. Najprej izradunamo tako imenovano vsoto pozicije s =p; © ... ® p,,. Za
igro s §tirimi kupc¢ki s 3, 5, 7 in 11 dinarji je vsota na primer

3 1
5 101
7 m
1 1011
10 1010

enaka 10. Videli bomo, da igralec na potezi lahko zmaga vedno, ko je vsota
razliéna od 0 (v nasprotnem primeru pa seveda lahko zmaga drugi igralec).

Igrati je treba tako, da bo po naSi potezi vsota pozicije vedno enaka 0, ce
je to le mogoce (v zgornjem primeru je: v najve¢jem kupu je treba pustiti le 1
dinar). Pa vzemimo, da je vsota zatetne pozicije razli¢na od 0, in pokazimo, da
lahko beli odigra tako potezo, ki bo érnega postavila pred pozicijo z nicelno
vsoto. lzraéunajmo Stevila s, = s @ py, ..., s, = s ® p,. Da se dokazati, da
obstaja tak /, 1 </ < n, da je 5; < p;. Beli sedaj igra tako, da v i—tem kupéku
pusti s; kovancev. Kak3na je po tej potezi pozicija? Spremenil se je le i—ti kup-
cek, vsota nove pozicije s”, je torej enaka:
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5=p1 @ ..®p;; Os5;®p;, ®...Op, =
=p1@..0p;., Op;Bs Bp;, D...Pp, =
=P @..©p,)Bs=sBs=0

Kaj pa zdaj lahko igra ¢rni? Karkoli bo revez igral, bo vsaj v enem kupcku
spremenil (v dvojiskem zapisu) vsaj eno Stevilko, s ¢imer bo povzroéil , da vso-
ta pozicije ne bo vec¢ ni¢. S tem bo belemu omogocil potezo, ki spet vodi v
pozicijo z ni¢elno vsoto. In tako dalje do konca igre, ki je seveda tak, da so vsi
kupc&ki prazni. Vsota take pozicije je seveda enaka 0, kar pomeni, da je zadnjo
potezo odigral beli.

Vse je torej odvisno od vsote zadetne pozicije. Ce je enaka 0, lahko zmaga
¢rni, v vseh ostalih primerih pa beli.

Naloga 9. Ali je poteza, ki jo beli v primeru, da je vsota pozicije razliéna od 0,
mora igrati, do bo gotovo zmagal, vedno ena sama?

Naloga 10. Spremenimo pravila tako, da izgubi tisti, ki mora pabrati zadnji di-
nar. Kdaj v taki igri lahko beli zmaga? Opisi tudi zmagovalno strategijo.

3. Zmagovalna strategija za igro bridget 4
go = ] g g o o) ’0
s
Najprej zmagovalno strategijo za Y Y o &
belega opiSimo, pozneje jo bomo ute- o O/ o
meljili. Beli naj v mislih potegne diago- &
nalo kot na sliki 8, nato pa igra potezo L] /. [ @
P1. J 9 o) o
o |Fe @ @
- 4
Slika 8 P o o

Nato-nai igra po naslednjem algoritmu:
(1) Ce érni poveze neko to¢ko na diagonali s horizontalno érto, potem naj bo
odgovor tak, kot na sliki 9,
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(2) Ce é&rni poveze tocki s érto pod diagonalo kakorkoli drugaée, potem naj
odgovori tako, kot kaze slika 10.
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Slika 10

(3) Ce érni poveze togki nad diagonalo drugace kot v primeru (1), pa je treba
odgovoriti tako, kot na sliki 11.
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Slika 11

(4) Ce beli na potezo &érnega ne more odgovoriti s potrebnim odgovorom (1)
— (3), ker je to érto ze kdaj prej povlekel ali pa take érte ni (npr. (2.2) ni
mozno, ¢e érni poveze dve tocki na desnem robu), potem beli poveze poljubni
dve tocki, ki ju na slepo izbere.

Ce bo bralec to strategijo nekajkrat poskusal igrati, mu bo skoraj oé&itno,
da vodi do zmage.

Naloga 11. Napisi racunalniska programa, ki igrata nim 1 in bridget po zmago-
valnih strategijah.
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