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34 Matematika

ZLATI PRAVOKOTNIK

V wvsakdanjem zivljenju imamo pogosto opravka s takim in drugacnim
pisarniskim materialom. Nedvomno ste ze slisali za papir formata A4,
najbrz pa tudi za formate A3, A5 in druge.

Pisarniski papir formata A4 je pravokotne oblike in ima priblizne
dimenzije 210 x 297 mm. Razmerje med daljSo in krajSo stranico je
297/210 = 1,4142857 ..., kar se dobro ujema s stevilom v/2. Osnova for-
matov A je, da z delitvijo ali prepogibanjem pravokotnika vzdolz krajse
srednjice dobimo dva pravokotnika, ki sta prejsnjemu podobna. Preprost
racun to potrdi.
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Recimo, da ima pravokotnik daljSo stranico a in krajso b. Po delitvi
vzdolz krajSe srednjice dobimo nova pravokotnika z daljSo stranico a; = b
in krajso stranico by = a/2. Zahteva po podobnosti pravokotnikov da
enacbo

a a b 2b

b_a_a/Q o

iz katere dobimo

(E)z =2 oziroma o V2.
b b

Vzemimo sedaj drugacen pravokotnik z daljSo stranico a in krajso
stranico b. Ce mu odrezemo kvadrat s stranico b, kot prikazuje slika, naj
bo preostali pravokotnik podoben prvotnemu. Kaksno mora biti v takem
primeru razmerje stranic?
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Naj bosta a; in by daljSa in krajSa stranica dobljenega manjsega pra-
vokotnika. O¢itno je ay = b in by = a — b. Zahteva po podobnosti
pravokotnikov da tokrat enacbo

a _ap - 1
b_bl_a—b_a/b—l'

Iz nje sledi kvadratna enacba, ki ji mora zadoscati razmerje ¢ = a/b:

> —p—1=0.
Enacbo preoblikujemo:

46> —4p+1=5,

tako da dobimo na levi strani popolni kvadrat

(20—-1)2=5.
Sledi

2—1=+v5 in 20—1=—V5.

Druga moznost odpade, ker nudi negativno razmerje a/b, zato nam preo-
stane edinole

¢;=%(1+\/5)‘

Odslej bomo &tevilo ¢ imenovali Stevilo zlatega reza, iskani pravokotnik
pa zlati pravokotnik. Zapisimo Stevilo ¢ Se enkrat in navedimo nekaj
njegovih prvih decimalk:

1
¢ =5 (1+V5)=1618033...

Ocitno je ¢ iracionalno stevilo, kar pomeni, da ga ne moremo izraziti v
obliki ulomka s celim Stevcem in imenovalcem. Zlati pravokotnik ima
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torej eno stranico b, drugo pa ¢ b. Ze od antiénih asov velja v umetnosti
pravilo, da je zlati pravokotnik v nekem smislu izmed vseh pravokotnikov
najlepsi.

Kako konstruiramo zlati pravokotnik, ¢e poznamo njegovo krajso
stranico b7 Narisemo kvadrat ABCD s stranico b in njegovo srednjico
EF. Po Pitagorovem izreku je diagonala EC pravokotnika EBCF enaka
|EC| = /b2 + (b/2)% = (b/2) V/5. To razdaljo nanesemo iz tocke E vzdolz
tistega v F zacetega poltraka, ki vsebuje tocko B. Dobimo tocko M, za
katero velja |[AM| = b/2+ (b/2) V5 = ¢ b. S tem smo nasli drugo stranico
zlatega pravokotnika AMND.
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Stevilo ¢ se pojavlja v zvezi s pravilnim petkotnikom in desetkotni-
kom. S tem se tokrat ne bomo ukvarjali, pa¢ pa se bomo razgledali po
nekaterih algebrskih lastnostih tega stevila.
Osnovna lastnost §tevila ¢ je, da ustreza enaébi ¢? = 1+ ¢, iz katere
sledijo Se ¢* = ¢ + ¢*, ¢* = ¢* + ¢* in tako naprej. Ocitno pa velja tudi
d=¢ 1 +1,1=0¢"2+ ¢! in tako dalje. Cisto splosno velja:

Pt =" 240" za n=0+1,42,...

Zaporedje potenc x,, = ¢" je torej neke vrste dvostransko Fibonaccijevo
zaporedje za zgp =l inz; = ¢ 2z rekurzivno formulo z, = .2 + Tn_1.

Clene z,, tega zaporedja pa lahko izrazimo na en sam naéin s stevilom
¢ v obliki

J:n=0:n+.!9n¢s (l)

kjer so koeficienti ay, in 3, cela stevila za vsak celostevilski indeks n.
Kako vemo, da je zapis (1) s celimi koeficienti en sam? Vzemimo, da je
vsemu navkljub mozno zapisati Se

mn=7n+6n¢e
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tudi s celimi koeficienti. Potem bi imeli

iz eéesar bi takoj dobili

Qp — Yn = (571. _lﬁn)ﬁi’-
Ce bi bil 6, razlicen od A, bi dobili

— % " n
511_)6?1.

Na desni strani v gornji enacbi bi imeli racionalno stevilo, kar pa ni
mogoce, ker je ¢ iracionalno stevilo.

Ker je 71 = ¢, je a; = 01in ) = 1. Ker je 23 = ¢ = 1 + ¢, je seveda
oz = 1in By = 1. Naprej izrazimo: 23 = ¢* = ¢+ =+ 1+ ¢ =
=1+ 2¢. Torej je ag = 1 in B3 = 2. Izberimo e ag =1 1in Gy = 0. Iz
2_1=¢"1=¢—1 preberemo: a_; =—11in f_; = 1.

Sedaj trdimo, da sta zaporedji (a,) in (3,) Fibonaccijevi za apg =
=1,a1 =0in By = 0,3 = 1. Ce predpostavimo, da za vsak celostevilski
indeks n velja (1), dobimo iz rekurzivne formule x,, = z,_2 + T, _1:

¢

ay + .6n¢ =Qnp-2+ .Bn—2¢’+an—l e ﬁn-l ‘;b =
== (QH—Z 25 a’n—l) & (ﬁn- 2 +16n 1) ﬂb

Zaradi enoli¢nosti zapisa (1) velja:

Oy = G- + 01 0 On = Pan ¥ Bn-1-

Pri tem je, kot smo ze prej ugotovili, ag = 1,8 = 0ina; = 0,5, = 1.
Torej lahko obe zaporedji nadaljujemo v nedogled na obe strani: za cele
indekse, vegje od 1, uporabimo rekurzivno formulo &, = &,_2 + &,-1, za
preostale cele indekse pa rekurzivno formulo £, 5 = &, — &,-1. Pri tem
za & izberemo bodisi a ali 4. Tako dobimo:

az=1,8=1; az=1,03=2; au=2,04=3;...

Se nekaj ¢lenov z negativnimi indeksi:
a1=—1L81=1; ag=2,fo=-1; ag=-3,_3=2;...

Z drugimi oznakami imamo na primer ¢* =2+3¢, ¢ 2 =2—¢, ¢"3 =
= —3+24.



Vzemimo zlati pravokotnik ABCD s krajso stranico b in daljso stra-
nico ¢ b in ga razdelimo na kvadrat AEF D in pravokotnik FEBC.

’ _ F C

A E B

Oznacimo A; = F, By = E,C; = B, Dy = (. Pravokotnik A, B1C; D

je podoben prvemu in je tudi zlati pravokotnik, ki ima krajso stranico by =

=¢b—b=(¢—1)b= ¢ 'bin dalj$o a; = b. Razmerje je res a; /by = ¢.

Mimogrede preverimo Se, da tocka E deli stranico AB v razmerju zla-

tega reza. To pomeni: krajsi odsek |EB| proti daljsemu odseku |AE| je v
enakem razmerju kot daljsi odsek |AE| proti celotni stranici |[AB|. Res:

i = 52 =e-1= 506
in
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Nadaljujmo: pravokotnik Ay B;C1D; razdelimo na kvadrat A, FE;F;D,
in pravokotnik FyE,B,C, ter ozna¢imo Ay = Fy, By = Ey, Cy = By,
Dy = . Pravokotnik A;BsCy D5 je seveda tudi zlati, njegova krajsa
stranica je by = ¢ by = (¢ — 1)*b = ¢ b, daljsa pa ag = by = (¢ — 1)b =
=™

& 5 Da

Ponovno ga na isti nac¢in razdelimo na kvadrat in zlati pravokotnik s
krajo stranico by = ¢ 3b in dalj§o stranico ay = ¢ 2b, tega pa zopet
razdelimo na kvadrat in pravokotnik, tako kot doslej. Prispemo do zlatega
pravokotnika A4B4CyDy, ki je podoben onemu, s katerim smo zaceli, pa
tudi zasukan je prav tako. Njegova krajsa stranica je by = ¢ b, daljsa

pa a4 = ¢ 3b.

Dy Ca

Ay By

Opisani postopek lahko nadaljujemo na pravokotniku Ay B,CyDy, po
stirih korakih dospemo do Se manjSega pravokotnika AgBsCgDg, in tako
naprej. Zgodba se nikdar ne konéca.
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D F G

A E B

Zaradi enotnejSega indeksiranja tock oznaéimo Ag = A, By = B,
Cy=0,Dy =D, Egy = FE in Fj = F. Obstaja posebna tocka, recimo
ji zlata tocka pravokotnika AgByCyDy in oznacimo jo z B, ki je skupna
vsem zlatim pravokotnikom v zaporedju

ABBBCUDQ =3 A4B4C4D4 = AngCng = )

Toéka B je seveda zlata za vse zlate pravokotnike ApBpCiDp. Toécka
B je v preseciséu diagonal DgBy in Dy B; v pravokotnikih stevilka 0 in
1, prav tako je B v preseciscu diagonal D B; in DB, v pravokotnikih
stevilka 1 in 2 in tako naprej. Vselej pa se diagonali sekata pravokotno.
Znamo pa tudi izracunati, kje tocka B je. Morda se je najenostavneje
prepricati o obojem, ¢e vpeljemo pravokotni karteziéni koordinatni sistem
z izhodiséem v tocki A, os z usmerimo vzdolz stranice AB, os y pa vzdolz
stranice AD. Koordinate tock so potemtakem:

A(0,0), B(¢b,0),C = Dy(¢b,b), D(0,b), E = By(b,0).
Enachi premic skozi tocki D in B ter Dy in B, se glasita

1
¢—1
kar preverimo s kratkim ra¢unom. Produkt smernih koeficientov teh dveh
premic je —1, kar pomeni, da se diagonali res sekata pravokotno.

Preseéisée premic pa pove, kje je zlata tocka B. Njena abscisa x je
reSitev enacbe

y:—%&:—l—b in y= (z—b) =¢(z—b),

—%x—kb:t;b(:r—b).
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Kratek racun nam izda koordinati zlate tocke

1430, . 3—¢
b =—5".
F in y E
Konstruirajmo Se zaporedje kroznih lokov, katerih vsak naj ima sredisce
v tocki E}., poteka pa naj od tocke Ay do Fj, za k pa vzemimo 0,1,2,....
Dobimo spiralo, kakrsna je na sliki, kjer sta prikazana dva njena zavoja.
Ay

Ag
B

N

Ao Az
Zapisimo Se koordinate tock B, Ag, A1, Az in Ag:

3(”3%,3;35&),

5 5
Ap(0,0), Ai(b,b), As(pb,¢7b), As((1+¢7%)b,0).

Ni se tezko prepricati, da se daljici AgAs in A; A3 sekata ravno v tocki B,
in to pravokotno. Enaébi premic nosilk teh daljic sta:

y=¢3z in y=—¢*(z—1)+1.

Oznacimo z dy. razdaljo od tocke B do tocke Ay. Ce izraéunamo razdaljo
dy tocke B od tocke Ag in razdaljo d; tocke B od toéke A; = C, dobimo:

B=2@+or, d=

(S0 )~

(3—0) 0.

Iz tega sledi: d? ¢* = d3. Torej sta dy in d; v razmerju ¢. Zaradi podob-
nosti zlatih pravokotnikov, konstruiranih na opisani na¢in iz zacetnega
zlatega pravokotnika AgByCyDg, velja:

d] d? dg o -
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Zaporedje razdalj d, je geometrijsko. Preprost sklep nam da eno-
stavno formulo: d, = dy¢ ™. Uvedimo polarni koordinatni sistem s
polom v toéki B in polarno osjo skozi tocko Dy. Polarni kot, racunan vse-
lej v radianih, ozna¢imo z . Spirala, ki obide tocke Ay, ima v polarnih
koordinatah enacbo

0 =do¢*/™.

To je zlata spirala. Njen priblizek smo malo prej narisali s ¢etrtinskimi
kroznimi loki.

Zlate pravokotnike smo iz osnovnega pridobivali z delitvami in s tem
prehajali na vedno manjse in manjse. Lahko pa jih tudi povecujemo, tako
da osnovnemu pririSemo kvadrat s stranico ¢ b in postopek nadaljujemo
z vedno veéjimi zlatimi pravokotniki. Vsi se lepo prilegajo zlati spirali.

D F c
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Osnovni zlati pravokotnik ima seveda 4 zlate tocke, kajti razdeliti se
ga da na kvadrat in nov zlati pravokotnik tudi tako, da lezi kvadrat ob
stranici BC. Zlate tocke oznacimo z A, B,C in D, tako da je .A najblize
A, B najblize B in tako dalje. Ni tezko preveriti, da je stirikotnik ABCD
zlati pravokotnik in da premice skozi AB, DC, BC in AD delijo osnovni
zlati pravokotnik na pravokotnike, od katerih je tudi Se nekaj zlatih.

Zadnja slika prikazuje vse stiri zlate spirale, ki se vijejo okoli zlatih
tock.

Marko Razpet






