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(IR TEMARTIRA

KDAJ JE a° = b*?

1. Gremo mimo hiSe, nad njenimi veZnimi vrati je pritrjena tablica s hisno
stevilko 16. No, 16 = 2* = 42! Vidimo, da $tevili a = 2, b = 4 izpolnjujeta
enacbo

b___ba. (1)

Postanemo pozorni: Ali je $e kaj naravnih §tevil a, b, a # b, za katere velja

(1)?

Ko v (1) postavimo a = 1, dobimo b = 1; podobno iz b = 1 izhaja
a = 1. Stevili a = 1,b = 1 sicer ustrezata enabi (1), ni pa a # b. To
pomeni, da je enatbo (1) pri pogoju a # b mogote izpolniti kveEjemu, ko je
a>1lin b > 1. Vemo, da se od 1 ve&je naravno 3tevilo enoli¢no izraZa s
produktom pra3tevil (na vrstni red faktorjev se ne oziramo). Na to dejstvo se
bomo naslanjali.

Vzemimo, da naravni Stevili a > 1,b > 1,3 # b izpolnjujeta enagbo
(1). Mislimo si 3tevili na levi in desni v (1) izraZeni s produktom pra¥tevil.
Vsako prastevilo na levi je faktor v a, vsako prastevilo na desni faktor v b.
Ker sta ¥tevili enaki, nastopajo po omenjenem dejstvu na levi in desni prav
ista prastevila. Torej velja

a:p{q---p;", b:p{l---p‘? (2)
pri razliZnih pradtevilih p1, ..., pj in naravnih Stevilih kq, ..., k;j, h, ..., ;. Ko
vnesemo a, b iz (2) v (1), dobimo

kib kb ha I;a
prt ___PJ_: = pp "‘PjJ ’

Zaradi enoli€ne izrazljivosti naravnega §tevila s produktom prastevil mora biti
kib= ha,... kib = l;a. (3)

Ker je a # b, smemo vzeti a < b. Potem iz (3) sledijo ocene k1 <
< h....kj < lj. Ko te ocene upoltevamo v (2), vidimo, da a deli b.
Zato je

b=sa (4)

in s naravno $tevilo. Ker je a < b, je s > 2.
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Za s =2 jepo (4)
b=2a (5)
in (1) se glasi a?? = (2a)?. Od tod izratunamo a = 2, po (5) je b=4. To

reditev enatbe (1) smo sredali Ze zgoraj.
Naj bo v (4) sedaj s > 3. Enagba (1) dobi obliko a*? = (sa)? in dalje

a1 =s. Ker je a> 2, velja ocena

s=a""1>(1+1).
Razvijemo vsoto po binomskem obrazcu, pa imamo

(s—1)(s—2)
2

(s—1)(s—2)

s>1+4+(s—1)+ >

+..>s5+

in torej

- (s=1)(s— 2)'
- 2
Ker je s > 3, zaidemo v protislovje

2-1
> — =1
02 2

V (4) torej s > 3 ni mogoge.
Tako smo naili: Edina reSitev enacbe (1) v naravnih Stevilih a, b,
a<bjea=2b=4

2. Ali dobimo ve& resitev enacbe (1), e sta a, b razlina pozitivna
ulomka? Najprej dve ugotovitvi.

Imejmo tuji naravni 3tevili u, v in naj bo d najvetja skupna mera za
u+ v, u. Prinaravnih k,/ je tedaj u = dk,u+v = dl. Ker je v = dl—
—u = d(/— k), vidimo, da d deli v. Toda d deli tudi u in ker sta u, v tuja,
je d = 1. Velja torej:

I. Ce sta u, v tuji naravni 3tevili, sta tudi u, u+ v tuji naravni Stevili.

DoZenimo Ze:

Il. Ce sta s, t od ena ve&ji naravni Stevili, u, v tuji naravni Stevili in je
s = tY, obstaja naravno Stevilo g tako, da je s = g, t = g". Res! Ker je
sY = tY, vsebujeta s, t prav iste pratevilske faktorje in velja

lj

ki I
Y, t=pfepf (6)

— klo--
sS=pP P
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pri razliénih prastevilih py, ..., pj in naravnih Stevilih kq, ..., k;, h1, ..., Ij. Zara-
di sY =t" je

k k; 2 v
ll.u_“ij” = pllv "'pjl
in tako
kiu=hv,... kiu=ljv. (N

Ker sta u, v tuja, iz prve enaébe v (7) izhaja, da v deli ky in u deli /;. Zato
je ki = nv,h = r{u pri naravnih 3tevilih rp, r{. Enagbo kju = ljv lahke
sedaj pifemo rpvu = r{uv in najdemo r; = r{. Ker velja podobno pri drugih
enatbah v (7), dobimo ky = nv, h = nu, ..., kj = rjv, I = rju pri naravnih
Stevilih ry, ..., rj. Ko to upo3tevamo v (6), imamo

s= (e p)". t=(pt o pf).

Vzamemo za g ¥tevilo v oklepaju in trditev Il je dognana.
Vrnimo se k enatbi (1). Naj bosta a, b pozitivna ulomka, ustrezajoéa
(1) in a < b. Kvocient § = c je potem pozitiven ulomek, vegji od 1. Ko

b=wca (8)
vstavimo v (1), dobimo a? = (ca)? in dalje 2! = c. Od tod izrafunamo
_—— po (8) Ze b=ceT, 9)

Ker je ¢ > 1, je ulomek c_l—_i' pozitiven. Ko ga okrajamo, je

1 u
c—1 v (10)

pri tujih naravnih 3tevilih u, v. Po (10) je ¢ = 1+ ¥ in iz (9) izhaja
utv,u U+ v, vty
v, b=( v .

3=( u u

(11)
Pozitivna ulomka a < b, ustrezajofa (1), morata torej biti oblike (11) pri

tujih naravnih Etevilih u, v.
Ceje v =1,iz (11) sledi

a=(1+%)”. b=(1+%)“+1. (12)
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Za vsako naravno Stevilo u sta a, b iz (12) razliéna pozitivna ulomka. (Da
ustrezata ena&bi (1), je mogo&e preveriti z vstavitvijo.) Za v = 1 dobimo
iz (12) Ze znano refitev a = 2,b = 4. Za u = 2 je a = (32)/(22),b =
= (3%)/(23), za u = 3 pa a = (4%)/(33%), b = (4*)/(3%). Ko se u spreminja
po vseh naravnih 3tevilih, dajeta obrazca (12) neskonéno razliénih pozitivnih
ulomkov a, b, ki izpolnjujejo (1).

V obrazcih (11) naj bo zdaj v > 2. Ker je a ulomek, obstajata taki tuji
naravni Stevili m, n, da je a= T, in po (11) lahko piSemo

utv. u m
)v:—‘

u n

(

Pri tem je n > 2, saj smo naravne reSitve nali Ze v razdelku 1. Ko odpravimo
ulomke in potenciramo, je

(u+v)Yn" = m¥u". (13)

Ker sta u, v tuja, sta po ugotovitvi | tudi v, u + v tuja; tudi v¥, (v + v)"

sta potem tuja. lz tujosti m, n sledi tujost za n¥, mY. Po (13) mora torej

uY deliti n¥ in nY deliti uY. Ker sta to naravni Stevili, je u¥ = nY¥. Zaradi
n> 2, jeu>2; kersta u, v tuja, po ugotovitvi |l velja

u=g", n=g" (14)
pri naravnem Stevilu g. |z enakih razlogov je
ut+v=~h", m=h" (15)
pri naravnem 3tevilu h. Ker je v > 2, iz (14) in (15) izhaja
u=g"'<ut+v=h"<(g+1)" =g"+vg" 1 +..
in po korenjenju

g<h<g+1.

Naravno 3tevilo h bi tako leZalo strogo med zaporednima naravnima Steviloma
gin g+ 1. Takega naravnega 3tevila pa ni. V obrazcih (11) torej v > 2 sploh
ni mogode.

Tako smo ugotovili: Vse pozitivne ulomke a, b, a < b, ki izpolnjujejo
enatbo (1), zajamemo, ko v obrazcih (12) tefe v po vseh naravnih
Stevilih.
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3. Ce sta a, b pozitivni realni $tevili, je med pozitivnimi realnimi $tevili
ravno eno, ki daje vrednost potence aP. Pri radunanju s takimi potencami
veljajo enaka pravila, kot &e sta osnova in eksponent potence naravni Stevili

ali pozitivna ulomka. Kako je z reSitvami enacbe (1) v pozitivnih realnih
Stevilih?

Naj pozitivni realni Stevili a, b, a < b izpolnjujeta enatbo (1). Potem
velja tudi

L
a

at = bb. (16)

ReZitev enatbe (1) dajeta torej Stevili, pri katerih ima funkcija f(x) = xx
enako vrednost. Potek funkcije f(x) prikazuje slika.

flx)

e ; b >
Ko raste x od 0 do e = 2,72, naradta f(x) od 0 do f(e) = 1,45. Ko raste
x od e prek vsake meje, f(x) pada in se zmeraj bolj priblizuje vrednosti 1.
Ce vzamemo kak3en a, 1 < a < e, obstaja ravno en b > e, ko velja (16).
Za0<a<1ina= e nitakega b, b # a, ki bi izpolnjeval enagbo (1). Vse
to vidimo iz slike.

Oglejmo si Se enkrat obrazca (9). Ce je c od 1 vegje realno ¥tevilo, sta
Stevili a, b dobljeni po (9), pozitivni realni. Da izpolnjujeta enatbo (1) , se
prepri¢amo z vstavitvijo. Ko nara%€a c od 1 prek vsake meje, a vztrajno pada
od e proti 1, b pa vztrajno raste od e prek vsake meje. To se da potrditi s
kratkim ratunom. Vsakemu realnemu ¢, 1 < ¢ < oo pripada torej po (9) en
a,l1<a<einenb, e<b<oo.

Povzemimo: Vsako realno resitev a, b, a < b enatbe (1) dobimo
ravno enkrat, ko v obrazcih (9) spreminjamo c po vseh realnih Stevilih
ve&jih od 1.

JoZe Grasselli





