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OSNOVE KVANTNEGA RACUNALNISTVA, 1. DEL
MATIJA PRETNAR
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Kvantno ra¢unalnistvo skusa z izkoris¢anjem kvantnih pojavov, kakrsni sta superpo-
zicija in prepletenost, ucinkoviteje resevati racunsko zahtevne probleme. V prvem delu si
ogledamo postulate kvantne mehanike ter kvantno teleportacijo.

THE BASICS OF QUANTUM COMPUTING, PART 1

Quantum computing uses quantum phenomena such as superposition and entangle-
ment in order to efficiently solve computationally hard problems. The first part describes
the quantum mechanics postulates and quantum teleportation.

Uvod

V svetu majhnih delcev ne veljajo vec¢ pravila klasi¢ne Newtonove mehanike,
kot smo jih navajeni, temvec¢ nastopijo nenavadna pravila kvantne mehanike.
Po teh pravilih se delci obnasajo tako, kot bi bili na ve¢ koncih hkrati, vendar
le toliko casa, dokler jim ne izmerimo polozaja. Ko pa ga enkrat izmerimo,
se obnasajo le v skladu z rezultatom meritve. Primer takega vedenja vidimo
v poskusu z dvojno rezo (slika 1), v katerem streljamo fotone proti zaslonu
z dvema ozkima rezama, za zaslonom pa postavimo senzor, ki meri, kam so
prileteli fotoni, ki jim je uspelo priti mimo.

PN QW TN
_ <

0 0 0
(a) (b) (c)

Slika 1. Koli¢ina fotonov, ki jo izmerimo pri poskusu z dvojno rezo ob (a) eni odprti
rezi, (b) obeh odprtih rezah in (c) obeh odprtih rezah in dodatnem senzorju, ki meri, kje
je potoval foton.

Ce eno od rez zapremo, najve¢ zadetkov po pricakovanjih izmerimo za
drugo rezo. Ce odpremo obe rezi, bi tako pricakovali dva vrhova, za vsako
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rezo po enega. V resnici pa dobimo interferen¢ni vzorec. Lahko bi si ga
poskusali razloziti s tem, da fotoni na svoji poti motijo drug drugega, vendar
dobimo tako sliko tudi, ¢e poskrbimo, da naenkrat streljamo samo en foton.
Torej obe mozni poti, po katerih bi lahko potoval foton, motita druga drugo.
Se veé: ¢e postavimo dodaten senzor, s katerim poskusamo ugotoviti, skozi
katero rezo je el foton, interferenca izgine, za zaslonom pa izmerimo vrhova,
ki smo ju pricakovali prej.

Kvantno racunalnistvo poskusa te neobicajne kvantne pojave izkoristiti
za ucinkovitejSe racunanje. S kvantnim racunalniStvom je pricel znani fizik
Richard Feynman, ko je leta 1981 v svojem govoru [1] predlagal, da bi za
simulacijo kvantnih sistemov uporabljali racunalnike, ki sami temeljijo na
kvantnih nacelih. Kvantne sisteme bi sicer lahko simulirali tudi z obi¢ajnimi
racunalniki, a le, ¢e bi bili ti sistemi precej majhni, saj ze za sistem z nekaj
sto delci potrebujemo racunalnik z ve¢ pomnilnika, kot je delcev v vesolju.

Kvantno rac¢unalnistvo se je hitro razsirilo Se na druga podroc¢ja, najve-
¢ji razmah pa je dozivelo leta 1994, ko je Peter Shor predstavil ucinkovit
algoritem za razcep na prastevila [3]. Ta algoritem si bomo v drugem delu
tudi natan¢neje ogledali. Ker Sifriranje RSA, ki je danes eno najpogosteje
uporabljanih, temelji ravno na tezavnosti takega razcepa, bi s kvantnimi
racunalniki postalo neuporabno. No, do sedaj so zaradi tehni¢nih omejitev
leta 2001 razcepili Stevilo 15, leta 2012 pa so uspeh ponovili Se na Stevilu 21,
zato kvantni racunalniki za zdaj Se ne pomenijo resne groznje. Za takrat,
ko jo bodo, pa odgovore ze pripravlja kvantna kriptografija.

Zakaj bi se lotili kvantnega rac¢unalnistva? Ce pogledamo zadnjih 70 let
razvoja racunalnistva, vidimo, da zlata doba kvantnega racunalniStva Sele
prihaja in da bo zanimivo biti zraven. Pa tudi ¢e zaradi nepremostljivih teh-
ni¢nih omejitev ta doba nikoli ne pride, je kvantno ra¢unalnistvo zanimivo
7e zato, ker ponuja elegantno formulacijo fizikalno sicer zapletenih kvantnih
pojavov.

V prvem delu bomo to formulacijo predstavili ter si v njej ogledali enega
bolj popularnih kvantnih pojavov: kvantno teleportacijo. V drugem delu
pa se bomo osredotocili na kvantne algoritme. Vsem, ki jih kvantno racu-
nalni$tvo Se posebej zanima, predlagam v branje [2].

Postulati kvantne mehanike

Prostor stanj kvantnega sistema

Vzemimo kvantni sistem s k lo¢enimi stanji, ki jih imenujemo bazna in jih
obi¢ajno ozna¢imo z |0),|1),...,|k — 1). Poskus z dvojno rezo je primer
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Osnove kvantnega racunalnistva, 1. del

kvantnega sistema z dvema baznima stanjema, ki ustrezata potema skozi
prvo in drugo rezo. Pogosto uporabljan primer kvantnega sistema je tudi
vodikov atom (slika 2), v katerem je elektron bodisi v osnovnem bodisi v
enem od vzbujenih stanj. Energija atoma namre¢ ne more biti poljubna,
temvec lahko zasede le to¢no dolo¢ene vrednosti — pravimo, da je kvantizi-
rana, od koder tudi izvira ime kvantne mehanike.

Slika 2. Shema vodikovega atoma, v katerem je elektron v osnovnem stanju |0) ali pa v
enem od vzbujenih stanj. S tem da omejimo najve¢jo mozno energijo elektrona, omejimo
tudi Stevilo stanj, ki jih lahko zaseda.

Kvantna mehanika nam govori, da je sistem, ki je lahko v danih stanjih,
lahko tudi v poljubni superpoziciji teh stanj, torej v ve¢ stanjih hkrati.
Tako superpozicijo opisemo kar z linearno kombinacijo vseh stanj, v katerih
se nahaja sistem.

Postulat 1 (nacelo superpozicije). Stanje kvantnega sistema opiSemo z
enotskim vektorjem v prostoru stanj H, ki je kompleksni vektorski prostor
s skalarnim produktom, v katerem bazna stanja |0),|1),...,|k — 1) tvorijo
ortonormirano bazo.

Skalarni produkt vektorjev |p) in |¢) v prostoru H pisemo kot (p|v),
od koder izhaja tudi Diracov zapis, v katerem vektorje pisemo kot |¢), kar
beremo kot ket ¢. Ce v skalarnem produktu prvi vektor drzimo pri miru,
drugega pa spreminjamo, dobimo dual vektorja |¢). To je linearni funkcio-
nal, ki vektor |¢) slika v kompleksno stevilo (p[i). Dual zato ozna¢imo z
(|, kar beremo kot bra .

Stanje sistema z baznimi stanji |0),|1),...,|k — 1) torej opisemo z vek-
torjem
k-1
o) =) ajli) = a0l0) + o |1) + - + g |k — 1),
j=0

pri cemer so koeficienti o, ki jim pravimo amplitude, kompleksna Stevila,
za katera velja Z?;é|aj|2 = 1. Absolutne vrednosti amplitud nam povedo
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delez posameznega stanja v superpoziciji, argumenti (torej kompleksni koti)
amplitud, ki jih imenujemo faze, pa vplivajo na interferenco med stanji, na
primer tisto iz poskusa z dvojno rezo.

Veéasih namesto Diracovega uporabljamo tudi obicajni zapis, pri ¢emer
za standardno bazo zaporedoma vzamemo bazna stanja |0),[1),..., |k — 1).
Zgoraj omenjena stanja tako predstavimo z naslednjimi stolpci:

1 0 0 Q)

0 1 0 k-1 a1
oy =1{.| m=1].] - k1=]. \@:Zajm:

: : : o :

0 0 1 (077 |

Spomnimo se, da je za |¢) = Z?;é Bjl7) skalarni produkt (p|¢) enak
Zf;é @;fB;, zato dual (p| predstavimo z vrstico [ag @ -+ k1]

Najbolj preprost kvantni sistem je kubit. To je sistem z dvema loc¢enima
stanjema |0) in |1). Primer kubita je vodikov atom, v katerem omejimo
energijo tako, da lahko elektron doseze le prvo vzbujeno stanje. Tedaj je po
nacelu superpozicije poljubno stanje kubita oblike ag|0) + 1|1), kjer velja
lovo)? + |az]? = 1.

Stvari postanejo zares zanimive, ko si ogledamo ve¢ kubitov hkrati. Ker
ima kubit bazni stanji |0) in |1), lahko v zdruzenem sistemu dveh kubitov
lo¢imo $tiri bazna stanja, ki jih oznacimo z |00), |01), |10) in [11). Toda po
nacelu superpozicije je tak sistem lahko tudi v superpoziciji teh stanj, torej
v enotskem vektorju oblike

a00|00> + Oé()1|01> + 0410|10> + 0411|11>.

Za opis take strukture je kot nalas¢ tenzorski produkt. Za prostora H
in H’ je namre¢ njun produkt H ® H’ vektorski prostor, sestavljen najprej
iz vseh parov vektorjev |¢) € H in |[¢) € H', ki jih piSemo kot |p) @ |1},
nato pa Se iz vseh linearnih kombinacij takih parov. Pri tem je operacija ®
bilinearna, torej velja:

Alp) @ ) = [p) @ AlY) = A(lp) @ [¥))
(lp) + 1) ® 1) = lo) @ [9) + &) ® |9)
) ® (|9) +[4") = lo) @ [¥) + ) @ [Y).

Par |p) ® |1¢) dostikrat napisemo tudi kot |p)[1) ali celo kot |p 1)), kar smo
storili tudi zgoraj pri baznih stanjih sistema dveh kubitov.

204 Obzornik mat. fiz. 60 (2013) 6



Osnove kvantnega racunalnistva, 1. del

Preverimo lahko, da s predpisom

(p1v1lp22) = (p1lp2) - (Y1]h2)

dobro definiramo skalarni produkt na prostoru H ® H’. V tem primeru
tudi hitro vidimo, da pari baznih vektorjev tvorijo ortonormirano bazo ten-
zorskega produkta, to pa ustreza nasi prejsSnji opazki, da so bazna stanja
zdruzenega sistema kar vsi mozni pari baznih stanj posameznih sistemov.

Postulat 2 (zdruzitev kvantnih sistemov). Prostor stanj sistema, ki
ga dobimo z zdruzitvijo sistemov s prostoroma stanj H in H', je enak ten-
zorskemu produktu H @ H'. Ce je prvi sistem v stanju |@) in drugi sistem v
stanju 1), je zdruZeni sistem v stanju |@) ® |1).

Ce imamo dva kubita, od katerih je prvi v stanju |¢) = ag|0) + ay|1),
drugi pa v stanju [¢0) = (p|0) + (51|1), lahko nanju gledamo kot na en sam
kvantni sistem, ki je v stanju

[p) @ [1h) = (a0l0) + cu[1)) ® (Bo0) + B1]1))
= Ozoﬁ0|00> + a051\01> + Ozlﬂ0|10> + 041,61’11>. (1)

Stanjem, ki se dajo zapisati kot |p) ® |¢), pravimo produktna.

7 ustreznimi spremembami lahko sistem spravimo v stanje, ki ni produk-
tno. Takim stanjem pravimo prepletena. Posebno znan primer prepletenega
stanja je Bellovo stanje %]00) + %\11) Iz primerjave amplitud s splosnim
produktnim stanjem (1) vidimo, da Bellovo stanje ne more biti produktno,
saj bi sicer veljalo 0 = (aof1) (1) = (aofo)(c1fr) = 5.

Razvoj kvantnega sistema

Kvantni sistem smo tako v celoti opisali, zdaj pa se lahko posvetimo njego-
vemu obnaganju. Z vecino delujo¢ih kvantnih ra¢unalnikov upravljamo prek
zunanjih vplivov, na primer z vklopom magnetnega polja ali z obsevanjem
s fotoni. S tem spremenimo interakcije v sistemu, s ¢imer dosezemo, da se
sistem zacne razvijati proti zZelenemu stanju. Natan¢neje obnasanje sistema
opisemo s Schrodingerjevo enacbo, s katero pa se tokrat ne bomo ukvarjali,
saj bo za nase potrebe dovolj Ze njena posledica, ki jo bomo privzeli za
postulat.

Postulat 3 (unitarnost razvoja). Za vsak razvoj izoliranega kvantnega
sistema obstaja unitarna preslikava U, ki zacetno stanje |@o) slika v stanje
po spremembi Ulpq).
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Spomnimo se, da je unitarna preslikava U linearna preslikava z inver-
zom U~', enakim adjungirani preslikavi U*, torej velja U*U = UU* = I.
Ce preslikavo U predstavimo z matriko, je adjungirana preslikava U* enaka

*

Q00 Qo k-1 Qoo alg o Qg1
a10 Qlp o o k-1 Qo1 (2% 5 B ey S W]
Ak—1,0 k—1,1 *°° Ofg—1k—1 a0 k-1 Q1 k-1 -+ Op—1k—1

Matriko torej transponiramo, vse njene elemente pa konjugiramo.

Iskane unitarne preslikave po navadi predstavimo s kvantnim vezjem,
ki je sestavljeno iz enostavnejSih unitarnih preslikav. Tem pravimo tudi
kvantna vrata, saj imajo podobno vlogo kot logi¢na vrata (in, ali, negacija,

..) v klasi¢nem rac¢unalnistvu.

Najpogosteje uporabljana enokubitna kvantna vrata so Paulijeva vrata
X, Y in Z ter Hadamardova vrata H. Ker se vrata na splosni superpoziciji
obnasajo linearno, je dovolj, da podamo njihovo vedenje na baznih stanjih:

X[0)=1) Yio)=id1)  Zjo)=]0)  H|0) = 5[0) + 5[1)
X[ =10) Y[)=-il0) Z]1)=-1) H[1)=F5[0)— 5[1).

Paulijevim vratom X pravimo tudi negacija, saj obrnejo bazni stanji. Sta-
nji %|0> + %|1> in %]O) - %H), ki sta rezultat uporabe Hadamardovih
vrat H, pa ozna¢imo s |+) in z |—).

7 matrikami bi zgornja vrata lahko zapisali kot:

SRS I 1]

Za vajo lahko preverimo, da so vse naStete preslikave ne le unitarne, temvec
tudi same sebi inverz.

Na dveh kubitih so najpomembnejsa vrata kontrolirane negacije CNOT,
ki negirajo ciljni kubit, kadar je stanje kontrolnega kubita enako |1). Obi-
¢ajno je prvi kubit kontrolni, drugi pa ciljni. Velja torej

»—\%‘»—A

[\
%\H

»—\l\'J

¢NoT|00) = |00) c¢nNoT|01) = |01) cNoT|10) = [11) cNoT|11) = |10)

oziroma
1 0 0 O
ONOT — 01 0O
0 0 01
0 010
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Osnove kvantnega racunalnistva, 1. del

Zgornja kvantna vrata v vezjih predstavimo z naslednjimi simboli:

e D e ] e eV e

o

Pri vratih ¢CNOT nam e oznacuje kontrolni, @ pa ciljni kubit.
Primer kvantnega vezja je vezje

—H}—— (2)

S -
s katerim iz zacetnega stanja |00) najprej s Hadamardovimi vrati naredimo
stanje (%|0> + %\1>)|0> = %|00> + %HO), s kontrolirano negacijo pa se

%\0@ + \%]11% kar je ravno Bellovo stanje.
Drug enostaven in uporaben primer je vezje

S (3)

N VAR
U N>

s katerim zamenjamo stanji prvega in drugega kubita. Na primer stanje |10)
s prvimi vrati spremenimo v [11), z drugimi, ki so ravno tako kontrolirana
negacija, le z zamenjanima kontrolnim in ciljnim kubitom, pa v |[01). Tretja
vrata stanje ohranijo na |01), saj je stanje kontrolnega kubita enako |0).
Podobno velja za vsa bazna stanja in po linearnosti posledi¢no za vsako
superpozicijo. V posebnem primeru vezje stanje |¢)|1)) spremeni v |1)]p).
Tretje vezje, v katerem kubita sploh ne vplivata drug na drugega, pa je

Walsh-Hadamardovo vezje
—H}- (4)

ki ga oznacimo tudi s H ® H, saj velja (H @ H)(p ® ¢) = Hp ® H. Ce
H ® H uporabimo na baznem stanju |00), dobimo

(H ® H)[00) = H|0) ® H|0)
= (%\0> + %ID) ® (%I0> + %!D)
= 1(]00) + [01) + [10) + [11))

oziroma superpozicijo vseh baznih stanj. Podobno lahko sestavimo tudi
vezje H®™, ki je namesto iz dveh sestavljeno iz n vzporednih Hadamardovih
vrat. To vezje bazno stanje |00 ---0) = |0™) slika v superpozicijo

z€{0,1}"
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kjer er{o,l}n oziroma dostikrat tudi kar ) oznacuje vsoto po vseh 2"
kombinacijah n bitov, torej po vseh baznih stanjih.

Na teh treh primerih lahko opazimo pomembno lastnost vseh kvantnih
vezij. Ker vsa vezja predstavljajo unitarne preslikave, se Stevilo kubitov v
kvantnem vezju ohranja. V tem se kvantna vezja razlikujejo od klasi¢nih,
pri katerih se Stevilo vhodov in izhodov lahko razlikuje: logi¢na vrata AND
recimo iz dveh vhodnih bitov izracunajo en izhodni bit.

Zapletenejsim vezjem se bomo Se posvetili, a Ze zdaj vidimo, kje se skriva
osnovna ideja kvantnega racunalnistva. Klasi¢ni ra¢unalnik dobi neki vhod
in iz njega izracuna zeleni rezultat. Ce zelimo izrac¢unati rezultat se za kak
drug vhod, moramo postopek ponoviti. Pri kvantnemu ra¢unalniku bi z
vezjem (4) najprej ustvarili superpozicijo vseh moznih vhodov, nato pa bi
iz njih s primernim kvantnim vezjem hkrati izracunali superpozicijo vseh
moznih rezultatov.

Meritve kvantnih stanj

Zal je ta ideja preve¢ optimisti¢na, saj moramo, Ge zelimo prebrati rezultate,
stanje pomeriti. Tezava z meritvami kvantnih sistemov pa je v tem, da
rezultati niso natan¢no doloceni, poleg tega pa z meritvijo sistem kolabira
v izmerjeno stanje, s ¢imer celotno superpozicijo izgubimo.

Postulat 4 (nacelo meritve). Ce merimo sistem v stanju Z?;& a;li),
z verjetnostjo |aj|® izmerimo stanje |j), po meritvi pa je stanje sistema
enako |7).

Na primer, ¢e merimo sistem v stanju § 0)—%[1), bomo v treh cetrtinah
primerov izmerili stanje |0), v preostali éetrtini pa bomo izmerili stanje |1).
V obeh primerih pa bo stanje kolabiralo v izmerjeno stanje, zato bomo ob
vseh nadaljnjih meritvah dobili enak odgovor.

Kaj pa, ¢e bi pred meritvijo superpozicijo prenesli na neki drug kubit
in si s tem naredili varnostno kopijo? Potrebovali bi torej vezje U, ki bi
sprejelo kubit v stanju |¢) ter ,prazen“ kubit v stanju |0), vrnilo pa bi dva
kubita, vsakega v stanju |p). To zal ne gre.

Izrek 1 (izrek o nepodvajanju). Ne obstaja unitarna preslikava U, za
katero za vsako stanje enega kubita |@) velja U(|p) @ |0)) = |p) @ |p).

Dokaz. Ker bi preslikava U podvajala vsa stanja, bi morala podvojiti tudi
stanji |0) in |1). Torej bi veljalo

U[00) = [00) in U|10) = [11).
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Tedaj pa bi za splosno stanje |p) = ap|0) +a1|1) zaradi linearnosti U veljalo
U(lp) ®0)) = U(ao|00) + a1]10)) = ao|00) + cn[11),
kar pa ni isto kot stanje |¢) ® |¢), ki smo ga Zzeleli. "

Ta rezultat je izjemno pomemben v kvantni kriptografiji, ker izlo¢i kakr-
snokoli prisluskovanje. Ce bi prisluskovalec namreé zelel, da sogovornika ne
bi opazila njegovih dejanj, bi moral njuno sporocilo podvojiti, preden bi ga
izmeril.

V zdruzenem sistemu meritev poteka podobno. Torej, ¢e je sistem dveh
kubitov v stanju £(00) + 3|10) — \%]11% bomo v ¢etrtini primerov izmerili
stanje |00), v ¢etrtini stanje |10), v polovici pa stanje |11).

Kaj pa, ¢e pomerimo le en kubit? V tem primeru stanje preostalih
kubitov ni natanko dolo¢eno, mora pa biti skladno z meritvijo. To naje-
nostavneje vidimo, ¢e zdruzeno stanje zapiSemo v obliki, v kateri vsakemu
stanju prvega kubita pridruzimo superpozicijo vseh skladnih stanj drugega
kubita:

4100} + 410 - 1) = H0v & 10p + Py e (/3100 - /3 ).

Ce pomerimo stanje prvega kubita, bomo v ¢etrtini primerov tako izmerili
stanje |0), po meritvi pa bo stanje enako |00), saj stanji |10) in |11) nista
skladni z meritvijo. V treh ¢etrtinah primerov pa izmerimo stanje |1), po

meritvi pa je stanje zdruzenega sistema enako \/g]10> — \/g|11>.
Postulat 5 (meritev v zdruzenem sistemu). Ce je zdruZen sistem v
stanju Z?;& a;|j) ® |;), kjer so vsi vektorji |1;) enotski, potem pri meri-

tvi prvega sistema z verjetnostjo |a;|? izmerimo stange |j), po meritvi pa je
stanje zdruzenega sistema enako |j) @ |1;).

Sistem v produktnem stanju |¢) ® [1)), kjer je |¢) = ag|0) + aq|1), lahko
zapiSemo kot

(@0]0) + a1[1)) @ [¥) = ap|0)[9) + az[1)[4h),

zato posamezne meritve prvega sistema dobimo z enako verjetnostjo, kot bi
jih v lo¢enem sistemu, v obeh primerih pa drugi sistem ostane v stanju [¢).
V stanjih, ki niso produktna, tako kot v prejsnjem primeru, pa lahko z
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meritvijo enega kubita dolo¢imo tudi stanje drugega. Prav zato taka stanja
imenujemo prepletena.

Recimo, da meritev izvedemo na Bellovem stanju %]0@ + %]11) Vi-
dimo, da je po kakrSnikoli meritvi enega od kubitov tudi drugi kubit v
enakem stanju kot prvi. Ce pazimo, da ni zunanjih vplivov, se prepletenost
ohrani tudi takrat, ko kubita fizi¢no lo¢imo in odnesemo dale¢ narazen. In
tudi sedaj bo v trenutku, ko pomerimo prvi kubit, drugi v natanko istem sta-
nju. Videti je, da smo s tem krsili nacela teorije relativnosti, saj informacija
ne more potovati hitreje od svetlobe. To imenujemo tudi Einstein-Podolski-
Rosenov oziroma EPR paradoks. Poenostavljeno ga lahko razreSimo, ce
vidimo, da nimamo vpliva na rezultat meritve prvega kubita, zato same
prepletenosti v resnici ne moremo uporabiti za prenos informacije.

Kvantna teleportacija

A vseeno si s prepletenostjo lahko pomagamo pri prenosu stanja prek velikih
razdalj, kjer nam vezje (3) ne koristi. Ena moznost je, da kubit v zelenem
stanju fizitno odnesemo na cilj, vendar lahko stanje zaradi motenj med
prenosom izgubimo. Drugo moznost ponuja kvantna teleportacija.

Stanja kubita, ki ga ozna¢imo z A, bomo prenesli s pomo¢jo vnaprej
pripravljenega prepletenega para kubitov v Bellovem stanju % |00) —I—% |11).
Ta dva kubita, ki ju ozna¢imo z B in C, lo¢imo in odnesemo na konca, med
katerima Zelimo prenesti stanje. V tem primeru nas motnje med prenosom
ne skrbijo, saj lahko z vezjem (2) enostavno ustvarimo cel kup prepletenih
parov. Za¢nemo torej v stanju

(a0l0) + a1 |1)) ©(5]00) + J5[11)) = 24]000) + 24]011) + 24[100) + 2 |111),

koncati pa zelimo tako, da bo kubit C' v stanju a|0) + a1|1).

Groba ideja je, da kubit B dodatno prepletemo s kubitom A, nato pa z
meritvami prvo prepletenost porusimo in ob tem stanje prenesemo na kubit
C. To storimo tako, da uporabimo vrata CNOT na kubitih A in B, s ¢imer
sistem spravimo v stanje

51000) + 75[011) + S4[110) + £4[101),
nato pa kubit B pomerimo:

1. Ce izmerimo, da je B v stanju |0), stanje kolabira v ag|000) + a;[101).
Tako nam je uspelo med kubitoma A in C' ustvariti ustrezno preplete-
nost, ki se je znebimo tako, da kubit A “razprsimo” s Hadamardovimi
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vrati H in s tem sistem spravimo v stanje
221000) + 24[100) + 25001) — 24[101).
Na koncu pomerimo e A. Ce izmerimo |0), sistem kolabira v stanje
a|000) + a1|001) = |00) ® (ap|0) 4+ a1]1)),

kar je toéno to, kar smo zeleli. Ce pa izmerimo |1), sistem podobno
kolabira v stanje |10) ® (ap|0) — a1]1)), kar lahko z uporabo vrat Z na
kubitu C' spet spravimo v iskano stanje.

2. Ce pa izmerimo, da je B v stanju |1), ravnamo podobno, le da kubit C
poprej Se negiramo.

Celotno teleportacijo lahko predstavimo s shemo:
Alp) —1 A

B ( —&1A
A

75100) + 5[11
C

&2} o)

V tej shemi simbola merilnika oznac¢ujeta meritvi kubitov A in B. Odvisno
od rezultata teh meritev na kubitu C' po potrebi uporabimo Se negacijo in
fazna vrata Z. To pogojno uporabo oznacimo tako, kot jo pri vratih cNOT,
le da za kontrolo namesto kvantnega uporabimo klasi¢ni bit, kar poudarimo
z dvojno zico.

Za kvantno teleportacijo moramo torej med obema koncema prenesti Se
informacijo o meritvi kubitov A in B. Ker je ta informacija klasi¢na, jo
prenesemo brez vecjih tezav, na primer po elektronski posti. Zaradi tega
klasi¢nega prenosa smo prav tako omejeni s hitrostjo svetlobe, zato do EPR
paradoksa v tem primeru ne pride. Tudi izreka o nepodvajanju nismo krsili,
saj smo med prenosom z meritvami unicili stanje kubita A.
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V prispevku je na podlagi virov predstavljeno prizadevanje barona Jurija Vega v
racunanju Stevila 7 na 140 decimalk. Pojasnjeno je tudi, zakaj njegove zadnje decimalke
niso tocne.

VEGA’S 140 DIGITS OF THE CIRCULAR CONSTANT

We present, using all available references, the effort of Baron Jurij Vega to compute
number 7 to 140 digits. We explain why his last digits are wrong.

Uvod

Ce gledamo iz danasnje perspektive, posebno velikega napredka v racuna-
nju Stevila pravilnih decimalk krozne konstante, to je Stevila w, do Isaaca
Newtona (1643-1727) pravzaprav ni bilo. Kot kaze, je bil ravno Newton
prvi, ki je opustil prezivelo arhimedsko metodo krogu vértanih in o¢rtanih
pravilnih veckotnikov in je izra¢unal m na 15 decimalk natanc¢no s Stevilsko
vrsto. V prispevku [8] je na kratko opisano, katero vrsto je Newton uporabil
za racunanje te znamenite matemati¢ne konstante, razmerja med obsegom
in premerom kroga, in kako je do nje prisel.

Da pa ne bi ponavljali tistega, kar ze pise v [8], rajsi nakazimo, kako pri-
demo do Newtonove vrste za m nekoliko drugac¢e. Na dva nacina izra¢unamo
integral

1/4 1/4

\/a:—xQda:—f Vv1—(1-2x)2dz.

Najprej z Vpeljavo nove integracijske spremenljivke u z relacijo 1—2x = sinu
dobimo
1 /2 1 /2 3
[:/ cosQudu:/ (1+cos2u)du:1—£,
4 Jxs6 8 Jx/6 24 32

nato pa z razvojem v binomsko vrsto in z integracijo na intervalu [0,1/4] se

[e.e]

H C(2n+3)(2n — 1)4n+t
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o0

12 24 (n—1)l(2n+ 3)16™
Pri tem pomeni 1! = 1,21 =2, 2n - 1)1 =1-3-...-(2n—1) in (2n)!l =
2-4-...-(2n) za vsako naravno Stevilo n > 1. Iz obeh izrazov za I najdemo

nazadnje

3V3 R (2n — 2)!
oy WEA LT .
TSty g;@n+3xn—nmum

Izpisimo nekaj clenov vrste:

3v3 (1 1 1 5 >‘

m=2 4 12 80+1792+18432+720896+”'

Pri sodobni demonstraciji, kako ra¢unanje Stevila m poteka po enem od po-
stopkov iz minulih stoletij, pride prav primeren ra¢unalniski program, ki zna
racunati s Stevili na veliko desetiskih mest. Tak je na primer program Ma-
thematica. Izidor Hafner je pripravil demonstracijo tudi za pravkar opisan
Newtonov postopek in je na razpolago na svetovnem spletu pod naslovom
[3]. Da lahko z njo raziskujemo, moramo kot uporabniki prej namestiti na
rac¢unalnik Wolframov CDF player.

Povedati je treba, da v Newtonovem casu delo z vrstami Se ni bilo te-
oreti¢no prav posebno dognano. Dobro so obvladali le geometrijsko vrsto
in druge z njo primerjali. Za potencne vrste, kamor spada tudi binomska,
pa so vedeli, da za dovolj majhne argumente konvergirajo. Kar smo zgoraj
poceli z binomsko vrsto, je bilo korektno, ¢e se sklicujemo na znane lastnosti
potené¢nih vrst na konvergenénem obmocju.

HitrejSe in natanénejSe racunanje Stevila m omogoca Gregoryjeva, tudi
Leibnizeva, vrsta

& .,E2n+1
tgr =Y (—1)"———, 1
et = 31" 5 (1)

ki konvergira, ¢e je |x| < 1. Vrsto (1) so dolga leta uspesno uporabljali pri
rac¢unanju Stevila 7 na vedno ve¢ decimalk in tako dosegali nove in nove
rekorde.

Vrsta (1) seveda konvergira tem hitreje, ¢im manjsi je x. Vsota vrste
pa se od delne vsote po absolutni vrednosti razlikuje manj, kot je absolutna
vrednosta prvega Clena, ki ni zajet v delni vsoti. Zato lahko ocenimo, koliko
¢lenov moramo sesteti, da dobimo vsoto vrste s predpisano natanc¢nostjo.
Stevilo 7 dobimo iz vrste (1) za © = 1, na zalost pa dobljena vrsta zelo
pocasi konvergira, in sicer pogojno.

Angleski matematik in astronom Abraham Sharp (1653-1742) je v vrsti
(1) uporabil z = v/3/3 in z dobljeno vrsto mu je leta 1699 uspelo najti 71
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tocnih decimalk stevila 7. Ze Gez 7 let je bilo znanih njegovih 100 decimalk.
Zasluga za to gre angleSskemu matematiku in astronomu Johnu Machinu
(1680-1751), ki je uporabil formulo

1 1
=4 | 4arctg - — arctg — 2
™ ( arctg - arcg239>, (2)

ki se imenuje po njem (izpeljava je na voljo na primer v [12, str. 399]). Velski
matematik William Jones (1675-1749) je leta 1706 v delu [6, str. 243, 263],
ki je neke vrste uvod v matematiko, opisal Machinov uspeh, predstavil vseh
100 decimalk stevila 7 in obenem predlagal, da se krozno konstanto oznaci
s m po prvi ¢rki grske besede nepipépela, kar pomeni obod, krog.

Thomas Fantet de Lagny (1660-1734) je bil Se bolj vztrajen in z isto vrsto
kot Sharp leta 1719 izra¢unal stevilo m na 127 decimalk, dve leti kasneje pa
je bil rezultat objavljen [7]. Kot kaze, se dolgo vrsto let z rac¢unanjem
Stevila m nih¢e ni ve¢ resno ukvarjal in kot najboljsi dotakratni rezultat
so po matematicnih besedilih navajali objavljeni de Lagnyjev priblizek, ne
vedoc, da je 113. decimalka, verjetno zaradi tiskarske napake, napac¢na. To
ni ni¢ ¢udnega, saj boljSega rezultata, s katerim bi primerjali de Lagnyjev
dosezek, e ni bilo na razpolago. Sele Jurij Vega je kasneje nagel napako na
113. decimalki.

Leonhard Euler (1707-1783) se pri vsem svojem obseznem delu ni prav
veliko ukvarjal z rac¢unanjem krozne konstante, izracunal je le 20 njenih
decimalk leta 1755. Verjetno pa je s svojo avtoriteto in deli najbolj zasluzen
za to, da jo Se danes oznacCujemo s m, kar je sicer prvi predlagal omenjeni
Jones. Euler je tudi nasel ve¢ formul Machinovega tipa:

1 1
T = 4(arctg2+arctg3>, (3)
1 1
m = 4/|2arctg - +arctg = |, (4)
3 7
4 (Barctg & + 2arctg (5)
= arctg — arctg —
T retg - retg o7 ) -
4 (5 arctg = + 2 arctg - (6)
T o= arctg — arctg — | .
87 79

Te formule preverimo z uporabo adicijskega izreka in njegovih posledic za
funkcijo tangens.
Euler je razvil formulo za transformacijo konvergentne vrste

o)

S(z) = Z(—l)”anx”

n=0
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pri pozitivnih koeficientih a, in pozitivhem z. Pri tem je veckrat upora-
bil diference koeficientov a,. Ker je Eulerjeva izpeljava zamudna, si raje
oglejmo transformacijo za vrsto (1), ki o¢itno sodi v ta primer, ¢e iz nje
izpostavimo z in vpeljemo novo spremenljivko t = z2. Krajso pot za Euler-
jevo transformacijo vrste (1) najdemo v [1]. Poteka pa takole:

V integralu
arct /z di
retgx = —
ST ) 112

naredimo substitucijo ¢ = zv/1 — s in zapiSemo

T ds x?
dt = —————, 1 2= (1 - )
Vi + ( +$)< s)

S tem dobimo

T dt x ! ds
arctgx = 7 = 3
o 1+t2 1422 ), 2m<

Razvijemo v geometrijsko vrsto

1+m2 S)

i <1+m2>n '

in za |s| < 1 po zamenjavi seStevanja in integriranja dobimo

1 1+23

T e .’132 "
et s = g ) An (w) ’

pri Cemer je

g /2 (2n)!
A, = fB 1,1/2 in?" M pdp = 2",
/0 25 2o /0 WP T Gt )

Pri tem je B oznaka za funkcijo beta. Nazadnje je pred nami Eulerjev

razvoj:
2n)!! 2 "
tgxr = . 7
arets T = 14—3r:2Z (2n 4+ DN \ 1+ 22 (M)

V njem vzamemo 0!! = 1. Eulerjevo transformacijo (7) vrste (1) smo navedli
zato, ker je napisana v pripombah Peterburske akademije znanosti k Vego-
vemu clanku. Eulerjeva formula (7) postane s tem ugodna, ker so izrazi za
22/(1 + 2?) v njej za v € {1/2,1/3,1/7,2/11,3/79} zelo lepi za racunanje.
Dobimo namre ulomke 2/10,1/10,2,/100, 32/1 000, 144,100 000.

Zahvaljujo¢ Izidorju Hafnerju imamo na svetovnem spletu (obiscite stran
[2]) tudi demonstracijo ra¢unanja Stevila 7 po formulah (3), (4), (5) in (6),
ki so predelane po (7).
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Kako je Vega racunal krozno konstanto?

Baron Jurij Vega (1754-1802) je v svojih izrac¢unih v taki vrsti zdruzeval po
dva in dva Clena:

= (n+3)— (dn+1)2? ,,
=X (4n + 1)(4n + 3) (@)

o 4An+1 4n+3
Xz Xz
tga = -
aee e §<4n+1 4n—|—3>

Euler in Vega Se nista uporabljala indeksov v zaporedjih, zato sta koeficiente
vrst zapisovala kar s ¢rkami razli¢nih oblik po abecedi.

Vega je uporabil Huttonovo oziroma Eulerjevo formulo Machinovega tipa
(4) in leta 1789 poslal Carski akademiji znanosti v Sankt Peterburg svoj
izra¢un Stevila 7w na 143 decimalk z opisom postopka vred. Charles Hutton
(1737-1823), angleski matematik, je predaval na vojaski akademiji, tako kot
Vega. Hutton je formulo (4) razvil leta 1776, neodvisno od njega pa e Euler
leta 1779.

Za prvi clen v (4) dobimo po (8) stevilsko vrsto

n=0

(4n +3) — (4n +1)(1/3)2 Al
8 arct ——8 1/3)4nt
arctg Z T W

ki jo Se malo predelamo, da dobimo

32n + 26
garctg - = 8 .
e g Z (4n + 1)(dn + 3)380+3

Podobno se izraza drugi clen v (4):

96m + 73
darctg - =8 .
are g Z (4n + 1)(dn + 3)7in+3

Oznac¢imo za n > O:

96n + 73 8 — 32n + 26 ©)
(4n + 1)(4n + 3)74n+37 7" 7 (4n + 1) (4n + 3)34n+3"

oy =

Potem je
W:S(Zan—i—ZBn). (10)
n=0 n=0

Vega je nekaj ¢lenov o, in 3, zapisal po svoje, kot je razvidno iz dopisa
Peterburski akademiji in iz besedila, ki ga je le-ta objavila. V tem dopisu
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je navedel Se en postopek za izrac¢un Stevila m po Eulerjevi formuli (6). V
tem primeru je prvi ¢len zapisal tako, da je uporabil prvi naé¢in:

1 o0
20 arctg - = 40 Z Q-

n=0

Drugi ¢len v (6) pa je izrazil kot razliko dveh vrst, potem ko je v (1) vstavil

x =3/79:

3 oo 1 3 4dn+1 (e 9] 1 3 4n+3
swewzg =8> oy () 5 s ()

Ce oznacimo za n > 0

B 1 3 4In+1 5 B 1 3 4n+3
T r 1\ 79 " T a3 \79 ’

potem je izraz za m tak:

W:40ian+8<i%—i5n>. (11)
n=0 n=0 n=0

Clene 7, in 6, je Vega zapisal v njemu lastnem slogu, z neindeksiranimi
¢rkami.

Kaj je Vega poslal Peterburski akademiji?

Besedilo, ki ga je Vega poslal leta 1789 v Sankt Peterburg, je napisano z
zelo lepim rokopisom v nemséini in je ohranjeno. Prevedeno v nas jezik pa
zveni takole:

Jurija Vega
topniskega stotnika in profesorja matematike pri Cesarsko-kraljevskem av-
strijskem topniskem korpusu
»Izracun dolzine polovice obsega“
=

pri polmeru = 1 po formuli
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a b c d e
?(%)Jf%ﬂ ) ost () Tixts () +ori (F) +
+8% (7) +8%

e T N (NUTVIDT NS N
+15 () +2% (&) +oix (&7) +1515 (s7) +1710 (57) +
F
+orn3 (5) Foomr

Osnovo za to najdemo v drugem zvezku Matemati¢nih predavanj na str.
203 tega avtorja in tudi v njegovih Logaritemskih tabelah.

Opomba 1. Pri dolocitvi stevk na 143. decimalnem mestu v posameznih
¢lenih navedenih vrst niso bili upoStevani nadaljnji ostanki. Zato pa je bil
pri sestevanju ¢lenov na 143. decimalnem mestu dodan ustrezen ostanek,
tako da je pri vrednosti za m 143. decimalka verjetno napacna le za nekaj
enot, 140. decimalka pa. je Ze povsem gotovo dolo¢ena. Primerjava tu razvite
vrednosti za 7 z njegovo vrednostjo, ki jo sicer najdemo v vec spisih izracu-
nano na 127 decimalk, kaze na 113. kakor tudi na 127. decimalnem mestu
odstopanje, kar pri 113. decimalki domnevno izvira iz tiskarske napake, ki
se je razsirila povsod. Da je tukaj navedeni izracun s 140 decimalnimi mesti
povsem pravilen, je jasno od tod, ker so bili izracuni ponovljeni ob razli¢nih
Casih in so se zmeraj ujemali; prav tako ga lahko zelo enostavno podvrzemo
preverbi z naslednjo vrsto:

( A B C D £
5[ (shs) +12 (sb1) +85 (B7) +2% (o5n) +15% (5q)
F
1 +555 (&) +--
o = a e 9 3
+[(%) +1 () +3 (3% +5 () +% () +]
b d f h k
_[% (%) +% (6321) +T11 (6321) +% <6§%) +T19 (63511) +]

Vega je za izpeljavo teh dveh vrst uporabil formuli (4) in (6).

Kaj je objavila Peterburska akademija?

Vega je bil preprican, da je njegovih 140 decimalk toc¢nih, v resnici pa je
bilo to¢nih samo 126. Je pa odkril, da je 113. de Lagnyjeva decimalka 8, ne
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pa 7, decimalke od 114. do 127. pa so pravilne. Strogi zapisovalci rekordov
seveda de Lagnyju priznajo le 112 pravilnih decimalk. Zelo verjetno gre pri
nesrecni 113. decimalki res le za napako pri prepisovanju, kar je ugotovil ze
Vega sam.

Ruska akademija je z objavo zakasnila: namesto leta 1791 je Vegov 7
lu¢ sveta v Rusiji ugledal Sele leta 1795. Vegovo besedilo so prevedli v
francoséino [10] in pri tem naredili nekaj napak. Tako so v naslovu zmotno
polmer prevedli v premer. Prevod celotnega ¢lanka v slovenséino pa je
taksen:

DOLOCITEV
POLOVICNEGA OBSEGA KROGA,
KATEREGA PREMER JE = 1, IZRAZENA NA 140 DECIMALK
po M. GEORGE VEGA,
predstavljena Akademiji 20. avgusta 1789.

Akademija misli, da lahko opusti vstavljanje vsega dolgega in napornega
racuna, s katerim je avtor prisel do vrednosti za m, ali polovi¢ni obseg kroga,
katerega polmer je = 1; zadoSca, da prepiSemo ti dve neskoncni vrsti, ki se
ju je posluzil in ki sta (*)

Ba+ o+ fe+ S+ e
+2515§’3f +xmgt&e
A + 5 B + 99?1C + 1%%2125D + 1175119E 7
+orasF + 55 G+ &c.
kjer ¢rke a, b, ¢, d itd. A, B, C, D itd. oznacujejo naslednje ulomke:

= 303 A=y
b= =55 ali b=% B=4g
¢= 73 C=g
d= 755 D=g
& c. & c.,

(*) Tidve vrsti sta izredno konvergentni, ampak tako stevci kot imenovalci ulomkov, ki
Jjih sestavljajo, naredijo Stevila neudobna za izracune. Pokojni g. Euler je dal v ¢lanku, ki
ga bomo vstavili v zvezek X nasih Aktov, dvojno vrsto, ki pravzaprav ni tako konvergentna
kot tiste g. majorja Vege, zato pa je zakonitost, po kateri je sestavljena, mnogo bolj jasna,
& ki bi, ker je mnogo bolj udobna, neskonéno skrajsala delo tistemu, ki bi jo uporabil, da
bi izracunal vrednost za w. Tu je ta dvojna vrsta:

Bl B () () 28 () ]
- . 2
+13000303060 |:1 + % (101040400) + % (101040400) gg? (101040400) + & C.]
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od koder avtor izracuna naslednjo vrednost za

m = 3.14159 26535 89793 23846 26433
83279 50288 41971 69399 37510
58209 74944 59230 78164 06286
20899 86280 34825 34211 70679
82148 08651 32823 06647 09384
44767 21386 11733 Y3¥.

Vrsti, po katerih je bila najdena ta vrednost, sta dokazani v drugem delu
Matematic¢nih lekcij istega avtorja (°), kakor tudi v njegovih logaritmi¢nih
tabelah.

Ko je doloceval zadnje tri decimalke, ki sledijo 140., avtor sploh ni upo-
Steval ostanka, ki bi ga bilo treba pristeti, da bi potisnil natan¢nost do 144.
in naslednjih mest; namesto tega je dodal ostanek po oceni, zaradi ¢esar se
celo ta tri zadnja mesta ne bi smela razlikovati od resni¢ne vrednosti za vec
kot nekaj enot.

Ko smo primerjali to vrednost za m s tistimi, ki jih Ze najdemo v veé
spisih izrazeno do 127 decimalk, opazimo, da se avtorjeva vrednost razlikuje
le na dveh mestih, in sicer na 113. in 127. mestu. Prva je namesto 3 () enaka
8 in druga namesto 6 enaka 4. Glede na to, da je avtor veckrat ponovil svoje
izracCune, je zelo prepricljivo, da 113. decimalka v stari vrednosti ne more
biti kaj drugega kot tiskarska napaka, ki se je Sirila iz enega spisa v drugega,
Se toliko bolj, ker se vsa nadaljnja mesta ujemajo v obeh izracunih. Ker je
127. mesto zadnje v starem izracunu, ga ne bi smeli jemati zares, enako kot
zadnja tri mesta v sedanji vrednosti, ki gre do 143. decimalke, ki jih je avtor
zato precrtal.

Avtor na koncu doda Se eno novo izrazavo vrednosti za w, katerega
osmina je enaka vsoti naslednjih treh vrst:

5 (BA+EB+35C+ 25D+ BLE+ & c)
+1-(a+tc+ge+ f9+ 170 + & ¢

1 1 1 1 1
—1-(3b+2d+ 5 f + h+ gk + & c.)

(°) G. Vega. Vorlesungen iiber die Mathematik, stran 203.
(") Pravilno 7 (pripomba avtorjev).
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Pri tem ¢rke A, B, C, D itd. in a, b, ¢, d itd. oznacujejo naslednje ulomke:

— 1 _ 3
A=33 a =75
B = A _ A b= 9a¢ _ 9a
= 7343 — 2401 = 6241 T 792
_ B _ 9%
C = 501 €= B241
_ _C_ _ 9
D= 551 d = g1
D _ 9d
E = 551 € = 6241
& c. & c.

To je tudi konec Vegovega ¢lanka. V opombi pod ¢rto (*) je izraz za m,
v katerem je Euler uporabil izraz (6) in za oba ¢lena (7). Videli smo ze,
da ima za x = 1/7 in x = 3/79 izraz 22/(1 + 22), ki nastopa v (7), lepi
vrednosti, in sicer 2/100 in 144/100000, s katerima ni tezko rac¢unati. Z
dvojno vrsto so peterburski akademiki seveda mislili na vsoto dveh vrst.

V prvem delu Vegovega dopisa Peterburski akademiji opazimo oznake
a,b,c,...in A, B,C,..., ki pomenijo:

a=1/343=1/73 b=0a/7T* =1/77, c=b/T = 1/71}, ...,
A=1/21=1/3% B=A/81=1/3", C=B/81 = 1/3”,

Crk j in J, kdo ve zakaj, pri tem ni uporabljal, é¢rke u, v, U in V pa
je uporabljal nedosledno. Vegove kaligrafske ¢rke A, B,C, ... so akademiki
prepisali v navadne: A, B,C,... Tudi sicer uporaba istih ¢rk z razlicnim
pomenom v prvem in drugem delu ni najbolj posrecena.

Cleni (9) so z Vegovimi a,b,c, ... in A, B,C, ... povezani takole:

T3 169 265
a0_71'3a’a1_75-7 ,042—79'116,...,
5 90
Bo = 7«4 B = B, B2 = 7. 911 S

V opombi pod érto (*) je reCeno: zato pa je zakonitost, po kateri je se-
stavljena, mnogo bolj jasna (misljen je Eulerjev zapis ¢lenov). To ni ¢isto
res. Stevci 73,169, 265, . .. in 26, 58,90. ... v Vegovih oznakah ne sestavljajo
zapletenih zaporedij, ampak preprosti aritmeti¢ni zaporedji {73 + 96n}5°
oziroma {26 + 32n}5°

Kje se je Vega zmotil?

Seveda nas po vsem tem najbolj zanima, kje je Vega naredil napako, ko je
racunal 7 po formuli (4) in zdruzeval po dva in dva ¢lena obeh §tevilskih
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vrst, da je bilo le 126 decimalk, objavljenih v [10], pravilnih. Vega je bil zelo
zaverovan vase in je bil trdno prepric¢an, da jih je vseh 140 pravilnih. Rac¢unal
je na 143 decimalk zaradi nujnih napak na zadnjih decimalkah. Pravilno je
ocenil, da racunanje na 143 decimalk zadoSca za tocnost konénega rezultata
na 140 decimalk. Na sreco so se ohranili izvirni Vegovi rokopisi v Sankt
Peterburgu, da lahko spremljamo, kako je ra¢unanje potekalo. Danes pa
lahko s Hafnerjevim prispevkom [4] rekonstruiramo rac¢une in primerjamo
celo posamezne Stevke.

1.

222

Ce bi Vega vse ¢lene pravilno izra¢unal na 143 decimalk in jih pravilno
sestel, potem bi njegov konéni priblizek za m imel to¢nih 140 decimalk.

. Faktorji, ki jih je oznacilz a, b, c, ..., a', b, ¢, ..., A,B,C,... A", B, C’, ...,

A", B".C", ..., A" in B"”, so vsi izra¢unani to¢no.

. Pri izra¢unu ¢lenov ay,, ki izvirajo iz razvoja stevila arctg(1/7) v vrsto,

so tri napake, kot je razvidno iz zadnjih decimalk (podértane so vse od
prve napa¢ne do 143. decimalke):

a1 = 1513¢ : (61-63) — 19670 44692 87722 758
pravilno je — 19670 44692 87748 779

agg = 2761¢" : (113 -115) — 42931 91365 80104 272
pravilno je — 42931 91365 80104 273

azs = 3433m’ : (141 -143) — 45446 20351 37948 145
pravilno je — 45446 20351 37848 145

Najvecja napaka, ki je vplivala na koncni rezultat, je pri ¢lenu ags =
3433m/ : (141 - 143), ki je izrac¢unan natanéno na 137 decimalk. Morda
je ta napaka nastala pri prepisovanju. Vsota vseh izracunanih ¢lenov
oy je prav tako to¢na na 137 decimalk. Namenoma je tu pri racunanju
¢lenov ohranjena Vegova oznaka : za deljenje. Danes bi raje uporabljali
znak /.

. Pri ¢lenih f,, ki jih je najvec in ki izvirajo iz razvoja stevila arctg(1/3)

v vrsto, pa je kar pet napak:

Bro =634V : (T7-79) — 61142 68618 67865 852
pravilno je — 61308 72268 19370 044
Bo1 = 698X : (85-87) — 22686 62420 75978 337
pravilno je — 22686 62420 75978 038
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B31 = 1018H' : (125-127) — 26130 60835 14012 730
pravilno je — 26130 60835 14012 739
B33 = 1050Z" : (129-131) — 75889 04449 02759 167

pravilno je — 75889 04449 02759 168
Bea = 2074R" : (257 - 259) — 83017 73790 19075 570
pravilno je — 83017 73790 19075 569

Bistvena napaka je pri ¢lenu 19 = 634V : (77-79), ki je izra¢unan to¢no
le na 127 decimalk. Isto velja za vsoto vseh izra¢unanih 3,.

5. Ko nazadnje po (10) oba dela sestejemo in pomnozimo z 8, dobimo
toc¢nih le 126 decimalk. Vegov izra¢un se konca z

— 44767 21386 11733 136,
¢e se ne bi motil, bi po [4] dobil — 46095 50582 23172 072,
pravilne decimalke Stevila 7 — 46095 50582 23172 535.

Toda Vega je najbrz sam ugotovil napako in leta 1794 v dodatku k
svoji Popolni zakladnici logaritmov [11, str. 633] objavil stevilo 7= na 140
decimalk, od katerih pa so zadnje Stiri spet napacne. Zakaj?

1. Izhajal je iz formule (6) in uporabil (11). Vsoto vseh izrac¢unanih ay, je
vzel kar iz prvega racuna in dobil pravilnih 136 decimalk 40-kratnika te
vsote.

2. Clene 7, in 6,, ki izvirajo iz razvoja arctg(3/79) v vrsto, je racunal
na 144 decimalk, vsoto vseh izrac¢unanih +, je dobil natan¢no na 139
decimalk, vsoto vseh izra¢unanih d,, pa natanc¢no na 142 decimalk. Ko
je 7 izrac¢unal po (11), je dobil 136 to¢nih decimalk Stevila 7.

— 46095 50582 26136 4112,
¢e se ne bi motil, bi po [5] dobil — 46095 50582 23172 4568,
pravilne decimalke Stevila 7 — 46095 50582 23172 5359.

Zal pa nimamo na razpolago rokopisa, da bi lahko primerjali Vegove deci-
malke z rekonstrukcijo, ki jo najdemo v [5]. Rezultat iz [11] so ponatisnili
Se 15 let po Vegovi smrti v njegovem ucbeniku. Ker boljSega priblizka za
7 tisti ¢as Se ni bilo, nihée pravzaprav ni vedel, katere decimalke od 126.
naprej so pravilne. Ker Vega ni izracunal $tevila 7 po formulah (4) in (6)
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neodvisno, ampak je delni rezultat iz ene uporabil v drugi, se ne moremo
strinjati s trditvijo, ki jo lahko preberemo na ve¢ mestih, da je rezultat
po eni formuli preveril z rezultatom po drugi. Kljub vsemu pa je bil nje-
gov rezultat iz leta 1794 najboljsi objavljeni rezultat vse do leta 1841, ko
je William Rutherford (1798-1871) objavil v [9] priblizek stevila m na 152
pravilnih decimalk. V zvezi s tem Rutherfordovim priblizkom se pogosto
pojavlja tudi letnica 1824. Avtorjema je kljub trudu na podlagi dostopnih
virov ni uspelo upraviciti. Morda je Rutherford res izracunal Stevilo 7 leta
1824 in rezultat Sele po 17 letih poslal v objavo. Upostevamo lahko samo
datum objave. Preseneca pa dejstvo, da je v Montuclajevem delu, katerega
izsek iz leta 1802 je objavljen v [8], zapisano Stevilo 7 ravno tako na 152
pravilnih decimalk. Cudno je tudi to, da Strafnitzki leta 1844 v svojem
dodatku takoj pod Dasejevo objavo stevila 7 na toénih 200 decimalk sploh
ne omenja Rutherforda, omenja pa na primer Vego.

Avtorja se iskreno zahvaljujeta prof. Tomazu Pisanskemu, ki je za 250.
obletnico Vegovega rojstva priskrbel kopije originalnih listov, ki jih je bil
Vega leta 1789 poslal akademiji v Sankt Peterburgu.
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Za shranjevanje hrane se pogosto uporablja embalazo iz plasti¢ne folije, ki preprecuje
dostop kisika in tako zavira proces kvarjenja hrane. Kljub uporabi plasti¢ne folije je hrana
lahko izpostavljena kisiku, ki prehaja tako skozi stene delno prepustne folije kot tudi skozi
nekakovostno zvarjene spoje. Dinamika prodiranja kisika v vrecke, izdelane iz razli¢nih
tipov plasticne folije, je bila spremljana z merjenjem parcialnega tlaka kisika z elektronsko
paramagnetno resonanco.

MEASUREMENTS OF OXYGEN PERMEABILITY IN PLASTIC BAGS
FOR FOOD STORAGE

Plastic bags are widely used for food storage, as they protect food from oxygenation
and thus prevent its spoilage. Despite the use of this conservation technique, food may still
be exposed to oxygen molecules, which may migrate through the plastic foil or its seals.
Quality of various plastic foils for vacuum food conservation was tested by measuring
dynamics of oxygen migration into bags made of the foils using electron paramagnetic
resonance (EPR) of a material whose EPR signal is oxygen concentration sensitive.

Uvod

Narascajoca uporaba pripravljene in shranjene hrane vodi v vedno vecje
zahteve po kvalitetnih embalaznih materialih, med katerimi so najpogostejse
plasti¢ne folije. Z zavijanjem hrane v folijo zelimo prepreciti oziroma upoca-
sniti kvarjenje in ohraniti svezino. Glavni dejavniki, ki vplivajo na procese
kvarjenja hrane, so mikroorganizmi, vlaga, svetloba, temperatura in sestava
atmosfere (zraka). Zrak je brez barve, vonja in okusa, zato na njegov po-
men pri kvarjenju hrane pogosto pozabimo. Komponenta zraka, ki najbolj
pospesi kvarjenje hrane, je kisik, ki vpliva predvsem na kvarjenje mascob,
barvo hrane, vitamine, okus ter druge sestavine in lastnosti hrane. Kisik
namre¢ ustvarja ugodne razmere za rast mikroorganizmov, vklju¢en pa je
tudi pri razgradnji komponent s pomocjo encimov in povzroc¢anju oksidativ-
nega stresa [1]. Oksidativni stres je povezan z nastankom spojin reaktivno
vezanega kisika, med katerimi so najpomembnejsi prosti radikali, ki sprozijo
peroksidacjo lipidov in zarkost hrane. Obdelava hrane pred pakiranjem, kot
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je rezanje ali sekljanje, njeno obc¢utljivost za delovanje prostih kisikovih ra-
dikalov Se poveca [2]. Pomen pakiranja hrane v embalazo, kot je folija, je
med drugim ravno preprecevanje dostopa kisika. Plasti¢na folija je tanka
plast plastike, ki se lahko oprime mnogih gladkih povrsin in ostaja v tesnem
stiku s povrsino brez uporabe dodatnih sredstev za lepljenje. Plasti¢ne mase
za izdelavo folij imajo lahko razli¢no sestavo in lastnosti, lahko so enoslojne
ali vecslojne [3]. S kombinacijo razli¢nih plasti¢nih mas v veéplastno kombi-
nirano folijo lahko proizvajalci plasticne embalaze danes na¢rtujejo material
s povsem doloCenimi lastnostmi, kot so elasti¢nost, prosojnost, prepustnost
za dolocene pline, trdnost, debelina in temperaturna obcutljivost. V prete-
klosti so bile folije najpogosteje izdelane iz polivinilkloridov (PVC), ki pa
lahko vsebujejo zdravju skodljive snovi [2]. Sodobne raziskave so usmerjene
v iskanje novih materialov oziroma kombinacij materialov (npr. polietilen,
polipropilen, najlon, SARAN), ki bi shranjevanje zivil optimizirali ter bili
ob tem biorazgradljivi [4], pri ¢emer pa zahteve po nekaterih osnovnih la-
stnostih materiala ostajajo — med njimi je ena najpomembnejsih ravno ¢im
manjsa prepustnost za kisik. V nasi raziskavi smo se osredotocili na uéin-
kovitost plasticnih folij razliénih proizvajalcev pri preprecevanju dostopa
kisika do zivila.

Priprava vzorcev

V studiji so bili uporabljeni trije razli¢ni tipi komercialno dostopne plasti¢ne
folije, in sicer folija za domac¢o uporabo debeline 100 pm (A) in 50 pm (B)
ter profesionalna folija debeline nad 100 um (C), iz katerih so bile z uporabo
varilnika folije izdelane plasticne vrecke kvadratne oblike z dolzino stranice
41,2 + 4,7 mm. V vrecke je bil dodan prah litijevega ftalocianida za spre-
mljanje parcialnega tlaka kisika pOs, vrecke pa so bile v kontrolirani dusikovi
atmosferi zavarjene v nadtla¢ne blazinice. Uporabili smo dva razli¢na varil-
nika folije (Reber, Italija; Hyundai, J. Koreja). Prepustnost plasti¢nih folij
in kakovost varilnega spoja sta bila ovrednotena z dinami¢nim spremljanjem
parcialnega tlaka kisika pOg z elektronsko paramagnetno resonanco (slika
1). Za vsak tip folije so bile opravljene vsaj tri ponovitve merjenja pOs.

Elektronska paramagnetna resonanca

Elektronska paramagnetna resonanca (EPR) je spektroskopska metoda, s
katero proucujemo paramagnetne centre v snovi in prek njih njihovo ne-
posredno okolico in dogajanje v njej. Paramagnetni centri so atomi, ioni
in molekule, pri katerih elektroni niso zdruzeni v pare z nasprotnim spi-
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Slika 1. Shema eksperimenta. V vrecke, nadtlacno napolnjene z dusikom, je med inku-
bacijo na zraku preko sten in preko zvarov prehajal tudi kisik, ki se je vezal na kristal
litijevega ftalocianida. Dinamika parcialnega tlaka kisika je bila spremljana z metodo
EPR.

nom (nesparjeni elektroni), zato je njihov skupni magnetni moment razlicen
od ni¢. Paramagnetne snovi so bodisi ze prisotne v snovi (prosti radikali,
ioni prehodnih elementov) ali pa jih dodamo vzorcu in rabijo kot neke vr-
ste sonda za opazovanje dogajanj v njihovi okolici. Ce damo tako snov v
magnetno polje, magnetni moment nesparjenih elektronov interagira s tem
poljem, kar ima za posledico, da se elektroni razporedijo v spinska stanja z
razli¢no energijo
E = BgBmg,

kjer so  Bohrov magneton (konstanta), g spektroskopski cepitveni tenzor,
ki opisuje interakcijo med magnetnim momentom elektronov in magnetnim
poljem in je odvisen od polozaja paramagnetne molekule glede na magnetno
polje, mg projekcija spina glede na magnetno polje (za spin elektrona S =
1/2 je mg = 1/2 ali mg = —1/2) ter B magnetna poljska gostota.

7 elektromagnetnim valovanjem z energijo, ki je enaka energijski raz-
liki med spinskimi stanji (resonané¢ni pogoj) hv = SgB (h je Planckova
konstanta in v je frekvenca mikrovalov), povzro¢imo prehode elektronov
iz enega energijskega stanja v drugo, kar ima za posledico absorpcijo ele-
ktromagnetnih valov. Z metodo EPR pri konstantni frekvenci elektroma-
gnetnega valovanja spreminjamo magnetno poljsko gostoto in merimo, kdaj
pride do absorpcije in obliko absorpcijske krivulje, ki je odvisna od interak-
cije paramagnetnega centra z okolico (drugi paramagnetni ioni, elektri¢no

225-232 227



Nina Bizjak, Franci Bajd, Marjeta Sentjurc in Igor Ser$a

polje, ki ga ustvarjajo okoliske molekule, jedra atomov v paramagnetnem
centru, itd). Za meritve koncentracije kisika je pomembna Sirina absorpcij-
ske ¢rte, na katero vpliva Cas, ki ga elektroni prezivijo v vi§jem energijskem
stanju (relaksacijski ¢as). Cim daljsi je relaksacijski ¢as, ozja je absorpcijska
crta.

EPR oksimetrija temelji na dejstvu, da je kisik paramagneten (v osnov-
nem stanju tvorita nesparjena elektrona kisika tripletno stanje s spinom
S =1). V vzorec dodamo kak paramagnetni marker, obcutljiv za kisik,
v nasem primeru litijev ftalocianid, katerega absorpcijsko krivuljo merimo.
Kisik u¢inkuje na paramagnetni marker, med njima pride do izmenjalnih
interakcij, elektroni se hitreje vracajo v osnovno stanje in absorpcijska ¢rta
paramagnetnega centra se razdiri. Sirina ¢rte je sorazmerna koncentraciji
kisika v vzorcu (slika 2)

AB =ABy+ KC.

Pri tem so AB izmerjena Sirina ¢rte, ABy Sirina ¢rte brez prisotnosti ki-
sika, K konstanta, ki pomeni verjetnost, da bo prislo pri trku med parama-
gnetnim markerjem in kisikom do relaksacije, ter C' koncentracija kisika v
VZOrcu.

Koncentracijo kisika v vzorcu izracunamo s pomocjo umeritvene krivulje
med Sirino ¢rte in znano koncentracijo kisika v vzorcu. Ker je zveza linearna,
je umeritvena krivulja za litijev ftalocianid podana z enac¢bo

AB(mT) = 0.0059 + 3,9 x 10~* x pOy(mmHg).

Ker je koncentracija kisika v vzorcu odvisna od topnosti, ki je v heterogenih
vzorcih lahko razli¢na, podajamo koli¢ino kisika v vzorcih s parcialnim tla-
kom (pO2). Koncentracija kisika je enaka produktu med parcialnim tlakom
kisika in njegovo topnostjo.

Rezultati in diskusija

Na sliki 3 je prikazan ¢asovni potek parcialnega tlaka kisika pOs za tri raz-
licne tipe plastiénih folij: za srednje debelo (100 pm, A), tanjso (50 pm,
B) in debelejso folijo (> 100 pum, C). S slike se nazorno vidi, da se je delez
kisika v prvotno duSikovi notranji atmosferi v vrecki postopno poveceval v
vseh vzorcih. Pri tanjsih folijah (A,B), kjer je parcialni tlak kisika dosegel
maksimalno vrednost (med 170 in 200 mmHg) ze po 5 dneh od izdelave pla-
stiénih vreck, je bila dinamika prehajanja kisika hitrejsa kot pri debelejsih
folijah (C). Pri slednjih parcialni tlak kisika ni dosegel konéne vrednosti niti
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Slika 2. EPR spektra litijevega ftalocianida pri dveh razliénih koncentracijah Oz (levo)
in umeritvena krivulja za litijev ftalocianid (desno).

po 40 dneh od izdelave. Dinamika prodiranja kisika v notranjost zavarjene
vrecke je bila odvisna tudi od izbire varilnika folije; najvecja razlika med
obema varilnikoma se je pokazala pri vreckah iz debelejse folije, kjer je bila
dinamika naraSCanja parcialnega tlaka kisika pocasnejSa pri uporabi profe-
sionalnega varilnika folije (A1, B1, C1) kot pri uporabi neprofesionalnega
varilnika (A2, B2, C2). Casovni potek naraicanja parcialnega tlaka kisika v
zavarjeni vrecki dobro opisuje modelna funkcija,

PO () = pOsmaz (1= 717,

kjer sta pO2 e maksimalna vrednost parcialnega tlaka kisika in 7 karakte-
risticni ¢as dinamike prodiranja kisika v notranjost zavarjene vrecke. Crte
na sliki 3 prikazujejo modelno funkcijo pri optimalnih parametrih prileganja.

Razloga za naraStanje parcialnega tlaka kisika pOg v notranjosti zavar-
jene vrecke sta dva, in sicer tako mozno prehajanje zraka skozi povrsino
folije v notranjost vrecke kot tudi bolj verjetno prehajanje zraka v notra-
njost vrecke skozi nekakovostno zvarjene spoje. Pri tanjsih vreckah je bilo
prehajanje kisika desetkrat hitrejse kot pri kakovostnejsi debelejsi vrecki,
saj je pri debelejsih vreckah verjetnost za prehajanje zraka skozi samo folijo
manj8a kot pri tanjsih vreckah, predvsem pa debelina folije vpliva na ka-
kovost spoja. Ker varjenje vreck poteka z lokalnim pregrevanjem folije, je
kakovost spoja lahko precej boljsa pri debelejsih vreckah. Pri tanjsih folijah
¢ezmerno pregrevanje lahko povzroci razpad varjene folije na mestu varje-
nja na dva dela, kakovost spoja pa se zaradi tega znatno zmanjsa, kar se
kaze na znatno krajSih karakteristi¢nih casih prodiranja zraka v notranjost
nekakovostno zavarjene vrecke. Pri vreckah iz tanjse folije sta bila karakte-
risticna Casa v obmoc¢ju nekaj deset ur, pri vreckah iz debelejse folije pa je
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Slika 3. Casovni potek parcialnega tlaka kisika v zaprtih plasti¢nih vreckah, zvarjenih iz
treh razlicnih tipov folij.

bil karakteristi¢ni ¢as znatno vecji (slika 4).

Pri pakiranju zivil bodo ta zasedala razli¢ne prostornine in tudi povrsina
vrecke ne bo vedno enaka. Tadva parametra namre¢ odlocilno vplivata na
dinamiko prodiranja kisika v embalazo in s tem tudi dolocata trajanje zivila.
Vzemimo, da pri pakiranju zaseda zivilo prostornino V in da ga obdaja folija
s povrsino S. Prehajanje kisika skozi folijo podaja enacba

dN

T SN,

kjer je razlika gostote tokov molekul kisika v embalazo in iz nje jy soraz-
merna razliki koncentracij kisika zunaj embalaze cg in v embalaZi c,

. . C
JN = Jo (1—>-
co

Tu je jo najvecja gostota toka kisika v embalazo, ki je dosezena na zacetku,
ko v embalazi Se ni kisika. Privzamemo lahko tudi, da je koncentracija kisika
zunaj embalaze cg ves ¢as konstantna, medtem ko se koncentracija kisika v
embalazi ¢ spreminja. Obe enacbi lahko sedaj zdruzimo in Se upoStevamo,
da je koncentracija kisika v embalazi enaka ¢ = N/V, ter tako dobimo

230 Obzornik mat. fiz. 60 (2013) 6



Merjenje prepustnosti plasticnih folij za shranjevanje hrane

600

500

400

300

t[h]

200 +

100 4

A1 A2 B1 B2 c1 c2
VvZOrci

Slika 4. Vrednosti karakteristi¢nega casa 7.

empiri¢no enacbo za spreminjanje koncentracije kisika v embalazi

de _ 5. (, ¢
a v )’

_SjOt
ct)=cy|l—e Veo].

Ocitno ta rezultat ustreza zgoraj zapisani modelni funkciji in lahko vidimo
tudi, da je parameter T enak

katere resitev je enaka

VC()
T=—.
Sjo
Torej je oc¢itno res, da na dinamiko prodiranja kisika v embalazo poleg la-
stnosti embalaze, ki jih podaja parameter jy, mo¢no vpliva tudi razmerje
med volumnom in povrsino embalaze V/S.

Dinamika prodiranja kisika v embalazo pa je vseeno nekoliko drugacna
od te, ki jo podaja zgornja enacba, ¢e je v embalazi tudi zapakirano zivilo.
Zivilo bo namre¢ porabilo praktiéno ves prepuscen kisk za kemijske reakcije,
ki bodo po vecini vodile do njegovega propada. Torej lahko predpostavimo,
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da je v embalazi z zivilom ves ¢as koncentracija kisika enaka ni¢ (¢ = 0),
tako da je jn = jo, ter da obstaja za vsako zivilo neka zgornja meja koli-
¢ine kisika, ki jo to Se lahko porabi, preden se pokvari. Denimo, da je ta
meja enaka N,,q; oziroma njej pripadajoca ustrezna koncentracija je enaka
Cmaz = Nmaz/V . Ta koncentracija bo v zivilu dosezena po ¢asu

Cman = Nmam _ jOStmaI )
\%4 |4
Iz te zveze sledi, da je maksimalni ¢as trajanja vakuumsko pakiranega zivila
doloc¢en z enacbo

Trajanje zivila tako dolo¢a razmerje med zgoraj dolo¢enim karakteristiénim
¢asom 7 ter razmerjem med koncentracijo v zivilu porabljenega kisika, ki
je vodila do njegovega pokvarjenja, ter koncentracijo kisika v okoliskem
zraku. Izpeljana enacba izhaja iz predpostavke, da so zvari folije idealni in
torej kisik ne prehaja skoznje. Ta predpostavka pa v praksi ni nikoli dobro
izpolnjena, saj je prehajanje kisika skozi zvare moc¢no odvisno od primernosti
folij za varjenje in kvalitete varilnika folij.

V Cmas . Tcmam

Sklep

V studiji smo z uporabo EPR preverili spreminjanje parcialnega tlaka kisika
pO2 v notranjosti vreck, ki so bile v kontrolirani dusikovi atmosferi zavarjene
iz razli¢nih tipov plasti¢nih folij. Glavna ugotovitev Studije je, da se sicer
parcialni tlak kisika sCasoma poveca prav v vseh tako zavarjenih vreckah
za shranjevanje zivil, je pa ta dinamika moc¢no odvisna od debeline folije
kot tudi od tipa varilnika folije. Prehajanje zraka v notranjost zavarjene
vrecke poteka predvsem skozi zavarjene spoje, ti pa so mnogo kakovostnejsi
pri debelejsih vreckah. Z izbiro primerno debelih folij in profesionalnih
varilnikov folij, ki omogocajo varjenje bolj tesnih spojev, bo hrana ostala
kakovostna dlje ¢asa, kar je tudi namen shranjevanja zivil s tovrstno tehniko
pakiranja.
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NOVE KNJIGE

Tine Golez, Prizemljitev infinitezimalnega racuna, Zavod sv. Sta-
nislava, Ljubljana 2012, 64 str.

Ta zanimiva knjiga razSirja
vsebine, predstavljene v avtor-
jevem clanku [1] v tej reviji in TINE GOLEZ
v nekaterih drugih objavah.
Prinasa ilustracijo uporabe
matemati¢nih orodij, kot so vr-
. . PRIZEMLJITEV

ste, odvod in integral na pri-

merih iz fizike. Marsikaj je INFINITEZIMALNEGA
»prizemljeno“ v smislu, da slo- v

prBER e . RACUNA

ni na eksperimentalnih podat-
kih, pridobljenih z enostavni-

mi ali bolj zapletenimi merit-

vami. Zac¢ne z nihalom, spre- —
mljanim z ultrazvo¢nim sledni-

kom, priklju¢enim na racunal-
nik. Slednik belezi v kratkih
casovnih presledkih lego nihala

in nariSe ustrezne tocke. Pro-
gram v racunalniku lahko nu-

mericno izracuna hitrost in po-
spesek nihala, dijaki pa lahko iz natiskane upodobitve gibanja dolo¢ijo para-
metre in enacbo sinusnega nihanja, jo odvajajo in primerjajo z racunalnisko
dobljenimi slikami. Malo bolj zahtevna je obravnava odskakovanja zoge.
Zelo dobra je obravnava oblike kokoSjega jajca. Naj povem, da imajo
taki rac¢uni ocitno tudi prakti¢no vrednost. V nedavno v slovenséino preve-
deni knjigi [2] je navedenih nekaj ¢lankov na to temo, objavljenih v resnih
revijah (v agronomski Poultry Science in v ornitoloski reviji Auk). Jajca so
bolj ali manj vrtenine, tako da nas zanima presek jajca z ravnino skozi os
rotacijske simetrije. Knjiga za obliko tega preseka vzame krivuljo z enacbo:

P PO
a®> b (1+cx)
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Nove knjige

Tu je 2a daljSa os jajca. Ta formula je nekoliko bolj zapletena od po-
dobne v [2], a na prvi pogled tudi bolj primerna za kokosje jajce. Knjiga
pokaze, kako z GeoGebro in s premikanjem drsnikov — se pravi z ro¢no
spretnostjo — dolo¢imo parametra b, ¢ modificirane elipse, ki se kar najbolje
prilega eksperimentalnim podatkom.

Kot ilustracijo ekstremov knjiga obravnava maksimalni dometa topa —
igracke, ki strelja na visjo ali nizjo ravnino od tiste, na katero je postavljen
(brez upostevanja zra¢nega upora). Imamo tudi racunanje optimalne debe-
line izolacije hiSe, primer iz elektrostatike, optimalno obremenitev sonc¢ne
celice ... Zanimivo je, da avtor mnoge enacbe zelo hitro izpelje z zdravo
pametjo ali ,ugane“ s primerjavo dimenzij — in veckrat Sele nato uporabi
standardne izpeljave iz fizikalnih zakonov. Prav tako avtor izracuna kine-
ti¢no energijo vrtece se palice tako, da jo razdeli na veliko Stevilo kosckov,
sesteje posamezne prispevke in nazadnje pozene Stevilo koSckov v neskonc-
nost — kar je ilustracija definicije integrala. Podoben pristop je uporabljen e
na nekaj mestih, seveda pa je dodana tudi mnogo krajsa pot z integriranjem.

Zapletenejsa sta padanje kroglice v detergentu in strel z zra¢no pusko
v vodo. Tu je bila uporabljena hitroslikovna kamera. Z digitalno tehniko
so tovrstne kamere, véasih rezervirane za najbolje opremljene laboratorije,
postale dostopne obi¢ajnemu zepu (Ge nimamo prevelikih zahtev glede loclji-
vosti). Podatke s slik je treba vnesti v ustrezen program — avtor uporablja
program LoggerPro (zastonj za 30 dni) — ki podatke ponazori. Fizika nam
da enacbe gibanja, v katerih pa ne poznamo nujno nekaterih parametrov.
7, metodo, imenovano regresija, ki je vgrajena v program, lahko dolo¢imo
vrednosti teh parametrov, pri katerih rezultati najmanj odstopajo od eks-
perimentalnih podatkov (po kriteriju najmanjsih kvadratov). Od tod lahko
dolo¢imo viskoznost detergenta v prvem primeru in koeficient ¢ upora iz-
strelka v vodi v drugem primeru.

Knjizica je dobro in skrbno napisana in bo pris§la prav vsem profesor-
jem fizike ter za fiziko in matematiko nadarjenim dijakom zadnjega letnika
gimnazije. Priporoc¢am jo vsem, ki bi radi zaposlili in motivirali take dijake.
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VESTI

STROKOVNO SRECANJE IN 65. OBCNI ZBOR DMFA,
BLED, 15. IN 16. 11. 2013

Zaradi 140. letnice rojstva dr. Josipa Plemlja smo se odlo¢ili, da strokovno
sreCanje in ob¢ni zbor priredimo na Bledu v hotelu Golf. Vremenska napoved
ni bila obetavna, saj je bil napovedan sneg do nizin. Na sreco se je meja
snezenja dvignila in po dezevnem petku je v soboto posijalo celo sonce; kot
naroceno za popoldanski sprehod okrog jezera.

Strokovni del za ucitelje je potekal v dveh oziroma treh sekcijah, vzpo-
redno pa je potekalo tudi 15. slovensko srecanje o uporabi fizike. Vseh
udelezencev strokovnega srecanja je bilo okrog 120, na srec¢anju o uporabi
fizike pa okrog 80.

Povzetke in razporede predavanj smo ze v zac¢etku novembra objavili na
domaci strani drustva. Prav tako je bil pred srecanjem objavljen tudi urnik.

Ker so povzetki predavanj objavljeni tudi v biltenu strokovnega srec¢anja,
navajamo le predavatelje in naslove predavanj v enakem vrstnem redu, kot
so se zvrstili:

Petek, 15. novembra 2013
Fizika:
e Nada Razpet: Sprehodi ob vodi
e Tomaz Kranjc: Blejsko jezero in Stefanov problem
e Janez Strnad: Kaj slisimo pri Dopplerjevem pojavu?
e Andrej Likar: Izbrani sprehodi v naravo
e Peter Sekolonik: Obracanje in stabilizacija satelitov
e Andrej Rutar: Kako in zakaj naj se ucitelj fizike ukvarja tudi z astrono-
mijo
e Boris Kham: Toplotni tok s Sonca
e Dunja Fabjan: V pricakovanju kometa C/2012 S1 (ISON)
e Andrej Gustin: Analiza olimpijskega uspeha mladih astronomov

e Barbara Rovsek: Analiza primerov izbirnih nalog s tekmovanj za Stefa-
nova priznanja in malo statistike

e Robert Repnik, Matic Laneger: Analiza eksperimentalnih nalog z drzav-
nih tekmovanyj iz fizike za osnovnoSolce

Matematiki so dopoldan delali v eni, popoldan pa so se razdelili v dve
skupini.
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Matematika A + B, dopoldan:

Stefko Miklavié: Cayleyevi grafi (vabljeno predavanje)

Barbara Boldin: Matemati¢ni modeli v biologiji: zgodba D’Ancone in
Volterre

Izidor Hafner: Demonstracije pri pouku matematike

Marko Razpet: Krivulje, pridobljene iz vijacnice

Matematika A, popoldan:

Marina Rugelj: Namesto tipkovnice in miske — lesene palice in kamni
(vabljeno predavanje)

Darjo Felda: Iz kota v kot

Zlatan Magajna, Amalija Zakelj: Pridobivanje znanja v homogenih in v
heterogenih u¢nih skupinah

Milena Strnad: Geometrija narave — prelom v razvoju matematike 20. sto-
letja

Izidor Hafner, Marko Razpet: Jurij Vega in 140 decimalk krozne kon-
stante

Milan Hladnik: Josip Plemelj in pravilni sedemkotnik

Matematika B, popoldan:

Matija Lokar: Sanje o e-u¢beniku
Matija Lokar: MOOC in ucitelj matematike

Tomaz Kosir, Klara Pugelj in Ales Toman: Predstavitev tekmovanja iz
finan¢éne matematike

Po odmoru je sledil 65. obéni zbor. V prvem delu je dr. Anton Suhadolc

spregovoril o zivljenju in delu dr. Josipa Plemlja.

Vecerni program:

236

Andrej Gustin s sodelavci: Astronomska delavnica

Vreme astronomom (tudi letos) ni bilo naklonjeno, zato so se namesto
opazovanju nocnega neba posvetili trenutno aktualnim dogodkom. Po-
drobneje so predstavili komete, njihove lastnosti, orbite itd. Posebej so
se posvetili kometu ISON, ki naj bi konec novembra in v zacetku de-
cembra postal zelo svetel in razsezen. Prikazali so metode opazovanj in
fotografiranja kometov in specificnost opazovanj kometa ISON.
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e Janez Zerovnik, Blaz Zmazek, Darka Hvastija, Tatjana Levstek: Ma-
tematika na maturi — ob polnoletnosti splosne mature (delavnica). Po
kratkem zgodovinskem povzetku je sledila razprava o matematiki na ma-
turi.

e Nada Razpet: Geometrija z desc¢ico in lonckom (delavnica)

Udelezenci so risali geometrijske konstrukceije z deséico in lonckom (risa-
nje simetral daljic, simetral kotov, pravokotnice na dano premico, kon-
strukcija enakostrani¢nega trikotnika in romba). S prepogibanjem pa-
pirja formata A4 pa so ustvarili enakostrani¢ni trikotnik, enakokraki tri-
kotnik, deltoid in pravilni Sestkotnik.

Vse tri delavnice so bile dobro obiskane, delo smo koncali okrog 21.30.
Ker je bil odziv dober, bomo delavnice v veéernem delu pripravljali tudi v
prihodnje.

Sobota, 16. novembra 2013

Najprej smo imeli skupni del:

e Dragan Stevanovi¢: Kompleksni grafi in omrezja
e Ales Mohori¢: Fizikalni zgledi, ujeti z objektivom kamere (vabljeno pre-
davanje)

Nato smo nadaljevali v dveh sekcijah.

Fizika:

e Karel Smigoc: Zgodba o Arhimedu in zlati carjevi kroni
e Tine Golez: Udarjena palica
e Tine Golez: Numeri¢no reSevanje diferencialne enacbe

Matematika:
e Majda Skrinar Majdi¢: Matemati¢ni maratoni na GESS Trbovlje (va-
bljeno predavanje)

Tema je bila za ucitelje zanimiva in ob koncu predavanja se je razvila
zivahna razprava.

Spremljevalne dejavnosti:

Aktivna Studentska sekcija je pripravila sprehod ,Okoli Blejskega jezera z
reSevanjem nalog® in voden ogled Plemljeve spominske sobe.

Izidor Hafner, Peter Legisa, Tomaz Pisanski in Marko Razpet so pripra-
vili poster z naslovom Baron Jurij Vega in krozna konstanta. Na ogled je v
Matematicni knjiznici v Ljubljani.
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62. obéni zbor DMFA

Ker je bilo ob 17.00 prisotnih manj kot polovica ¢lanov DMFA Slovenije, se
je obéni zbor v skladu s 16. ¢lenom Pravil DMFA Slovenije pric¢el ob 17.30.

V delovno predsedstvo so bili izvoljeni: predsednik Mitja Rosina, ¢lana
Jozica Dolensek ter Peter Vencelj, zapisnikar Janez Krusi¢, overovatelja za-
pisnika Milan Hladnik in Matjaz Zaversnik.

Mitja Rosina je porocal o strokovni ekskurziji v Gradec in o nacrtova-
nem svetovnem letu svetlobe 2015. Slovenski prispevek k mednarodnemu
letu svetlobe (in s tem k popularizaciji fizike) bo odvisen od razpolozljivih fi-
nan¢nih sredstev. Kontaktna oseba za Slovenijo je Marko Zgonik, pomagata
mu Irena Drevensek — Olenik ter Igor Poberaj (vsi FMF).

DMFA Slovenije kot kolektivni ¢lan EPS prejema 200 izvodov revije Eu-
rophysics News. Razdeljujemo jo ¢lanom, po en izvod posiljamo slovenskim
gimnazijam, nekaj izvodov pa je Se na voljo (zeljo po prejemanju revije
sporoCite na e-naslov tajnik@dmfa.si).

Vse, ki jih zanimajo drustvene strokovne ekskurzije, prosimo za njihove
e-naslove zaradi tekocega obves¢anja in za predloge naslednjih ekskurzij (po-
slati na mitja.rosina@fmf.uni-1j.si).

Bostjan Kuzman je porocal o slovenskem sodelovanju pri akciji Mate-
matika planeta Zemlja v letu 2013 (MPE2013). Porocal je tudi o nacrtih za
drustveno podelitev nagrad najboljsim udelezencem tekmovanj v organiza-
ciji DMFA Slovenije za Solsko leto 2013/2014. Prireditev bo v Cankarjevem
domu, verjetno 24. maja 2014. Zdruzena bo z 10. obletnico veriznega eks-
perimenta, povezali bi jo lahko tudi z mednarodnim letom svetlobe.

Bostjan Kuzman je predlagal, da upravni odbor DMFA Slovenije do
marca 2014 pripravi prenovo organizacije poletnih Sol ter raziskovalnih dni
(odprtost, participacija, so¢asnost med pocitnicami ... ).

Zimski izobrazevalni seminar ,Matematika in umetnost®, bo naslednje
leto 14. in 15. marca (dan stevila 7). Strokovno sre¢anje in 66. obéni zbor
Drustva matematikov fizikov in astronomov Slovenije bosta najverjetneje
oktobra 2014 v Cerknem. 7 izbiro Cerkna bi obelezili dvestoto obletnico
rojstva slovenskega matematika, pedagoga in pisca matemati¢nih u¢benikov
viteza Franca Moc¢nika (1814-1892).

Ugotovili smo, da je prestavitev obénega zbora na popoldanski ¢as ugo-
dna, zato bomo tudi v prihodnje imeli obéne zbore ze v petek popoldan.

Nada Razpet in Janez Krusic¢

http://www.obzornik.si/
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Nove knjige — New books
Fukagawa Hidetoshi, Tony Rothman: Sacred Mathematics,

Japanese Temple Geometry (Jurij Kovié) ..., 35-37
Luke Hodgkin, A history of mathematics, From Mesopotamia

to Modernity (Jurij Kovi¢) ... 71-73
Timothy Gowers, Matematika, Zelo kratek uvod (Jurij Kovi¢) ......... 110-112
Ulf Leonhardt, Thomas Philbin, Geometry and light —

The Science of Invisibility (Marko Razpet) ................. ... ... 112-113
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(Marko Razpet) .......ooiiuiuii 150-151
Vasile Berinde: Exploring, Investigating and Discovering

in Mathematics (Jurij Kovi¢) ..., 152-154
Theodore G. Faticoni: The Mathematics of Infinity, A Guide

to Great Ideas (Jurij Kovi€) ..., 199-1XX
Tine Golez, Prizemljitev infinitezimalnega racuna

(Peter LegiSa) ....ououini 233-234

NOVI CLANI DRUSTVA V LETU 2013!

V letu 2013 se je v Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije
vélanilo 13 novih ¢lanov:

2397. Matej Babic
2398. Rok Brence
2399. Denis Brojan
2400. Ana Spela Hodnik
2401. Blazka Hunski
2402. Karin Kastelic
2403. Boris Kham
2404. Luka Komel
2405. Srecko Lampret
2406. Ziva Petkovsek
2407. Joao Pita Costa
2408. Tadeja Pucko
2409. Irena Zeme

'Novi ¢lani DMFA Slovenije za leto 2012 so bili objavljeni v Obzorniku za matematiko
in fiziko 59 (2012) 6, stran XXIII.
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