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Math. Subj. Class. (1980): 47A62, 47B47, 47A12, 47B20, 46H10.

POVZETEK

Naj bo H Hilbertov prostor in B(H) algebra vseh omejenih Tinearnih
operatorjev na njem. V prvem delu disertacije raziskujemo sistem enacb

m
T X A:Y: = By G2lyu

j___131.] 1
kjer so A, in B; znani, X; in Yj pa neznani elementi algebre B(H). V
primeru m=r podamo potreben in zadosten pogoj, ki mu morajo zadoSCati
operatorji Ai’ da bo gornji sistem res1jiv pri poljubnih B1€B(H). Dob1jeni
rezultat (katerega milejsSa oblika velja tudi v splo3nejsih Banachovih
algebrah z enim samim maksimalnim idealom) je uporaben pri prouevanju
vpraSanja, kdaj je zaloga vrednosti danega elementarnega operatorja
vsebovana v kakem idealu algebre B(H). Kot posledico spoznamo, da na
Calkinovi algebri ni nenic¢elnih kompaktnih elementarnih operatorjev.

Drugi del naloge se omejuje na posebne primere elementarnih operatorjev,
predvsem na t.i. posploSena odvajanja. Med drugim pokaZemo, kako se izraza
bistveni numeri¢ni zaklad zoZitve posploSenega odvajanja na Hilbert-
Schmidtov razred CZ(H) z numeric¢nima in bistvenima numericnima zakladoma
operatorjev, ki ga inducirata. Nadalje opredelimo subnormalna in kvazi-

normalna posploSena odvajanja na CZ(H).
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I. Elementarni operator na Banachovi algebri A je operator oblike

A.XB,

XBis  XeA

[ e e 1

EBQ(X) =

1

kjer sta 5:(A1,..,Ar) in §=(B1,..,Br) dani r-terki elementov algebre A.
V zadnjem &asu je ve¢ avtorjev proucevalo predvsem spektralne lastnosti
elementarnih operatorjev na algebri B(H) vseh omejenih operatorjev
Hilbertovega prostora H ([32],[17]), na Schattenovih idealih v B(H) [24]
- in na splo3nih C*-algebrah [40]. Pokazali so, da je v primeru, ko sta
r-terki A in B komutativni, spekter operatorja E,, mogoCe izraziti z
zdruZenima spektroma r-terk A in B. (Pojem zdruZenega spektra je posplo-
Sitev pojma spektra enega operatorja na veC operatorjev. Obstaja vec takih
posploditev: zelo preprosta je Harte-jeva [31], najbolj zadovoljiva pa
Taylor-jeva [55].) Posebno pomembni primeri elementarnih operatorjev, ki
so jih najprej proucevali, so posplodena odvajanja, to je operatorji
oblike

Dpg(X) = AX-XB, XeA

kjer sta A in B dana elementa algebre A. Spekter posplo3enega odvajanja
DAB je mogoCe izraziti kar z obiCajnima spektroma operatorjev A in B kot

U(DAB) = {A-u; A€o(A), qu(_B)}

To zvezo je dokazal deloma Ze Rosenblum v [45], kasneje pa so njeaove
rezultate izbolj3ali in posplosili ([38],[21],[22],(23],(34]). Med drugim
je Fialkow v [24] dolo€il tudi bistvene spektre sploinih elementarnih
operatorjev na B(H). Kako izracunati Fredholmov indeks splo3nega element-
arnega operatorja pa je Se vedno odprt problem. (Za posplo3ena odvajanja
je ta problem resen v [23].)

Math. Subj. Class. (1980): 47A62, 47B47, 47A12, 47820, 46H10.



Poznavanje elementarnih operatorjev lahko pomaga tudi pri raziskovanju
povsem splo3nih omejenih linearnih operatorjev. Tako na primer iz opisa
spektra posplo3enih odvajanj takoj sledi, da spektra dveh kvazipodobnih
operatorjev na Hilbertovem prostoru nista disjunktna. Kot drugi, mnogo
qloblji rezultat, ki je prispeval k boljSemu razumevanju algebraicnih
operatorjev, omenimo Apostolovo karakterizacijo odvajanj na B(H) z zaprto
zalogo vrednosti [2]. Bralec lahko najde 3e druge uporabe odvajanj v [3].

II. Vsebino obeh poglavij tega dela bomo povzeli na zacetku poglavij;
zato omenimo na tem mestu le nekatere od novih rezultatov. IzhodiScCe za
prvo poglavje je bila hipoteza Fonga in Sourour-a v [26], da na Calkinovi
algebri ni netrivialnih kompaktnih e]ementarnih operatorjev. V prvem
razdelku bomo spoznali kriterij o linearni neodvisnosti (izrek 1.2), ki
nam bo omogoCil dokazati, da velja ta hipoteza v vsaki kompleksni
enostavni neskonéno-razseZni Banachovi algebri z enoto. Ko je bilo to
delo Ze napisano, smo izvedeli, da sta hipotezo Fonga in Sourour-a dokazala
tudi Apostol in Fialkow, vendar velja njun dokaz (ki do trenutka pisahja
teh vrstic 3e ni bil objavljen) samo za Calkinovo algebro in je bistveno
drugacen od dokaza, ki ga bomo predstavili tukaj.

Prvi razdelek nam namigne, da je vpraSanje linearne neodvisnosti
elementov A1""Ar kake enostavne Banachove algebre v tesni zvezi z
reSljivostjo sistema enacb

S

(%) jE1X3A"Y3 = B,

|
o

i=1,..,r

pri vseh mogoCih desnih straneh BieA. Tukaj so neznanke Xj’Yj elementi
algebre A in s naravno Stevilo. Sedaj se porodi naravno vprasanje, kako
je z re§ljivostjo sistema enacb (,), Ge Banachova algebra A ni enostavna.
Pri raziskovanju tega vprasanja smo se omejili na algebro omejenih opera-
torjev Hilbertovega prostora. Osrednji rezultat prvega poglavja (izrek
4.3) pove, kaksnemu pogoju morajo zadoi&ati operatorji A1""Ar iz B(H),
da bo sistem (4) (za s=r) re3ljiv v B(H) pri poljubnih B1""Br iz B(H).
Ta rezultat je uporaben pri prouéevanju zalog vrednosti elementarnih
operatorjev na B(H).

Drugo poglavje se omejuje na posploSena odvajanja in operatorje oblike
X - AXB. Zanimali nas bodo numericni zakladi takih operatorjev. Numericne



zaklade posplo3enih odvajanj na B(H) je dolo¢il Ze Kyle v [60], nedavno

pa je Shaw v [49] posplo3il Kyle-jeve rezultate. Od izida ¢lanka [25] igra
pri raziskovanju operatorjev na Hilbertovem prostoru vidno vlogo tudi
bistveni numeric¢ni zaklad. V drugem poglavju bomo spoznali (izrek 9.2),
kako se izraZa bistveni numeric¢ni zaklad zoZitve posploSeneada odvajanja

na Hilbert-Schmidtov razred.

S pomoCjo numericnega zaklada je mogoCe hitro ugotoviti, kdaj je
posplodeno odvajanje hermitski, normalen ali hiponormalen operator ([60],
[49]). Ker je Hilbert-Schmidtov razred CZ(H) Hilbertov prostor, lahko
govorimo tudi o subnormalnih operatorjih na CZ(H). V zadnjem razdelku
bomo karakterizirali subnormalna posplo3ena odvajanja ter operatorje
oblike X - AXB na prostoru Cz(H).

Na tem mestu se Zelim zahvaliti trem profesorjem in ko]egu; brez
katerih tega dela ne bi bilo.

Veselje za operatorsko teorijo in funkcionalno analizo ter osnovno
znanje iz teh podrocij sta mi posredovala prof. Ivan Vidav in prof. Anton
Suhadolc. ;

To delo je bilo napisano pod mentorstvom profesorja Vidava. Profesor
Vidav je sbrem]ja] njegov razvoj, me opozarjal na pomanjkljivosti in tako
prispeval k vecji jasnosti dokazov.

Ideja, da bi tudi v Ljubljani prouevali elementarne operatorje,
pripada prof. MatjaZu Omladicu. Na njegovo pobudo je imel Janko Gravner
nekaj zanimivih predavanj, na katerih smo se seznanili z nekaj 3e odprtimi
problemi o elementarnih operatorjih. Janku Gravnerju se zahvaljujem tudi
za prijetne razgovore o operatorski teoriji.



I. SISTEMI OPERATORSKIH ENACB

Uvod

V tem poglavju bomo najprej izpeljali kriterij za linearno neodvi-
snost elementov enostavne kompleksne Banachove alaebre z enoto, ki nam
bo omogo¢il dokazati, da na taki algebri ni neniCelnih kompaktnih
elementarnih operatorjev (e je algebra neskoncno-razsezna). Kot poseben
primer, bomo tako dokazali hipotezo Fonga in Sourourja, da na Calkinovi
algebri ni neniCelnih kompaktnih elementarnih operatorjev.

Naj bo H Hilbertov prostor, B(H) algebra vseh omejenih linearnih
operatorjev na H in K(H) (edini) maksimalni ideal v B(H). Potem je
C(H):=B(H)/K(H) enostavna Banachova algebra. Za poljubno r-terko opera-
torjev A1""’Ar iz B(H) in poljubno naravno Stevilo m opazujmo sistem
operatorskih enacb

m
(1) L X.AY, =B

1 5R:Y5 p 5 PO &

-i!
kjer so neznanke Xj in Yj omejeni operatorji na H. Opazujmo tudi ustrez-
ni sistem enacb v algebri C(H)

m
(2) L x:a,y: =b;y i=l,..4r

j=1 9 173 i
kjer so ai’bi'xj’yj odseki v C(H), ki pripadajo elementom Ai’Bi’Xj’Yj'
V prvem razdelku bomo videli, da sta ekvivalentni naslednji izjavi:

(i) Obstaja tak m, da ima sistem (2) reSitev pri poljubnih bieC(H).
(ii) Elementi a5, i=1,..,r, so linearno neodvisni.
Ta ugotovitev takoj sproZi naslednji vpraSanji:
(i) Koliko je, pri dani r-terki Agsesdps najmanjsi tak m, da je
i""br iz C(H) ?
(i) A1i je mogoce (pri danih A; in Bi) vsako reditev sistema (2)

sistem (2) re§1jiv za poljubne b

dvigniti do resitve sistema (1) ?



Odgovora na prvo vprasanje v sploSnem ne poznam; toda, e je moaoCe
elemente a; predstaviti s komutirajocimi normalnimi operatorji na sepa-
rabilnem prostoru, potem je minimalni m enak 1. To bo sledilo s pomocjo
nekega rezultata Browna, Douglasa in Fillmora. Odaovor na druco vprasa-
nje je negativen celo v separabilnem Hilbertovem prostoru, zato se je
smiselno vprasati:

(iii1) KakSnemu pogoju morajo zado3Cati operatorji A1""Ar’ da bo
za kako naravno Stevilo m sistem (1) red1jiv pri poljubnih BI""Br iz
B(H) ?

Na zadnje vprasSanje bomo odgovorili v Cetrtem razdelku, kjer bomo
pokazali, da je sistem enacb (1) reéljiv_za m=r, e so elementi A14K(H)
Calkinove algebre linearno neodvisni. Videli bomo, da lahko tedaj opera-
torje Yj doloC¢imo kot izometrije s paroma ortogonalnimi zalogami
vrednosti. V nekoliko splo3nej$ih Banachovih algebrah kot B(H) odgovarja
na vprasanje (iii) korolar D 5 v dodatku.

Na koncu poglavja bomo 3e posplo3ili formulo za razdaljo danega |
operatorja od mnoZice skalarnih operatorjev (ki jo je dokazal T. Ando,
glejte [3]) in poiskali podobno formulo za numerino razdaljo daneaa
operatorja od mnoZice skalarnih operatorjev. Posplo$itev Ando-jevedaa
rezultata bomo potrebovali pri dokazovanju re3ljivosti sistema opera-
torskih enacb

XA, Y =

I
(vel

1
KA Y

]
(o=

kjer sta B1,82 poljubna, A1 in A2 pa bistveno linearno neodvisna omejena
operatorja na H ter vsaj eden navzdol omejen.

Drugi razdelek je tehniCna priprava za dokazovanje kasnejsih izrekov,
morda pa bodo rezultati tega razdelka zanimivi tudi sami zase. V tretjem
razdelku pa bomo na nov na¢in dokazali dva Ze znana rezultata o element-
arnih operatorjih.



1. Nekompaktnost elementarnih operatorjev
na enostavnih Banachovih algebrah

1.1. Definicija. Elementarni operator na alaebri A je operator
oblike

r

(1.1) Ex = £ C.X@yy XA
i=t !

kjer so a,,C, dani elementi alaebre A,

V tem razdelku naj bo A enostavna kompleksna Banachova Alaebra z

enoto. Ker ima A enoto, to pomeni, da A ne vsebuje nobeneaga dvostranskeqa
ideala (zaprtega ali ne) razlicnega od {0} in A.

1.2. IZREK. Poljubna r-terka elementov a, (i=1,..,r, r < dim A)
algebre A je Tinearno neodvisna natanko tedaj, ko za poljubne biEA
obstajajo taki elementi xj,ijA, j=1,..,m , da velja

(1.2) ¥ Kea e = by

Dokaz. ~ Predpostavimo najprej, da velja (1.2), kjer naj bodo bi
linearno neodvisni. Potem iz

nel =

Asd: = 0, An:el
1'11] 1

sledi
m r m r
D& & %l B Rl )We £ B Nl B NBeWe) & B Rabi
R L S = A I ™ AL
Zaradi linearne neodvisnosti elementov bi sledi od tod 11=0, torej so
elementi a, Tinearno neodvisni.

DokaZimo 3e obratno smer. Oznacimo z E algebro vseh elementarnih
operatorjev na A in naj bo £~ njen komutant. (£~ je torej mnoZica vseh
tistih 1inearnih operatorjev na A, ki komutirajo z vsemi elementarnimi
operatorji na A.) Ce je Tet”, potem T komutira z vsemi levimi in desnimi



mnoZzenji, torej za poljubna a,xeA velja T(ax)=aT(x) in T(xa)=(Tx)a. Ko
vstavimo x=1, dobimo Ta=a(T1)=(T1)a, torej je T operator mnoZenja s
centralnim elementom T1. Med drugim, so vsi operatorji v E° omejeni,

kar pove, da je E” Banachova algebra. Ker je algebra A enostavna, je
ireducibilna kot E-modul (nima netrivialnih podmodulov); torej je E” obseg
(po Schurovi lemi, [57],[36]). Toda vsaka kompleksna Banachova algebra,

ki je hkrati obseg, je izomorfna obsegu kompleksnih 3tevil £ [57];

zato imamo sedaj E” = £1. Torej so elementi a; linearno neodvisni nad

E°. Zato obstaja po Jacobsonovem izreku o gostoti (glejte dodatek)

tak E€EE, da je Ea1.=bi za vse i=1,..,r. //

1.3. KOROLAR. Ce je algebra A neskonCno-razsezna, potem je operator
0 edini kompakten elementaren operator na A.

Dokaz. Naj bo E elementaren kompakten operator na A in denimo, da
Je E#0. OCitno lahko E izrazimo v obliki (1.1), kjer so a; linearno
neodvisni in prav tako C, linearno neodvisni elementi alaebre A. Po
jzreku 1.2 obstajajo taki elementi xj,yj algebre A, da velja

m
(1.3) E XiaVy = 845 1

j=1 J 1]
Za vsak a€A oznalimo z Ra operator desnega mnoZenja z a (t.j., Rax=xa,
x€A). Ker je E kompakten, je kompakten tudi operator
m.
E°= T R ER

=1 Y5 %

Iz (1.3) in (1.1) dobimo E’x=c1x za vsak x€A. Ce sedaj ponovimo isti
argument, toda z Tevimi mnoZenji namesto desnih, vidimo, da bi moral
biti identicni operator na algebri A kompakten. Toda to je nemogoce,
ker je A neskonno-razseZen Banachov prostor. //

Korolar 1.3 je mogoce uporabiti, na primer; na najpopularnejsi med
vsemi C* algebrami- Calkinovi algebri. Naj bo H separabilen Hilbertov

prostor. Calkinova algebra prostoray, C(H), je definirana kot faktor-
ska algebra algebre B(H) vseh omejenih operatorjev na H po idealu K{H)
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vseh kompaktnih operatorjev na H.
C(H) = B(H)/K(H)

calkinovo izvirno obravnavo algebre C(H) lahko najde bralec v [15] . Kot
kvocientna algebra C*-algebre po dvostranskem idealu, je Calkinova
algebra C*-algebra. Ker je K(H) maksimalni ideal v B(H), je C(H) enosta-
vna algebra. Da na Calkinovi algebri ni netrivialnih kompaktnih element-
arnih operatorjey, sta domnevala Ze Fong in Sourour v [26].

Izrek 1.2 omogoca tudi naslednjo posploSitev izreka 3 iz [26].

1.4. KOROLAR. Naj bo X poljuben Banachov prostor, K maksimalen ideal
v B(X) in m:B(X) -» B(X)/K naravna preslikava. Nadalje naj bodo Ai’ci’
i=1,..,r, taki elementi algebre B(X), da je operator
r
=1C1XA1

i

v idealu K za vsak XeB(X). Ce so elementi ”(Ai) linearno neodvisni, potem
so vsi operatorji Ci v idealu K.

Dokaz. Po predpostavki je elementaren operator

X > L ”(Ci)x“(Ai)
i=1
ki deluje na algebri B(X)/K, enak 0. Ce posnemamo dokaz korolarja 1.3,
vidimo, da je potem tudi operator x - n(C1)X enak 0. Torej je n(C1)=0,
0ziroma C1€K. Prav tako je CiEK za i=2,..,r. //

Ce je H separabilen Hilbertov prostor, potem je K ideal kompaktnih
operatorjev in korolar 1.4 je v tem primeru Ze znan rezultat, dokazan v
[26] s pomocjo Voiculescujevega izreka o pribliZzno ekvivalentnih repre-
zentacijah C*-algeber.

Za poljuben Hilbertov prostor H je znano, kaj so vsi zaprti dvostran-
ski ideali algebre B(H); znano je, da vsebuje algebra B(H) en sam maksi-
malni ideal K(H). Ideal K(H) je zaprtje mnoZice vseh tistih operatorjev
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TeB(H) za katere je dim T(H)< dimH [27, str. 106]. (Tukaj pomeni dim
kardinalno 3tevilo ortonormirane baze.) Za separabilen Hilbertov prostor
se K(H) ujema z idealom kompaktnih operatorjev. Za splo3en Banachov
prostor X (mi) ni znana struktura maksimalnih idealov algebre B(X) , toda,
ge je X eden od prostorov 17 (1<p<=) ali Cps Potem je edini zaprt dvo-
stranski ideal alaebre B(X) ideal kompaktnih operatorjev [42, str. 82].

Naj bodo as, i=1,..r, linearno neodvisni elementi Calkinove algebre.
Koliko je tedaj najmanj3i m, da je sistem enacb (1.2) reSljiv pri poljub-
nih biec(H) ? Odgovora na to vpraSanje v splodSnem ne poznam, toda pri
dodatnih predpostavkah lahko pokazemo, da je minimalni m enak 1.

1.5. TRDITEV. Naj bo H separabilen Hilbertov prostor in ai’bi
elementi Calkinove algebre C(H) za i=1,..,r. Potem obstajata taka
X,yeC(H), da je

Xazy = bi’ f=lazzal

vsaj v primeru, ko je izpolnjen eden od naslednjih pogojev:
(i) Elementi a; so lTinearno neodvisni in obstajajo taki normalni
operatorji_AieB(H), da je ”(Ai)=ai in AiAj=Ain za poljubna i,j=1,..,r.
(ii) Obstajajo taki AiES(H), da je n(Ai)=ai in da C*-algebra generi-
rana z Ai’ i=1,..,r, ne vsebuje nobepega nenicelnega kompaktnega operato-
rja.

Dokaz. V obeh primerih so elementi a, linearno neodvisni. Po izreku
1.2 obstajajo taki elementi xj,yj, J=1,...m, v C(H), da velja (1.2). Naj
bodo X, ,Y €B(H) taki, da je n(X;)=x; in n(Y;)=y. Oznatino s A direkt-
no vsoto m primerkov prostora H. Naj bosta

X:H(m)» H in YT:H - H(m)
operatorja, definirana z
m
YT

K(EqseesE) = E X,
1 m e J

: j £ = (Y1£,--:Ymg)

Nadalje naj bo Agm):H(m) - H(m) direktna vsota m-primerkov operatorja Ai
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za vsak i=1,..,r.

Obstaja tak unitaren operator U:H(m)+ H, da je operator
U'1AiU—Agm) kompakten za vsak i. V primeru (i) sledi eksistenca takega
operatorja U iz dejstva, da predstavlja r-terka (A1,..,Ar) komutirajocih
normalnih operatorjev trivialno ekstenzijo C*-algebre zveznih funkcij na
zdruZenem bistvenem spektru operatorjev A1,..,Ar. (Natancneje, inverzna
preslikava od Gelfandove reprezentacije C*-alaebre generirane z a15..53
je trivialna ekstenzija, [18], [20].) V orimeru (ii) na zagotavlja
eksistenco operatorja U Voicu]éscujev izrek ([59], [8, str. 343]), ki
pove, da je identiCna reprezentacija, id, C*-algebre generirane z opera-

r

torji A; pribliZno ekvivalentna direktni vsoti m primerkov identicne
reprezentacije. (Tukaj bomo opustili natanCnejso pojasnitev Voiculescu-
ovega izreka, ker ga kasneje ne bomo veC potrebovali.) Sedaj v diagramu

T A}
g Y H(m) i H(m) X, H

N

H o el {

(m)

kvadrat komutira do kompaktnosti natan¢no. Postavimo y=n(UYT) in
x=n(XU'1). Potem imamo

T _ (m)T ~ ITI ~ m __
AUYT) = n()(;t'\,i Y') = rz(j:1 inYj) = j§1xjaiyj =b; //

Xa,y = n(XU_1

1.6. Definicija. Naj bo H (ne nujno separabilen) Hilbertov prostor,
K(H) edini maksimalni ideal algebre B(H) in n:B(H) - C(H)=B(H)/K(H)

naravna preslikava. Operatorji A1,..,A iz B(H) so bistveno linearno

7
neodvisni, €e in samo &e so odseki “(Ai) Tinearno neodvisni.

Naj bodo Ai bistveno linearno neodvisni, B.» i=1,..,r, pa poljubni
omejeni linearni operatorji na H. Oznadimo, kot obicajno. ai=n(Ai),
b1=n(Bi) in naj bo xj,yj, Jj=1,..,m, poljubna reSitev sistema (1.2). Ali
obstajajo taki operatorji Xj,YjeE(H), da je "(Xj)=xj’ n(Yj)=yj in

m

1. ALY, = B i=
(1.4) jE1XJA1YJ By detyr

Kot pove naslednji primer, je odgovor v sploinem negativen.
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1.7. Primer. Ni mogoCe vsake reSitve enacbe x 1 y = 1 v Calkinovi

algebri dvigniti do reSitve operatorske enacbe X I Y = I. Naj bo na
primer X obrnljiv element z negativnim Fredholmovim indeksom in y
njegov inverz. Vsak operator X, ki zado3Ca pogoju n(X)=x ima potem
tudi negativen indeks ( ind X = ind x, [58, str. 60]), torej ni surje-

ktiven in zato ne more zado$Cati pogoju XY=I.

Ker ni mogoCe vsake reSitve sistema (1.2) dvigniti do reSitve
sistema (1.4), se lahko vpraSamo, ali je sistem (1.4) sploh re3ljiv,
¢eprav so operatorji Ai bistveno linearno neodvisni. Da bi Tahko odagovo-
rili na to vprasanje, bomo morali najprej ugotoviti, kak3na je zveza med
linearno neodvisnostjo dane r-terke operatorjev in linearno neodvisnostjo
njihovih zoZitev na konCno-razseZne podproétore. To bomo ugotovili v na-
slednjem razdelku, sedaj pa si oglejmo le najpreprostejsi primer sistema

(1.4), ko je m=r=1.

1.8. Nekaj opomb o operatorski enacbi

(1.5) XAY = B

Znano je in lahko je pokazati, da je na konCno-razseZnem prostoru
enacba (1.5) re§ljiva natanko tedaj, ko je rang operatorja B manjs$i ali
enak rangu operatorja A. Tudi v neskonéno-razseZnem separabilnem
Hilbertovem prostoru H obstaja enostaven kriterij za re31jivost enacbe
(1.5). Imamo dve moZnosti: '

(i) Ce operator A ni kompakten, vsebuje njeaova zaloga vrednosti
kak neskon€no-razseZen zaprt podprostor [19, str. 125]. 0d tod je lahko
videti, da je tedaj enacba (1.5) re3ljiva za vsak BeB(H). To je opazil
Ze Calkin [15, str. 842], sledilo pa bo tudi iz trditve 1.9.

(ii) Ce je operator A kompakten in enacba (1.5) re3ljiva, mora biti
kompakten tudi operator B. Naj bodo MEA, 2 .. 2 0 Tastne vrednosti
pozitivnega kompaktnega operatorja 1Al = (A*A)1/2, By % Bp> a. 2 0 pa
lastne vrednosti operatorja (Br. Iz (1.5) sledi u sﬁxﬂlnHYm [48, str.
22]. Torej je potreben pogoj za reiljivost enacbe (1.5) obstoj take
konstante M, da je by S an za vse n=1,2,.. . Da je ta poaoj tudi
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zadosten, je mogoCe pokazati v dveh korakih. Najprej s pomoCjo polar-
nega zapisa operatorjev A in B prevedemo problem na pozitivna operato-
rja A in B. Nato brez 3kode enega od operatorjev nadomestimo z unitarno
ekvivalentnim operatorjem, tako da lahko potem oba operatorja predstavi-
mo z diagonalnima matrikama v isti ortonormirani bazi. Tedaj pa je

lahko najti diagonalna operatorja X in Y, ki zado$Cata enacbi (1.5).
(Pri tem lahko vzamemo kar X=I in nato doloimo Y.) Podrobnosti prepu-

§¢amo bralcu.

Za zakljuCek razdelka, dodajmo 3e nek elementaren rezultat o res§lji-
vosti enacbe (1.5) v posebnem razredu Banachovih prostorov.

1.9. TRDITEV. Naj bo X tak Banachov prostor, da vsak njegov neskon-
¢no-razseZen zaprt podprostor Y vsebuje zaprt podprostor Z < Y, ki je
komplementiran v X in izomorfen prostoru X. Tedaj je pri danem A€B(X) enacba
(1.5) redljiva za vsak BeB(X) natanko tedaj, ko operator A ni strogo

singularen.

Dokaz. Ce je operator A strogo singularen, potem enacba XAY=I ni
re$ljiva, saj sestavljajo strogo singularni operatorji pravi ideal
algebre B(X), [37].

Vzemimo, da A ni strogo singularen. To pomeni, da je za kak neskon-
¢no-razseZen zaprt podprostor V < X'operator A1Y navzdol omejen. Naj bo
Z < A(Y) zaprt podprostor, komplementiran v X in izomorfen X; oznaCimo
ta izomorfizem z Y,:X ~ Z. Kompozitum Y=(A|[A_1(Z)nv])_1Y1 je izo-
morfizem prostora X na podprostor A'1(Z)nv. Torej je operator AY izo-
morfizem prostora X na podprostor Z. Ker je Z komplementiran podprostor
prostora X, obstaja zvezna razSiritev operatorja (AY)'1:Z - X na ves
prostor X; oznaCimo to razSiritev z X. Sedaj je XAY=I. //

Edini (meni znani) primeri Banachovih prostorov, ki zado3¢ajo pogoju
trditve 1.9, so prostori 1P, 1<p<e in Co (37, str.53]. Za te prostore pa
je ta trditev Ze znana [42].
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2. Linearna neodvisnost zoZitev operatorjev

Naj bodo A1,..,Ar taki lTinearni operatorji na H, da so za vsak xeH
vektorji A1x,..,Arx linearno odvisni; potem operatorji Ai niso nujno
linearno odvisni. (Za protiprimer lahko sluzi poljubna linearno ne-
odvisna r-terka operatorjev, ki imajo zalogo vrednosti vsebovano v
istem (r-1)-razseznem podprostoru.) €e pa so za vsak r-razseZen pod-
prostor L zoZitve AilL linearno odvisni operatorji, potem je mogoce
pokazati, da so tudi operatorji Ai linearno odvisni.

Za omejene operatorje A1,..,Ar lahko definiramo mero linearne ne-

odvisnosti kot

r

(2.1) a(A1,..,Ar) = m1n{|l21h1A]H, (11,..,xr)esr}

kjer oznaCuje S enotsko sfero v £" (S -{(A1, A )EK : Z 1A 12—1})

Da smemo v (2. 1) pisati "min" namesto "inf" sledi iz komﬁaktnost1
sfere Sr' OCitno so operatorji A1,..,Ar lTinearno neodvisni natanko
takrat, ko je a(A1,..,Ar) > 0,

Za vsak operator AeB(H) in vsak podprostor L Hilbertovega prostora
H oznaCimo z AIL zoZitev operatorja Ana L, s PL ortogonalni projektor
na L in z AL kompresijo operatorja A na L (t.j., AL=PLAfL). Za vsako
naravno Stevilo r naj pomeni Fr druZzino vseh r-razseZnih podprostorov

Hilbertovega prostora H. Za poljubne A1""Ar iz B(H) postavimo

(2.2) B(A1,--,Ar) = sup{a(AilL,..,Ar|L); LeF.}
in
{2.3) Y(AI""Ar) = sup{a(A1L,..,ArL); ;eFr}

Lahko je vjdeti, da velja
(2.4) Y(A1’.. ,Ar) = B(A1,-.,Ar) < U.(A1;.- ,Ar)

toda potrebovali bomo ocene v obratno smer. Pri izpeljavi le teh se
izkaZe, da so racuni nekoliko preprostejsi, e delamo z numericnim
radijem namesto operatorske norme. Naj w(A) oznacuje numericni radij
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operatorja A. Spomnimo se, da iz polarizacijske identitete sledi
(2.5) 1/21A11 £ w(A) s 1Al

2.1. LEMA. Naj bodo A1""Ar taki omejeni operatorji na H, da je

.
(2.6) w(1_111Ai) < w(Ay)

za vse (xl,..,xr)esr in naj bo (mn) tako zaporedje enotskih vektorjev
iz prostora H, da je

(2.7) ;izl<ﬂjmn,mn>l = w(Ay)
Potem je
(2.8) giz Ao, 50.> = 0 2a 15250040

Dokaz. Po (2.6) je

r
(2.9) I =

1 li<Aimn,mn>l < w(A1)

1
za vsak néN in vsak (x1,..,xr)ESr. Izberimo je{2,..,r} in poljuben te(0,1).
Pri fiksnem n postavimo A.=0 za i#1,j, A.=t exp(-vV-larg<A.o ,o >) in

2:1/e ! T Jnon
11=(1—t ) exp(-V—1arg<A1mn,wn>). Potem dobimo iz (2.9)

2.1/2
t|<Ajmn,mn>| + (1-t7) / '<A1mn’mn>'5 w(A1)
0z1iroma

1 : 2.1/2
(2.10) 1< Asop,0,15 ¢IW(A)-1<h 0, 0,11+ 1-(1-t) /

]I<A1mn,mn>l
Naj bo (tn) zaporedje Stevil iz intervala (0,1), ki konveraira proti

0 tako pocasi, da tudi zaporedje,g{w(A1)~|<A1mn,mn>|] konvergira proti
0. (To je mogocCe zaradi (2.7).) cé sedaj vstavimo v (2.10) t=t in
poSljemo n proti neskonCnosti, dobimo (2.8) za i=j. //

V naslednji lemi bomo dokazali nekoliko ve¢ kot bomo kasneje
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potrebovali,toda dokaz zaradi tega ne bo daljsi. Lema bo med drugim
povedala naslednje: Ce so operatorji A;,..,A. Tinearno neodvisni, potem
obstaja tak r-razseZen podprostor L £ H, da so kompresije teh opera-
torjev na L linearno neodvisne.

2.2. LEMA. Za poljubne omejene operatorje A1""Ar na H velja

1

(2.11) Y(Ayseosh) 2 5a,a(Ays. . 5A)
: . 3 1/2
kjer je q. = (——
L

Dokaz. Postavimo

r
(2.12) a'(A1,..,Ar) = min{ w(_¥1hiﬁi); (h1,..,hr)ESr}
in =
(2.13) Y’(A1,..,Ar) = sup{u’(A1L,..,ArL); LeF )}

Dovolj je dokazati oceno
(2.14) Y‘(Ai""Ar) > qraf(A1,..,Ar)
kajti potem sledi po (2.5)

. . 1
y(A1,..,Ar) 2y (A1,..,Ar) z g (A1,..,Ar) > ?qr“(A1""Ar)
Pri dokazovanju relacije (2.14) smemo predpostaviti, da je izpolnjen
pogoj (2.6). V nasprotnem primeru namreC lahko nadomestimo operatorje
Ai z operatorji '
r
Lodl S - TINN . INRI. 1 R
T o ki k
kjer so koeficienti M3 taki, da je matrika [“ki] unitarna in je njen
prvi stolpec tako izbran, da je '

™
W(A{) = max{w(iE1AiAi); (x1,..,kr)esr}
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Ker je matrika [“ki] unitarna in ker vsaka unitarna matrika preslika
sfero S, bijektivno samo vase, je a'(A{,..,A;):a'(A1,..,Ar) in
y'(A{,..,A;)=Y'(A1,..,Ar). Privzemimo torej, da velja (2.6).
Neenakost (2.14) bomo dokazali z indukcijo na r. Za r=1 velja
o¢itno enakost v (2.14) (obe strani neenacbe sta tedaj enaki w(A1)).
Privzemimo, da velja (2.14) za r-1 operatorjev, da je torej

(2.15) y‘(AZ,..,Ar) > qr_1a'(A2,..,Ar)

Zaradi krajSega zapisa postavimo

ar', =a‘(A1,..,Ar), ar:__.I = a'(Az,..,Ar)
Po (2.15) in (2.13) obstaja za vsako naravno Stevilo n tak podprostor

MnEF da velja

r-1°

4 5 1
(2-16) a (AZH ’..,Arm ) 2 qr_10:r_1 = ‘ﬁ

n n
Naj bo (mn) tako zaporedje enotskih vektorjev v H, da je
ligr<A1mn,mn>1=w(A1) in za vsako naravno Stevilo n naj bo Ln tak pod-
prostor v H, da je MnéLn, mnELn in dim Ln=r. Z namenom, da bi pokazali
(2.14), ocenimo najprej a (A1L ,..,gan). Naj bo (A1,..,xr)esr. Ce je
1Ay 12 qra;/w(A1), potem imamo

r r
w((i§1xiAi)Ln) 2 I<iz1hiA1mn,mn>l (ker je mneln)
r\
qpay. r

2 mjl‘)!'(Aalmn ,mn>|"‘i};_'.2|7\._i< A.i(aln smn>|

Po lemi 2.1 konvergira desna stran te ocene proti qr“;’ ko gre n proti
neskonénosti. Predpisimo poljuben e>0. Potem je

r
(2.17) w((1§1xiAi)Ln) 2 q.a.-e
T . ) . a4,
za vse dovolj velike n, ce je A1 2 qrar/w(A1). Ce pa je IngI< WTKT)'
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potem imamo

r
w((zxA)L)_w((zxA) ) (kerjeMngLn)
i=1 =1 n
r
zw((= K1A1)M )=1nq1w(Ay) (ker ima w lastnosti norme)
i=2
"o 2.1/2 e R
22 Al ) a‘(AZM ""ArM )—ix1iw(A1) (po definiciji kolicine a”
i=2 n n za r-1 operatorjev)
q r
o 2 1/2 2
P (q.._qa- —J 1Ay |w(A ) (po (2.16) in zaradi ZIAsl
wiA ) r-1%r-1" joo 1
=1- |x1|2A 1- (q a /w(A )) )
> (1-q )1/2(qr_1 - n) 9,9, (zaradi 1Ay 1<qa fw(A ) in ker je 0c1tno

aréw(A ) ter a o 1)

1/2

(ker je (1-q % 95-17%0;)

0d tod sledi, da velja ocena (2.17) pri dovolj velikem n tudi, Ce je

|x1l<qra;/w(A1); torej velja za vse (k1,..,kr)esr. Zato je
a’(A1L yawi gy 2 qra;-e za vsak dovolj velik n, od koder sledi
n

) ®
Y'(A1,..,Ar) 2 qra; ol >
Ce poSljemo v zadnji neenakosti e p;oti 0, dobimo (2.14). //
Kasneje bomo potrebovali le naslednjo posledico leme 2.2.
2.3. KOROLAR. Za poljubne Ai""ArEB(H) velja neenakost
(2.18) B(Apse-sh) 2 30,a(Ays. A )
kjer je q, konstanta iz leme 2.2.

Dokaz. Neenakost (2.18) sledi takoj iz (2.4) in (2.11). //

2.4. Opomba. Ocena (2.18) ni najboljsa moZna. Mogole je dokazati,
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da je faktor 1/2 na desni strani te neenakosti odvec. Ceprav je to brez
pomena za nase nadalnje rezultate, bi bilo zanimivo vedeti, ali katera
od enakosti a=B, a=y, B=y velja pri poljubni r-terki operatorjev.

2.5. Opomba. Iz korolarja 2.3 sledi naslednje: Ce so A1,..,Ar
linearno neodvisni omejeni operatorji na Hilbertovem prostoru H, potem
obstaja tak r-razseZen podprostor L<H, da so zoZitve operatorjev Ai na
L linearno neodvisne. To dejstvo je moaole dokazati tudi neposredno,

~ z indukcijo in sicer v poljubnem vektorskem prostoru za poljubne
linearne operatorje.

Kolicine a(A1,..,Ar) in B(A1,..,Ar) lahko definiramo tudi za
omejene operatorje na sploSnem Banachovem prostoru. Tudi tedaj obstaja
neka zveza med o in B, ki je analogna relaciji (2.18), vendar v njej
a(A1,..,Ar) ne nastopa Tinearno.

3. Kompaktni elementarni operatorji na algebri B(H)

Da bi bila razprava celovitejSa, bomo v tem razdelku dokazali dva
Ze znana rezultata o elementarnih operatorjih, ki smo ju vzeli iz [26].
Dokaza, ki ju bomo navedli kot prvi preprost primer uporabe izsledkov
prejdénjega razdelka, se nekoliko razlikujeta od dokazov v [26].

Spomnimo se, da je mogoCe vsak operator P ranaa 1 napisati v obliki
P=y®, kjer je ¢,veH, ligli=1 in (po definiciji) (v®¢)w=<w,¢>P za vsak oeH.

Oba izreka tega razdelka bosta hitro sledila iz.naslednje leme.

3.1. LEMA. Naj bodo A1,..,Ar linearno neodvisni elementi algebre
B(H), P=y®) pa poljuben operator ranga 1 na prostoru H, kjer je ligli=1.
Potem. obstajajo taki XJ,YJEB(H), da je

r
3. AiYs o= :
§3.1) j§1XJA1YJ 845P




Y=

Dokaz. Po korolarju 2.3 obstaja tak r-razseZen podprostor LsH, da so
operatorji A.IL linearno neodvisni. Naj bo {w;,..,0.} baza prostora L in
naj oznacuje H(r) direktno vsoto r-primerkov prostora H. Ker so operatorji
AilL linearno neodvisni, so vektorji (Aim »eeshi0 )eH(r), i=1,..,r, linearno
neodvisni. Zato obstaja tak omejen linearen operator X: H(r) H, da je
i=1,..,r

X(A_i(l)1 3= . 3A.i®r‘) = 61 .iwl

r
Naj bodo operatorji XjEB(H) definirani z X(E1,..,Er) = I Xjﬁj, operator-

§i Y;EB(H) pa z J=1

L
. = = z ‘) =
YJ¢ @35 YJl{fb. 0

Potem imamo

r
(j§1XinYj)¢ = JE1X3A1°’J = 11w = (ah.P)rp
r

L
(J%TXJA]YJ)|{¢} =0 = (8;;P)1{¢)

0d tod takoj sledi (3.1). //

in

3.2. Opomba. Lema 3.1 velja tudi v splo3nem Banachovem prostoru;
dokaz je tak kot v Hilbertovem prostoru, ¢e upoStevamo opombo 2.5.

3.3. IZREK. (Fong, Sourour [26]) Naj bodo Cys.-sC. poljubni, A1""Ar
pa linearno neodvisni omejeni operatorji na Hilbertovem prostoru H. Ce je

r
(3.2) L C.XA, =0
fef B
za vsak XeB(H), potem je Ci:O za vsak i=1;..,r
NDokaz. Naj bo P=¢@ poljuben projektor ranaa 1 na H. Po lemi 3.1

obstajajo taki Xj,YjEB(H), da je izpolnjena enakost (3.1). Ce sedaj
uporabimo idejo dokaza korolarja 1.3, vidimo, da iz (3.2) sledi
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(3.3) CiXP =0 za vsak XEB(H)

Ko vstavimo v (3.3) namesto X operator ye¢, kjer je ¢ poljuben vektor
iz H, dobimo (C1¢)9¢=0- Ker sta tukaj vektorja ¢ in ¢ poljubna (le
nel=1), sledi C1=O. Podobno vidimo, da je Ci=0 za i=2,..,r. [/

3.4. IZREK. (Fong, Sourour [26]) Bodita {A1,..,Ar} in {C1""Cr}
Tinearno neodvisni podmnoZici alaebre B(H). Potem je elementaren

operator
r
E:B(H) =+ B(H) EX = £ C.XA,
kompakten natanko tedaj, ko so kompaktni vsi operatorji Ai’ci‘

Dokaz. Privzemimo, da je E kompakten operator in naj bo P=¢e¢
poljuben projektor ranga 1 na H. Z uporabo leme 3.1 in dokaza koro]arJa
1.3 vidimo, da je tedaj kompakten tudi operator

B(H) ~ B(H), X = C,XP
Toda potem je kompakten tudi kompozitum

H - B(H) ~ B(H) ~ H
£~ o9 > C,(z89)P ~ [C,(50)Plo = Cy&

Torej je C1 kompakten operator in podobno dokaZemo, da so kompaktni
tudi vsi ostali operatorji Ci’Ai'

Za dokaz v obratno smer je dovolj videti, da je operator X - CXA
kompakten, €e sta kompaktna operatorja A in C (Saj je E vsota takih
operatorjev) To pa je dobro znano dejstvo, ki ga ne bomo dokazova11
(9, str. 201. //

Oba izreka veljata tudi za operatorje na splo3nih Banachovih
prostorih. '
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4. Bistveno linearno neodvisni operatorji

4.1. Definicija. Za poljubne operatorje Ays-.»A, iz algebre B(H)

definirajmo mero bistvene linearne neodvisnosti kot

(4.1) ae(A1,..,Ar) B mn{”ﬁﬁ n(A )3 (x1, .,xr)esr}
kjer je m naravna preslikava iz B(H) v C(H)=B(H)/K(H). (K(H) oznaluje,
kot ponavadi, edini maksimalni ideal v B(H).)

V idealu K(H) so natanko tisti operatorji TeB(H), za katere ne
obstaja tak podnractnr I<H. da bi bilo dim L = dim H in operator TIL
navzdol omejen [48, str. 25]. Razlago strukture mnoZice zaprtih idealov
algebre B(H) za neseparabilen prostor H Tahko najde bralec v [27]; brez
§kode za osnovno idejo pa lahko vzame, da je H separabilen prostor.

Kot obic¢ajno bomo s EL oznaCevali ortoagonalni projektor na pod-
prostor LsH in z AL kompresijo operatorja A na podprostor L.

4.2. TRDITEV. Za poljubne AiEB(H), i=1,..,r, velja

(4.2) aé(A1,..

: SETY. Spep
AL) = 1nf{a(A1L,..,ArL);LgH , dimL < dim H}
Dokaz. Ce je dim Ll<dim H, potem je dim L=dim H, torej je I-p EK(H).
0d tod sledi A PLA1+LEK(H) za vsak i (saj je A;- =(I-P )A +
1(1 *L))‘ Zato imamo

*L 1*L

d (Aysensh) = o (R AB sunaB AR, &

|2y 7L AR

(P ArRL B AR
WA ohy)

Torej Teva stran v (4.2) ni veﬁja od desne strani.

Naj bo F posploSeno zaporedje vseh takih podprostorov L<H, ki
zado3cajo pogoju dim Ll<d1m H, urejeno z obratno inkluzijo: L14L2, ce
je L2 podprostor prostora L1. Potem je posplo3eno zaporedje projektor-
jev {I-B,; LeF} pribliZna enota ideala K(H). (Ceprav je to verjetno
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dobro znano dejstvo, nisem uspel najti nobenega vira, na katerega bi
se lahko sklical, zato bom navedel kratek dokaz. Za poljuben sebi-
adjungiran operator AeK(H) naj bo E(.) projektorska spektralna mera.
Za vsako naravno 3tevilo n naj bo A ﬂc(A) (- b 1J in En=E(an). Zaradi

n’n
1

En As EN dE(?&)

A
je EnEK(H). Velja tudi
IHA-E_All = II ; AE(A)ns 1

n 11 n

(-5 n’n

Poljuben projektor QeB(H) je v idealu K(H) natanko tedaj, ko je
dim Q(H)<dim H, torej, ko se da zapisati kot Q=I-P, za kak LeF. Ce je

QzE, potem imamo Il A-QAI=1(I-Q)(I- En)mlgu(l En)AI:;%, od koder sledi
Tim 11 A-QAll =
QeK(H)

za vsak sebi-adjungiran operator AcK(H). Ker Tahko vsak operator AeK(H)
napisemo kot A=A1+1A2, kjer sta A1 in A2 sebi-adjungirana operatorja iz
K(H), je posplo3eno zaporedje projektorjev {I- PL’ LEF} res pribliZzna
enota ideala K(H).) Kot poseben primer znane lastnosti aproksimativnih
enot v C*-algebrah ([56, str. 331, [7]) imamo sedaj

(A= inf{uAgﬂ1; LeF}, za vsak AeB(H)

Ker jeiiaLA thMPﬂ! in ker je A-P
lh(ANt=infﬂlELAE!|, LeF}, oziroma

+L LEK(H), sledi iz te enakosti

|1n(Ay|=infﬂ|Aﬂ|;LeF}

r
za vsak AeB(H). Ko uporabimo zadnjo enakost na operatorju A= ¢ A A s

pri Cemer je r-terka (x1,..,hr)ESr tako izbrana, da velja 1=

r
IliE1hin(AiMI = ae(A1,..,An)

dobimo



-25-

r r
1,..,Ar) = Hn(.E1AiA1)H = 1nf{u(iE1miAi)Ln; LEF)

a. (A
e i

> inf{a(A1L,..,ArL); LEF)
Zato tudi desna stran v (4.2) ne more biti vecja od leve. //
Za algebro C(H) lahko sedaj izboljSamo izrek 1.2.

4.3. IZREK. Naj bodo Ay
prostoru H. Sistem operatorskih enacb

’Ar omejeni operatorji na Hilbertovem

r

(4.3) £ XA.Y, = B,

£ iPiY; i j=1,..,r

je resljiv v algebri B(H) pri poljubnih Bieﬁ(H) natanko tedaj, ko so
operatorji Ai bistveno 1linearno neodvisni.

Dokaz. Ce je sistem (4.3) re3ljiv pri bistveno linearno neodvisnih
operatorjih Bi’ potem morajo biti operatorji Ai bistveno linearno ne-
odvisni. To vidimo kot v dokazu izreka 1.2.

Predpostavimo, da so A bistveno linearno neodvisni operatorJ1
Potem za vsak zaprt podprostor L<H, ki zado3Ca pogoju dim L <dim H,
velja a(A1L,.., rL)%ae(A1""Ar) (po trditvi 4.2). Zato je

' 1
(4.4) B(A1L"”ArL) 2 ?qr“e(A1”"Ar)

po korolarju 2.3. 0Oznacimo T= %qrae(A1,..,Ar). Iz (4.4) (in (2.2)) sledi
obstoj takega r-razseZnega podprostora MsL, da je a(AiLLM,..,ArLIM)>r.
Potem je tudi '

a(AilM,..,ArIM) Z T

Na podlagi tega dejstva lahko s transfinitno rekurzijo (ali pa s pomoljo
Zornove leme) definiramo tako druZino {Mn; n<d} podprostorov Hilbertovega
prostora H, indeksiranih z vsemi zaporednimi ordinalnimi 3tevili

manj$imi od d:=dim H, da so izpolnjeni naslednji pogoji:
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(4.5) dim M. = r za vsak n<d

r
(4.6) Ce je nx1, potem je M <[ = (M + I (A¥A, Hk))
k<n 1s3=1

(4.7) a(A1an,..,An|Mn) =2 1 za vsak n<d
(Tukaj obravnavamo kardinalna Stevila kot posebne primere ordinalnih;
kardinalno 3Stevilo je najmanjse ordinalno Stevilo z dano mocjo [53],
[29].)

Za dokaz eksistence druzine {Mn; n<d}, naj bo p<d poljubno ordinalno
Stevile in oznadimo s card(p) najmanjSe med vsemi ordinalnimi Stevili
ekvipolentnimi s p. Privzemimo induktivno, da smo Ze dobili podprostore
Mn za vse n<p in pokazimo, da obstaja Mp. Ker je p<d in d kardinalno
Stevilo, je kardinalno Stevilo card(p) manj3e od d. Naj bo

T
D [nip(Mn + i’j=1(ﬂ1AJMn)))

Ker je dim M r kon&no kardina1no Stevilo, je dim [; = card(p). Ker
je torej d1menz13a prostora Lp strogo manjsa od dim H, obstaja (po
drugem odstavku tega dokaza) tak r-razseZen podprostor Mpgtp, da je

(AilM A 1A p)>T. Tako Tahko s transfinitno indukcijo definiramo
iskano druz1no podprostorov {Mn; n<d}. (Formalno je moooCe tako defi-
nicijo opravi¢iti z nacelom transfinitne rekurzije [29, str. 70] in
aksiomom izbire.)

Naj bo {w1n,..,m } ortonormirana baza prostora Mn za vsak n<d,

rn
oznacimo
(4.8) B = (AjogysesA50,,)s =1,
in naj bo
(4.9) N, = Tinearna Tupina ({gin,_.,grnl)

Iz (4.6) sledi, da so N paroma ortoconalni podprostori Hilbertoveaa
prostora H( )—Ff() . C)ff torej je GD#I podprostor v H(r)
£
Naj bo {w1n sl 1 ortonormirana gaza prostora N za vsak n<d.
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(Opazimo, da so zaradi (4.7) vektorji £, ,..,t. linearno neodvisni
pri vsakem n, torej je dim Ny = r.) Definirajmo linearen operator
RneB(Nn) s predpisom

y = [P

~ Brez tezav sledi iz (4.7) in (4.8), da je

IR u's-l za vsak n<d
n T

3 :
(Dovolj je videti, da je nR;'glmugu za vsak E€N , =1, Za = T A.dss
i=1

(l1,..,hr)ESr, imamo

||R;l1a|2 =l E ligin”z = E I E l_iAim.nllz (po (4.8))

i=1 j=l =g VA
r

2 IlE xiAildez (ker Hilbert-Schmidtova norma
i=1 dominira operatorsko)

2
e T (po (4.7)) )
- Torej je operator
R = @Rn, R:@Nn* @Hn
n<d n<d n<d

j omejen. Za vsak i=1,..,r postavimo
Hi = Tinearna lupina ({win; n<d})

' Naj bo {¢n; n<d} ortonormirana baza prostora H. Opazujmo operator

- X: @Nn -~ H, definiran kot kompozitum
n<d

r
orn 2 onv-@n

@H 2 H
nd”  n<d M oi=t

i=1
kjer je za vsak i=1,..,r operator Ui:Hi - H izometrija, definirana z

@, r
; o H(rl=‘ B

inin=¢n (n<d) in kjer je operator B definiran z B(ni"""r)=i§18ini

za vsak vektor (n1,..,nr)EH(r). Operator X je omejen in velja
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(4.10) Xgin = Bi¢n za vse i=1,..,r in vsak n«d
RazSirimo X kot omejen operator na ves prostor H(r) (to raziritev
bomo spet ozna¢ili kar z X) in naj bodo XJ:H+ H linearni operatorji,
definirani z

X(T'I1s»- :nr) = j§1xjnj

Operatorji Xj so olitno omejeni in po (4.10) ter (4.8) imamo

r

(4.11) £ X.Aos = Bso

4930 6, Za vse 12 e A T Hicd
J=1

Konéno naj bodo Yj:H - H (j=1,..,r) izometrije, definirane z

Potem sledi iz (4.11)

r
(j§1xinYj)¢n = Bi¢n za vsak n«d
Ker je {¢n; n<d} ortonormirana baza prostora H, je zadnja enakost
ekvivalentna s (4.3). //

4.4. Opomba. Dokaz izreka 4.3 pove, da so operatorji Yj izometrije
s paroma pravokotnimi zalogami vrednosti, operatorje Xj pa lahko dolo-
¢imo tako, da velja

. 1/2
X1l S c max{IB i §=1,...r)/ag(Ays- )y ¢, = A(r(4"-1)/3) /

Ker te ocene ne bomo potrebovali, bomo opustili njeno podrobnejso
izpeljavo.

IzkaZe se, da velja milej3a oblika izreka 4.3 v vsaki kompleksni
Banachovi algebri z enoto, ki vsebuje samo en maksimalni ideal. V tem
delu ne bomo raziskovali kriterijev za reSljivost sistema enach
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m
(4.12) L X53;Y5 = by di=lyeesr

j=1 ji i
v splo$nih Banachovih algebrah; omenimo le problem, ki bi bil lahko
predmet kak3ne kasnejSe raziskave.

4.5. Problem. Naj bo A kompleksna Banachova algebra z enoto in
ays-+53, taki njeni elementi, da so za vsak maksimalen ideal K<A odseki
ai+K linearno neodvisni v algebri A/K. Ali potem pri poljubnih elementih
b1,..,br algebre A obstaja tako naravno Stevilo m, da je sistem (4.12)
re31jiv v algebri A ? Kak3nemu pogoju mora ustrezati algebra A, da bo
odgovor pritrdilen ?

Da je odgovor na gornje vprasSanje prﬁtrdi1en v enostavnih Banachovih
algebrah, pove Ze izrek 1.2. Korolar D 5 (v dodatku) pove, da je odgovor
pritrdilen v vsaki Banachovi algebri z enim samim maksimalnim idealom-
take algebre so na primer vsi von Neumannovi faktorji [54]. Odgovor pa
je gotovo pritrdilen tudi v nekaterih algebrah, ki vsebujejo mnogo méksi-
malnih idealov. Tako je na primer problem trivialen za algebro zveznih
kompleksnih funkcij C(X) na kompaktnem Hausdorffovem prostoru X (in sploh
za vsako komutativno algebro). Pokazati je mogoCe, da ima problem 4.5
pozitivno reSitev tudi v algebri C(X)@ﬁn’n vseh nxn zveznih matricnih
funkcij na kompaktnem Hausdorffovem prostoru X.

Naslednji problem s tem v zvezi je, dolo&iti pri danem r minimalni
m, da je sistem (4.12) resljiv. Izrek 4.3 pove, da je za algebro B(H)
minimalni m manjsi ali enak r (Ce so operatorji Ai bistveno Tinearno
neodvisni). V prihodnjem razdelku bomo obravnavali poseben primer, ko
je r=2.

4.6. Opomba. Za poljuben A€B(H) je koliCina ag (A,I) povezana z
n-funkcijo Browna in Pearcy-a [13]. Po [3, str. 208] lahko n(A) defi-
niramo kot razdaljo elementa rn(A)eC(H) od mnoZice vseh skalarnih veé-
kratnikov enote. Kot poseben primer neenakosti (5.10) iz naslednjega
razdelkas imamo ae(A,I)Sn(A)gce(A,I)(1+2lh(A)|).
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5. Razdalja operatorja od eno-razseZnega podprostora

T. Ando je izpeljal naslednji izraz za razdaljo operatorja A od
mnoZice skalarnih operatorjev [3, str. 206]:

{5.1) dist.(A,LI) = sup{I<RE,n>1; &,neH,IEll =Inl =1, &ELn}
V tem razdelku bomo posplo$ili formulo (5.1) in s pomoljo te posplo-
§itve izbolj3ali izrek 4.3 za primer dveh operatorjev. Najprej pa bomo
posplosili dva Stampflijeva rezultata iz [52]; dokaza teh posploSitev
sta (razen morda kake nepomembne poenostavitve) skoraj identicna s
Stampflijevimi dokazi njeagovih rezultatov.

5.1. Definicija. Za poljubna A,BeB(H) definiraimo

wA(B*A) = {A€L33 (En)CH"'EH'=1’ 1im<B*Agn,gn>=x, 1imuAgdl=uAn}

V primeru B=I nam ta definicija da Stampflijev maksimalni numeriéni
zaklad operatorja A ([52], [33, str. 54] ). OCitno je HA(B*A) neprazna

zaprta podmnoZica zaprtja numericnega zaklada operatorja B*A.

5.2. LEMA. wA(B*A) Je konveksna mnoZica.

Dokaz. Naj bo a,bel,(B*A), afb in (g,)»> (n,) taki zaporedji enotskih
vektorjev v H, da je

ter

(5.2) 1im<B*Agn,gn> =a in Iim<B*Ann,nn> =b
$9.3) TimiAg 1t = AN = TimiAn i

Naj bo ¢ poljubno kompleksno 3tevilo na daljici od a do b. Za vsak neN
je klasiéni numericni zaklad kompresije operatorja B*A na dvorazseZni
podprostor, napet na vektorja €n in nn,konveksna mnoZica (po Hausdorff-
Toeplitzovem izreku, [30, str. 113]). Zato obstaja tako zaporedje vekto-
rjev
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Zh = %8n t By
da je
(5.4) g Ji =1
in
1im<B*A;n,;n> = ¢

Torej zadoSCa pokazati, da je 1imnAgHt=HN!. Najprej opazimo, da iz (5.2)
in iz a#b sledi

(5.5) I<g > s 8 <1

kjer je 8 neko pozitivno Stevilo. (Za dokaz, uporabimo identiteto
HE-ei¢ﬂ!2=2(1—l<5,n>l), kjer je ngi=imi=1 in ¢= ara<g,n>. Ce bi se
Stevila I<£n;nn>l lahko poljubno pribliZala $tevilu 1, bi s pomocjo
te identitete iz (5.2) sledilo b=a.) Iz (5.5) in (5.4) sledi, da sta
zaporedji skalarjev o, in By omejeni. (Po (5.4) imamo namred
|un12+13n|2+2Re(anﬁn<gn,nﬁ>k1, torej (po (5.5)) !an|2+lﬁn|2-2laanBI§1.
Zadnja neenakost da najprej 2lun8n151/(1—e), nato Se
Ian12+|8n|251/(1-8)) Iz (5.3) in iz omejenosti zaporedij (an), (Bn)
sledi, da gredo na desni strani  enakosti

[IAZH[Z-Imﬂz

IIAcdlz-IMHZH;HIZ

2 2 2 2 2 2
lo | 0|A5H| - 1Al )+|Bn| (nAndt - 1AI1™)

+ 2Re(a B <(A*A-HR12)£n,nn>)

nn

‘vsi ¢leni, razen morda zadnji ¢len, proti 0. Da gre tudi zadnji ¢len
proti 0, ko gre n proti neskoncnosti pa vidimo iz ocene

H(A*A—HAHZ)EHIZ = uA*Agdl2-2uAu%|Agh|2+uAlﬁ
< HAHZIMEHI2~2HNIZHA£HI2+HHI4

v kateri gre desna stran proti 0 po (5.3). Tako vidimo, da je res
1imuAcH|=nAu. A
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. 5.3. LEMA. Neenakost
(5.6) IIA+ABII 2 1Al
velja za vsak aef natanko tedaj, ko je OENA(B*A).

Dokaz. Naj bo OENA(B*A), (En) pa tako zaporedje enotskih vektorjev,
' da je Tim<B¥At_,g >=0 in TimiAc ii=lAll. Potem imamo pri vsakem AEg

2 2

NARBIT 2 1im§upn(A+hB)5H|2 2 1inﬁup(nAgH|2+2Re(x<B*Azn,gn>) = |IAN
Predpostavimo sedaj, da velja (5.6) in pokaZimo, da je potem

0€NA(B*A). Pokazali bomo, da nasprotna moZnost, 0¢NA(B*A), pelje v

protislovje. €e pomnoZimo operator B s poljubnim skalarjem t z absolutno

vrednostjo 1, se relacija (5.6) ohrani, mnoZica NA(B*A) pa se pomnoZi

s T. Recimo, da OﬁwA(B*A). Potem smemo privzeti, da je za kak &>0

(5.7) Re Wy (B*A) 5 -8

saj je NA(B*A) kompaktna in konveksna mnoZica (lema 5.2). Iz (5.6) sledi,
da za vsak Aef obstaja tak vektor EAEFL H££I=1, da je

(5.8) _ u(A+xB)gﬁ|2 2 nAn2~|x|2

1z (5.8) sledi 2Re(R<B¥AL,,E,>)2-1n15(1BIF+1). Torej obstaja tako proti 0
konvergirajote zaporedje (xn), da konvergira zaporedje (Re<B*AgK o€y >)
proti nekemu nenegativnemu $tevilu. Toda, ker konvergira zaporedge n
(HAgl;l) proti 1Al (po (5.8)), je to v protislovju z (5.7). //

Pri poljubnih A,BeB(H) oznalimo z GB(A) razdaljo operatorja A od

mnoZice skalarnih mnogokratnikov operatorja B. Spomnimo se, da za dan
Hilbertov prostor H oznacuje Fy druZino vseh 1-razseZnih podprostorov.

5.4, IZREK. Ce je operator B navzdol omejen, potem je

(5.9) 8g(A) = sup{sg,  (AIL); LeFy}
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Dokaz. Naj bo 8> 0 tako 3tevilo, da je IBwll>@ldl za vsak w€EH.
Ker je 1A+ABI veliko Stevilo za velike 1IN, obstaja (zaradi kompakt-
nosti zaprtih krogov v £) tak uef, da je nA+uBu =inf{nA+xBn;xE£}=aB(A).
Ker je oCitno 5B(A+uB)=5B(A) in GB|L((A+“B)IL)=SBrL(AIL) za vsak pod-
prostor LsH, smemo vzeti, da je u=0. (V nasprotnem orimeru nadomestimo
operator A z operatorjem A+uB.) Potem je OENA(B*A) (po lemi (5.3)).
Torej obstaja tako zaporedje enotskih vektorjev mnEH, da je 1imHAmH!=HA|
in 1im<B*Amn,mn>=0. Naj bo Ln:Emn za vsak ndN in ocenimo S8y 1 (AILn)

pri velikih n. Vzemimo poljuben Aef. Ce je IAI221IA1/6, potem 8 je

H(A+AB)ILHH = u(A+mB)mA| > IXIHBmH[-HAmAla g%#ﬂe-uAn = AN
za vsak n. Po drugi strani pa velja pri poljubnem e>0 za vsak dovolj

velik n neenakost

n(A+xB)LA12 = u(A+1B)mA|2 > HAQHI2—2R8(1<B*Amn,mn>) 2 HAHZ-E
enakomerno za vse INS21AII/8. Torej je n(A+xB)|L&|2auAu2—s za vsak A,
Ce je le n dovolj velik. Ker je tukaj e poljubno pozitivno Stevilo,
sledi od tod, da desna stran v relaciji (5.9) ni manj3a od leve. Da
tudi leva stran ni manj$a od desne, je skoraj o¢itno. //

Desno stran enakosti (5.9) je mocole izraziti tudi nekoliko
drugace. Ce je & enotski vektor v 1-razseZnem podprostoru LsH in g
ortogonalna projekcija vektorja Atz na podprostor £B:z, potem je

5BIL(A|L) = inf{n(A+AB)zIl; A€f} = 1Ag-zII

sup{1<Ag-z,n>l3 n€H, Imli=1, nlB&}

sup{I<Ag,n>l3 n€H,Inll =1, niBg}

Po 5.9 je potem GB(A)=sup{<Ag,n> 3 EaneEH, lEN=1=Inll,ntBE}. Za B=I smo
tako dokazali enakost (5.1).
V dokazu naslednjega izreka bomo potrebovali 3e neko elementarno
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neenakost. Za poljubna nenicelna vektorja © 50y V danem normiranem
prostoru naj bo

4 min{n%1m1+széI; (k1,l2)652}

Q
—_
e
€
(]
"
I

in

(o]
—_—
e
—
S
]

= min{Hw1+AméL; A

Prva od naslednjih dveh neenakosti

Iyl
(5.10) a(ogs0) % 8, (01) 5 (142 ms';'| (o4 56p)

je skoraj oCitna in jo ne bomo dokazovali. Da bi dokazali drugo neenakost,
pisimo 8=(1+2Hm1H/|b2I)-1, vzemimo poljuben par (11,?\2)652 in pokaZimo,

da jel|l1m1+hzmdléeﬁm (m1). Ce je I, 120, potem imamollh1m1+l2mél=
|K1Hlm1+(12/h1)mélaeﬁmz(m1). Ce pa je I 1<8, potem imamo

1/2

_ 2
fll1m1+7\2mél 2 1?\2I|haél-l)&1lllm1ll = (1'|?L1| ) Ibé[—l)\illlﬁ)w

1/2

P (1-92) llool1 =8 o1

2 Bl (To sledi po kratkem racunu iz izraza za o)
2 68 (wy)
©p 1

Za poseben primer dveh operatorjev lahko sedaj izboljSamo izrek 4.3.

5.5. IZREK. Naj bodo Ai’Bi’ i= 1,2,- omejeni operatorji na Hilbertovem
prostoru H, pri Cemer sta A1 in Az bistveno Tinearno neodvisna in Az
- navzdol omejen operator. Potem obstajata taka X,YeB(H), da je

XAiY =B i=1,2

-i’

Dokaz. Oznacimo z SaA (A1) razdaljo elementa “(AT) od mnoZice En(Az),
ki je podprostor v C(H). = Naj bo >0 tako $tevilo, da je lmzm1aeumu za
vsak w€H. Velja enakost

" g pile o
GeAz(A1) = 1nf{6A2L(A1L), LsH, dim [ <dim H}
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kjer oznacuje AiL kompresijo operatorja Ai na podprostor L. Dokaz te
enakosti pa je tako podoben dokazu trditve 4.2, da ga bomo na tem mestu
opustili. Za vsak podprostor L<H, ki zado3Ca pogoju dim EL<dim H,
obstaja po izreku 5.4 tak 1-razseZen podprostor MsL, da je

1
Sy 1L M) % 7 S, (Ay)
torej tembolj

1
Sapim (Ay'H) = 7 8gp (Ay)
Uporabimo sedaj drugo neenakost v (5.10) na vektorjih m1=A1IM in

Wy A IMs dobimo

IIA1 1 M1l IIA.lII

(”ZTW) Sp, ulAy1) = Syt

a(A,IIM,AZIM)

IV

A
)" ep, ()

t (po definiciji)

Tako smo ugotovili naslednje: v vsakem podprostoru LsH, kjer je

dim £L<dim H, obstaja tak 1-razseZen podprostor MslL, da je

a(A IM, A IM)2t, kjer je 1 pozitivno Stevilo. Sedaj lahko na enak naé1n
kot v dokazu izreka 4.3 pokaZemo eksistenco druZine {Mn; n<dim H}
1-razseZznih paroma ortogonalnih podprostorov, ki zado3Eajo pogojem
(4.5)-(4.7) (kjer je r=1). 0d tod naprej se dokaz ujema z dokazom
izreka 4.3. Ker je sedaj r=1, dobimo en sam operator X in en sam opera-
tor Y. //

Ni mi znano, ali je pogoj, da mora biti operator Az navzdol omejen,
potreben za veljavnost izreka 5.5.
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6. Numericna razdalja operatorja od mnoZice skalarjev

Za poljuben AeB(H) definirajmo numerifno razdaljo od mnoZice skala-

rnih operatorjev kot

o(A) = min{w(A1); ref}
kjer oznacuje w numeri¢ni radij operatorjev [10].

Geometrijsko, je p(A) polmer najmanjSega zaprtega kroga, ki 3e
vsebuje numericni zaklad operatorja A. Izpeljali bomo formulo za o(A),
ki bo analogna formuli za normno razdaljo operatorja od mnoZice skalar-
nih operatorjev. To bo formula 6.1.

6.1. TRDITEV. Za poljuben AeB(H) velja zveza
(6.1) p(A) = sup{p(AL); LeF3}

kjer oznacCuje AL kompresijo operatorja A na podprostor L in F3 druZzino
vseh 3-razseZnih podprostorov Hilbertovega prostora H.

Preden zacnemo dokazovati to trditev, se prepricajmo, da na desni
strani v (6.1) ne bi zadoS¢ali dvo-razseZni podprostori. O¢itno eno-
razsezni podprostori ne zado3cajo, kajti za vsak eno-razseZzen podprostor
L je kompresija AL skalaren operatof, torej p(ﬁ)=0.

6.2. Primer. Naj bo A normalen operator na ﬁ3, podan z diagonalno
matriko, ki ima na diagonali vse tri kubicne korene enote. Numericni
zaklad operatorja A je enakostranini trikotnik, katerega ogli3¢a so
kubi¢ni koreni enote. Polmer najmanj3ega kroga, ki vsebuje numericni
zaklad W(A) je torej 1; zato je p(A)=1.

Oglejmo si sedaj numeriéni zaklad kompresije operatorja A na polju-
ben dvo-razseZen podprostor L prostora Ea. Numeriéni zaklad operatorja
- ha dvo-razseZznem Hilbertovem prostoru je lahko samo elipsa (skupaj z
notranjim obmo¢jem), Ce se dogovorimo, da so krogi, daljice in tocke
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posebni primeri elips. Ker je N(AL)-E W(A), je torej H(AL) elipsa,
vsebovana v enakostraniénem trikotniku. Pol-os take elipse ne more
biti daljSa od polovice stranice trikotnika, polmer najmanjsega kroga,
ki vsebuje elipso, pa je enak pol-osi elipse. 0d tod sledi, da je
p(AL)sVB/Z za vsak dvo-razseZen podprostor LsE3.

Pri dokazovanju trditve 6.1 bomo potrebovali lemo, ki je analogna
Temi 5.3.

6.3. LEMA. Naj bo AeB(H), A#0 in
(6.2) w(AmI) > w(A)

za vsak Aef. Potem obstajajo take tocke ciEC:={;€ﬁfi); lz1=w(A)}, i=1,2,3
da za vsak ae€-{0} velja vsaj ena od neenakosti

(6.3) farg(x)—arg(:i)l s-%, i=1,2,3

Pri tem dopuSCamo moZnost, da se dve od tock Z; zlijeta v eno; tedaj
imamo dve diametralno nasprotni tocki. (Argument kompleksnih 3tevil pa
naj zavzema vrednosti med 0 in 2[1.)

Dokaz. Recimo,’da take tocke z; ne bi obstajale. Potem bi obstajala
taka premica skozi koordinatno izhodi3Ce, da bi celotna mnoZica C leZala
na enem njenem bregu. Ce pomnoZimo operator A s kako konstanto z absolut- '
no vrednostjo 1, se neenakost (6.2) ohrani, zato smemo privzeti, da je
omenjena premica kar ordinatna os. Ker je C kompaktna mnoZica, obstaja

tako pozitivno Stevilo 8, da je

(6.4) Re £ > 8 za vsak ceC

e

Ker je kompaktna mnoZica {zeW(A); Rez<s} vsebovana v notranjosti kroga
IAt<w(A), Je I

(6.5) M:= max{izl; z€W(A), Re zs8) < w(A)
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Naj bo sedaj A kako tako majhno pozitivno Stevilo, da sta izpolnjena
pogoja My :=(w(A)2-26x+2%) 12 <w(A) in Mye=(M +2AW(A)+A2)1/2 <w(A).
(Drugemu pogoju je mogoCe zadostiti zarad1 (6.5).) Potem velja za vsak
enotski vektor ocH neenakost '
(6.6)  1<A-A) ma>l= (1o a>1Z-2aRe Aoy a>had) 2 <ty
kjer je M3=max{M1,M2}. (Ce je namre€ Re<Aw,w><8, potem lahko desno stran

v enakosti (6.6) omejimo navzgor z M, (po (6.5)), v nasprotnem primeru pa
z M1.) Iz (6.6) sledi w(A-AI) < w(A) za tako izbrani ), toda to nasprotuje
privzetku (6.2). //

Dokaz trditve 6.1. Brez 3kode smemo vzeti, da je izpolnjen pogoj (6.2)
(sicer nadomestimo A z operatorjem A+)I za primeren Ael). Privzeti smemo,
da je A#0, sicer je dokaz trivialen. Po lemi 6.3 obstajajo tedaj take
toCke cieWTE), |c1|=w(A), za i=1,2,3, da za vsak aef-{0} velja vsaj ena
od neenakosti (6.3). Naj bodo (w;.), 1=1,2,3, taka zaporedja enotskih vek-

1n)
torjev v H, da je

(6.7) _ Tim <Amin,c.}in>= e

s i=1,2’3
N0 L

Za vsak n naj bo Ln 3-razseZen podprostor v H, ki vsebuje vektorje O11° %)
in O3+ Naj bosta e in 8 majhni pozitivni 3tevili (taki, da velja e<w(A)
in (w(A)-e/2)(1-8sine) /2 2 w(A)-e). Po (6.7) in (6.3) obstaja tak (dovolj
velik) n, da je

_ E
in da za vsak »#0 velja vsaj ena od neenakosti
(6.8) larg(2)-arg(<Ao; o> )Is 5 +0,  1=1,2,3

Ce pri danem 2#0, I1x1s2w(A), izberemo i tako, da velja (6.8), potem pre-

prost racun pove, da je |<(A+AI)min,min>|zw(A)-e. Ta ocena oCitno velja
tudi, ce je Ia122w(A) ali Ce je A=0. Ker podprostor - vsebuje vektorje
O;p0 1=1,2,3, sledi w((A+AI)L Jzw(A)-c za vsak Aef, toreJ p(A )2w(A)-¢.

Ko posljemo e proti 0, vidimo, da despa stran v (6.1) ni n manjsa od
leve. Da leva stran ni manj3a od desne, je o&itno. //
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IT. POSPLOSENA ODVAJANJA IN TENZORSKI PRODUKTI

Uvod

V prejsnjem poglavju smo obravnavali sploSne elementarne operatorje,

v tem poglavju pa se bomo omejili na posebne vrste elementarnih opera-

~ torjev: posploSena odvajanja in operatorje oblike X - AXB. Te operator-

je bomo opazovali na ireducibilnih C*-podalaebrah alaebre B(H) in na

simetriénih normiranih idealih (v Schattenovem smislu) alaebre B(H).
Ideal J algebre B(H) imenujemo simetricni normiran ideal, Ce obstaja

kaka norma na J, za katero je J Banachov prostor, norma pa ima Se
naslednji lastnosti:
(i) mAmn =vAlI za vsak operator ranga 1. (11 I je obiajna norma);
(1) XA X 1A 1Yie - za vsak A€J in poljubna X,YeB(H).

V zvezi s toCko (i) naj pripomnimo, da vsebuje vsak ideal algebre
B(H) vse operatorje kon¢neaa ranga [15]. Vsak ideal v B(H) je tudi sebi-
adjungiran: Ce je TeJ, potem je T*€J. Ce je J simetriCni normiran ideal
z normo Il I, potem velja 1T*ui= 1T za vsak TeJ. Zelo dostopno
- razlago normiranih idealov v B(H), kjer so dokazana vsa pravkar omenjena
dejstva, lahko najdemo v [48]. ‘

Posebni primeri simetriénih normiranih idealov so von Neumann-
Schattenovi razredi Cp(H) za 1sp<=, ki jih bomo sedaj definirali. Za

poljuben kompakten operator T naj bo (hn) zaporedje vseh (pozitivnih)
lastnih vrednosti operatorja ITI (=VT*T) in
. )1/9

nru =(
P =t

p
M
Po definiciji, je Cp(H) mnozZica vseh tistih kompaktnih operatorjev na
prostoru H, za katere je uTup<w. Da se dokazati, da je Il I, norma in
CD(H) simetrini normiran ideal za to normo (alejte [44]).

Ideal C1(H) imenujemo tudi razred operatorjev s sledjo; za vsak

TEC1(H) lahko namreC definiramo sled s predpisom



-40-

©o(T) = E <To.,0.>
neqg nn
kjer je {mn; n=1,2,..} poljubna ortonormirana baza prostora H. (Ce H
ni separabilen prostor, je v ustrezni vsoti Se vedno samo Stevno od
0 razlicnih Clenov.)
Ideal CZ(H) imenujemo tudi Hilbert-Schmidtov razred, njegove ele-

mente pa Hilbert-Schmidtovi operatorji. CZ(H) je za normo 11 Il celo
Hilbertov prostor; skalarni produkt, ki porodi normo I D je definiran

z
<T,S> = 1(S*T)

(Dokazati je namre¢ mogoCe, da je produkt poljubnih dveh Hilbert-
Schmidtovih operatorjev element ideala C1(H),_tak0 da obstaja sled <
operatorja S*T.)

Ker je CZ(H) Hilbertov prostor, ni presenetljivo, da bomo lahko 3e
najveC povedali prav o elementarnih operatorjih na CZ(H). Véasih je
ugodno te operatorje izraziti s tenzorskimi produkti, kot bomo sedaj
opisali.

Naj bo A prostoru H konjugirani Hilbertov prostor. (H je ista mno-
Zica kot H, seStevanje vektorjev je enako kot v H, mnoZenje s skalarjem
je definirano z A-w=o (AL, weH), skalarni produkt pa z [£,n]=<n,£>.)
Vsak linearen operator A na prostoru H inducira linearen onerator A na
prostoru A, Aw=Aw za vsak oeH. Obstaja izometricni izomorfizem Hilbert-
ovega prostora H®I na Hilbertov prostor CZ(H); iducira ga predpis

2 i
c@n -~ S, eC’(H), S (x) =<can>e

'kot pokaZze preprost racun, posreduje ta izomorfizem tudi unitarno ekvi-
valenco med operatorjema A ®B* in X - AXB na prostorih H®H in CZ(H),
za poljubna A,BeB(H). (Za dokaze glejte [47, str.110-113] ali [14].)
Podobno odgovarja zoZzitvi posploSenega odvajanja X - AX-XB na CZ(H) na
prostoru H @ H operator A®1 - I ®@B* . Tenzorske produkte bomo uporablja-
11 v devetem in desetem razdelku, povsod drugod pa bomo izreke in dokaze
oblikovali za elementarne operatorje na prostoru C2(H).

CLa bi bilo poglavje kolikor toliko zakljucena celota, bomo v sedmem
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‘razdelku predstavili Stampfli-jev izrek o normi posploSenih odvajanj,
'y osmem razdelku pa Shaw-ov-izrek o numericnem zakladu posplo3enih
odvajanj. Pokazali bomo, da velja Shaw-ov rezultat tudi za posploSena
odvajanja na ireducibilnih C*-podalgebrah v B(H). V devetem razdelku se
‘bomo ukvarjali z bistvenim numeriénim zakladom posploSenih odvajanj na
‘Hilbert-Schmidtovem razredu; nekaj pa bomo lahko povedali tudi o
bistvenem numericnem zakladu posplodenih odvajanj na poljubnih
simetricnih normiranih idealih. Deseti razdelek je skoraj v celoti
posvecen vprasanju, kakSnemu pogoju mora zado3¢ati omejen operator

A, da bo za vsak omejen operator B algebraic¢ni numeri¢ni zaklad opera-
torja A @B enak konveksni ogrinjaci produkta numeriénih zakladov
operatorjev A in B. Zadnja dva razdelka pa vsebujeta karakterizacijo
hiponormalnih in subnormalnih operatorjev oblike A®@I - I® A in

A ®B.
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7. Norme posplo3enih odvajanj

Ze v uvodu smo omenili, da je spekter posplo3enega odvajanja
. neodvisen od tega, ali aa opazujemo kot operator na alaebri B(H) ali
pa kot operator na kakem simetricnem normiranem idealu. V nasprotju s
tem pa je norma posploSenega odvajanja odvisna od tega, na katerem
prostoru ga opazujemo.

Naj bosta ¢,y ortoagonalna enotska vektorja v Hilbertovem prostoru
H ter U ortogonalni projektor na linearno lupino vektorjev ¢ in y. Za
vsak normiran ideal J z normo Il Il oznacimo ‘

B_T =[uim

(Kolic¢ina 64 je neodvisna od izbora vektorjev 4,¢, ker je norma Il Il
invariantna za unitarno ekvivalenco. Invariantnost norme 1l Il je dokazana
v [48], sledi pa zelo hitro iz toCke (ii) v uvodu k temu poglavju.)

Za poljubna A,BeB(H) definirajmo

§(A,B) = min{1A+ATI+1B+AIN 3 AEL)

7.1. IZREK. (i) (Stampfli [52]) Naj bo A ireducibilna C*-podalaebra
algebre B(H), A,BEA in DAzoiitev posploSenega odvajanja DAB na A. Potem
Je
(7.1) ||DA|| = 6(A,B)

(i1) (Fialkow [21]) Pri poljubnih A,BeB(H) velja za normo zoZitve
DJ posploSenega odvajanja na poljuben simetricen normiran ideal J ocena

(7.2) —-g-—a(A,B) S 1D;1 < §(A,B)
J

Fialkov je v [21] dokazal oceno (7.2) le za primer B=A. Pri dokazova- |
nju izreka 7.1 bomo v osnovni ideji sledili Stampfliju.
V razdelku 5 smo Ze omenili maksimalni numeriéni zaklad Nﬂ(A) (defi-

nicija 5.1). Tukaj bomo potrebovali 3e normalizirani maksimalni numeriéni
zaklad, W_(A), ki je (po definiciji) enak maksimalnemu numericnemu zakladu
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operatorja A/lAIl. Po Temi 5.2 je Nn(A) vedno konveksna mnoZica.

7.2. LEMA. Bodita A,BeB(H) nenicelna operatorja. Ce velja neenakost
(?.3) HARNTIH1B+AT 1 2 nAIH1BH
za vsak A€f, potem je wn(A)nwn(—B) £ 0.

Velja tudi obratna trditev, vendar jo ne bomo potrebovali. Dokaz
leme 7.2 je v osnovni ideji podoben dokazu leme 5.3.

Dokaz leme 7.2. Predpostavimo nasprotno, da bi bilo wn(A)ﬂNn(-B)=ﬂ.
Ker sta mnozici wn(A) in Nn(B) konveksni in kompaktni, smemo privzeti
(ko pomnozimo A in B s primerno konstanto z absolutno vrednostjo 1), da je
Re wn(A)éM—e in Re Nn(-B)zM, kjer sta MeR in >0 primerni konstanti.
Potem imamo -

(7.4) Re(W_(A)+, (B)) s -e

Po drugi strani pa obstajata zaradi (7.3) za vsak aef taka enotska vektor-

ja g, ,n €, da je

(7.5) “(A+AI)£KH+H(B+XI)nﬂI > uAu+nB||—m2
Ko gre A proti 0, mora zaradi (7.5) HAEKH konverairati proti 1A, uBnﬂlpa

proti 1Bil. Za dovolj majhne pozitivne A lahko prvi ¢len na levi strani
relacije (7.5) ocenimo takole:

<AE B> 1020172

+
IIAIIZ IIJ‘\II2

u(A+xI)gln < 1AN(142x1Re

<AE_ ,E.>
= AN + ARe — 22 4 o(a?%)
HAI
. . 2 i ; 2 ; r 4
Pri tem je 0(A") taka funkcija argumenta A, da ostane izraz 0(A")/a
omejen, ko gre A proti 0 po pozitivnih vrednostih. Ce ocenimo na enak
nacin 3e drugi &len na levi strani relacije (7.5), potem dobimo iz (7.5)
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il

<A5K,gk> <Bn. ,n.>

A2
A e ) 2 ()

Re(

kjer je 118 01(h)=0. Toda, ko gre A proti 0, je zadnja neenakost v
protislovju z neenakostjo (7.4). //

V dokazu izreka 7.1 bomo potrebovali 3e tranzitivnostni izrek za
jreducibilne C*-podalgebre v B(H). (C*-podalgebra A v B(H) je ireduci-
bilna, Ce ne obstaja netrivialen skupen invarianten podprostor za vse
operatorje iz A.)

Izrek o tranzitivnosti. Naj bo A ireducibilna C*-podalgebra v B(H)
in PeB(H) poljuben projektor koncneaa ranga.

(i) Za vsak BeB(H) in vsak >0 obstaja tak AeA, da je AP=BP in
A II<( 14+€) IBP 1.

(ii) Ce je Ie€A, potem za vsak unitaren operator UeB(H) obstaja tak
unitaren operator VeA, da je UP=VP.

Navedli smo samo tisti del tranzitivnostnega izreka, ki ga bomo
potrebovali. Tocko (i) bomo uporabili Ze v naslednjem dokazu, toCko (i1)
pa v prihodnjem razdelku. Popolna formulacija in dokaz tranzitivnostnega
izreka sta v [54, str. 92]. ToCka (i) pove med drugim, da lahko vsako
konéno linearno neodvisno mnoZico vektorjev iz H operatorji iz A presli-
kajo v poljubno mnozico z isto mocjo.

Dokaz izreka 7.1. Ce je eden od operatorjev A,B skalarni veCkratnik

identicnega operatorja, se odvajanje reducira na levo ali pa desno mno-
Zzenje in tedaj je dokaz tako enostaven, da ga bomo opustili. Vzemimo
torej, da nobeden od operatorjev A,B ni skalarni veckratnik identicnega
operatorja. _

(i) Ker je za vsak A€f in vsak XeA

DAX = (A+AI)X-X(B+AI)
Je neenakost HQHsa(A,B) o¢itna. V dokazu nasprotne neenakosti smemo

vzeti, da zavzame funkcija UA+ATU+IB+ATI minimum v toCki A=0. (V naspro-
tnem primeru nadomestimo operatorja A in B z Arngl in Bagl, kjer Jje a,



tocka, v kateri je minimum doseZen.) Potem je po lemi 7.2 mnoZica
Hn(A)an(-B) neprazna. Naj bo uewn(A)nNn(-B). Po definiciji normalizira-
nega maksimalnega numericnega zaklada obstajata taki zaporedji enotskih
vektorjev q1,q1eH, da velja

Tim 11Ag 11 = A1, '1im<Mh-tf”%,%>=0
N+ N>
. . B
1im IBn_t1 = UB1l, 1im <un. + =5=n sn.> =0
fow o T ABT 7
1z teh enakosti sledi Se
: B ol o B e _ K .2
(7.6) lim un, + ol = T-1p1™ = 1im Mg, = pATE"

N—=ee N>

Sedaj lo¢imo dve moZnosti. Ce je Inl#1, potem sta vektorja

, B
Wdn o= "n " iBln
n n (1 - lulz)1/2

pri velikem n skoraj ortonormirana, isto pa velja tudi za vektorja

. . _ & T Aien
g in g =
. ST— L

Zato lahko tedaj definiramo linearne operatorje UnEB(H) s predpisom

Uptp = &> Upnp = &g Uptdngangd = 0

Potem je oCitno ]imI|UnH = 1 1n U By, = = ”B:'gn. Po tranzitivnostnem
izreku za ireducibilne C*-algebre obstajajo taki operatorji VneA, da je

- _ _ uBu
(7'7) Vn“n - gn’ Vthﬂ ~ Al En
in ;
(7.8) Tim 0V i1 =1
oes D
Sedaj imamo
11m||DA(Vn)nn|l= 1im']AVn"h'VnB”n”

n-o N-—>co

: B
11milAgn *'HﬁiHAgn” (po (7.7)
n—mo

n
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= JAn + uBn  (ker je 1im nA§n||= A1)

N
Ker imajo vektorji n, normo 1 in ker velja (7.8), sledi od tod, da je
Dz AN + Bnz=s(A,B).

Obravnavati moramo 3e pr1mer Iul=1. Tedaj definiramo linearne ope-
ratorje UnEB(H) s predpisom Unnn—gn, Un!{nnft=0. Po tranzitivnostnem
jzreku obstajajo taki operatorji VneA, da je 1im HVn|l=1 in

n-bm

(7.9) Vn =¢

Ker je zaradi (7.6) sedaj
1im an - pIBHnnII =0 = limltAgn - ulﬂlEnll (saj je tul=1)
N-ree n-co

sledi iz (7.9), da velja

. 1B
1im anB + HAIﬁE =
n-—-«=
Enak racun kot zgoraj sedaj pokaze, da je 11m|fDA(V )n = 1A+ 1B

(ii) Neenakost HDjh;d A,B) dokaZemo tako kot v tocki (i). Za dokaz ne-
enakostiHDJIl;za(A,B)/eJ pa je treba najprej opaziti, da pripadajo zgoraj
definirani operatorji U, idealu J (ker imajo konéen rang) in da je
1imn|Unn|=eJ, ko je Iul#1 ter u|Unn|=1, ko je tul=1. Z uporabo ocene
nXmznxn, XeJ (glejte [48]), imamo n|DJ(Un)nianJ(Un)|BHDJ(Un)nnn, kjer so
n, vektorji, definirani v toCki (i). Od tod naprej sklepamo kot v tocki (i).
//

7.3. Opombe. (i) S primeri se da pokazati, da sta lahko obe neena-
kosti v (7.2) strogi. Za normo posploSenega odvajanja na simetricnih
normiranih idealih (mi) ni znana nobena eksplicitna formula.

(i1) Norme notranjih odvajanj na C*-algebrah sta obravnavala tudi
Apostol in Zsido v [4].

(iii) Lahko je pokazati, da je norma operatorja X - AXB (definiranega
na algebri B(H) ali pa na simetric¢nih normiranih idealih v B(H)) enaka
AL IBII. Za sploSen elementaren operator na B(H) pa ni znano, kako
izraCunati njegovo normo.
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8. Numeriéni zakladi posplodenih odvajanj

8.1 Nekaj uvodnih opomb. Za poljubno Banachovo alaebro A z enoto
1 (nn=1) in poljuben A€A je algebraicni numericni zahﬂlad, V(A) defini-

ran Z
V(A) = {f(R); feA", ufu=1, f(1)=1}

Tukaj oznacuje A~ prostor vseh zveznih linearnih funkcionalov na A. Ce
je A algebra omejenih Tinearnih operatorjev na kakem Banachovem prostoru
X, je za vsak njen element definiran tudi prostorski numeriéni zaklad
W(A) s predpisom

W(A) = {f(Ax); xeX, feX", mi=ufi=f(x)=1}

(X~ oznaCuje seveda dualni prostor prostora X.) Znano je, da je V(A)
kompaktna konveksna podmnoZica v £. Prostorski numericni zaklad W(A) pa
v splosnem ni niti kompaktna niti konveksna mnoZica, toda zaortje njene
konveksne oarinjace je vedno V(A). Klasicna vira za numeriéne zaklade
- sta [10] in [11].

Za vsak A€A naj pomeni LA levo, RA pa desno mnoZenje z A na algebri A.
Ce je J poljuben invarianten podprostor za operator LA (oziroma RA)’ lahko
govorimo o numericnem zakladu zozitve LptJ (oziroma RAIJ). Iz dejstva, da
sta preslikavi A » LAIJ in A~ RAIJ linearni kontrakciji, ki preslikata
enoto v enoto, sledi (s pomo¢jo Hahn-Banachovega izreka), da velja

(8.1) V(Ly13) € V(A), V(Ry1J) S V(A)

Ce je A C*-alogebra, potem sta preslikavi A - Lp in A - RA tudi izometri-
¢ni, od koder sledi
(8.2) V(L

V(A), V(R,) = V(A)

p) = ) =

8.2. IZREK. (i) (Shaw [49]) Numericni zaklad zoZitve ijosp1o§eneqa
odvajanja DAB na poljuben simetri¢ni normiran ideal J seizraZa kot
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(8.3) V(D) = V(A)-V(B) = {A-us A€V(A), neV(B))

(i1) Isti rezultat velja tudi za zoZitev posplo3eneaa odvajanja
na poljubno ireducibilno C*-podalgebro A < B(H) z enoto I, ¢e je A,BEA.

Dokaz. (i) Zaradi DJ=LA|J—RBIJ imamo V(DJ) < V(LAIJ)—V(RBIJ) =
V(A)-V(B), pri cemer smo uporabili (8.1). Torej je treba dokazati le 3e
inkluzijo

V(R)-V(B) € V(Dy)
Ker sta mnozici V(A) in V(B) zaprti konveksni ogrinjaci prostorskih
numeriénih zakladov W(A) in W(B) ter V(DJ) kompaktna in konveksna mno-
Zica, zadoSCa dokazati inkluzijo

(8.4) H(A)-H(B) € V(Dy)

V ta namen, vzemimo poljuben A€W(A) in u€l(B) ter taka enotska vektorja
g,neH, da je <Ag,g>=A in <Bn,n>=n. Potem je operator £®n v idealu J
(ker ima koncen rang) in 1g@nti=1. Definirajmo Tinearen funkcional
feB(J)” s predpisom '

f(T) = <[T(&&n)In,e>, TeB(J)

Potem imamo If(T)I<ITll za vsak T€B(J) in f(I)=1. Kongno, je tudi f(DJ)z
<(D4(&8n))n,E>=<Ag,E>=<Bn,n>=A-p, torej A-ueV(D;).

(11) Dokaz je podoben dokazu tocke (i). Zaradi (8.2) je dovolj
dokazati inkluzijo W(A)-W(B) & V(DA). Naj bo AeW(A), ueW(B) in £,neH taka
enotska vektorja, da je A=<Ag,£>, p=<Bn,n>. S pomoCjo tranzitivnosnega
izreka za ireducibilne C*-algebre (alejte prejdnji razdelek) dobimo tak
unitaren operator U€A, da je Un=£. Definirajmo sedaj linearen funkcional
feB(A)” s predpisom f(T)=<T(U)n,&>, TeB(A). Tudi tukaj je Ifu=1=f(I) in
f(qg=<(AU—UB)n,g>=<AUn,5>—<Bn,U*g>=m-u. //

S pomocjo toCke (ii) izreka 8.2 lahko dolo¢imo numericni zaklad
posplodenega odvajanja na Calkinovi algebri. IzraZal se bo z bistvenima
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numeriénima zakladoma operatorjev A in B, ki inducirata odvajanje.
Bistveni numericni zaklad operatorja AeB(H) je (po definiciji) numericni
zaklad odseka n(A) v Calkinovi algebri.

8.3. KOROLAR. Za posploseno odvajanje D~ inducirano z operatorjema
A,BeB(H) na Calkinovi algebri (D°x = m(A)x-xn(B), x€C(H)) velja

V(D7) = Vg(A)-V,(B)
kjer oznacuje Ve(A) bistveni numeri¢ni zaklad operatorja A.

Dokaz. Ker Calkinova algebra ne vsebuje netrivialnih idealov, je

vsaka njena nenicelna reprezentacija injektivna. Iz vsakega Cistega
stanja na Calkinovi algebri C(H) lahko dobimo ireducibilno reprezenta-
cijo p:C(H) - B(Hp) (po Gelfand-Naimark-Segalovi konstrukciji, [7]),
eksistenca Cistih stanj pa je zagotovljena s Krein-Milmanovim izrekom.
Ker je vsaka injektivna reprezentacija C*-algebre izometrija, je Calkin-
ova algebra C(H) izometricno izomorfna ireducibilni podalaebri p(C(H))

v B(Hp). Korolar sedaj sledi iz izreka 8.2(ii). //

8.4. Pripomba. Omejen operator T na kakem Banachovem prostoru
imenujemo hermitski (v Vidavovem smislu), ¢e je njegov numericéni zaklad
realen ([10, str. 46], [58, str. 81]). S pomoijo izreka 8.2 lahko hitro
dobimo karakterizacijo hermitskih posploSenih odvajanj na simetricnih
normiranih idealih in ireducibilnih C*-algebrah: Posplo3eno odvajanje
X -~ AX-XB je hermitski operator natanko tedaj, ko sta za kak A€f opera-
torja A+AI in B+AI oba hermitska. Vendar je to le poseben primer znane
karakterizacije vseh hermitskih operatorjev na normiranih idealih in
C*-alaebrah. Sourour je namre¢ v [51] dokazal, da je vsak hermitski opera-
tor na minimalnem normiranem idealu J#CZ(H) oblike X ~ AX-XB, kjer sta
A in B hermitska operatorja na H. Podoben rezultat velja tudi za algebro
B(H), [50].
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9. 0 bistvenih numeriénih zakladih posploienih odvajanj

V prejsnjem razdelku smo videli, da se numericni zaklad posploSenega
odvajanja izraza podobno kot spekter. (Kako se izraza spekter, smo omenili
Ze v uvodnem pregledu.) Za bistveni spekter posploSeneca odvajanja velja
zveza oe(DAB)=(ae(A)—a(B))U(o(A)—oe(B)), [22]. Ali smemo pricakovati
podobno zvezo za bistveni numeriéni zaklad ?

Bistveni numericni zaklad, Ve(T), operatorja T na Banachovem prostoru
X je definiran kot numericni zaklad odseka n(T) v alaebri B(X)/K(X), kjer
oznacuje K(X) ideal kompaktnih operatorjev. Znana je enakost

Ve(T) = N{V(T+K); KeK(X)}

V Hilbertovem prostoru lahko bistveni numeriéni zaklad opredelimo tudi
prostorsko. V resnici so po [25] ekvivalentne naslednje izjave:
(1) A€V (T);
(ii) Obstaja tako ortonormirano zaporedje (mn) c H, da je
Iim<Tmn,mn> = A3
(iii) Obstaja tak ortogonalen projektor P neskoncnega ranoca, da je
kompresija operatorja T-AI na podprostor PH kompaktna.
V tocki (ii) lahko ortonormirano zaporedje nadomestimo z zaporedjem
enotskih vektorjev, ki $ibko konvergira proti O.
Ker je bistveni numeriéni zaklad konveksna mnoZica, lahko domnevamo,
da se numericCni zaklad posploSeneaa odvajanja izraZa na naslednji nacin:

(9.1) Vg(Dpg) = Ol (Vg(A)-V(B))U(V(A)-Y,(B))]

Tukaj je "co" znak za konveksno oarinjaco, znak "-" pa pomeni razliko
V Stevilskem (ne mnoZi¢no-teoretiénem) smislu. Inkluzije v eno smer ne

bo zelo teZko dokazati (trditev (9.1)). Inkluzijo v druao smer pa znamo
dokazati le za posplo3ena odvajanja na Hilbert-Schmidtovem razredu.

9.1. TRDITEV. Naj bo A ireducibilna C*-podalgebra v B(H) in A,BeA ali
pa naj bo A simetrien normiran ideal in A,BeB(H). Za zoZitev D posplo3e-
nega odvajanja DAB na A velja inkluzija
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(9.2) V(D) 2 col (V,(A)-Y(B))U(V(A)-V,(B))]

Dokaz. Ker je mnoZica Ve(D) kompaktna in konveksna in v Hilbertovem
prostoru algebrai¢ni numeriéni zaklad enak zaprtju prostorskega, zado3ca
pokazati inkluziji

Vo(R)-H(B) €V (D), W(R)-Y,(B) < V(D)

Dokazali bomo samo prvo inkluzijo, kajti dokaz druge je podoben. Naj bo
torej leve(A) in p€ W(B). Po Ze navedeni prostorski karakterizaciji
bistveneoa numerilnega zaklada obstaja tako ortonormirano zaporedje
(gn) v H, da je 11m<Agn,gn>=x. Naj bo neH tak enotski vektor, da je
<Bn,n>=p. Ce je A simetric¢ni normiran ideal, naj bo Un=gH@h; ¢e pa je
A ireducibilna C*-podalagebra, naj bo UneA tak unitaren ooerator, da je
U n=¢, (obstaja po tranzitivnostnem izreku).

Naj bo Lim kaka kompleksna Banachova limita na 17. (Po definiciji je
Lim kompleksen linearen funkcional na 17, ki zado3¢a $e podojema:
ILim a 1<limsupla | in Lim a_ ,=Lim a_ za poljubno zaporedje (a )el”.
Med drugim, se Lim ujema z navadno limito na konveraentnih zaporedjih.Za
dokaz eksistence Banachove limite alejte [46, str. 82].) Definirajmo

lTinearen funkcional feB(A)” s predpisom
F(T) = Lim <T(Un)n,gn>, TeB(A)

Definicija je smiselna, saj je zaporedje (<T(Un)n,gn>) omejeno. Funkcional
f je zvezen, saj velja

(9.3) 1F(T)I < 1imsup:<T(Un)n,sn>| BTl s

za vsak TeB(A). ZadoSca tudi pogoju f(I)=1 (kajti f(I)=Lim Unsg >=
lim 1 =1). Pokazali bomo, da f unici vse kompaktne operatorje na A.
Naj bo K poljuben kompakten operator na A. Trdimo, da je
lim<K(Un)n,5n>=0. 0d tod takoj sledi, da f uni¢i kompaktne operatorje.
Za dokaz trditve, naj bo >0 in {V1,..,Vm} koncna &-mreZa za mnoZico
K(Al)' (Tukaj oznacuje A1 zaprto enotsko kroglo v algebri A.) Ker je
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zaporedje (gn) ortonormirano, obstaja tak nOEN, da je I<an,gn>l<a za
vsak n>n in vsak j=1,..,m. Za poljuben n>ny obstaja tak je{1,..,m}, da
je HK(U")—VJ.IKE. 0d tod sledi T<K(Un)n,gn>ISIIK(Un)—VjII+1<an,gn>|s25:.

Ker funkcional f uni¢i ideal K(A) vseh kompaktnih operatorjev na A,
inducira zvezen funkcional f~ na algebri B(A)/K(A). Lahko je preveriti,
da je f°(1)=1=0f"i. (Za dokaz enakosti Nf li=1 uporabimo oceno (9.3) na
vseh kompaktnih motnjah T+K operatorja T.) Konéno, naslednji racun
pove, da je h—uEVe(D).

f7(D+K(A))

1]

£(D) = Lim <D(U_)n,€ > = Lin <(AU_-U B)n,E >

Lim <Agn,gn> - Lim <Bn,U§gn>

1im <A£n,£n> - lim <Bn,n>
= A-p //

Ceprav v splodnem obratne inkluzije ne znamo dokazati, lahko problem
nekoliko zreduciramo. Ce bi uspeli dokazati inkluzijo

(9.4)  V,(Dpg) < col (V (A)-V(B))U(V(A)-V(B))]

za posploSena odvajanja na algebri S(H), bi potem hitro sledila tudi

njena veljavnost za zoZitev DAB'A na poljubno Banachovo podalgebro A v
B(H). V sploSnem namre¢ velja za poljuben omejen operator T na poljubnem
Banachovem prostoru X in poljuben invarianten podprostor Y < X inkluzija
vé(T|V) = Ve(T). To takoj sledi iz dejstva, da inducira preslikava

S -~ S1Y Tinearno kontrakcijo algebre B(X)/K(X) v algebro B(Y)/K(Y). Nadalje
lahko prenesemo problem iz algebre B(H) na CJ(H) z uporabo dualnosti

B(H) = c'(H);  Dyg = ~(Dgaic'(H))

in z uporabo splo3no veljavnega dejstva Ve(T‘)=Ve(T). Tukaj je T poljuben
omejen operator, s ¢rtico pa smo oznacili adjungirani operator. (Prva od
teh treh enakosti je splo3no znana, drugo lahko preverimo z neposrednim
racunom, zadnjo enakost, Ve(T’)zve(T),pa bomo sedaj dokazali. Ker velja



-53-

enakost V(S”)=V(S) za poljuben omejen operator S na Banachovem prostoru
X (glejte [10]), imamo

Ve(T') N{V(T+H)3 HeK(X")) &€ n{V(T"+K")3s KeK(X)}

N{V(T+K)3 KeK(X)} = Ve(T)

Ce sedaj uporabimo pravkar dokazano inkluzijo Ve(T')§; Ve(T) na opera-
torju T, dobimo 3e Ve(T")g; Ve(T‘). Toda, ker je T v bistvu zoZitev
operatorja T°” na invariantni podprostor X, velja tudi Ve(T]s; Ve(T“).
Torej Jje res Ve(T'):Ve(T).) Morda je problem bistveneaa numeriénega
zaklada posplodenih odvajanj na razredu C1(H) lazji kot na alaebri B(H),
ker poznamo konkretno predstavitev dua]nega prostora od CT(H).

V nadaljevanju tega razdelka bomo obravnavali inkluzijo (9.4) za
posplosSena odvajanja na Hilbert-Schmidtovem razredu CZ(H). Pri tem je ugodno
izkoristiti jezik tenzorskih produktov. Za vsak Hilbertov prostor H bomo z
IH oznaCili identiéni operator na H. -

Bodita H in L separabilna Hilbertova prostora, AcB(H) in BeB(L). Dokazali
bomo inkluzijo

(9.5)  V,(AOI,~L@B) g col (V,(A)-V(B )u(V(A)-V,(B))]

Ze v uvodu k temu poglavju smo omenili, da je zoZitev posplo3enega odvajanja
DAB na Hilbert-Schmidtov razred CZ(H) unitarno ekvivalentna operatorju
MIn-1,0B8* na prostoru HeH; torej sledi iz inkluzije (9.5) in trditve 9.1
naslednji

9.2. IZREK. Naj bo H separabilen Hilbertov prostor. Za poljubna A,BEB(H)
se bistveni numeriéni zaklad zoZitve posplo3enega odvajanja na C (H) izrazZa
z enakostjo (9.1).

Za dokaz inkluzije (9.5) potrebujemo najprej neko preprosto lemo. Za
poljubno podmnozico V v £ in poljuben €>0 oznaCimo

(V). = {aeg; razdalja(r,V)<e}
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9.3. LEMA. Za vsak TeB(H) in vsak >0 obstaja tak podprostor H vV H,
da je d1mHl<w in da je numericni zaklad kompresije T operatorja T na
podprostor He vsebovan v mnozici (Ve(T))E

Dokaz. Najprej pokaz1mo da za vsak NEV(T)\M (T) obstaja tak pod-
prostor H v H, da je dim H <o in da A&V(T ), kjer je T kompresija
operatOFJa T na podprostor H Vzemimo nasprotno, da takega podprostora
Hh ne bi bilo. Ker je aeV( T) =W( T)) obstaja tak enotski vektor m1€H, da
je E<Tm1,m1>"hl<1. Privzemimo induktivno, da smo Ze dobili tako ortonormi-
rano mnoZico vektorjev O 3=+ 50p_ 1> da jeLI<ij,mj>-x|<% za j=1,..sn-1.
Postavimo Hn={m1,..,mn_1} . Ker je dim Hn<m, je tocka A v numericnem
zakladu kompresije operatorja T na podprqstor Hn; torej obstaja tak enotski
vektqr mneHn, da je I<Tmn,mn>'hl<%. Na ta nacin konstruiramo tako orto-
normirano zaporedje (mn) v H, da je 1im<Tmn,mn>=h. Toda potem bi bilo
hEVe(T) (po Ze omenjeni karakterizaciji bistvenega numericneca zaklada).
Torej mora podprostor HK res obstajati. _

Ker je V(Tx) zaprta mnoZica, obstaja za vsak er(T)\Ne(T) taka odprta
okolica u, tocke A, da je Uth(TA)=9. Naj bo {u .U} kon€no pokritje
kompaktne mnoZice V(T)\(Ve(T))e s takimi okolicami. " Ppostavimo

in naJ bo T kompresija operatorja T na podprostor H Potem je
dim H <w 1n imamo

II:)ﬁ

WI) g A VT ) o 0VTNG ) e (VM) /1

J J=1 J

Inkluzijo (9.5) bomo dokazali najprej v posebnem primeru, ko sta A in
B kvazidiagonalna operatorja. Kvazidiagonalne operatorje je vpeljal Halmos
v [28]. Danes je znanih veC karakterizacij kvazidiagonalnih operatorjev
(glejte na primer [33, str. 146]); za nade namene je najugodnej3a naslednja.
Operator TeB(H) je kvazidiagona]en natanko tedaj, ko za vsak >0 in za vsak
konéno-razsezen podprostor H0 v H obstaja tak koncno-razseZen podprostor
H1 v H, da H1 vsebuje HO in da imata v matricnem zapisu operatorja T glede
na razcep H=H69Hf izven-diagonalna elementa normo manj3o od ¢. (Z drugimi
besedami, ¢e je P ortogonalni projektor na H1, mora biti (I-P)TPike in



IPT(I-P)li<e.) Naj dodamo Se, da je razred kvazidiagonalnih operatorjev
precej Sirok. Tako je na primer vsak normalen operator kvazidiagonalen.
(To sledi iz Weyl-von Neumann-Bergovega izreka [41],[18, str.39].) Tudi
vsak kompakten operator je kvazidiagonalen.

9.4. Dokaz inkluzije (9.5) za kvazidiagonalna operatorja AeB(H) in
BeB(L). Izberimo poljuben e>0. Bodita Hy in Ly konéno-razsezna podprostora
prostorov H in L (natanéneje ju bomo opredelili kmalu), naj bo H2=H*,

L2=L?, oznacimo z Ai in Bi kompresije operatorjev A in B na podprostore
Hi in Li za i=1,2 ter postavimo

R = A“(A1®2)’ S = B_(B1@2)
Po lemi 9.3 lahko podprostora H1 in L{ izberemo tako, da je
(9.6) V(A)) € (Vo(A))_»  V(By) = (V4(B))_

Se veC, ker sta operatorja A in B kvazidiagonalna, lahko doseZzemo (e pod-
prostora H1 in L1 Se povecCamo), da velja

(9.7) IRIl < e, NS < e

Za vsak Hilbertov prostor H naj bo IH identiéni operator na H. Hilbertov
prostor HOL razpade na ortogonalno vsoto

2
HeL = @ Hel;
iq=1 ' J

Temu ustrezno lahko operator D=AGHL—I#28=[(A1€ﬁ2)+Rk31L-IH®[(B1GBZ)+S]
napisemo kot

(9.8) D = [(A1®IL1~IH1@B1) @D’] + RRI, - 1,®S
kjer je
D* = @ (A1) -1, @8;)
(1,3)#(1,1) j i

Ker za poljubna operatorja T1 in T2 velja inkluzija Ve(T1+T2)g;_Ve(T1)+Ve(T2)
(to sledi takoj iz definicije numerichega zaklada v normiranih algebrah),
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sklepamo iz (9.8) in (9.7), da je

(9.9) Ve(D) < {Ve[(A1®iL1_IH1®B1)@D'])Zg

Bistveni numericni zaklad poljubnega operatorja T na Hilbertovem pro-
storu je enak bistvenemu numeriénemu zakladu kompresije operatorja T na
poljuben podprostor konine ko-dimenzije (glejte [25] ali [11, str. 129]).
Ker je Hf2L1 konéno-razseZen podprostor prostora HeL, sledi iz (9.9), da
je Ve(D) c (Ve(D’))ZE, torej je tembolj

(9.10) Vo (D) = (V(D7)),,

Numericni zaklad operatorja D~ bomo izrazili z uporabo znanega dejstva,
da je numeriéni zaklad direktne vsote operatorjev na Hilbertovih prostorih
enak konveksni ogrinjac¢i unije numericnih zakladov sumandov. (Za prostorske
zaklade lahko to dejstvo preverimo z neposrednim racunom; ker je algebra-
i¢ni zaklad enak zaprtju prostorskega, mora isto veljati tudi za alaebra-
i€ni numericni zaklad.) Ce se za trenutek zopet spomnimo, da so operatorji
AignL.'IrLGBj v bistvu posploSena odvajanja na prostorih Cz(fj,Hi), vidimo
(kot ¥ izfeku 8.2(i)), da je V(A1®ILJ-IH_®Bj)=V(A1)-V(Bj). Tako imamo

i

(9.11) vy = col ) viap-vie;))
C(1,3)#(1,1)
Sedaj sledi iz (9.10), (9.11), (9.6) in iz oCitnih inkluzij V(A{)Q;V(A),
V(B.I)EV(B), da velja

V(D) & (ol (V(A)-(V,(B)) u((V4(A)) -V(BY)U((V4(A)) ~(V4(B)) 1)y,
Ko po3ljemo v zadnji inkluziji e proti 0, dobimo (9.5). //

Da bi dokazali inkluzijo (9.5) za splo3na operatorja A in B, potrebujemo
Se eno lemo. V dokazu te leme bomo uporabili zvezo VE(F@S)zco[Ve(T)UVe(S)],
ki velja za poljubna omejena operatorja T in S, delujoca na Hilbertovih
prostorih. To zvezo, ki je verjetno splosno znana, lahko hitro dokaZemo
z uporabo karakterizacije (ii) bistvenega numericneaa zaklada (alejte
zaCetek razde]ka); le da ortonormirano zaporedje lahko nadomestimo s
poljubnim zaporedjem enotskih vektorjev, ki 3ibko konveraira proti O.
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9.5. LEMA. Za vsak TeB(H) (kjer je H separabilen Hilbertov prostor)
in vsak e>0 obstaja tak omejen linearen operator S (delujo¢ na nekem
separabilnem Hilbertovem prostoru), da je operator Q=T@S kvazidiagonalen
in

(9.12) V) S (VT Y (Q) S (V(T)),

Dokaz. Obstoj takega operatorja S, da je operator Q=T@S kvazidiagonalen,
je dokazal Arveson v [8]. Tukaj bomo pokazali samo, da veljata za ustrezni
Q tudi inkluziji (9.12). '

Najprej pokaZzimo, da obstaja tak kompakten operator K na prostoru H,
da za operator T°=T-K velja

(9.13) V(T € (Ve(T), /5

Po Temi 9.3 obstaja tak podprostor H0 konéne ko-dimenzije v'H, da je
V(TU) g;(Ve(T))E/Z, kjer je T0 kompresija operatorja T na podprostor HO'
Naj bo P ortogonalni projektor na H0 in u poljubna tocka iz V(TO). Potem
Jje operator K=T-PTP-u(I-P) kompakten (v resnici ima konCen rang) in velja

V(T-K) = V(PTP+u(I-P)) = V(T0+uIHa) = V(Ty)

Po [8, str. 334-335] obstaja tako zaporedje pozitivnih operatorjev
konénega ranga EneB(H) in tak kompakten operator K” z normo 1K Ike/2,
delujo€ na Hilbertovem prostoru

oo
L=@€H

n=1
da je operator T~ unitarno ekvivalenten nekemu direktnemu sumandu operatorja

oo

Q"= (PT;) - K’

n=1
kjer je Ta'kompresija operatorja T~ na podprostor EnH prostora H. To pomeni,
da obstajata taka operatorja T°” in S, da je Q" =T "@®S in T"" unitarno

ekvivalenten operatorju T. Ker je oCitno V(TE)Q;V(T’) za vsak n in ker je
K" 1ke/2, imamo



-58-

V(e e V((—BlT,’,)-V(K‘) < (V(T7)_p
n‘_'.

Sedaj lahko zaklju¢imo iz (9.13), da je V(Q") gg(ve(T))E, Ker je Q°=T" @S,
sledi od tod med drugim

(9.14) V(S) € (Vo(T)),

Postavimo sedaj Q=T@S. Ker je operator Q°=T° @S kvazidiagonalen in
ker je operator T'@S unitarno ekvivalenten operatorju T° @S, je tudi T®S
kvazidiagonalen operator. Operator Q se razlikuje od operatorja T'@S samo
za kompakten operator, saj je Q=T&B=(T'gb)+(K®0). Ker je vsota kvazidiago-
nalnega in kompaktnega operatorja kvazidiagonalna [33], je Q kvazidiagonalen
operator. KonCno sledi iz (9.14)

V(Q) = colV(T)WV(S)] & colV(T)u(V,(T)) 1€ (V(T))_
in
Ve(Q) = co[Ve(T)UVe(S)] g.co[Ve(T)UV(S)l s::(\!e(T))E //

9.6. Dokaz inkluzije (9.5) za splodna operatorja AeB(H) in BeB(L).
Predpisimo poljuben ¢>0. Po lemi 9.5 obstajata taka omejena operatorja A~
in B” (delujota na separabilnih Hilbertovih prostorih), da sta operatorja
R=poA” in B=B@B~ kvazidiagonalna in velja

V(R) g (V(A))_, Vg (R) < (V(R)),
(9.15)
V(B) = (V(B))_, YV (B) =(V (B)),

Dperanr D=A@ﬂL-IH€B je direktni sumand operatorja ﬁ:ﬁaIi-Iﬂsﬁ (kjer sta
fl in L prostora, na katerih delujeta operatorja A in B), torej je

Ve(D)s;Ve(ﬁ). Po Ze dokazanem, velja inkluzija (9.5) za operatorja A in B
namesto operatorjev A in B. Torej iz (9.15) sledi

V(D) < col ((V4(A))_-(V(B)) JU((V(A))_~(V,(B)) )]

Ko v zadnji inkluziji konvergira e proti 0, sledi (9.5). //
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Za konec razdelka navedimo Se dve preprosti posledici trditve 9.1.

9.7. KOROLAR. Posploseno odvajanje DAB na prostoru B(H) je kompakten
operator samo, Ce je DABZO' Enak zakljucek velja tudi za zoZitve operatorja
Dpg N2 normirane ideale v B(H).

Dokaz. Ce je operator DAB kompakten, potem je Ve(DA8)={O}. Trditev 9.1
pove, da je tedaj

V,(A)-V(B) = {0) in  V(A)-V,(B) = {0)

Prva od teh dveh enakosti je mogo¢a samo v primeru, ko je Ve(A)z{x}=V(B)
za kak Aaef. 0d tod dobimo V(B-AI)={0}, oziroma B=AI. Podobno vidimo, da
je A=pl za nek pef. Ker pa je Ve(A)={A}, mora biti u=A. Potem je seveda
DAB=0. Dokaz za zoZitve posploienega odvajanja na normirane ideale v B(H)
je enak. //

Korolar 9.7 bi lahko dokazali tudi s pomocjo izreka 3.4.
Omejen operator T na Banachovem prostoru X imenujemo bistveno hermitski,
Ce je hermitski element, ki mu pripada v Banachovi algebri B(X)/K(X).

9.8. KOROLAR. Operator D,p na prostoru B(H) je bistveno hermitski
natanko tedaj, ko obstaja tak Aef in taka hermitska operatorja A1 in 31
na prostoru H, da je A=A1+AI in B=B,+aAl. Tedaj pa je DAa hermitski operator.
Ista trditev velja tudi za zoZitve operatorja DAB na normirane ideale Vv
B(H).

Dokaz. Operator DAB je bistveno hermitski natanko tedaj, ko je
Ve(DAB) S R. Po trditvi 9.1 sledi od tod

(9.16) V,(A)-V(B) € R in V(A)-V,(B) € R

Brez Skode smemo vzeti, da je OeVe(B) (sicer nadomestimo operatorja A in
B z A-Al in B-pI, kjer je KEVe(B))- Potem iz druge inkluzije (9.16) sledi,
da je V(A) € R. Torej je tudi ‘.’e(A)E R in zato sledi iz prve inkluzije
(9.16) 3e V(B) € R. To pove, da sta A in B hermitska operatorja. Po izreku
8.2 imamo sedaj V(DAB) € R, kar pomeni, da je tudi Dpg hermitski operator. //
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10. Nekaj opomb o numerinem zakladu
tenzorskega produkta operatorjev

V tem razdelku bomo poskusili nekaj povedati o numericnem zakladu
operatorjev oblike

(10.1) Thg: Co(H) = C2(H), Tpg(X) = AXB

kjer sta A in B omejena operatorja na H. Ze v uvodu k temu poalavju smo
omenili, da je operator TAB unitarno ekvivalenten operatorju A @ B* na
prostoru H ®H. V resnici je tukaj ucodneje delati s tenzorskim produkt-
om kot pa operatorjem TAB’ kajti potrebovali bomo nek rezultat iz teorije
tenzorskih produktov C*-algeber, ki ga nismo moali elementarno dokazati
v okviru operatorjev na C2(H).

Kako bi Tahko izrazili numericéni zaklad tenzorskeaa produkta dveh
operatorjev ? Najprej se domislimo zveze

(10.2) V(A ®B) = co[V(A)V(B)]

vendar so znani preprosti primeri 2x2 matrik, ko ta enakost ne velja,
[35, str. 224]. Da enakost (10.2) ne velja vedno, bo sledilo tudi iz
trditve 10.1. Vedno pa je res inkluzija

(mj)' V(A ®B) o colV(A)V(B)]

ki velja tudi v 3irSem okviru tenzorskih produktov Banachovih alaeber
[11, str. 44]. Ker je dokaz inkluzije (10.3) zelo kratek, ga bomo takoj
navedli. Zadostuje dokazati inkluzijo W(A)¥W(B) = V(A ® B), ki takoj sledi
iz enakosti <(A Q@B)(E®n),E®@ n> = <A£,£><Bn,n> (lEl=ImiE=T).

Videli bomo, da obstaja precej 3irok razred operatorjev A, ki imajo
Tastnost, da za vsak operator B velja enakost (10.2).

10.1. TRDITEV. Naj bo A tak omejen operator, da za vsak omejen opera-
tor B (na poljubnem Hilbertovem prostoru) velja enakost (10.2). Potem je
operator A normaloiden (to pomeni, da je w(A)=1An). '
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Dokaz. Naj A deluje na Hilbertovem prostoru H in naj bo B operator na Ez,

3%

glede na naravno bazo v Ez. Prostorfi@;ﬁz lahko naravno izenacimo z
direktno vsoto H @ H, operator A® B pa z matriko

g

0
Za poljuben vektor a=(mi,m2y3fGDH je <E5,&>=<Am2,m1>, torej

predstavljen z matriko

W(E) = SUD{I<A02,031>|; m1 ,GJz'EHg ”m1”2+”(.02“2=1}

= SUD{I(MJZ ,(-J1>| 3 O ,mz(—:f'f, Ilm.l |I=|k02|¥=‘/;-

= %-IIAII

Preprost racun pove, da je w(B)=1/2. Ce naj velja enakost (10.2), mora

biti w(A)=w(A @ B)<w(A)w(B)= %w(A) (kajti desna stran v (10.2) je vsebovana
v krogu s sredis¢em v 0 in radijem w(A)w(B)). Iz obeh pravkar izpeljanih
neenakosti, w(A)z %HHH in w(A)< %w(A), sledi 1ANgw(A). Ker vedno velja

tudi w(A)su1Al, Je trditev dokazana. //

Nglejmo si sedaj 3e nek zadosten pogoj za enakost (10.2). Kompaktna
mnozica X € £ je spektralna za operator AcB(H), Ce je o(A) € X in
Hf(AMiganX za vsako racionalno funkcijo f s poli izven mnoZice X. Tukaj
je anx=sup{|f(x)|; xeX}. Za vsako kompaktno mnoZico X € £ je njena poli-
nomska oarinjaca, X, unija mnoZice X in vseh omejenih komponent mnoZice
AV

10.2. TRDITEV. Naj bo AeB(H) tak operator, da je polinomska ogrinjaca
njegovega spektra, S(A), spektralna mnoZica za A. Potem velja za vsak
BeB(L) enakost (10.2). (H in L sta Hilbertova prostora.)

Dokaz. Po dilacijskem izreku Bergerja, Foiasa in Lebowa obstaja tak
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normalen operator N, delujo¢ na Hilbertovem prostoru M 2> H, da je

o(N) ¢ 36(A) in A=PNIH, kjer oznaCuje P ortogonalni projektor iz M na H.
(V resnici dilacijski izrek pove 3e vec, da je A"=pPN"1H za vsak nel, vendar
tega ne bomo potrebovali. Privlacna in sploSna obravnava dilacijske
teorije je v [5]in [6].) Sedaj imamo

AQB = (PO I)N@B)IH® L

torej je V(A®B) < V(N @B). Nadalje iz o(N) < o(A) sledi V(N)=col[o(N)]
< col[o(A)] €V(A). Pri tem smo upoStevali, da algebrai&ni numeriéni
zaklad vedno vsebuje konveksno oarinjaco spektra in ji je za normalne
operatorje enak. Ce pokaZemo, da je

(10.4) VIN® B) = co[ V(N)V(B)] =:V

bomo imeli V(A® B) < co[V(N)V(B)] < co[ V(A)V(B)]. Ker obratna inkluzija
vedno velja, bo s .tem trditev dokazana. Torej je dovolj dokazati inkluzijo
(10.4).

Naj bo A1 C*-alaebra aenerirana z N in enoto IH’ Az C*-alaebra cene-
rirana z B in IL’ A pa njun tenzorski produkt v minimalni C*-normi, A=AfaA2.
Algebra A je napolnitev algebraicnega tenzorskega produkta algeber
A1 in Az v operatorski normi prostora B(M® L). Da bi dokazali (10.4),
zadostuje videti, da je o(N@B ¥V za vsako stanje ¢ na C*-alaebri A. Ker
je vsako stanje limita konveksnih kombinacij €istih stanj v §ibki* topo-
loaiji, zado3¢a pokazati relacijo o(N@ B)eV za &ista stanja . Toda, ker
je C*-algebra A1 komutativna, so vsa Cista stanja o na A oblike m:m1ca(ﬂ2;
za primerni Cisti stanji w4 in wp Na A1 in A2 (alejte [54, str. 211]).
Torej imamo m(N@B)=@1(N)92(B)eV(N)V(B)_g V. //

10.3. KOROLAR. Za poljubna omejena operatorja A in B je numericni
zaklad njunega tenzorskeca produkta vsebovan v zaprtem kroaqu s sredi3cem
0 in polmerom 11AIw(B).

Dokaz. Operator A/nAiI je kontrakcija in ima zato unitarno dilacijo
N, [30, str. 326]. Po prejdnji trditvi je V(N@ B)=co[ V(N)V(B)], torej je
V(N® B) vsebovan v krogu s polmerom w(B) in sredisem 0. Sedaj upoStevamo
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Se, da je operator A/1ANI ® B kompresija operatorja N @ B, torej
V(A/IAI®B) € V(N@B). //

Za konec, si oglejmo 3e, kako je mogoce izraziti numericni zaklad
tenzorskeaa produkta s pomoCjo matriénih zakladov faktorjev.

Za vsak omejen operator T na Hilbertovem prostoru H in vsako naravno
Stevilo n je n-ti prostorski matriéni zaklad operatonl_ T, W ;T defini-
ran kot mnoZica tistih linearnih operatorjev na E » ki so unitarno ekvi-

valentni kaksni kompresiji operatorja T na n-razseZen podprostor prostora
H. Obstaja tudi algebrai¢ni matricni zaklad, ki ga je definiral Arveson
v [6], vendar ga tukaj ne bomo potrebovali. Matricne zaklade operatorjev
je obravnavalo Ze veC avtorjev; obcCutek, da so uporabni, lahko dobi
bralec ze iz [11].

e za trenutek identificiramo Hilbertov prostor HOL s prostorom vseh
Hilbert-Schmidtovih operatorjev iz [ v H, vidimo, da so elementi oblike

(10.5) X =

I
II[“‘}J

7\151@1': hizoa E.lEHs T].iELs <E'I ’Ej>:61’j=<ni ;T'IJ->3 neN

i=1

gosti v H®L. Norma elementa X, izraZenega v obliki (10.5), je

=

11X 2 z 7&2

i=1 !
Potemtakem je numeriéni zaklad operatorja A @ B enak zaprtju mnoZice

vseh 3tevil oblike

(10.6) <(MBBYX ,X> = 2 A <AES SE ><Bng o0 o>
11.] J J

Tipiéni matriki v matricénem zakladu operatorjev A in B izaledata kot

kjer sta {51,...,5 Y in {n1,..

n

--------------------




=B

Ce oznaCimo z A stolpec z elementi Apseeshy in z RES matriko, ki jo
dobimo, ko pomnoZimo enakoleZne elemente matrik R in S, potem lahko
desno stran enakosti (10.6) napiSemo v obliki

AT(R B S)A

kjer oznacuje AT stolpcu A transponirano vrstico. Tako spoznamo, da je

= u o TREICY A +
VA®B) = U (1T(REIS)A; Refy (), S (8), hesp

kjer smo oznacili

¥ n. 2.
Sn - {(7\,1’--’ln)@ s ?L130,--5ln20’ E?\.j"”'

Na ta nacin se numeriéni zaklad operatorja A B izraZa z matriénimi
zakladi operatorjev A in B.
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11. Hiponormalna posplosena odvajanja
in tenzorski produkti

Posamezni razredi posplo3enih odvajanj so bili v pnreteklosti deleZni
precejsnje pozornosti. V [1] sta Anderson in Foias karakterizirala
spektralna posplosSena odvajanja, v [49] pa je Shaw karakteriziral hermitska
in normalna posplo3ena odvajanja na podorostorih v B(H), ki zadoS¢ajo
dolocenim pogojem. Ce se omejimo na Hilbert-Schmidtov razred CZ(H), 1ahko
govorimo o raznih posplo$itvah pojma normalnosti, kajti CZ(H) je Hilbertov
prostor. V tem razdelku bomo karakterizirali hiponormalna, v prihodnjem pa
subnormalna posplo3ena odvajanja in tenzorske produkte. Rezultati so vzeti
iz [39].

Skozi ves razdelek bosta A,B dana omejena oneratorJa na H, DAB zoZitev
posploSenega odvajanja na H11bert Schmidtov razred C (H), LA levo, RA pa
desno mnoZenje z A na prostoru C (H).

Z upoStevanjem definicije skalarnega produkta v prostoru CZ(H) je
lahko preveriti zveze (LA)*=LA*, (RB)*=RB*, (DAB)*=DA*B*' Naj pomeni znak
[S,T] komutator elementov S in T, [S,T]=ST-TS; komutator [T*,T] pa oznaci-
mo kar z [T]. Dejstvo, da je operator T normalen, lahko napisSemo kot [T]=0.
Z neposrednim racunom lahko preverimo identiteto

(11.1) [Dag] = Dpaq(e]

Onerator T, delujoC na Hilbertovem prostoru, imenujemo hiponormalen,

Ce in samo Ce je [T]=0. Oglejmo si, kdaj je posploSeno odvajanje hiponor-
malen operator.

Iz (11.1) sledi, da je D hiponorma]en operator natanko tedaj, ko je
D[ ][B]_o Ta zahteva pa je po izreku o numericnem zakladu posploSenih
odvajanj (izrek 8.2) ekvivalentna s pogojem

(11.2) V([AI)-V([B]) =

Ce za trenutek priznamo dejstvo, da je za poljuben operator SeB(H) vedno
0eV([S]), potem vidimo, da je poaoj (11.2) ekvivalenten z zahtevama
V([A])=0 in V([B])<0. To pa pomeni, da sta operatorja A in B* hiponormalna.
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PokaZzimo sedaj, da je vedno 0eV([S]) za poljuben SeB(H). Ce je [S]=0,
potem velja za vsak oeH in AEL

(11.3) ||(S-;\I)muz-n(s-m)*mn2 = <[S]o,w> 2 0

Vstavimo sedaj v (11.3) za A kako aproksimativno lastno vrednost operatorja
S in naj bo (mn) ustrezno zaporedje pribliZznih lastnih vektorjev. Potem
sledi iz (11. 3) najprej 0<limsupii(S-al) ml|<11mu(5 KI)m]I =0, nato 3e
1imn[5]1f2 Al —]1m<[5]m s0,>=0. Torej je OEU([S] IZ) in zato tudi Oes([S]),
0eV([S]). Ce je [S]=0, sk1epamo podobno. Ce pa ni niti [S]20 niti [S]<0,
potem je v numericnem zakladu hermitskeaa operatorja [S] vsaj eno pozitivno
in vsaj eno negativno Stevilo. Zaradi konveksnosti numericneaa zaklada,
mora biti potem tudi 0eV([S]).

Podobno lahko karakteriziramo tudi hiponormalne tenzorske produkte.
Tukaj je ugodno obravnavati tenzorski produkt v konkretni predstavitvi
(10.1).

11.1. IZREK. (i) Posplo3eno odvajanje DAB na prostoru CZ(H) je hipo-
normalen operator natanko tedaj, ko sta hiponormalna operatorja A in B¥*,

(ii) Za A#0, B#0 je operator TAB (definiran z (10.1)) hiponormalen
natanko tedaj, ko sta A in B* hiponormalna operatorja.

Dokaz. Tocko (i) smo Ze dokazali, zato ostane za dokazati le 3e tocka
(ii). Pogoj za hiponormalnost

(11.4) 0s <[TAB]X,X> = [ X*(A*AXBB*-AA*XB*B)], XGCZ(H)

lahko napisemo v obliki

(11.5) T(B*X*(A*A-AA*)XB) + t(A*X(BB*-B*B)X*A) > 0, XGCZ(H)

(Tukaj smo uporabili identiteto t(YZ)=t(ZY) za YeB(H), ZeC1(H) in za
Y,ZECZ(H), [44, str. 100].) Ce sta operatorja A in B* hiponormalna, potem

je (XB)*[A]XBz0 in (X*A)*[B*]X*A=0 za vse XeB(H), torej velja tedaj tudi
(11.5).
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Obratno, Ce je TAB hiponormalen operator, vstavimo X=e@n v (11.4),
kjer sta £,n poljubna vektorja iz H. Po kratkem racunu dobimo

(11.6) IIA&HZHB*an-l%*gH%anﬂzz 0

Pokazali bomo, kako iz (11.6) sledi hiponormalnost operatorja B*; da je
tudi A hiponormalen operator, pokaZemo podobno. Privzemimo za trenutek,
da obstaja zaporedje enotskih vektorjev EnEH, ki zado3Ca pogojema

(11.7) 1im;m*gnl|= 11m|ﬂgnu >0

Potem sledi hiponormalnost operatorja B* takoj, ko vstavimo =g, ¥ (11.6)
in posljemo n proti neskonCnosti.

Pri dokazovanju eksistence zaporedja (gn) lo¢imo tri primere. Ce je
[A]20, zado3¢a pogojema (11.7) poljubno zaporedje pribliZznih lastnih vektor-
jev Ens odgovarjajocih kaki neni¢elni pribliZni lastni vrednosti A opera-
torja A. (Za A lahko vzamemo katerokoli nenicelno robno tocko spektra
oneratorja A.) Da je temu res tako, pove sklep v odstavku, ki vsebuje
identiteto (11.3). Ce je [A]<D, sklepamo podobno, le da zatnemo z nenicelno
pribliZzno lastno vrednostjo operatorja A*. Ostane 3e tretja moZnost, ko
ni niti [A]=0 niti [A]<0. Tedaj nam samo dejstvo, da je O0cl([A]), ne pomaga,
ker bi bili Timiti v (11.7) lahko enaki 0. Pa¢ pa uporabimo spektralni
izrek za sebi-adjungiran operator [A], v obliki, v kakr3ni je naveden v
(43, str. 13]. Po spektralnem izreku je operator [A] unitarno ekvivalenten
mnoZenju z neko merljivo funkcijo f na dolocenem prostoru Lz(u), kjer je u
pozitivna mera na nekem merljivem prostoru. Ker zavzame funkcija f tako po-
zitivne kot negativne vrednosti na mnoZici s pozitivno mero, ni teZko doka-
zati eksistence take funkcije ¢EL2(u), da je

fFEdu=0 din s fieiZdy >0

To pomeni, da obstaja tak enotski vektor teH, da je <[Ale,&>=0 in n[AJl£1#0.
Tedaj ustreza pogojema (11.7) kar konstantno zaporedje S 1/

Izrek 11.1 karakterizira tudi normalna posplo3ena odvajanja, saj je
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poljuben operator T normalen natanko tedaj, ko sta operatorja T in T*
hiponormalna. Potemtakem je operator DAB normalen natanko tedaj, ko sta
normalna operatorja A in B. Iz toCke (ii) izreka 11.1 sledi, da je tenzorski
produkt dveh nenicelnih operatorjev hiponormalen natanko tedaj, ko sta
oba faktorja hiponormalna.

Za splodne elementarne operatorje ne obstaja nobena podobna karakter-
izacija normalnosti. Na primer operator X - AXB+A*XB* je sebi-adjungiran
na prostoru CZ(H) za poljubna (ne nujno normalna) operatorja A,BeB(H).

11.2. Opombi. (i) Pojem hiponormalnega operatorja je mogole definirati
tudi na Banachovih prostorih. Omejen operator T na Banachovem prostoru X
imenujemo hiponormalen, Ce ga lahko napiSemo v obliki T=H+iK, kjer sta H
in K hermitska operatorja in operator H’=i(HK-KH) ne-negativen (t.j.,

V(H") < {AeR; A=20}). C€lanek [61], ki obravnava lastnosti hiponormalnih
operatorjev na enakomerno c-konveksnih prostorih (v Globevnikovem smislu),
vsebuje med drugim tudi karakterizacijo sploh vseh hiponormalnih operatorjev
na prostorih K(H) in CD(H), 1sp<e, p#2. Edini hiponormalni operatorji na teh
prostorih so posplodena odvajanja DAB’ pri Cemer sta operatorja A in B*

na prostoru H hiponormalna. V [61] je dokazana tudi tocka (i) izreka 11.1

in sicer v precej sploSnej3em okviru Banachovih prostorov.

(ii) Normalna odvajanja na algebri B(X), kjer je X Banachov prostor, je
obravnaval tudi Kyle v [60]. Del izreka 8.2, ki smo ga pripisali Shawu,
izvira dejansko iz [60]. V [60] je namre¢ dokazana formula (8.3) za posplo-
Sena odvajanja na algebri B(X).
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12. Subnormalna posploSena odvajanja
in tenzorski produkti

Operator AcB(H) imenujemo subnormalen, e obstaja tak normalen opera-
tor NeB(L), kjer je L=H, da je NiH=A. Z druaimi besedami, subnormalen
operator je zoZitev normalneaa operatorja na invarianten podprostor.

Naj imata oznaki TAB in DAB enak pomen kot v prejdnjem razdelku.

12.1 IZREK. (i) Operator DA
subnormalna operatorja A in B*.
(ii) Ce je A#0 in B#0, velja isti zakljucek tudi za onerator TAB'

B je subnormalen natanko tedaj, ko sta

Dokaz. Predpostavimo najprej, da sta A in B* subnormalna oneratorja
ter oznacimo z M in N* njuni (ne nujno minimalni) normalni razdiritvi.
Vzeti smemo, da delujeta operatorja M in N na istem Hilbertovem prostoru
L = H. Glede na razcep L= H# C)Hi1ahk0 predstavimo operatorja M in N* z

matrikama
M= [A A1] N* = [B* By
0 Az 0 B

kjer so A1,A2,B1,B2 dolo€eni linearni operatorji. Hilbertov prostor CZ(H)
lahko smatramo za podprostor v CZ(L), saj obstaja naravna vloZitev

2y - cA(1), x*BUI

Po prernJem razdelku je posploSeno odvajanje DMN normalen onerator na
prostoru C (L). Neposredno matr1cn0 mnoZenje nokaZe, da je C (H) invari-
MN (H):DAB. Torej je DAB subnormalen operator
in podoben sklep pove, da je subnormalen tudi operator TAB'

Za dokaz v obratno smer bomo potrebovali naslednji izrek Brama in
Halmosa ([16],[12]):

Operator TeB(H) je subnormalen natanko tedaj, ko je

anten podprostor za DM in D

T3 ok
(12.1) > <TJgk,T £> 20

J k=0

za vsako konéno podmnoZico {go,..,an} c H.
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Predpostavimo, da je DJﬂB subnormalen operator. Potence operatorja
DAB lahko izrazimo po formuli

j
pdx = & (-DNSAISKBS,  xec(H), §=0,1,2,..
AB =0 S

Ce upoStevamo Se definicijo skalarnega produkta v CZ(H), vidimo, da se
pogoj (12.1) za operator T=Dpp glasi takole:

n J k
(12.2) rox op (-1 sl )Z(B*SX*A*k Spd-Ty B 20
- J,k=0 r=0 s=0

kjer so X ,..,X poljubni elementi prostora C2 H). Vstavimo sedaj v
0
(12.2) szgj&hj kjer so E5o0; poljubni vektorji iz prostora H za vsak
j=0,..,n. Po enostavnem racunu dobimo
n j k " .
(12.3) £ z(—ﬂ”ﬁ(b(b<ﬁ T, A
Jsk=0 r=0 s=0

k_sgj><B*snj,B*rnk> 20

Pokazali bomo, kako sledi iz (12,3) subnormalnost operatorja A. Dokaz,

da je operator B* subnormalen, je podoben. Brez Skode za splo3Snost smemo
vzeti, da je O pribliZna lastna vrednost operatorja B*. (V nasprotnem
primeru nadomestimo operatorja A in B z A-Al in B-AI, kjer je A pribliZna
Tastna vrednost operatorja B*.) Naj bo (cm) odaovarjajoCe zaporedje pri-
bliZnih lastnih vektorjev (Hgm|F1 in 1imnB*cm|F0). Vstavimo v (12.3)

ng=n1=- =N, in nato po31jimo m proti neskoncnosti. Dobimo
n
z <AJgk,Akg >20
3,k=0 J

Po Bram-Halmosevem izreku je to zadosten pogoj za subnormalnost operatorja
A. _

Dokaz, da tudi subnormalnost operatorja TAB vk1jucuje subnormalnost
operatorjev A in B* je podoben. Namesto pogoja (12.3) imamo sedaj analoagen
pogoj
(12.4) ; <A, Ak

J.k=0

£ ><B*knj,3*J > 20

k

Ker smo privzeli, da je A#0 in B#0, imamo TAB#O. Ker je norma vsakega



i

subnormalnega operatorja enaka njegovemu spektralnemu radiju [30, str.
3111, je u(TAB)# 0 . Izrek Browna in Pearcy-a [14] pove, da je c(TAB)=
o(A)o(B); torej je o(B)# 0 . Zato obstaja toCka g#0 v robu mnoZice o(B*).
Ta tocka je pribliZna lastna vrednost operatorja B*; naj bo (cm)
ustrezno zaporedje pribliznih lastnih vektorjev. Nadomestimo sedaj v
(12.4) vse vektorje ns 2 istim vektorjem b in po31jimo nato m proti
neskoncnosti. Dobimo
N gkad ade gk

) z_ B BY<A gk,A gj> %0
J,k=0
To pa je zadosten pogoj za subnormalnost operatorja A, saj so vektorji
aj poljubni in g#0. //

Opombe. (i) Operator TeB(H) imenujemo kvazinormalen, e komutira
z operatorjem T*T. Vsak normalen operator je olitno kvazinormalen.
Dokazati je mogoCe, da je vsak kvazinormalen operator subnormalen [16,
str. 115] in ni teZko videti, da je vsak subnormalen operator hiponormalen.
K1jub tem odnosom pa je karakterizacija kvazinormalnih posplo3enih odva-
janj na CZ(H) nekoliko drugacna od karakterizacije subnormalnih in
hiponormalnih posploSenih odvajanj. Operator DAB je kvazinormalen natanko
v enem od naslednjih primerov: (1) operatorja A in B sta oba normalna;
(2) obstaja tak A€f, da je A=Al in operator (B-Al)* kvazinormalen; (3) ob-
staja tak Aef, da je B=Al in operator A-AI kvazinormalen. Za operatorje
TAB pa velja pricakovana trditev: TAB je kvazinormalen operator natanko
tedaj, ko sta kvazinormalna operatorja A in B* (pri poaoju A#0#B). Dokaz
obeh trditev je v [39].

(ii) Za poljubna unitarna.operatorja U,V na Hilbertovem prostoru H
je Ty unitaren operator na prostoru CZ(H). Ker je CZ(H) Hilbertov prostor,
je na njem mnogo unitarnih operatorjev, ki se ne dajo izraziti v obliki
TAB' V nasprotju s tem pa je mogoCe na ostalih simetri¢nih normiranih
idealih in na algebri B(H) opredeliti vse surjektivne izometrije. Vse imajo
obliko X - UXV ali pa X ~ UXTV, kjer sta U in V unitarna operatorja na pro-
storu H in kjer oznacuje XT operatorju X transponirani operator alede na
dano ortonormirano bazo prostora H. Za algebre je dokazal to Ze Kadison,
za simetri¢ne normirane ideale pa Sourour v [51].
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DODATEK
Posplositev Jacobsonovega izreka o gostoti

V tem dodatku bomo posplo3ili Jacobsonov izrek o gostoti na module,
ki vsebujejo pravi absolutno maksimalni podmodul in navedli dve posle-
dici te posplositve za elementarne operatorje.

Levi modul A nad kolobarjem E imenujemo ireducibilen, Ce je A #{0}

in e A ne vsebuje nobenega pravega netrivialnega podmodula.

Vsak netrivialen endomorfizem ireducibilnega E-modula A je izomorf-
izem, kajti njegovo jedro in zaloga vrednosti sta podmodula .v A. Torej
je kolobar vseh endomorfizmov modula A, EndE(A), obseg. (To preprosto
dejstvo je znano kot Schurova lema.)

D 1. IZREK (Jacobsonov izrek o gostoti). Naj bodo ay5-53, nad
obsegom EndE(A) linearno neodvisni, b1""br pa poljubni elementi E-modula

A. Potem obstaja tak EcE, da je
(D1) Ea; = b., i=1,..,r

Dokaz izreka D 1 najdemo lahko v [36] in [57], izrek sam pa sledi
tudi iz naslednje posplo3itve, ki jo bomo dokazali tukaj.

D 2. IZREK. Naj bo A modul nad kolobarjem E in K vsota vseh pravih
podmodulov modula A. (K torej vsebuje vse prave podmodule modula A.)
Privzemimo, da EA¢K (torej je K#A) in naj bo m:A » A/K naravna preslikava.
Naj bodo ass i=1,..,r, taki elementi modg]a A, da so elementi n(ai)
linearno neodvisni nad obsegom

E*= Endg(A/K)

(E” je obseg, ker je E-modul A/K ireducibilen.) Potem za poljubne bieA,
i=1,..,r, obstaja tak E€E, da velja (D1).

Izrek D 1 je poseben primer izreka D 2, ko je K={0}. Izrek D 2 bomo
dokazali z indukcijo na r, pri Cemer pa bomo primer r=2 obravnavali posebej
v naslednji lemi. Ker je dokaz te leme podoben dokazu leme 9 v [57, str. 77],
ne bomo navedli vseh. podrobnosti.
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D 3. LEMA. Izrek D 2 velja za r=2.

Dokaz. Najprej se prepriCajmo, da je dovolj dokazati obstoj takega
elementa FEE, da velja

(D2) Fa, =0 in n(Fa,)# 0

Iz n(Fa, }#0 namrec sledi n(EFa,)=En(Fa,)#0 (ker je modul A/K ireducibilen,
[57, str. 71]). Terej podmodul EFa, modula A ni vsebovan v K in je zato
EFa2=A. Potemtakem obstaja tak GeA, da je GFaz=b2. Element E2=GF'sedaj
ustreza zahtevama E2a1=0 in E2a2=b2. Ker sta elementa ay in 2, enakovredna,
obstaja tudi tak E1€E, da je E1a1=b1 in E1a2=0. Potem vsota E=E1+E2 ustreza
pogojem (D1) za r=2.

Denimo, da element F ne bi obstajal. Potem za vsak Xe€E iz Xa1=0 sledi
Xn(a2)=n(Xa2)=0. Torej je s predpisom f(Xa1)=Xu(a2) definirana (enolicna)
preslikava f:Ea1 - A/K. Lahko je preveriti, da je f homomorfizem E-
modulov. Ker je po hipotezi n(a1)#0, je Ea1=A. (Tukaj sklepamo tako kot
v prejdnjem odstavku za element Faz.) Ker je n(az)#o in A/K ireducibilen .
modul, je En(a2)=A/K. Tako vidimo, da je f homomorfizem modula A na modul
A/K. Zaradi ireducibilnosti modula A/K je ker f maksimalni podmodul v A,
torej ker f = K (tukaj je ker f seveda jedro homomorfizma f). Potemtakem
inducira f endomorfizem f” modula A/K, pri Cemer velja f’(Xn(a1))=Xn(a2)
za vsak X€E. 0d tod sledi med drugim f*(n(a,;))=n(a,) (glejte (67, str. 771),
kar pa nasprotuje linearni neodvisnosti elementov n(a1) in n(az) nad
obsegom E, saj je f°ee! //

D 4. Dokaz izreka D 2. Izrek bomo dokazali z indukcijo na r. Za r=1

oCitno velja. Privzemimo, da velja za r-1. Kot v dokazu leme D 3 vidimo,
da je tudi tukaj dovolj dokazati eksistenco takega elementa FeE, da je

(D3) Fa1 = ,, = Far_1 =0 1n “(Far) #0

Po indukcijski predpostavki obstaja tak CeE, da je

(D4) ‘ Ca=..=C,,=0 1in Ca.=a
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Sedaj imamo dve moZnosti. Ce sta elementa n(Ca,_,) in n(a,.) 1inearn0'
neodvisna nad obsegom E; potem obstaja po lemi D 3 tak DcE, da je
DCar_1:0 in Dar=ar. Tedaj pa element F=DCGE ustreza pogojem (D3). Tako
preostane za dokazati Se druga moznost, ko je

n(Ca,_y) = fln(a,))

za kak fee: Izberimo tak acA, da je n(a)=f(n(ar)). Potem je n(a)=n(Car_1),
torej '

(D5) Car_1 = a+c

za primeren ceK. Ker so elementi n(a1),..,n(ar_z),n(ar_1—a—c) ocitno
Tinearno neodvisni nad obsegom E~ (saj je n(a,_4-a-c)=n(a,_4)-n(a)=
”(ar—1)'f(”(ar)) in feE”), obstaja po indukcijski predpostavki tak DeE,
da velja

(D'ﬁ) Da1 = e = Dar_z = 0
in
(D7) | D(ar_l—a—c) = -a-c

Postavimo sedaj F=D-DC+C. Potem imamo Fa1=..=Far_2:0 (po (D4) in (D6)),

Fapq = D(a,_q-a-c)tasc  (po (05))
=0 (po (D7))
in
Fa, = Da,.-Da +a, (po (D4))
= a
r

Ker je n(ar)#O, ustreza F vsem zahtevam (D3). //

Denimo sedaj, da je E kompleksna normirana algebra in A normiran
E-modul (glejte [57, str. 28] za definicijo normiranih modulov nad algebra-
mi). Ce je vsota K vseh pravih podmodulov modula A pravi zaprt podmodul,
potem je A/K ireducibilen normiran E-modul. Vsak endomorfizem modula A/K
je hkrati omejen operator normiranega prostora A/K (glejte dokaz trditve
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13 v [57, str. 80]). Torej je EndE(AfK) normiran obseg. Ker je edina
kompleksna algebra, ki je hkrati normiran obseg, algebra kompleksnih
Stevil £, je EndE(A/K)=€1. Linearna neodvisnost elementov ”(ai) v
izreku D 2 je tedaj obicajna linearna neodvisnost nad £. Kot poseben
primer teh razmisljanj lahko dokaZemo milejSo obliko izreka 4.3 za

normirane algebre z enim samim maksimalnim idealom.

D 5. KOROLAR. Naj vsebuje kompleksna normirana algebra A z enoto
natanko en maksimalni dvostranski ideal K in naj bodo aiEA’ =1 s ol
taki elementi algebre A, da so odseki a1+K Tinearno neodvisni v A/K.
Potem za poljubne bieA, i=1,..,r, obstaja tako naravno Stevilo m in
taki elementi xj,yj algebre A, da velja

m
Zx-a-yj= b], 'I=1,--,I"

=14 13,
Za dokaz korolarja zado3Ca opaziti, da je A normiran modul nad
algebro E vseh elementarnih operatorjev na A, K absolutno maksimalni
podmodul ter uporabiti izrek D 2.
Na podoben nac¢in kot smo v prvem razdelku dokazali korolar 1.3
sledi sedaj iz korolarja D 5

D 6. KOROLAR. Naj vsebuje normirana kompleksna algebra z enoto samo
en pravi maksimalni ideal K. Nadalje naj bo J poljuben dvostranski ideal

algebre A in

elementaren operator na algebri A. Ce je zaloga vrednosti operatorja E
vsebovana v idealu J in elementi bi+K algebre A/K linearno neodvisni,
potem je aiEJ za vsak i=1,..,r.

Za algebro B(H) sta korolar D 6 dokazala Ze Apostol in Fialkow.
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0ZNAKE

Stevila, ki sledijo pojasnilom, pomenijo strani, kjer so simboli

definirani.

A
B(H)
K(H)

C(H)
cP(H)
E

End,(A)

A,B,C,T,X,Y
A®B

A®B

P,

AlL

AL

A*

Prostori

Banachovi prostori

Hilbertovi prostori

L je podprostor prostora H

ortogonalni komplement podprostora L

prostoru H konjugirani'(nasprotni) Hilbertov prostor, 40
direktna vsota Hilbertovih prostorov H in L

tenzorski produkt Hilbertovih prostorov H in L

Algebre in ideali

splosna (Banachova) algebra

algebra vseh omejenih operatorjev na prostoru H

ideal kompaktnih operatorjev ali pa maksimalni

ideal v B(H)

Calkinova algebra, 9

von Neumann-Schattenov razred, 39

algebra elementarnih operatorjev na splosni (Banachovi)
algebri

kolobar endomorfizmov E-modula A

Splo3ni operatorji

linearni operatorji

direktna vsota operatorjev na Hilbertovih prostorih
tenzorski produkt operatorjev na Hilbertovih prostorih
ortogonalni projektor na podprostor L

zoZzitev operatorja A na podprostor L

kompresija operatorja A na podprostor L, 15

operatorju A adjungirani operator



a(A)
W(A)
V(A)
w(A)
Vo(A)

M (A)

W (A)
(n)(A)
p(A)

t(A)

Jus w2 r)
B(A1,..,A

Y(Ags--5AL)
a (A1,..,Ar)

55(A)

a(A,B)
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AB-BA
A*A-AA*

Elementarni operatorji

sploini elementarni operator, 3, 8
posplo3eno odvajanje, 3

operator X - AXB> 66

levo mnoZenje z operatorjem A, 47
desno mnoZenje z operatorjem A, 47

Operatorjem prirejeni parametri

spekter operatorja A

prostorski numeriéni zaklad operatorja A, 47
algebraiéni numericni zaklad operatorja A, 47
numericni radij operatorja A

bistveni numericni zaklad operatorja A, 49, 50
maksimalni numericéni zaklad operatorja A, 30
normalizirani maksimalni numericni zaklad, 42
n-ti prostorski matri¢ni zaklad operatorja A, 63
numericna razdalja operatorja A od mnoZice
skalarnih operatorjev, 36

sled operatorja A, 40

MnoZicam operatorjev prirejeni parametri

mera linearne neodvisnosti, 15
str. 15 '
str. 15

mera bistvene linearne neodvisnosti, 23

razdalja operatorja A od mnoZice skalarnih mnogo-
kratnikov operatorja B, 32
str. 42
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Nekatere splosne oznake

zaprtje mnozice V

str. 53

konveksna ogrinjaca mnoZice V

polinomska ogrinja¢a podmnoZice o kompleksne ravnine
argument kompleksnega Stevila A

realni del kompleksnega Stevila A

skalarni produkt vektorjev £ in n

enotska sfera v £"

druZzina vseh r-razseZnih podprostorov danega
Hilbertovega prostora

kvocientna preslikava (npr. iz B(H) v B(H)/K(H))



