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CASOVNA ZAHTEVNOST ALGORITMOV

Gotovo so med vami lastniki raGunalnika SPECTRUM 16 K. Prepri¢an sem, da
so se ze veckrat jezili, ker niso mogli naloZiti programov, ki so sicer pisani za
povsem enak raé¢unalnik SPECTRUM 48 K, le da ima slednji na razpolago veé;ji
pomnilnik.

Zadnji¢ sem videl sprogramiran Sah za mikroracunainik, ki ima, kot se to
seveda spodobi, ve¢ teZavnostnih stopenj. Na niZjih stopnjah ga je kaj lahko
premagati, ¢e niste prehud zacetnik. Problem pa nastane, e bi hoteli ugotovi-
ti, kako igra na najzahtevnejsi stopnji. Priblizni €as, ki si ga rac¢unalnik vzame
za eno potezo, je namreé ni¢ ve€ in ni€¢ manj kot 24 ur. Rad bi ga poznal, ki
je z raéunalnikom odigral ta 3ah na najzahtevnejsi stopnji!

V prvem primeru smo naleteli na teZave s prostorom in v drugem primeru
na teZave s Casom. Zato si oglejmo, kako bi prostor in &as, ki ju potrebuje radu-
nalnik, natanéneje definirali.

Ker nas bolj zanima ¢asovna zahtevnost algoritma, bomo pustili prostor-
sko zahtevnost ob strani. Algoritem lahko definiramo povsem strogo, vendar
naj nam zadoS¢éa Ze intuitivna slika. Recimo, da reSujemo neki problem. Algo-
ritem je spisek natanéno doloéenih navodil, ki nas v konénem &asu po strogo
zacrtani poti pripeljejo do reSitve problema. Problem lahko reS§imo na ve¢ na-
éinov (z razliénimi algoritmi). Algoritem bo tem boljsi, €im manj prostora in
&im manj &asa bo porabil. Vsak problem ima tudi svojo velikost. Velikost pro-
blema je mera za obseZnost vhodnih podatkov. Ce na primer urejamo neko za-
poredije, je velikost problema Stevilo elementov zaporedja, ki ga Zelimo urediti.
Definicija 1. Casovna zahtevnost algoritma je &as, ki ga potrebuje algoritem za
resitev problema pri dani velikosti problema.

Cas je funkcija velikosti problema. Ker razli¢ni raéunalniki razli¢no hitro
radunajo, je smiselno, da za enoto ¢asa vzamemo osnovno ra¢unsko operacijo
(seStevanje, odStevanje, mnoZenje, deljenje). Ravno tako za enoto Stejemo
primerjanje vrednosti dveh spremenljivk. Ce je &asovna zahtevnost 3n* — 5n,
algoritem opravi 3n* — 5n osnovnih radunskih operacij in primerjanj.

Podobno definiramo prostorsko zahtevnost algoritma.

Zanimala nas bo le hitrost rasti zahtevnosti algoritma in ne toéna vrednost,
zato definirajmo:

Definicija 2. Funkcija g(n) je O(f(n)), ¢e obstaja konstanta C > 0, tako da je:
g(n) < C.f(n), za vse dovolj velike n.

Definicija potrebuje nekaj pojasnil. Da g(n) < C.f(n) velja za vse dovolj

velike n, pomeni, da velja za vsa naravna $tevila, ki so ve¢ja od nekega naravne-
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ga Stevila ng. Izjavo g(n) = O(f(n)) preberemo takole: funkcija g(n) je "'veliki o
od” f(n).

Casovno zahtevnost algoritma (in tudi prostorsko) navadno opisemo s
pomocjo velikega o.
Primer 1. Velikokrat imamo opraviti z zahtevnostjo, ki se izraza s polinomom
v velikosti problema. Polinom g(n) stopnje k je funkcija oblike

gln) = ak.Xk +ak-1.Xk.1 +iis +81.X1 +ag

kjer so koeﬂcrentl a; poljubna realna Stevila in je a,, # 0. Recimo, da je g(n) =

=2n* +n® —n? - 23n + 10, Tedaj je zahtevnost algoritma O{n"’j Ce namreé
za konstanto C vzamemo C = 3, potem je pogoj 2n*+n®—n?—23n+10 < 3n*

izpolnjen kar za vsa naravna 3tevila in lahko izberemo ny = 0. Nasploh velja, da
zahtevnost polinoma dobimo tako, da vzamemo vodilno potenco polinoma.
Tako je 5n® + 1000 + 99n = 0(n?®). Kako velik n, moramo vzeti, &e izbere-
mo C = 6? (ny = 100). Seveda bi bil ny manjsi, &e bi izbrali veéjo konstanto C.

Vprasajmo se, kak3na je ¢asovna zahtevnost algoritma za igranje 3aha. V
nacelu je algoritem tak, da pregleda vse kombinacije in se nato odloéi za naj-
boljSo. No, vseh moznih kombinacij do konca partije prav gotovo ne bo pre-
gledal. Za koliko potez vnaprej naj torej gleda vse moZnosti? Ce gleda samo za
eno potezo, tedaj niti ni tako veliko moZnosti. Seveda bo igral temu primerno
slabo. Ce se odloé&i za dve, mora upostevati vse mozne nasprotnikove odgovore
na prvo potezo ... Gotovo slutite, da $tevilo kombinacij z vsako naslednjo po-
tezo strahovito hitro raste, Seveda bo igral tem bolje, ¢im ve¢ potez vnaprej
bo gledal. Odtod izvira velika poraba ¢asa za igranje na zahtevnejsih stopnjah.
Ustvarjalci programov za igranje $aha se zato trudijo, da bi z globljim pozna-
vanjem 3$aha pregledovali samo nekatere kombinacije in se med temi odlogili
za pravo potezo.

V ocenjevanju zahtevnosti imajo poseben pomen eksponentne funkcije.
Funcija f(n) je eksponentna, ¢e je oblike f(n) = a", kjer je a neko pozitivho
Stevilo. Primer eksponentnih funkcij sta f(n) =27 in f(n) =
Naloga. Pokazi, da funkcija f{n) = 2" ni O(nX) za noben k.

Glavna znacilnost eksponentnih funkcij je, da strahovito hitro nara$¢ajo. Po-
znamo tudi funkcije, ki narad¢ajo Se hitreje kot eksponentne, na primer

fln) =

pa tudi take, ki narad¢ajo pocasneje kot eksponentne, pa vendar hitreje kot
katerakoli potenca (na primer f(n) = n '097)  Kakrénokoli funkcijo izmed
omenjenih Ze sreamo, se nam ne pise dobro.
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Naloga. Recimo, da je velikost problema n. Imamo tri algoritme: prvi je zahte-
vnosti n, drugi n® in tretji 37. Predpostavimo, da ruéunalnik za eno operacijo
potrebuje mikrosekundo (10 s). Kako velika je lahko naloga v vsakem od
primerov, &e imamo na razpolago uro raéunalniskega éasa (3.6.10°, 1532, 20)?

Algoritem je eksponenten, ¢e je zahtevnosti O(f(n)), kjer je f(n) eksponentna
funkcija. Podobno je algoritem polinomski, ¢e je zahtevnosti O(f(n)), kjer je
f(n) polinom. Problem igranja Saha je po svoji naravi €asovno zelo zahteven, saj
je njegova zahtevnost vsaj eksponentna, ée ne celo veé. Ce za dani problem ne
znamo poiskati boljSega kot eksponentni algoritem, potem lahko obupamo ali
pa malo pogoljufamo pri reSevanju problema na razliéne nacine. Pri Sahu po-
goljufamo tako, da ne gledamo preve¢ potez vnaprej in s tem naredimo pro-
blem majhen.

Naloga. Morda kdo misli, da bodo hitrejsi ratunalniki resili po&asne algoritme.
Vendar temu ni tako. Recimo, da imamo na razpolago tisoCkrat hitrejsi racu-
nalnik kot v prej$nji nalogi, torej osnovno operacijo opravi v nanosekundi
(10°° s). Za iste zahtevnosti se zopet vpra$ajmo po najvedji obseznosti, ki jo za
vsakega med njimi lahko opravimo v eni uri (3.6.10'2, 15327, 26). Opazimo,
da smo pri eksponentnem algoritmu zelo malo pridobili.

Za konec si oglejmo 3e nekaj primerov.

Primer 2. Iskanje najvecjega elementa zaporedja.

Recimo, da imamo neko poljubno zaporedje n Stevil, v katerem moramo
poiskati najvecji element. Prav gotovo moramo pogledati vsa 3tevila, saj bi
lahko bilo najveéje stevilo ravno tisto, ki ga nismo pogledali. Narediti moramo
torej vsaj n osnovnih operacij. Sestavi algoritem, ki bo poiskal najvedji element
zaporedja v ¢asu O(n).

Primer 3. Urejanje zaporedja.

V praksi se velikokrat sreCamo s problemom urejanja zaporedja. Zanj je
izdelana Ze zelo obseZna teorija. Morda najpreprostejsi algoritem bi bil nasle-
dnji: pois§¢emo najveéji element in ga damo na prvo mesto, nato med preostali-
mi poiSéemo najvecjega in ga damo na drugo mesto, ... Poizkusi dokazati, da je
¢asovna zahtevnost tega algoritma O(n?). Toliko &asa algoritem potrebuje tu-
di v primeru, ko so vhodni podatki Ze urejeni. Radovednej$im naj povemo, da
je ¢asovna zahtevnost najbolj$ih algoritmov za urejanje O(n.logn).

Primer 4. Delitev mnoZice.

Imejmo kon&no mnozico A z elementi iz mnoZice naravnih Stevil. Vpra3aj-
mo se, ali lahko to mnozico razdelimo na dve podmnozici A; in A, tako, da je
vsota elementov v podmnozicah enaka. Ce je A ={13, 4,10, 11,8}, sta mno-
zici Ay = {13, 10 ¥ in A;=1{4,11,8 } reSitev problema delitve mnozice A.
Problem je videti preprost, tako da ga verjetno ni tezko resiti. Vendar nas prvi

127



vtis ne sme zavesti. Dosedaj namre¢ Se nihce ni naSel polinomskega algoritma
za problem delitve mnoZice (naj opozorimo, da je v tem primeru velikost nalo-
ge dolzina zapisa podatkov in ne recimo najvecje dano Stevilo). Celo veé: &e
bi komu to uspelo, bi s tem resil tudi veliko §tevilo drugih pomembnih proble-
mov (nekaj tiso¢!), za katere tudi $e ne poznamo polinomskega algoritma.

Sandi KlavZar

128





