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O DELITVI DEDISCINE

Zacnimo s staro zgodbo o kamelah. Bogat trgovec z Bliznjega vzhoda je
zapustil svojim trem sinovom 17 kamel. V oporoki je dolocil, naj dobi
najstarejsi polovico, srednji tretjino in najmlajsi devetino teh kamel. Si-
novi niso vedeli, kako naj si razdelijo dediséino, saj bi radi vsi imeli samo
Zive Zivali, posamezni kosi jim ni bi dosti koristili. Srednjemu bi na pri-
mer pripadalo pet kamel in e dve tretjini. Zato so se za nasvet obrnili na
kadija. Ta jim je naroéil, naj ¢redo privedejo na njegovo dvoriéée. Ko je
bilo to storjeno, je dodal k trgovéevim Se eno svojo kamelo, tako da jih je
bilo zdaj 18. Nato je razsodil takole: najstarejsi naj vzame polovico crede
18 kamel, torej 9, srednji tretjino, to je 6, in najmlajsi devetino, se pravi
2. Sinovi so odpeljali 9+ 6+ 2 = 17 kamel. Ena kamela, namreé kadijeva,
pa je ostala. Bratje so bili z razdelitvijo zelo zadovoljni, saj so vsi dobili
samo Zive Zivali in vsak celo nekaj ve¢, kakor bi mu pripadalo po oporoki:
najstarejsi pol kamele ve¢, srednji tretjino in najmlajsi devetino kamele
ved,

Kako je kadi naSel tako imenitno resitev naloge? Tega seveda ne
vemo. Danes pa bi lahko razmisljali takole: Ker je vsota ene polovice, ene
tretjine in ene devetine enaka 17/18, torej manj kakor 1, sinovi ne dobijo
vse za.puéc“:ine, (“:e se dobesedno drzimo oporoke. So pa njihovi delezi v
razmerju 1 : 3 : 5. Zato bo povsem v skladu z ocetovo voljo, Ce se celotna
¢éreda razdeli v tem razmerju. Ker je prvi sin dobil 18/2, drugl 18/3 i "
tretji 18/9 kamel, je kadi res razdelil zapustino v razmerju ; 1:1: L
Povrh se je delitev izéla s celimi zZivalmi.

Oglejmo si zdaj splosni primer. Denimo, da znasa dedi§éina k kamel
in da dobi najstarejsi sin m-ti del, srednji n-ti del in najmlajsi p-ti del
teh kamel. Tu so m, n in p naravna stevila. Ce tevilo k ni deljivo z m,n
in p, ne bodo dobili vsi sinovi samo Zivih Zivali. Nadalje ni reéeno, da
je vsota vseh delezev enaka dediséini, lahko je manjsa, lahko tudi veéja.
Zato spet razdelimo kamele v ustreznem razmerju, se pravi v razmerju

1 . 1 1 . . . . . . . .
it Tore bo dobil prvi sin Z-, drugi Z in tretji = kamel, kjer je

m H
r sorazmernostni faktor, ki ga moramo tako izbrati, da bodo vse kamele

razdeljene, da bo torej
PP T
— 4 —4—-=Fk (1)
m n p

Denimo, da pripada pri tej delitvi vsakemu dediéu celo stevilo Zivali. Po-
tem so kvocienti r/m,r/n in r/p cela stevila. To pa pomeni, da je tudi r
celo §tevilo, in sicer je r skupni veckratnik m,n in p, saj je z vsemi temi
stevili deljiv.
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Ce so naravna stevila m,n, p dana, lahko vzamemo za 7 poljuben
njihov skupni veckratnik in nato izra¢unamo k iz enacbe (1). Pri tem
stevilu kamel se delitev med dediéi izide z Zivimi Zivalmi. Zgled: Naj bo
m=2,n=231in p=4. Za r vzamemo najmanjsi skupni veckratnik, torej
r = 12. Iz enacbe (1) izracunamo k = 13. Prvi sin dobi r/m = 12/2 = 6,
drugi r/n = 12/3 = 4 in tretji r/p = 12/4 = 3 kamele, skupaj 13 kamel.

Zapisimo enacbo (1) v tejle ekvivalentni obliki

do 1,1 & (1)
mon P -7
Imamo tri moznosti: ali je r = k, alir > k, ali pa r < k. V prvem primeru
zadoséajo naravna Stevila m, n, p enacbi

1 [ §
—+—+-=1, (2)
m n p

v drugih dveh primerih pa eni izmed neenacb

1 { O |
_+_+_<Is ?)k, (3)
m n p

oziroma
1 ; A |
—+—=4=>1, r<k. (4)
m n p

kadar je manjsa, in neenacba (4), kadar je vecja od dediscine.

Poiséimo najpre]j resitve enacbe (2). Smemo vzeti — to bomo v na-
daljnjem vselej storili — da so naravna stevila m,n, p takole urejena po
velikosti: m < n < p (to pomeni, da mlajsi brat ne dobi ve¢ kakor sta-
rejsi). V enachbi (2) mora biti m vecji od 1, ker je pri m = 1 leva stran
vecja od 1. Ne more pa biti m vegji od 3, saj je pri m > 3 leva stran
manjsa od 1. Zato sta samo dve moznosti: ali je m = 2 ali m = 3. Pri
m = 2 dobimo iz (2)

n p 2
Oé¢itno mora biti tu n veéji od 2 in manjsi od 5. Pri n = 3 imamo p = 6,
pri n = 4 pa p = 4. Ostane Se moznost m = 3. Tedaj sta tudi n in p
enaka 3, sicer bi bila leva stran v (2) manjsa od 1. Tako smo ugotovili, da
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premore enacba (2) v bistvu samo tri resitve v naravnih stevilih m,n, p.
Te resitve kaZe razpredelnica I:

[X)
w e |w|s
W ||

Razpredelnica I.

Ce torej razdelimo dediséino med tri osebe tako, da dobi prva m-ti
del, druga n-ti del in tretja p-ti del, kjer so m, n, p naravna stevila, pri tem
pa je vsa dedii¢ina razdeljena, imamo samo tri moZnosti: (a) ena oseba
dobi polovico, ena tretjino in ena Sestino, (b) ena oseba dobi polovico,
ostali dve obe po cetrtino in (c) vsaka oseba dobi tretjino. Denimo, da je
dediséina éreda kamel. Ker obravnavamo primer k = r in je r veckratnik
stevil m, n in p, se delitev izide s celim stevilom zivali, e je pri prvi resitvi
stevilo kamel k veckratnik Stevila 6, pri drugi veckratnik 4 in pri tretji
veckratnik stevila 3.

Oglejmo si zdaj neenacbo (3). Ta je oéitno izpolnjena, ¢e so vsa tri
§tevila m,n in p veGja od 3. Zato je resitev nesteto.

Neenacba (3) velja tedaj, ko je k < r, in je zato veckratnik r vegji
od &tevila kamel. V tem primeru dodamo k éredi, ki je dediséina, e
r — k kamel, tako da jih imamo potem r. Najstarejsemu pripada m-ti del,
srednjemu n-ti del in najmlajSemu p-ti del od érede r kamel. Vsi trije
bratje dobijo skupaj k kamel (to pove enacba (1)), dodanih r — k kamel
pa ostane.

V zgodbi, ki smo jo navedli v zacetku, je kadi dodal eno samo kamelo.
Kdaj to gre, se pravi, kdaj je enacba (1*) resljiva pri r — k = 1?7 Ce je
k = r—1, jo lahko zapisemo v obliki

ofn e gk 5)
m n p r
Is¢emo resitve v naravnih stevilth m,n,p in r. Tudi tu bomo privzeli,
da je m < n < p < r (zadnja neenakost velja zato, ker je r veckratnik
m,n, p). Hitro vidimo, da je m najmanj enak 2 in najve¢ 4 (pri m =1 je
namreé leva stran v (5) vecja od 1, pri m > 4 pa manjsa od 1). Zaénimo
torej z m = 2. Potem je otitno n najmanj 3. Ce je n = 3, dobimo iz (5)
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enacbo

-+

1

P 6

Vidimo, da je p vegji od 6, toda
manjd§i od 13 zaradi pogoja
p < r. Cele resitve dobimo prip =
=17,8,9,10 in 12. Nadaljujemo z
n = 4, nato za n = 5 itd. Tako
najdemo brez tezave vse resitve
enacbe (5) v naravnih Stevilih.
Stirinajst jih je, kaze pa jih raz-
predelnica II.

Pogoj, da je r veckratnik m, n
in p, je izpolnjen pri vseh resitvah
razen pri dveh, namre¢ pri resitvi
m=2,n=3,p=10,7=151n pri
m=3,n=p=4,r=6.

Stevilo kamel je tu enako k =
= r — 1, torej k = 41 pri prvi
reitvi iz razpredelnice. Ker je v

| (|
-

m n P r
2 3 7 42
2 3 8 24
2 3 9 18
2 3 10 15
2 3 12 12
2 4 5 20
2 ! (5] 12
2 4 8 8
2 5 5 10
2 6 6 6
3 3 4 12
3 3 6 G
2 4 4 6
1 4 4 4

Razpredelnica II.

tem primeru m = 2,n =3 in p = 7, dobi prvi sin polovico, drugi tretjino
in tretji sedmino. Delitev napravimo tako, da dodamo 41 kamelam se
eno. Prvemu pripada potem polovica od 42 kamel, se pravi 21, drugemu
tretjina od 42, to je 14, in tretjemu sedmina od 42, torej 6. Vsi sinovi
skupaj dobijo 21 + 14 + 6 = 41 kamel, dodana kamela pa seveda ostane.
Kako je z resitvami neenacbe (4) v naravnih stevilih? Takoj vidimo,
da mora biti m manjsi od 3, ker je leva stran manjsa ali enaka 1, e je
m > 3. (Tudi tu privzamemo, da je m < n < p.) Pri m = 1 sta lahko n
in p poljubni naravni stevili. Pri m = 2 pa so tele moznosti: n = 2,p je
poljuben, nadaljen = 3,p= 3, potemn = 3,p=4 in konénon = 3,p = 5.
Spet sestavimo razpredelnico resitev:

n

poljuben

poljuben

poljuben

B | B | =

3

L

3
3
3

!
3

Razpredelnica ITT.
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Delitev kamel med dedice v tem primeru ni tako preprosta, ker mo-
ramo najprej nekaj Zivali odvzeti (zaradi r < k) in potem spet dodati.
Enacbe (2) ne sre¢amo smo pri

delitvi dedisGine med tremi oseba-
mi, temveé tudi drugod. Oglejmo
si primer iz geometrije. Radi bi po- A\ / \/\
krili ravnino s trikotnimi plogéami,
in sicer tako, da sta dva trikotnika
tega pokritja zrcalni sliki drug dru-
gega, e imata skupno stranico. S
kaksnimi trikotniki to gre? Imejmo B c!
torej trikotnik ABC s koti «, 3,7. Slika 1.
Ce ga zrcalimo cez stranico AB,
dobimo skladen trikotnik ABC", ki pa je nasprotno orientiran kakor ABC
(slika 1). Zrcalimo zdaj trikotnik ABC" prek stranice AC’. Novi trikotnik
AB'C" je nasprotno orientiran kakor ABC', torej enako orientiran kakor
prvotni ABC'. Trikotnik A B'C” nastane tudi z vrtenjem prvotnega trikot-
nika ABC' okoli oglisca A za kot 2a. Nadaljujmo z zrcaljenji, in sicer vedno
prek stranic, ki imajo eno krajisée v tocki A. Po 2m korakih pridemo do
trikotika, ki ga dobimo tudi tako, da prvotni trikotnik zavrtimo za kot
2ma okoli oghséa A. Ali se lahko zgodi, da ta trikotnik pri primerno
izbranem m natancno pokrije prvotni trikotnik ABC? O¢itno je to res
tedaj, kadar smo trikotnik ABC z 2m zrcaljenji zavrteli za 360°, se pravi,
kadar je 2ma = 360°. Od tod dobimo e = 180/m. Tudi obratno velja: ée
je & m-ti del iztegnjenega kota, pridemo po 2m zrcaljenjih do trikotnika, ki
se ujema z danim trikotnikom ABC' (z orientacijo vred). Z 2m trikotniki
pokrijemo natanko enkrat neko okolico ogliséa A. Pri tem sta dva sosednja
trikotnika vedno zrcalni sliki drug drugega.

Kar smo povedali za oglisce A in kot «, velja seveda tudi za oglisce
B in kot 3, oziroma za C' in kot . Zdaj zrcalimo Cez stranice, ki imajo
eno krajisée v toéki B. Ce je 8 = 180/n, kjerje n naravno §tevilo, bomo z
2n trikotniki natanko enkrat prekrili neko okolico ogliséa B. In e je v =
= 180/p, zrcalimo pa ¢ez stranice, ki imajo eno krajisce v tocki C', pokrije
2p trikotnikov neko okolico ogliséa C. Denimo, da so ti pogoji izpolnjeni
pri vseh treh ogliscih, da se torej koti trikotnika izrazajo takole

180 180 180

o =

Tedaj pokrijemo z zrcalnimi trikotniki okolice vseh treh oglisé A, B in C,
z nadaljnimi zrealjenji pa tudi okolice na novo dobljenih oglis¢ C', B’ itd.
Séasoma bodo torej trikotniki prekrili vso ravnino natanko enkrat. Lahko
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re¢emo, da smo na ravnino polozili parket, kjer so parketne plosce trikot-
niki. Dve ploséi, ki imata skupno stranico, sta vselej zrcalni sliki druga
druge.

Ce sestejemo kote (6) in upostevamo, da je vsota trikotniskih kotov
180°, dobimo enacbo, ki se po krajsanju s faktorjem 180 glasi

L LW »
m n p

To pa je enacba (2). Ugotovili smo, da ima enacba (2) v bistvu le tri
reSitve v naravnih stevilih m,n in p. Ce namre¢ privzamemo, da je
m<n<p jebodisim=2 n=3p=06bodisim=2n=p=41
bodisi m = n = p=3. V prvem primeru imamo kote o« = 180/2 = 90°,
g = 180/3 = 60°, v = 180/6 = 30°; pripadajoéi trikotnik je polovica
enakostrani¢nega trikotnika. V drugem primeru so koti o = 180/2 = 90°,
B = v = 180/4 = 45°; trikotnik je polovica kvadrata. V tretjem primeru
pa je a = f = v = 180/3 = 60°; trikotnik je enakostranicen (slika 1).
Pokritje ravnine s prvimi trikotniki kaze slika 2, z drugimi slika 3.

Ry | 1| TR : f
gy 1y i — H iyl
! HHLYd i
i 1l 1l A 1l il
S A WA
CAANY B i == | i
ey - e { Hi III "o III ':I =
e Ei E:II' '”{i 2\ IHF' :::i 2\
S ——i i) | e i} | =
: < ey |} == i
N = . S H i ) h i
- ] - [ It it Il I|'|
K : RN A Hlll' I":',' 2, “”' 'll::
The £ pe = el ==} :
Slika 2. Pokritje ravnine s skladnimi tri- Slika 3. Pokritje ravnine s skladnimi tri-
kotniki s koti oo = 90°, 3 = 60°, v = 30°. kotniki s koti & = 90°, 8 = v = 45°.
Osenéeni in neosenéeni trikotnik sta ved- Osenceni in neosenceni trikotnik sta ved-
no zrealni sliki drug drugega. no zrecalni sliki drug drugega.

Kaj pa neenacbi (3) in (4)? Zvezo (*) med &tevili m,n in p smo
izpeljali iz dejstva, da je vsota notranjih kotov v trikotniku 180°. To
velja za naso obicajno evklidsko geometrijo. V neevklidski geometriji pa
je vsota kotov manjsa od 180°. Ce ho¢emo pokriti neevklidsko ravnino na
podoben naéin s skladnimi trikotniki, ugotovimo kakor prej, da se morajo
koti e, 3,7 teh trikotnikov izrazati v obliki (6), kjer so m,n in p naravna
dtevila. Ker je vsota kotov zdaj manjsa od 180°, zadoscajo m,n in p
neenacbi (3). Ta pa ima nesteto reSitev v naravnih stevilih. Zato lahko
neevklidsko ravnino pokrijemo na neskonéno razliénih naéinov s skladnimi
trikotnimi ploscami.
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Sferi¢ni trikotnik je trikotnik na sferi (povrsini krogle). Njegove stra-
nice so loki glavnih krogelnih krogov, glavni krogelni krog pa dobimo, ¢e
prerezemo sfero z ravnino, ki gre skozi sredisée sfere. Vsota notranjih
kotov sferi¢nega trikotnika je veéja od 180°. Ce si spet zastavimo na-
logo pokriti sfero s trikotniki tako, da sta dva trikotnika, ki imata skupno
stranico, zrcalni sliki drug drugega, ugotovimo, da se koti o, 3,~ trikot-
nikov izrazajo v obliki (6). Ker je vsota kotov vedja od 180°, velja zdaj
med m,n in p neenacba (4). Resitve v naravnih stevilih kaze razpredel-
nica III. Vendar resitve, pri katerih je m = 1, ne pridejo v postev, ker
so koti v trikotniku manjsi od 180°. V evklidski in neevklidski geometriji
Je stevilo skladnih trikotnikov, ki pokrivajo ravnino, neskonéno. Sfera pa
ima konéno povrsino, zato je stevilo trikotnikov, ki jo prekrivajo, konéno.

Povejmo §e to, da je razdelitev sfere na skladne oziroma zrcalne tri-
kotnike povezana s pravilnimi poliedri.

lvan Vidav





