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SUPERKROZNICE

Koordinati poljubne totke na enot-
ski kroZnici, to je kroZnici s polme-
rom 1 in sredi¥€em v koordinatnem
izhodi¥¢u, zado¥tata enalbi x2 +
+y%2 = 1. Ce je totka X(x,y)

presek te kroZnice s poltrakom, ki
oklepa kot t s pozitivno stranjo abs-
cisne osi, vella x = cost in y =
= sin t. Odlo€imo se, da bomo kote
merili v radianih. Potem je t razda-
lja, ki jo prehodimo, &e gremo po
kroZnici v pozitivni smeri od totke

T(1,0) do totke X.

Dopolnimo slike z dvema kvadra-
toma in se napotimo iz totke T v
pozitivni smeri po robu notranjega
kvadrata. Poljubno totko N bomo

podali s koordinatama x = Cy(t) in
y = 51(t), kjer t pomeni razdaljo,
ki jo prehodimo, & gremo po tem
kvadratu od totke T do toZke N.
Narisimo funkciji C1(t) in Sy(t):
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Poskusimo zapisati C1(t) v eksplicitni obliki. Najprej se omejimo na
interval [0,4v/2]. Lomljenc &rto dvignimo za 1 (lom bo torej v (2v/2, 0)) in



335

del, ki je levo od loma, preslikajmo preko abscisne osi. Dobimo dalji;:o, ki leZi
na premici y = — — 2. Za vsak t € [0,4v/?2] je zato Cy1(t) = |— — 2| —
p ¥ p [ 1i it) ==

— 1. Ofitno to ne velja za take ¢, ki niso na intervalu [0,41/2], saj dobimo
vrednost 3, &e vstavimo v formulo t = 6\/2, Cy(t) pa zavzame le vrednosti
z intervala [—1,1], pa Se periodiéna je. Ce se namreé odlogimo, da bomo
korakali naokrog po notranjem kvadratu, bomo na vsakih 4\/2 prehojenih
enot prili v isto totko. Zato po majhnem premisleku nekoliko popravimo
zgornji zapis za Cy(t). Dobimo novega, ki velja pri vsakem t:

([a] pomeni najvegje celo 3tevilo, ki ni ve&je od a). Vsi, ki se radi sami
prepri€ajo v pravilnost zapisa, bodo hitro preverili, ali velja tudi za negativne
t. Ce bi se namret odlotili za tek po kvadratu od togke T v smeri urinih
kazalcev, bi (kot matematiki) razdalji za sabo dodali negativen predznak, graf
funkcije Cy(t) pa nadaljevali e na negativno stran.
S funkeijo S1(t) hitro opravimo. BeZen pogled na graf pove, da je le za
2 premaknjena od prejinje funkcije, zato

sl(t)=|“\‘/§‘/§_4 lt;\/‘_ﬂ —2|—-1.

Pa se podajmo na pot iz totke 7 (1, 0) 3e po zunanjem kvadratu. Naj bo
tako kot prej t razdalja, ki jo prehodimo, da pridemo do totke s koordinatama
x in y, z zapisoma x = Coo(t) in y = Soo(t) pa poudarimo, da sta koordinati
odvisni od prehojene razdalje. Narifimo grafa:
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Bralcem pustimo, da poii€ejo ekspliciten zapis funkeij Co, in Soo. Vpra-
Zajmo se, zakaj smo uporabili indeks 1 oziroma co. Za zatetek se omejimo
na prvi kvadrant. To pomeni, da opazujemo par funkcij C;,S1leza 0 < t <

1 2
= Coo(z)
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< V2inpar Coo, Soo 2a 0< £ < 2.

Na sliki je narisanih pet krivulj z oz- y
nakami 2/3, 1, 2, 5 in oc. Da- |
ljica, ki veze togki (1,0) in (0,1),
le%i na premici x +y = 1. Ce to
zapi¥emo v obliki x! 4+ y! = 1, vidi-

0.8

mo, da ima indeks 1 svoj pomen pri 0.6

opisu te poti. Krivulja z oznako 2
je enotska kroZnica x2 + y2 = 1,
zato lahko piemo Cy(t) = cost in
So(t) = sint. Oznako 5 nosi krivu-
lja x> + y> = 1, ki je le ena od
mnogih v druZini krivulj x™ 4+ y" = 02 04 06 03 z
= 1. Pri vsakem n lahko krivuljo

opifemo s parom funkcij (Cp, Sp):

vsako toZko (x, y) krivulje podamo z x = Cp(t), y = Sn(t). Ce n vetamo,
se krivulja vedno bolj prilega poti, ki smo jo opisali s paroma C., S, tako da
indeks oc ni kar iz trte zvit. Odlo&imo se, da bomo vsem krivuljam, katerih
koordinati poljubne totke veZe enagba x" + y" = 1, rekli superkroZnice.
Pri tem nas ne bo motilo, da superkroZnici, ki ju doloZata para (Cy, S1) in
(Coo, S~), nista niti malo okrogli. Se veZ, n bomo spustili pod 1, prili
do x2/3 4 y2/3 = 1, ki i re€emo astroida, in se podali z n prav do 0, ko
se krivulja prilepi na koordinatni osi. NariSimo grafa funkeij x = Co(t) in

V= Sg(t):
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Ko hotemo zapustiti prvi kvadrant, se pojavijo teZave, vendar se jih
znebimo, €e na pomoé poklicemo absolutno vrednost. Tako je na primer
absolutna vrednost Stevila a, kar ozna&imo z |a|, razdalja med &tevilom a in
$tevilom 0 na Ztevilski premici, ta pa je zmeraj pozitivna. Ce smo z x! +
+ y! = 1 podali daljico. ki je povezovala totki (1,0) in (0,1), potem z
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[x|*+|y|* = 1 predstavimo kvadrat z ogli&i (1,0), (0, 1), (—=1,0) in (0, —1).
V splo¥nem bomo torej superkroZnico podali z

Ix|" + |y|" = 1.

Pri nekaterih n so sicer oznake za absolutno vrednost odveZ (na primer pri
n = 2), vendar pa ni zmeraj tako. Pomislite, kaj bi se zgodilo, e pri n = 1,
3 ali 1/2 ne bi imeli absolutne vrednosti.

V tem sestavku je problem predstavljen le v grobem. To je bila ena od
tem na Raziskovalnih dnevih iz matematike za srednjesolce, ki jih je Drustvo
matematikov, fizikov in astronomov Slovenije organiziralo septembra 1991,
Vsebina je povzeta iz revije Function, ki jo za srednjeSolce iz Avstralije izdajajo
na Monash University v driavi Victoria.

Seveda ostajajo odprta &e mnoga vpraZanja; zapifimo jih le pet:

1. Funkeiji Cp, Sp zado8Zata nekim lastnostim trigonometriénih funkcij,
na primer

Cn(0)=1,5,(0)=0
Cn(—t) = Ca(t), Sa(—t) = =Sa(t)
Ch(t)+ Sp(t) =1

Kaj pa druge lastnosti?

2. Enatbo |x|" + |y|” = 1 smo obdelali le za n > 0. Kaj se zgodi, e
izberemo n < 07
3. Kako si razlagamo enakosti

xI°+1y[° = Lin [x|®+|y|® =1,
ki ju dobimo kot skrajna primera?

4. Ce s T, oznatimo periodo
funkecij C,, in Sp, je ta seveda ena- 25
ka obsegu ustrezne superkroZnice. 42
Najmanj&i obseg ima |x|! + |y|! =
=1, saj je T1 = 4V/2, najve&ja ob-
sega pa dobimo pri n =0 in n =
= 00, ko je Tg = Tos = 8. Na sliki
imamo T, kot funkcijo indeksa n.
O podrobnostih pa ne vemo Ze nig
dolognega.

Ta
-
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5. Vemo, da je T = 2w. Po sliki sodeZ obstaja razen N = 2 Se neki
0< N <1,daje Ty = 27. Kolikden je N? Kako razloZiti to vrednost?

Michael A. B. Deakin
prev. in prir. Darjo Felda





