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PITAGOROVO DREVO

Ze veé tisoletij poznajo ljudje Eudovi-
ta matematiéna dragulja: prvi je Pitago-
rov izrek, drugi je zlati rez. Med obema
bomo naili presenetljivo zvezo.

1) Spomnimo se na vsebino Pitagorovega izreka:

Ce je trikotnik pravokoten, je kvadrat najdalje stranice enak vsoti kvadra-
tov drugih dveh stranic.

Za zacetek poglejmo ta naravna 3tevila: 3, 4, 5. Opazimo, da je razlika med
sosednjima Steviloma enaka 1 (aritmeti&¢no zaporedje). Drugo opazanje: 52 =
4 + 3% Edina tri zaporedna naravna $tevila z lastnostjo, da je kvadrat najved-
jega izmed teh Stevil enak vsoti kvadratov drugih dveh $tevil, so ravno Stevila
5,4,3.

Dogovor: Ce naravna $tevila a, b, c ustrezajo zvezi 8 + b? = ¢?, jih imenu-
jemo Pitagorova trojica.

Ce so si Stevila poleg tega 3e tuja, je (a, b, ) primitivna Pitagorova trojica.

Ze dolgo je znano, da dobimo vse primitivne Pitagorove trojice takole:
izberemo dve tuji si Stevili m, n; m > n, ki sta razli¢nih parnosti (eno je sodo,
drugo liho) in oblikujemo trojico (a, b, c):

a=m? —-n? b=2mn c=m?+n? (1)

Stevili m, n imenujemo generatorja primitivne Pitagorove trojice (a, b, c).

Da je (a, b, c) res Pitagorova trojica, pa se bralec lahko sam preprica.

2) Zdaj se vprasajmo, ali obstaja kak3na zveza med poljubnima primitivnima
trojicama.

Odgovor je pritrdilen. Da bomo sledili nadaljevanju, si oglejmo tri skupine
§tevil, ki jih na kratko zaznamujmo G, N, D in jih zapiSimo v obliki:

1 -2 2 1 2 2 —=1 2 2
G={2 =1 2 N=1{2 12 D=\-2 1 2 (2)
2 -2 3 223 -2 2 3

Imenujemo jih matrike velikosti 3 x 3 (matrike s tremi vrsticami in s tremi
stolpci).
Tudi Pitagorovo trojico lahko zapiSemo v obliki matrike, npr. (&, b, c), ali
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a
b
c

paT= (stolp&na matrika).

Zdaj pa poglejmo produkte matrik G.T, N.T, D.T. Najprej

1 -2 2 a a—2b+2c a,
GT=1{2 -1 2 b|=|2a-b+2c |=| by (34)
2 -2 3 ¢ 2a — 2b+ 3¢ c;

Ce pozorno pogleda$, kar samostojno ugotovi§ pravilo za mnozZenje matri-
ke G in T: vsaka vrstica matrike G in stolpec T se zmnozZita po komponentah,
ki jih nazadnje seStejemo.

Prav lahko preveris tudi druga dva raduna:

T 22 a at+2b+2c ay
N.T= (2 1 2 ) (b) = (2a+b+2c =(bg (3,)
22 3 c 2a+2b+3c c,
-1 2 2 a —a+2b+2c as
D.T=(—2 1 2)(b)=(—2a+b+2c )=(b3) (33)
-2 2 3 c —2a+2b+3c C3

Prav tako lahko samostojno preveris, da na podlagi (1), (3; — 33) velja:

a2 =(m? —n?) —22mn+2(m?* +n®) = (2m —n)? —m?
by =2(m* —n®) —2mn +2(m* +n?) = 22m —nlm

¢; =2(m? —n?) —22mn + 3(m? + n*) = (2m — n)? +n?
a, =(m* —n?)+4mn+2(m* +n?) = (2m +n)* — m?
by =2(m* —n?)+2mn+2(m* +n*)=22m+nm

¢, =2(m* —n?)+4mn +3(m* +n?) = (2m +n)* + m?
az =—(m?® —n?) +4mn+ 2(m? +n?) = (m + 2n)* — n?
by =—=2(m?* —n?)+2mn + 2(m* +n?) =2(m + 2n)n

c3 =—2(m? —n? +4mn+ 3(m® +n?) = (m +2n)* + n?
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a
Povzemimo: Ce je T =( b) primitivna Pitagorova trojica z generatorjema
c

m,n,so GT, NT, DT spet primitivne Pitagorove trojice z generatorji

G.T N.T D.T
2m—n,m 2m+n, m m+2n,n (4)
3
3) lzberimo trojico Ty = (4 , hjena generatorjastam=2,n=1.
5

Pa oblikujmo drevo, ki ima zacetek (korenino) T, veje pa oblikujmo tako:

G umrn
N "ﬂaprei "
D Mdoln




Ce oznadimo na primer trojice in pare generatorjev, dobimo:

(43) =—

\'\-.

i ==

(3.2) T

(7.2 =—

—-_____.--'

/ (8.5) ~—s

(3,4,5) (21,20,29) (12,5) —

= es=
21) (5,2) \ -
(9.2 =——

/ . 4}
58— (8 4] e
(a,1) -

(6,1) —

To drevo ima nesteto mnogo razvejis¢ (vozli¢). Stopnja vsakega vozlis¢a
je 4, le korenina ima stopnjo enako 3.

Ali so v tem (neskonénem) drevesu na razvejis¢ih vse primitivne Pitagoro-
ve trojice?

Da to drzi, vidimo iz premisleka:

I1zberimo Stevili M, N, M > N, tuji in razliénih parnosti. Ta generatorja do-
loéata primitivno Pitagorovo trojico (A, B, C):

A=M* - N? B=2MN C=M*+N?

Treba je pokazati, da je ta trojica v nekem vozli§éu drevesa.
ZaM, N prouéimo tri moznosti:

(1) N<M<2N (2) 2N<M <3N (3) 3In<M
S pomodjo para (M, N) oblikujmo nov par (m, n) takole:

(1) m=N (2) m=N (3) m=M—-2N
n=2N-M n=M-=2N n=N (5)
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Zato je

(1Y M=2m—n (2YM=2m+n (3)M=m+2n
N=m N=m N=n

V (1),(2), (3) je vedno
m+n<M+N

Nadalje: Nova generatorja m, n sta si tuja in veljam > n.

Zato par (m, n) dolo&a primitivno Pitagorovo trojico, npr. 7° = (a, b, c).
Zgoraj smo pa ugotovili, da so potem GT*, NT”, DT spet primitivna Pitagorova
trojica; z generatorjema m, n naredimo po (5) novo dvojico generatorjev, npr.
m’inn’. Potem je

m+n'<m+n<M+N

Ce ta postopek (igrico, algoritem) nadaljujemo, pridemo kon&no do para
(2,1). Temu ustreza primitivna trojica Ty, torej korenina drevesa. Od tod pa
pridemo do trojice (A, B, C) tako, da delujemo na Ty z G, N, D (veckrat). To-
rej T je v drevesu!

Sklep. V tem drevesu je vsaka primitivna Pitagorova trojica.

Zato imenujemo to drevo Pitagorovo drevo.

4) Qglejmo si nekaj lastnosti “verig"’ v drevesu.
Za prvi primer izraunajmo pare generatorjev vozliS¢ verige

ToGNGNGNGN ...

(2,1) —C+(3,2) —+ (8,3 —G+(13.8) —+(34,13) —C+ (55, 34)...

Inverige To, NGNGNG ...

2,1) —+ (5,2) —C— (8,5) —v (21,8) —E (34,21) —A+ (89,34)...

Stevila, ki nastopajo v teh parih, pa poznamo iz nekega drugega vira, nam-
red iz zlatega reza. Poglejmo na kratko v to podroéje.

Daljica 2 = AB je razdeljena s tocko Z v zlatem rezu, ¢e je razmerje med
vso daljico AB in daljSim odsekom AZ enako razmerju med daljSim odsekom
AZ in krajsim odsekom ZB. Ce ozna&imo odseka z M in m, velja potemtakem

a:M=M:m, a=M+m
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Ozna&imo na kratko M : m = 7, paimamo 7= 1 + ;’_— ali 72 =7+ 1. Stevilo 7
lahko zato razvijemo v verizni ulomek
1

=1+

|
1+ 1
Priblizki $tevila T so od tod T+..

Stevila v $tevcih in imenovalcih teh priblizkov so generatorji trojic v omenjenih
verigah.

Omenimo, da prva veriga stremi proti trikotniku, ki ima tangens notranje-
ga kota 1/2, druga veriga pa stremi proti trikotniku, ki ima sinus notranjega ko-
ta2/3.

Na kraju naj navedem 3e nekaj problemov:

Dan je par (m, n) generatorjev primitivne trojice. Treba je najti matriko M,
tako da je ta trojica tudi M T,.

Dana sta para generatorjev. Treba je najti najbliZje skupno vozlid¢e njunih
verig.

Prouéiti je treba lastnosti trikotnikov raznih verig Pitagorovega drevesa;
npr. verig

ToGNDGNDGND...
ToGNDGDNNGDNDGDGNDNG..

Na koncu naj opozorim na to, da ima trojica (3,4,5) med vsemi Pitagoro-
vimi trojicami izjemno vlogo.

Ivan Pucelj
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