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Vzdrzevanje
ravnotez|
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- Kriticne tocke so pomembna znacilnost zaplete-
nih sistemov; najdemo jih, recimo, v financnem sis-
temu in v ekosistemu. V kriti¢ni tocki lahko Ze ma-
lenkostna sprememba povzroci bistveno spremem-
bo sistema; Ze zelo majhna sprememba teZe na eni
strani gugalnice npr. lahko podre ravnovesje. Ve¢ino
taks$nih sistemov preucujemo s pomocjo matematic-
nih modelov, ki temeljijo na sistemih diferencialnih
enacb. Povezave med neznankami povzrocijo spre-
membe sistema, ki so lahko ogromne in npr. pov-
zrocijo tudi ekonomsko katastrofo. Z raziskavami
poskuSamo odkriti kritiCne tocke, Se preden je pre-
pozno.

Motnje v Zemljinem naravnem sistemu so povzro-
Cile Ze nekaj katastrofalnih dogodkov. Eden od njih
se je zgodil pred vec¢ kot dvesto milijoni let, ko je
izumrlo ve¢ kot 90% vseh vrst na planetu. Matema-
tika je pomagala pri izoblikovanju teorije, ki poskusa
razloziti izumrtje. Povzrocili naj bi ga mikrobi, ki
so proizvajali metan in so dobro uspevali s pomo-
¢jo niklja iz aktivnih vulkanov v Sibiriji. Rast deleza
ogljika v tistem obdobju, ki je Se hitrejSa od ekspo-
nentne, kaze na bioloski sprozilec, racunska geno-
mika pa kaZe, da se je v Casu izumrtja pojavil prav
ta mikrob. To je lep primer, kako je lahko kriti¢na
tocka res miniaturna.

Kogar tema posebej zanima, si lahko prebere cla-
nek Dane Mackenzie Climate, Past, Present and Fu-
ture, ki je bil leta 2015 objavljen v reviji What’s ha-
ppening in mathematical sciences.
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ovnici: Na naslovnici prejSnje Stevilke je bil Soncev halo, tokrat pa objavljamo Lunin halo. Halo nastane enako kot
Cev in opis si lahko preberete v prejsnji Stevilki. Lunin halo najpogosteje opazimo v ¢asu polne lune in hladnega vremena.
oto: Ale§ Mohoric
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MATEMATIKA

Neskoncni Hilbertov hotel

N \%
NiKo TRATNIK

9

Kaj je neskonénost?

Vsakdo se je verjetno Ze kdaj vprasal, kaj je neskonc-
nost. Oznacujemo jo s simbolom oo, na preprost na-
¢in pa bi jo lahko opisali kot koncept, ki opisuje ne-
kaj, kar nima meje oziroma je vecje od kateregakoli
Stevila. Vendar pa neskonc¢nost ne more biti obicajno
naravno Stevilo, saj bi takSna predpostavka pripe-
ljala do o¢itnih protislovij. Ce bi tak§nemu $tevilu
npr. pristeli ena, bi dobili strogo vecje Stevilo, ki pa
bi bilo Se vedno neskon¢no. Prav tako pa se ne bi mo-
gli opredeliti, ali bi bilo takSno Stevilo sodo ali liho.
Podobnih navideznih paradoksov, ki so povezani z
neskoncnostjo, je Se veliko.

Beseda neskonc¢nost je latinskega izvora in izhaja
iz besede infinitas, kar pomeni nevezan oz. brezkon-
Cen. Pojem neskoncnosti je zaradi svoje nepredsta-
vljivosti vedno vznemirjal ¢loveka. Zgodovinsko gle-
dano se je prvic pojavil v stari Gr¢iji, eden izmed pr-
vih ljudi, ki so ta pojem raziskovali, pa je bil Zenon
(starogrski filozof in matematik, okoli 450 pr.n. St.),
ki je znan po svojih paradoksih, povezanih z ne-
skoncnostjo. Neskoncnost pa je razburjala in spro-
zala Stevilne debate v filozofiji in matematiki tudi v
nadaljnjih stoletjih. Kljub temu pa je koncept ne-
skonc¢nosti nasel svojo uporabo v sodobni matema-
tiki, pa tudi v fiziki in v ostalih znanostih. V matema-
tiki zasledimo uporabo neskonc¢nosti na podrocjih,
kot so analiza (limita, zaporedja, vrste, posploSeni
integral), teorija mnoZic (neskon¢ne mnozice), geo-
metrija, topologija.

Hilbertov hotel

Prva resna teorija o neskonc¢nosti je nastala konec
19. stoletja, ko je nemski matematik Georg Cantor
odkrival zacetke teorije mnozic, ki je danes ena iz-
med temeljnih matematic¢nih disciplin. Zanimale so
ga predvsem neskon¢ne mnoZice, npr. mnoZica na-
ravnih Stevil in mnoZica vseh to¢k na premici (mno-
zica realnih Stevil). Dokazal je, da so nekatere ne-

skoncnosti ve¢je kot druge in da obstaja neskonc¢no
razlicnih neskoncnosti. Za tisti cas je bila njegova
teorija veliko presenecenje in je sprozila veliko ne-
odobravanja med razlicnimi matematiki. Henri Po-
incaré je njegove ideje oznacil za bolezen, Leopold
Kronecker pa ga je opisal kot znanstvenega Sarla-
tana. Po drugi strani pa je nemSki matematik David
Hilbert, ki je bil v tistem Casu eden izmed najvpliv-
nejSih matematikov, Cantorjeve ideje sprejel z nav-
dusSenjem. David Hilbert je za ponazoritev Cantor-
jeve nenavadne teorije pogosto uporabljal zgodbo o
neskon¢nem hotelu, ki je danes znan kot Hilbertov
hotel.

Hilbertov hotel si lahko zamisljamo kot zelo velik
hotel, ki nima samo vec¢ tiso¢ sob, ampak jih ima ne-
skon¢no. Sobe v njem so oznacene z naravnimi Ste-
vili, torej 1,2, 3,... Recimo, da je hotel popolnoma
poln in v recepcijo pride nov gost. Receptor lahko
premakne gosta iz sobe 1 v sobo 2, gosta iz sobe 2
v sobo 3, gosta iz sobe 3 v sobo 4 in tako naprej.
Na ta nacin sprosti sobo 1 za novega gosta. V ho-
telu je torej vedno prostor Se vsaj za enega gosta.
Zato v Hilbertovem hotelu velja, da izjavi hotel je po-
polnoma zaseden in v hotelu ni prostora za novega
gosta nista ekvivalentni.

Kaj pa se zgodi, Ce v hotel prispe avtobus z ne-
skonc¢no gosti (ki jih je toliko, kot je naravnih Stevil)?
V tem primeru lahko receptor prestavi gosta iz sobe
1 v sobo 2, gosta iz sobe 2 v sobo 4, gosta iz sobe 3
v sobo 6 in tako naprej. Na ta nacin sprosti vse lihe
sobe in dobi neskon¢no prostih sob. Prispele goste
nato po vrsti razvrsti vsobe 1, 3,5, ... in tako bo vsak
priSel do svoje sobe, (glej sliko 1).

SLIKA 1.
Prerazporejanje gostov v sode sobe.
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avtobus 1 11 12 13 14

avtobus 2 21 22 23 24

avtobus 3 31 32 33 34

SLIKA 2.
Situacija, ko v Hilbertov hotel prispe neskoncno avtobusov.

avtobus 1 11—»12 13—1»14
/IE
avtobus 2 21 22 23 24
|
v
avtobus 3 31 32 33 34

SLIKA 3.
Razporejanje gostov po diagonalnem postopku.

Naslednji dan pa v hotel prispe neskonc¢no avtobu-
sov. Da je situacija Se hujSa, je na vsakem izmed av-
tobusov neskoncno gostov. Ali bo lahko hotel sprejel
vse te goste? Da bomo problem laZje razumeli, bomo
oznacili goste iz avtobusa 1 kot 11,12,13,..., goste
iz avtobusa 2 kot 21,22,23,... in tako naprej (glej
sliko 2).

Receptor podobno kot prej prestavi goste, ki so Ze
v hotelu, in sprosti vse lihe sobe v hotelu. Nato se loti
razvrscanja ljudi v sobe in za¢ne po vrsti razporejati
ljudi iz avtobusa 1. Hitro pa ugotovi, da na ta nacin
ne bo Slo, saj gosti iz avtobusa 2 ne bodo nikoli prisli
na vrsto, ker je Ze gostov na avtobusu 1 neskonc¢no.

Zato se spomni drugacnega trika in zacne ljudi
razporejati na drug nacin. Gosta 11 razporedi v sobo
1, gosta 12 v sobo 3, gosta 21 v sobo 5, gosta 31 v
sobo 7, gosta 22 v sobo 9, gosta 13 v sobo 11, go-
sta 14 v sobo 13, gosta 23 v sobo 15 in tako naprej
(glej sliko 3). S tem diagonalnim postopkom bo ¢isto
vsak prispeli gost priSel na vrsto in dobil svojo sobo
v hotelu.

Zelo podoben diagonalni postopek v teoriji mno-
Zic uporabimo za dokaz, da je vseh racionalnih Stevil
enako Stevilo kot naravnih. Vse, kar moramo nare-
diti, je, da ulomke razporedimo v sobe Hilbertovega
hotela. Ce si gosta, ki smo ga zgoraj oznacili kot mn,

MATEMATIKA

predstavljamo kot ulomek % smo to z opisanim po-
stopkom Ze naredili.

Nazadnje razmislimo Se, kaj se zgodi, Ce v recep-
cijo prispe toliko ljudi, kot je Stevil na odprtem inter-
valu (0, 1). Recimo, da goste, ki jih bomo oznacevali
kar z realnimi Stevili med O in 1, receptor nekako
razporedi v sobe hotela. Dobi torej seznam sob in
gostov, ki zgleda nekako takole:

Stevilka sobe gost

soba 1 0,3488657857...
e 5 1284768311 .........
B 5 6745213657 .........
B R 5 1188446782 .........

V tem seznamu morajo biti zajete vse sobe hotela
in vsa realna Stevila med O in 1. Razmisliti moramo,
ali je to sploh mozno. Najprej z jemanjem Stevk po
diagonali tvorimo novo Stevilo (Stevke, ki so ozna-
Cene krepko v spodnji tabeli):

Stevilka sobe

gost
0,3488657857...

Na ta nacin torej dobimo Stevilo 0,3248... Na kon-
cu vsako Stevko tega novega Stevila nadomestimo z
neko drugo Stevko med 1 in 8. Stevko 3 lahko npr.
zamenjamo z 2, 2 lahko zamenjamo s 5, 4 lahko za-
menjamo s 7, 8 lahko zamenjamo s 3. Na ta nacin
bomo dobili Stevilo med 0 in 1, ki ne bo spadalo k
nobeni izmed sob, saj se bo od vsakega Stevila raz-
likovalo v vsaj eni Stevki. To pomeni, da gosta, ki
je oznacen s tem Stevilom, nismo razporedili v no-
beno izmed sob hotela. Kakorkoli Ze receptor raz-
poredi prispele goste, ne more zagotoviti sob za vse.
S tem smo dokazali, da je Stevil na intervalu (0, 1)
strogo vec¢ kot naravnih Stevil. To seveda pomeni, da
je tudi vseh realnih Stevil ve¢ kot naravnih. S tem
smo preverili, da obstaja ve¢ kot samo ena neskonc-
nost. Pravzaprav je Cantor pokazal Se vec, obstaja
namrec¢ neskoncno razlicnih neskoncnosti.

X X X
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Formula Strassnitzkega

iy

MARKO RAZPET

- Racunanje priblizkov Stevila 7T, to je razmerja
med obsegom in premerom kroga, je dolga stoletja,
od Arhimeda, ki je Zivel v 3. stoletju pred nasim
Stetjem, pa do Isaaca Newtona (1643-1727), teme-
ljilo na metodi krogu vcrtanih in oc¢rtanih pravilnih
veckotnikov. Racunanje na nekaj deset decimalk
je bilo dolgotrajno in naporno. Poleg osnovnih Sti-
rih racunskih operacij je bilo treba izracunati tudi

veliko kvadratnih korenov.

Newton je bil eden prvih, ki so za raCunanje pri-
blizkov Stevila 7T uporabljali Stevilske vrste. Z njimi
so dosegli v razmeroma kratkem Casu mmnogo vec
pravilnih decimalk kot s staro arhimedsko metodo.
Newton in Se nekateri so nasli take formule, v katerih
je Se en kvadratni koren, drugi pa so nasli take, kjer
ni nobenega korena, ampak racunanje poteka samo v
okviru osnovnih §tirih racunskih operacij. Take mo-
Znosti ponuja funkcija arkus tangens (arctg) in njen

D

SLIKA 1.
K izpeljavi formule (4)

razvoj v potencno vrsto

. X3 x5 x7

arctgx = x 3 + S - +..., (1)
ki konvergira za |x| < 1, in sicer tem hitreje, ¢im
manjsi je x. Vrsto (1) so v Evropi poimenovali po
Jamesu Gregoryju (1638-1675), znana pa je bila v
Indiji Ze v 14. stoletju. Ker je (1) alternirajoca (izme-
nic¢na) vrsta, lahko ocenimo razliko med vsoto vrste
in njeno n-to delno vsoto:

= |arctgx —
X3 XS X2n—1
- SRR Ay () DL
(x 3 75 T |
|X|2n+l
< . 2
2n+1 (2)

Izraz na desni strani relacije (2) omogoca oceniti, ko-
liko ¢lenov vrste je treba seSteti, da dobimo arctg x
s predpisano natancnostjo. Videti je, da bi priblizke
Stevila 1t najlaze izracunali z vrsto

W

+ ..., 3)

N

T 1

= 4—arctg1—1 +5
ki pa zelo pocasi konvergira. Samo za 10 decimalk
Stevila 11/4 bi morali seSteti zelo veliko ¢lenov. Ko-
liko? Z oceno (2) nastavimo za x = 1 neenacbo
1/(2n + 1) < 10719, iz katere dobimo, da je n okro-
glo pet milijard. Zato je vrsta (3) za raCunanje Stevila
1T neuporabna.

Matematiki pa so nasli formule, s katerimi so ve-
liko decimalk Stevila 7t kar hitro izracunali, ¢e so
bili le dovolj potrpeZzljivi in se niso motili v racu-
nih. Take pripravne formule vsebujejo dve, tri ali vec¢
vrednosti funkcije arctg racionalnih Stevil. Ena naj-
preprostejSih formul, ki jo pripisujejo Leonhardu Eu-
lerju (1707-1783) in Charlesu Huttonu (1737-1823),
je

T 1 1
il arctg > + arctg 3 4)
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Formulo (4) bomo izpeljali po geometrijski poti (slika
1). Do nje je mogoce priti tudi z uporabo enakosti,
ki veljajo za funkcijo arctg.

Najprej nacrtamo pravokotni trikotnik ABC, ki
ima daljSo kateto AB dolgo tri enote, krajSo BC pa
eno enoto. Nato na¢rtamo enakokraki pravokotni tri-
kotnik AFD, katerega kateta AF je dolga dve enoti,
oglisce F pa leZi na kateti AB prvega trikotnika, dru-
ga kateta FD pa je nanjo pravokotna. Trikotnik ACD
je pravokotni s pravim kotom ob oglis¢u D. Da se
o0 tem prepricamo, konstruiramo daljico CG, ki je
vzporedna kateti AB. KrajiS¢e G razpolavlja hipote-
nuzo AD drugega pravokotnega trikotnika, tako da
je JAG| = |GD| = |CD|. Kot GDC je pravi, ker ga
razpolavlja daljica DF, ki oc¢itno oklepa z daljicama
DC in DG kot 1r/4. Kot CAD oznac¢imo z «, kot BAC
paz B.Kerjeax+ B =1m/4,tgx=1/2intgp =1/3
oziroma o« = arctg(1/2) in B = arctg(1/3), res velja
formula (4).

Leopold Karol Schulz pl. Strassnitzki (1803-1852)
je nasel formulo

L 1 ) 1 ‘ 1 5)
4 - arctg s +ang5 +arcg8,
ki jo imenujejo po njem. Tudi do nje lahko pridemo
po geometrijski poti (slika 2).

Nacrtamo pravokotni trikotnik ABC, ki ima daljSo
kateto AB dolgo 24 enot, krajSo BC pa tri enote. Nato
nacrtamo pravokotni trikotnik ADE, katerega daljSa
kateta AE meri 15 enot in leZi na kateti AB prvega
trikotnika, krajSa pa je dolga tri enote. OgliS¢i C

MATEMATIKA

in D sta na nasprotnih bregovih premice nosilke ka-
tete AB. Nazadnje na¢rtamo Se pravokotni trikotnik
AFG, katerega daljsa kateta AF je dolga 16 enot in
lezi na kateti AB, ogliS¢e G pa na hipotenuzi AC.

Trdimo, da je trikotnik ADG pravokotni s pravim
kotom ob ogliStu D. Najprej je zaradi podobnosti
trikotnikov ABC in AFG kateta FG dolga dve enoti.
PoiS¢emo preseciS¢e H vzporednice kateti AB skozi
D in pravokotnice na to kateto skozi F. Ocitno je
daljica DH dolga eno enoto, tako kot daljica EF. Po
Pitagorovem izreku dobimo:

= |AD|? = 15% + 3% = 234, [DG|? = 5% + 1% = 26,
|AG|® = 16% + 2% = 260.

Ker je |AD|?2 + |[DG|? = |AG|?, je trikotnik ADG res
pravokotni. Kateti v njem pa sta v lepem razmerju:
IDG|/|AD| = 1/3. Oznac¢imo z y kot DAE, z 6 pa
kot BAC. Potem je ocitno kot DAG enak vsoti y + 9.
Ker je tg(y + ) = 1/3,tgy = 3/15=1/5intgd =
3/24 =1/8, veljay + 6 = arctg(1/3) = arctg(1/5) +
arctg(1/8). Ce to upostevamo v formuli (4), dobimo
formulo (5). Kot zanimivost pripomnimo, da so Ste-
vila 2, 5 in 8, ki nastopajo v (5), Fibonaccijeva Stevila,
kar ni zgolj slucaj.

S formulo (5) je Johann Martin Zacharias Dase
(1824-1861) v dveh mesecih izracunal priblizek Ste-
vila 1t na to¢nih 200 decimalk, kar je bila velika iz-
boljsava priblizka Jurija Vege (1754-1802) iz leta
1794, ki je bil toCen na 136 decimalk. Formula (5)
je ugodna za racunanje, ker deljenje z 2 ni teZzko,

C

SLIKA 2.
Kako do arctg(1/3)?

PRESEK 44 (2016/2017) 4
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%

deljenje s 5 pa je enakovredno mnoZenju z 2 in nato
deljenju z 10, kar tudi ni teZko, deljenje z 8 pa je isto
kot trikratno zapovrstno deljenje z 2. Dasejev iz-
racun s komentarjem Strassnitzkega je bil objavljen
leta 1844 v ugledni nemski matematicni reviji Crel-
les Journal. Revija izhaja Se danes, le da pod drugim
imenom: Journal fiir die reine und angewandte Ma-
thematik - Revija za Cisto in uporabno matematiko.
Dase, ki ni bil posebno dober matematik, je slovel
kot izvrsten raCunar na pamet, s ¢imer se je preZi-
vljal. Sodeloval je tudi z matematikoma Gaussom
(1777-1855) in Jacobijem (1804-1851).

Strassnitzki, po rodu iz Krakova, je od leta 1827
do leta 1834 pouceval matematiko na ljubljanskem
liceju. Pot ga je zanesla v Ljubljano, ker bliZze doma
in Dunaja ni nasSel sluzbe. Napisal je ve¢ matematic-
nih ucbenikov, v Ljubljani je prirejal javna predava-
nja iz matematike in astronomije, ukvarjal pa se je
tudi s kristalografijo. Odli¢no se je razumel z Ma-
tijo Copom (1797-1835), ki je takrat sluzboval na
isti ustanovi. Strassnitzki je navdusSil za Studij ma-
tematike tudi Franca Moc¢nika (1814-1892), matema-
ticnega pedagoga, Solskega nadzornika in pisca Ste-
vilnih u¢benikov za matematiko. Student Strassnitz-
kega je bil tudi Mihael Peternel (1808-1884), duhov-
nik, profesor, naravoslovec, polihistor, politehnik in
samouk, ki je na Mocnikov predlog postal leta 1852
ravnatelj prve trirazredne ljubljanske realke. Do raz-
pada Avstro-Ogrske monarhije je bil edini Slovenec,
ki je na tej Soli opravljal tako pomembno funkcijo.

Znane so podrobnosti, kako je Jurij Vega racunal
Stevilo 7r. ZdruZeval je po dva in dva Clena v vrsti (1),
da je lahko racunal samo s pozitivnimi ¢leni. Ni pa
znano, kako je racunal Dase. Zagotovo je clene racu-
nal na malo vec¢ kot 200 decimalk zaradi nujnega za-
pisa le kon¢nega Stevila decimalk, pri Cemer nastane
napaka na zadnjih decimalkah v kon¢nem rezultatu.

= Preverite formuli (4) in (5) z uporabo enakosti

tgu +tgv
" tgu+v) =2,
glu+v) 1-tgutgv
= 7 oceno (2) nastavite za vsak sumand v (5) neena-
kost za potrebnih 200 to¢nih decimalk. Ocenite,
najmanj koliko ¢lenov je moral Dase v ta namen
seSteti.

Kovinska

razmerja

N \%
MARKO RAZPET

- Obravnavali bomo kovinska razmerja, ki so po-
splositev dobro znanega zlatega razmerja. Pot, ki
jo bomo ubrali, bo najprej vodila preko veriZnih
ulomkov, nato pa bomo podali Se geometrijsko raz-
lago. Da pa bomo za to imeli motiv, za¢nimo pri pi-
sarniSkih listih, s katerimi imamo opravka skoraj

vsak dan.

Pisarniski list papirja formata A4 je pravokotne
oblike in ima to lastnost, da po prerezu po njegovi
krajsi srednjici dobimo dva lista, ki sta podobna za-
¢etnemu. Nova lista sta formata A5. Delitev lahko na
ta nacin nadaljujemo in dobimo formate A6, A7 itd.
Lahko pa gremo tudi v obratni smeri. Lahko recemo,
da je list formata A4 je nastal z opisano delitvijo li-
sta formata A3, ta z delitvijo lista formata A2, ta z
delitvijo lista formata Al. Ker se moramo nekje usta-
viti, je zaCetni format AO tisti, ki z opisano delitvijo
da format Al. Pola papirja formata AO pa je tako
opredeljena, da meri ploi¢ina izbrane strani 1 m?.
Listi formata A so pripravni ravno zato, ker z razpo-
lavljanjem dobimo spet liste formata A. Pri tem ne
nastajajo nepotrebni odpadki. Pa tudi pakete, v ka-
terih je po nekaj sto takih listov, lahko lepo zlagamo
enega na drugega, ne da bi nastale med paketi velike
Spranje.

KolikSne so stranice lista formata A0? Vsi listi
formata A so pravokotne oblike. Ce ima A0 kraj$o
stranico dolZine a in daljSo stranico dolzine b, po-
tem ima Al krajSo stranico dolgo b/2, daljSo pa a.
Ker si morata biti ustrezna pravokotnika podobna,
velja: b/a = a/(b/2). 1z te relacije dobimo enacbho
b? = 2a?, kar pomeni b = a+/2. Pri vseh formatih A
je torej daljsa stranica lista /2-krat daljsa od krajse
stranice. Pri formatu AO pa je po opredelitvi plo-
§Cina p = ab = b?//2 = 1 m?. Torej ima format A0
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stranici
" ga=1/v2m=_841 mm,
b=+v2m=1189 mm.

Iz tega lahko izracunamo stranici papirja formata
A4, ki ga najbolj pogosto uporabljajo po pisarnah
in za tiskalnike. DaljSa stranica je dolga 297 mm,
krajsa pa 210 mm. Bralec lahko sam izmeri list, da
bo videl, koliko se izracunana podatka ujemata z me-
ritvijo.

Po vsem tem ni teZko ugotoviti, da ima papir for-
mata An daljSo stranico dolgo v/2/+/2" m, kraj$o pa
V2/+/27+1 m in plo§cino 1/2™ m?.

Zakaj smo pravzaprav obravnavali vse te formate
papirja? Zato, ker se v njih skriva zanimivo raz-
merje oziroma $tevilo. Ce namre¢ vzamemo kate-
rikoli pravokotnik ABCD (slika 1), v katerem je raz-
merje daljse in krajSe stranice enako /2, in ga raz-
delimo z daljico EF, ki je vzporedna krajsi stranici,
na kvadrat AEFD in pravokotnik EBCF, potem ima
sledniji stranici |[EF| =ain |[EB|=b-a =a(~/2 -1)
VvV razmerju

|EF| a
|IEB  a(~/2-1)

Stevilo ¢ = 1 + /2 imenujemo srebrno razmerje ali
srebrno Stevilo. Zakaj srebrno, bomo pojasnili v na-
daljevanju. Vsak pravokotnik, ki ima za razmerje
stranic Stevilo ¢, imenujemo srebrni pravokotnik.
Na sliki 1 je EBCF srebrni pravokotnik.

Stevilo ¢ zadosca enacbi @2 = 2y + 1, o ¢emer
se lahko prepricamo s kratkim racunom. Iz nje hitro

=1++2.

D a F b-a C
a
A E B

SLIKA 1.
Nastanek srebrnega pravokotnika EBCF.

MATEMATIKA

dobimo razvoj v veriZzni ulomek:

-w:2+l=2+ 11:2+ 11
v 2+ — 24— —

v 2+ 1

2+ —

Krajse ga zapiSemo kot
=g =1022,22,..]

kjer dvojka pred podpi¢jem pomeni celi del Stevila
. Ker na velikih tekmovanjih v doloceni disciplini
drugi dobi srebrno odlicje, je res smiselno imenovati
Y srebrno stevilo.

Zlato razmerje ali zlato Stevilo ¢ ima temu ustre-
Zno v veriznem ulomku enke:

= ¢ =[1;1,1,1,...].

Stevilo ¢ zados¢a enacbi ¢ = 1 + 1/¢ oziroma ¢p? =
¢ + 1, iz katere najdemo ¢ = (1 + /5)/2. Brez za-
drege lahko vpeljemo tudi bronasto razmerje ali bro-
nasto Stevilo (tretji najboljsi prejme bronasto odli-
cje)

= x=1033,33,...],

ki zado$c¢a enacbi x = 3 + 1/x oziroma x> = 3x + 1.
Eksplicitno je x = (3 +/13)/2.

Vsak pravokotnik, ki ima za razmerje stranic Ste-
vilo ¢, imenujemo zlati pravokotnik. Analogno pa
imenujemo vsak pravokotnik, ki ima za razmerje stra-
nic Stevilo x, bronasti pravokotnik.

Na dlani je potem vpeljava n-tega kovinskega raz-
merja ali kovinskega Stevila k, = [n;n,n,n,...], ki
zado$Ca enacbi k, = n+1/ky, oziroma k2 = nk, +1,
n =1,2,3,.... Seveda je K1 = ¢p,k» = Y,K3 = X.
V splo$nem: k,, = (n + vn? +4)/2. To Stevilo bi v
$portu ustrezalo za osvojeno n-to mesto. Ce upora-
bimo enakost k;, = +/1 + nk;, lahko izrazimo tudi z
vgnezdenimi koreni:

B kp =1 +nky =1/1+ny1+nky
:\/1+n\/1+n\/1+nx/1+....

Vsak pravokotnik, ki ima za razmerje stranic é'ge-
vilo k;,, imenujemo kovinski pravokotnik reda n. Ce

%
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je njegova krajSa stranica enaka 1, je daljSa enaka k.
Tak pravokotnik lahko razdelimo na »n skladnih kva-
dratov s stranico 1 in manjsi pravokotnik s krajSo
stranico k;, — n ter daljSo stranico 1. ManjSi pra-
vokotnik je tudi kovinski pravokotnik reda n, saj je
podoben velikemu:

1 Kn

| | = =
Kn—N  Ki—nk, 1

Slike 2, 3 in 4 kaZejo kovinske pravokotnike ABCD
zan = 1,2,3. To so zlati, srebrni in bronasti pravo-
kotnik. V vseh primerih je pravokotnik ABCD podo-
ben pravokotniku EBCF. Brez kakrsnekoli Skode za
splosnost smo vzeli, da je krajSa stranica pravoko-
tnika ABCD enaka 1. Tako je na sploSno |AE| = nin
|EB| = Ky, — N.

Pravokotnik EBCF bi lahko spet razdelili na kva-
drate in na manjsi pravokotnik, ki je podoben zace-
tnemu. OC¢itno to pocetje lahko nadaljujemo v nedo-
gled.

Kovinska Stevila k,,, imenovana tudi kovinske sre-
dine, je vpeljala argentinska matematicarka Vera
Martha Winitzky de Spinadel (1929-2017) konec pre-

D 1 F ¢-1

SLIKA 2.
Zlati pravokotnik je kovinski pravokotnik reda 1.

D 1 1 F -2 C

A

SLIKA 3.
Srebrni pravokotnik je kovinski pravokotnik reda 2.

D 1 1 1 FXx-3¢C

A E B

SLIKA 4.
Bronasti pravokotnik je kovinski pravokotnik reda 3.

teklega tisocletja. Beseda sredina je uporabljena zato,
ker velja n < Kk, < n + 1, kar ni tezko dokazati.

Za konec Se naloge. V veliko pomo¢ vam bodo pri-
merne skice.

= Srebrnemu pravokotniku nacrtajte diagonalo in na-
nicami pravokotnika kot 45°. Preverite, da ste s
tem razdelili pravokotnik na Stiri trikotnike, in si-
cer dva skladna pravokotna enakokraka trikotnika
in dva skladna topokotna enakokraka trikotnika.
Nato poiscite kot med diagonalo in daljSo stranico
pravokotnika, nazadnje pa Se kot med diagona-
lama.

= PoiScite razmerje med stranico in njej vzporedno
diagonalo v pravilnem osemkotniku. Pomagajte si
s prejSnjo nalogo. Preverite, da pravilen osem-
kotnik lahko pokrijemo s Stirimi skladnimi sre-
brnimi pravokotniki, ki imajo skupno srediSce v
srediScu pravilnega osemkotnika. Pri tem krajSe
stranice srebrnih pravokotnikov sovpadajo s stra-
nicami, daljSe pa s srednje dolgimi diagonalami
pravilnega osemkotnika.

= PoiScite razmerje med diagonalo in stranico pra-
vilnega petkotnika. V njem nacrtajte diagonali, ki
se sekata v notranjosti petkotnika, nato njuni kra-
razmerja pridete nato z nastalima podobnima ena-
kokrakima trikotnikoma.

Literatura

[1] V. M. W. de Spinadel, From the Golden Mean to
Chaos, Nueva Libreria, Buenos Aires 1998.
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Opticne komunikacije

Y

JAN RAVNIK, TADE] NovAK, BoSTJAN GoLOB IN IRENA DREVENSEK OLENIK

- Sodobno druZbo zaznamuje izjemen napredek v
racunalnisStvu in vse pogostejSa uporaba interneta.
V Sloveniji internet vsak dan uporablja 61 % prebi-
valcev, dostop do interneta pa ima zZe vec¢ kot 77 %
slovenskih gospodinjstev [1]. Stevilo uporabnikov
interneta je v svetu Ze preseglo tri milijarde [2]. Za-
radi vse vecjega povprasevanja in vse bolj zahtev-
nih uporabnikov je bistvenega pomena hitrost pre-
nasanja podatkov. Trenutno so dalec¢ najhitrejSa
in najcenejsa opticna omrezZja. Njihov osrednji ele-
ment so opticna vlakna, katerih delovanje bomo

razlozili v naslednjem sestavku.

Lomni kolicnik

Za razumevanje delovanja opticnih vlaken moramo
najprej poznati lomni koli¢nik in vedeti, kako se sve-
tloba obnasa, ko potuje ¢ez mejo dveh razli¢nih sno-
vi. Svetloba po vakuumu potuje s kon¢no hitrostjo,
ki znaSa pribliZno 300 000 km/s. V snoveh pa je hi-
trost svetlobe manjsa in v vsaki snovi drugac¢na. Pra-
vimo, da imajo snovi razlicno opti¢no gostoto, kar si
lahko predstavljamo, kot da snov zavira potovanje
svetlobe in jo upocasnjuje. Lomni koli¢nik snovi je
definiran kot razmerje med hitrostjo svetlobe v va-
kuumu ¢y in hitrostjo svetlobe v snovi c:

= =—

Vakuum ima torej lomni koli¢nik 1, v snoveh pa je
lomni koli¢cnik ve¢inoma vecji od 1, saj svetloba v
snovi potuje pocasneje kot v vakuumu. Ce za dve
snovi velja ny < mp, reCemo, da je druga snov op-
ticno gostejsa.

Prehod cez mejo dveh snovi

Na meji dveh snovi z razlicnima lomnima koli¢ni-
koma se del svetlobe lomi, del pa odbije. Lom sve-
tlobe lahko preprosto opazujemo v naravi. Ce pod
vodo delno potopimo palico in jo opazujemo skozi
gladino vode, palica izgleda zlomljena. To je posle-
dica spremembe hitrosti in ohranitve frekvence sve-
tlobe na meji snovi. Lom svetlobe lahko opiSemo z
enacbo

sinx  c¢1 N
sin f8 Cco ny’

kjer sta & in 8 vpadni in lomni kot svetlobe (slika 1).
Iz enacbe sledi, da se svetloba pri prehodu iz opti¢no
gostejSega v opticno redkejSe sredstvo lomi stran od
vpadne pravokotnice. Kot med Zarkom in vpadno
pravokotnico bo torej v opti¢no redkejSem sredstvu
vecji. Del svetlobe se na meji med sredstvoma ve-
dno tudi odbije. Odbojni kot je enak vpadnemu, saj
svetloba ostane v istem sredstvu. Pri prehodu iz op-
ticno gostejSe v opti¢no redkejSo snov pri dolocenih
pogojih opazimo zanimiv pojav, ki ga imenujemo to-
talni odboj. V tem primeru se vsa svetloba odbije
od meje med sredstvoma, prepuscenega zarka pa ni.
Meja dveh snovi ima v tem primeru enak ucinek kot
zrcalo. Do pojava totalnega odboja pride pri dovolj
velikih vpadnih kotih «, in sicer mora biti kot « vecji
od mejnega kota. Mejni kot je tisti, pri katerem se
svetloba lomi pod kotom S = 90°, kar je najvecji mo-
Zen kot loma svetlobe. Svetloba namrec ne more uiti
iz sredstva pod kotom vecjim od 90° glede na vpa-
dno pravokotnico. Mejni kot je odvisen od lomnih
koli¢nikov obeh snovi. Pri prehodu svetlobe iz vode v
zrak je mejni kot oy, = arcsin(ﬁ) = 48,7°. Totalni
odboj v naravi najlazje vidimo, ¢e se potopimo pod
mirno gladino vode in poskusamo pogledati ven. Ka-
dar gledamo pod majhnimi koti (navpi¢no navzgor),
lahko vidimo iz vode, ce gledamo pod velikimi koti,
pa povrsSina na meji med vodo in zrakom deluje kot
ogledalo.
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SLIKA 1.

Skica loma in odboja svetlobe v kozarcu vode in fotografija popolnega odboja laserskega zarka na meji med vodo z dodano

kapljico mleka in zrakom.

Opticna vlakna

Opti¢na vlakna delujejo na osnovi totalnega odboja
svetlobe na meji med snovema z razlicnima lomnima
koli¢nikoma. V sredini opti¢nega vlakna je nitka (sre-
dica) iz prozornega umetnega materiala, obdana s
plas¢em iz materiala, ki ima malo manjsi lomni ko-
licnik. Razlika med lomnima koli¢nikoma je zelo
majhna, ponavadi le okoli 0,01. Lomni koli¢nik sre-
dice znasa okoli 1,5, iz ¢esar lahko preprosto izracu-
namo, da je hitrost svetlobe, ki potuje po opticnem
vlaknu, pribliZno 200 000 km/s. Debelina sredice
je nekaj mikrometrov. Enorodovna vlakna, v katerih
se signal najmanj popaci, imajo sredico tipicne debe-
line 9 um in plas¢ debeline okoli 100 pum, ve¢rodovna
pa so debelejSa. Okoli vlakna imamo nekaj milime-
trov debelo zaScitno oblogo, ki vlakno varuje pred
poskodbami in pretiranim prepogibanjem. Na kon-
cih so vlakna pravokotno odrezana, tako da Zarek
lahko spravimo v njih, potem pa se Zarki po nacelu
totalnega odboja odbijajo na meji med plaS¢em in
sredico in tako potujejo po celotni dolZini opti¢nega
vlakna ter na drugem koncu izstopijo.

Svetovni splet

Vecina svetovnih internetnih komunikacij danes te-
melji na opti¢nih povezavah. Ves svet (ne le raz-

viti del) je med seboj povezan z opti¢nimi kabli, ki
teCejo po dnu oceanov oziroma so zakopani pod ze-
mljo. Na ta nacin lahko podatki iz Amerike pripotu-
jejo v Evropo v manj kot 100 milisekundah. Ker so
opti¢ni kabli sorazmerno poceni v primerjavi s stro-
Ski polaganja, jih je smiselno poloZiti skupaj z ostalo
infrastrukturo. Opti¢ne povezave v Sloveniji zagota-
vlja ve¢ ponudnikov, in sicer ima vsak izmed njih po-
loZzeno svoje opticno omreZje. Tako imajo svoje op-
ticne kable Slovenske Zeleznice, Dars, Stelkom, Ar-
nes, Telekom Slovenije, Telemach in T2 [5]. Opti¢ni
kabli med vecjimi vozli§¢i niso novost, uporabljajo
se Ze dobri dve desetletji. Uporabniki pa smo do-
bili opticne povezave Sele v zadnjih letih, s ¢imer
je hitrost interneta v gospodinjstvih bistveno nara-
sla. Trenutni rekord za koli¢ino preneSenih podat-
kov po enem samem kablu je bil postavljen leta 2012
in znaSa nekoliko ve¢ kot 10> bitov na sekundo v
kablu dolgem 52 kilometrov [6].

Z opti¢nimi omreZji se je bistveno spremenila upo-
rabniska izkuSnja. Danes se nam zdi nekaj povsej
obicajnega oziroma Ze precej pocasi, Ce z interneta
prenesemo 1 gigabajt podatkov v eni uri (kar pribli-
Zno ustreza povezavi 2 Mb/s). Veliko gospodinjstev
ima Ze povezave, ki delujejo bistveno hitreje. Ce bi
enako datoteko prenaSali z interneta pred pribliZzno
dvajsetimi leti, ko je povezava potekala prek telefona
(64 kb/s), bi za prenos enake datoteke potrebovali
veC kot en dan.

12
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Skica opti¢nega vlakna in fotografija opti¢nega kabla s Stirimi vlakni in drugimi sestavnimi deli.

SLIKA 3.

30 Gb/ls GEANT
20 Gb/s - redundantno
10 Gb/s - GARR

—— 10 Gb/s - redundantno
- 10 Gbis

1Gbls

Podmorske opti¢ne povezave po svetu [3] in Arnesove povezave v Sloveniji [4].

Eksperimentirajmo doma

Preprost poskus za prikaz delovanja opticnega vla-
kna lahko naredimo tudi doma. Potrebujemo vecjo
prozorno plastenko (liter in pol je dovolj), vodo, ne-
kaj kapljic mleka in laserski kazalnik. V plastenko
izvrtamo luknjo pribliZzno na viSini 10 cm od dna.
Luknja naj bo lepo okrogla, tako da bo curek vode, ki
bo tekel skoznjo, kar se da pravilne oblike. Okroglo
luknjo najlazje naredimo tako, da segrejemo Skarje
in z vroco konico stalimo plastiko. Luknja naj bo
premera malo manj kot pol centimetra. V plastenko
nato nato¢imo vodo do vrha, pri ¢emer s prstom za-
tiskamo luknjo, da nam voda ne uide. Poskus je

najbolje izvajati v manjsi kadi ali umivalnem koritu,
da ne zmoc¢imo okolice. V polno plastenko nato do-
damo nekaj kapljic mleka. Ko z laserjem posvetimo
skozi plastenko motne vode, majhni delci maSc¢obe v
mleku poskrbijo za sipanje svetlobe, zaradi Cesar je
pot laserja dobro vidna. Zdaj lahko umaknemo prst
z luknje in iz plastenke zacCne iztekati voda. Vodni
curek predstavlja opti¢no vlakno, saj je lomni kolic-
nik vode vecji od lomnega koli¢nika zraka. Z laser-
jem posvetimo skozi plastenko z nasprotne strani in
z laserskim Zarkom ciljamo luknjo. Ce luknjo do-
bro zadanemo, se zarek ujame v curek vode tako,
kot se ujame v opti¢no vlakno, kar je prikazano na
sliki 4. Ce gledamo pod ustreznim kotom, lahko celo
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Preprost poskus, ki ponazarja delovanje opticnega vlakna. Od
dalec se zdi, kot da se laserski zarek ukrivi skupaj z vodnim
curkom. Ce pogledamo od blizu, pa vidimo, da svetloba potuje
po cikcakasti poti znotraj curka.

vidimo, kako se Zarek cik-cakasto odbija po curku.
V primeru, da eksperimenta ne morete izvesti sami,
lahko na YouTubu poiscete video posnetke pod ge-
slom »optical fiber experiment« in zagotovo boste
nasli veliko posnetkov opisanega poskusa.
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Barvna lestvica

vid
ANDRE] LIKAR

- Bela svetloba je sestavljena iz niza mavri¢nih
barv. Leta 1666 je to pokazal Isaac Newton s pre-
hodom svetlobe skozi stekleno prizmo. Z drugo
prizmo je razstavljeno svetlobo spet setavil v belo.
Danes vemo, da lahko vsaki mavricni barvi pripi-
Semo njej lastno valovno dolzino. Tako dobimo
moZnost preglednega barvnega prikaza kolic¢in z
barvno lestvico - vsaki mavri¢ni barvi pripiSemo
pozitivno Stevilo. Temperature na predmetih, po-
snetih s termografsko kamero, so pregledno prika-
zane z mavricnimi barvami, ki se jim pridruzi tudi
bela. Modra barva tam oznacuje hladne predele,
rdeca topla, bela pa vroca podrocja. Z barvno le-
stvico lahko pregledno ponazorimo funkcije dveh

spremenljivk.

Za prevod Stevila v svetlobo z ustrezno mavri¢no
barvo lahko uporabimo bodisi njeno valovno dolZino
bodisi frekvenco, saj velja Av = ¢, Kkjer je ¢ hitrost
svetlobe v vakuumu. Na termografskih slikah, modra
barva npr. predstavlja niZjo temperaturo predmeta,
rdeca pa vecjo (glej sliko 1). Barve bomo prikazovali
na racunalniSkem zaslonu, saj je kako drugace bar-
vanje zelo zahtevno in zamudno. Moramo se torej
na kratko seznaniti z barvanjem zaslona.

Zaslon je na gosto posejan z otocki, ki svetijo rdece,
zeleno ali modro. Lepo jih vidimo z moc¢nejso lupo,
ko je zaslon bel. Kako mocno svetijo posamezni
otocki, lahko nastavimo v ustreznem programu s ce-
lim Stevilom B od 0 do 255 + 255 - 256 + 255 - 256 -
2 = 16777215. Toliko barvnih odtenkov lahko torej
predstavimo z zaslonom, saj se, gledano od dalec,
svetloba otockov v ocesu zlije, kot da bi gledali en
sam svetlobni vir. Otocku z izbrano barvo lahko na-
stavimo 256 razli¢nih svetlosti, pri ¢emer je otocek
ugasnjen pri vrednosti 0, najmocneje pa sveti pri vre-

14

PRESEK 44 (2016/2017) 4




SLIKA 1.
Slika iz termovizijske kamere je prikazana z barvno lestvico na
desni, kjer sta navedeni skrajni temperaturi v stopinjah Celzija.

dnosti 255. Pri tem seveda verjamemo, da se je iz-
delovalcu zaslonov posrecilo izdelati tako natan¢no
napravo. Barvno Stevilo B predstavimo takole:

" B=R+ 2567+ 256°M.

Tu R predstavlja svetlost izbranega rdecega otocka,
Z zelenega in M modrega. V programu potem iz-
beremo tri bliznje otocke, ki jih imenujemo slikovni
element, po angleSkem vzoru tudi piksel. Na sliki
2 je prikazan del zaslona, osrednji piksel ima vse
tri otocke polno osvetljene, sosednji pa so osvetljeni
le deloma. Velikost stranice kvadratnega piksla je
pri zaslonu na mojem racunalniku 0,25 mm. Barvo
piksla dolo¢imo tako, da povemo vrednosti za R, Z
in M, izracunamo B in ta podatek predamo podpro-
gramu, ki zna komunicirati z zaslonom. Tak podpro-
gram je seveda del programskega jezika, v katerem
programiramo racunalnik.

Mavricne barve lahko kar dobro prikazemo na za-
slonu tako, da priZzigamo en ali dva otocka izbranega
piksla. Rdeco barvo daje priZzgan rdec¢ otocek, pri
ugasnjenih ostalih dveh prav tako dobimo zeleno in
modro barvo. Druge mavri¢ne barve dobimo s pri-
Ziganjem dveh otockov, npr. rumeno, s polno pri-
Zganima rde¢im in zelenim otockom pri ugasnjenem
modrem, barvo minerala turkiza, torej turkizno ali
spet po angleSkem vzoru barvo cian, pa s prizga-
nima zelenim in modrim otockom. Skrlatno barvo,

FIZIKA

SLIKA 2.
Trije raznobarvni otocki tvorijo slikovni element ali piksel.

znano tudi kot magenta, podobno vijoli¢ni, dobimo
S priZganima modrim in rde¢im otockom.

Sedaj je pot do barvne lestvice odprta. Denimo,
da bi radi Stevilom v intervalu med 0 in 1 priredili
mavricne barve. Interval razdelimo na podintervale,
in sicer [0,%), [%,%), [%,%), [%,%]. V prvem po-
dintervalu bomo prizgali le rdec¢ otocek, in sicer tako,
da bo Stevilu 0 ustrezal ugasnjen otocek, Stevilu % pa
najsvetleje priZzgan otoc¢ek z R = 255. V naslednjem
intervalu pustimo priZgan rdeci otocek, postopoma
pa prizigamo zelenega od Z = 0 do Z = 255. V nasle-
dnjem pustimo polno priZgan zeleni otocek in uga-
Samo rdecega do R = 0. Potem pri polno prizganem
Zelenem postopoma priZigamo modri otocek. Tako
nadaljujemo do zadnjega podintervala. V vsakem
podintervalu tako dolo¢imo 256 enakomerno nara-
Scajocih Stevil. Vsakemu Stevilu pripada povsem do-
locen odtenek mavricne barve. Rdeci, zeleni in modri
barvi na zaslonu ustrezajo Stevila %,% in g, rumeni %,
turkizni %, vijoli¢ni pa %.

Seveda lahko lestvico priredimo tudi kako drugace,
da npr. hkrati prizigamo ali ugaSamo dva otocka, da
je, denimo, svetlost piksla pri vseh barvah na videz
enaka. To je pri prikazu gladke funkcije dveh spre-

-
o)

nadaljevanje
na strani
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nadaljevanje

s strani

menljivk pomembno, da se oko ne ustavlja na ne-
pomembnih mestih. Bolj »gladko« lestvico smo do-
bili tako, da smo za priziganje in ugasSanje uporabili
funkcijo

x2

m f=1-e 27,

kjer je pri x = 0 funkcija enaka ni¢, potem pa ustre-
zno hitro, glede na izbran parameter o, preide v 1.
Na sliki 3 smo prikazali, kako postopno priZzigamo in
ugaSamo barvne otocke v intervalu [i, %], kjer posto-
poma ugaSamo rdeci otocek in prizigamo zelenega.
Na levem koncu intervala imamo tako polno prizgan
rdeci otocek in ugasnjen zeleni in modri otocek, na
desni pa polno prizgan zeleni ter ugasnjena rdeci in
modri oto¢ek. Paramater o izberemo tako, da je le-
stvica na pogled kar se da »gladka«, mi smo izbrali
vrednost o = 2—10.

Na sliki 4 vidimo barvno lestvico, ki smo jo upo-
rabili pri naslednjih slikah. Z izbranim parametrom
o je lestvica videti dovolj gladka in nima izrazitejsih
svetlejsih ali temnejSih prog, vimesne barve, rumena,
turkizna in vijoli¢na pa so dovolj izrazite.

Najprej smo lestvico preizkusili pri risanju ma-
vrice, ki jo dobro poznamo. Na sliki 5 je prikazan
na$ mavric¢ni lok, ki je seveda prevec izrazit, ¢e ga
primerjamo z lokom v naravi. A barve v mavrici se
kar dobro prelivajo druga v drugo.

1.2

1.0

0.4 -

R/255

0.2 A

0.0 - T T T T

0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50

SLIKA 3.
Ugasanje-priziganje

SLIKA 4.
Barvna lestvica

SLIKA 5.
Mavricni lok

Slika 6 prikazuje paraboloidno ploskev, ki jo opiSe
enacba

=z =x%+9°.

Tu je z barvno lestvico v intervalu [0, 1] prikazana
koordinata z te ploskve.

Na naslednji sliki smo z lestvico prikazali verje-
tnosti, da pri vodikovem atomu na dani oddaljeno-
sti od protona naletimo na elektron. Na sliki 7 je
atom v osnovnem stanju (levo), v prvem (na sredi)
in drugem vzbujenem stanju (desno). Vidimo, da se
vzbujeni atom precej poveca in da na dolocenih od-
daljenostih elektrona ne zasledimo. Vijoli¢na barva
tu nakazuje razdaljo, kjer bi v miselnem poskusu z
zelo drobno sondo najpogosteje zasledili elektron.

18
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SLIKA 8.

Valovanje na gladini iz dveh koherentnih virov

SLIKA 6.
Paraboloidna ploskev

SLIKA 9.

@ @ Dvobarvna lestvica z rdeco in modro barvo

SLIKA 7.
Vodikov atom - osnovno stanje 1s, prvo vzbujeno 2s, drugo
vzbujeno 3s.

Barvna lestvica pozivi slike valovanj na gladini, tako
vidimo na sliki 8 interferencno sliko valovanja iz dveh
koherentnih virov.

Barvno lestvico lahko tvorimo le iz dveh barv, kar
pride prav pri prikazu tako pozitivnih kot negativnih
Stevil. Na sliki 9 je taka lestvica z rdeco in modro
barvo, kjer predstavlja svetla rde¢a barva Stevilo -1, _
svetla modra 1, ¢rna pa Stevilo 0. S tako izbrano spjkA 10.
lestvico smo na sliki 10 spet prikazali valovanje iz  valovanje na gladini iz dveh koherentnih virov, predstavljeno z
dveh koherentnih virov; to pot je slika nekoliko manj  dvobarvno lestvico.
pisana. X X X
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ASTRONOMIJA

Slovenska reprezentanca

mladih astronomov uspesna
na 10. mednarodni olimpijadi
iz astronomije in astrofizike

v Indijl

N 2 .
DuNjJA FaBJAN, MARUSA ZERJAL, ANDRE] GUSTIN

- Slovenska srednjeSolska ekipa se je na Mednaro-
dni olimpijadi iz astronomije in astrofizike (MOAA)
odlicno odrezala, saj je vseh pet tekmovalcev pre-
jelo odlikovanja: tri pohvale, bronasto in srebrno

medaljo.

Mladi predstavniki Slovenije so se od 9. do 19. de-
cembra 2016 udelezili 10. mednarodne olimpijade iz
astronomije in astrofizike v indijskem mestu Bhuba-
neswar.

Letosnjo olimpijsko ekipo so sestavljali Luka Go-
vedi¢ (II. gimnazija Maribor), AnZe Jenko (bivsi dijak
Gimnazije BezZigrad), Aleksej Jurca (Gimnazija BeZi-
grad), Jakob Robnik (bivsi dijak Gimnazije BeZigrad)
in Urban Ogrinec (Gimnazija in srednja Sola Rudolfa
Maistra, Kamnik). Izbrani so bili izmed najbolje uvr-
SCenih srednjeSolcev in srednjeSolk na tekmovanju
iz znanja astronomije za Dominkovo priznanje, ki
ga od Mednarodnega leta astronomije 2009 prireja
Drustvo matematikov, fizikov in astronomov (DMFA)
Slovenije.

Pod vodstvom in mentorstvom Andreja GusStina
(DMFA Slovenije), prof. dr. Andreje Gomboc (Fakul-
teta za naravoslovje, Univerza v Novi Gorici), dr. Du-
nje Fabjan (Fakulteta za matematiko in fiziko, Uni-
verza v Ljubljani) in v spremstvu dr. Maruse Zerjal
(Fakulteta za matematiko in fiziko, Univerza v Lju-
bljani) se je ekipa podala na tezavno tekmovanje,
ki ga sestavljajo Stirje sklopi: teoreti¢ni, opazovalni,
skupinski del ter obdelava podatkov.

Na letoSnji olimpijadi je tekmovalo 234 srednje-
Solcev iz 42-ih drzav vseh celin. Skupno so organi-
zatorji podelili 14 zlatih, 28 srebrnih in 50 bronastih
medalj ter 48 pohval. LetoSnja slovenska ekipa je
bila Se posebej uspesna: Aleksej Jurca je prejel sre-
brno medaljo, Jakob Robnik bronasto medaljo, Luka
Govedi¢, AnZe Jenko in Urban Ogrinec pa pohvalo.
Slovenske ekipe srednjeSolcev so na mednarodni olim-
pijadi sodelovale Ze Cetrto leto in doslej osvojile sku-
pno pet medalj in devet pohval.

Spletna stran 10. MOAA: www.i0aa2016.1in.

www.presek.si

20

PRESEK 44 (2016/2017) 4




l [

INDIA
o

10™ INTERNATIONAL OLYMPIAD ON
ONOMY AND ASTROPHYSICS

#-19 DF @ 323 2016
A
4

& 7D

y

SLIKA 1.

Slovenska olimpijska reprezentanca, od leve proti desni: men-
tor Andrej Gustin (DMFA), Jakob Robnik (bronasta medalja),
Luka Govedi¢ (pohvala), Anze Jenko (pohvala), Aleksej Jurca
(srebrna medalja), Urban Ogrinec (pohvala), Marusa Zerjal (FMF,
Univerza v Ljubljani).

Primeri nalog 10. mednarodne olimpijade iz
astronomije in astrofizike

Drzi ali ne drzi
Oznadi, ali so naslednje trditve pravilne ali napacne.

= Na fotografiji jasnega nocnega neba s polno Luno
bi bila pri dovolj dolgem casu osvetlitve barva ne-
ba modra, tako kot podnevi.

= Astronom v Bhubaneswarju si vsak dan ob 05:00
UT zapiSe trenutni poloZaj Sonca na nebu. Ce bi
bila Zemljina vrtilna os pravokotna na njeno orbi-
talno ravnino, bi ti zabelezZeni polozaji opisali lok
velikega kroga.

= Ce je obhodni ¢as nekega malega telesa, ki je v or-
biti okoli Sonca na eklipti¢ni ravnini, manjsi od ob-
hodnega ¢asa Urana okoli Sonca, potem je njegova
orbita zagotovo v celoti znotraj Uranove orbite.

= TeziS¢e Osoncja je ves ¢as pod Soncevim povrs-
jem.

= Foton potuje po praznem prostoru. Ker se vesolje
razS§irja, se gibalna kolic¢ina fotona zmanjsuje.

ASTRONOMIJA

Optika teleskopa

Nek opti¢no popoln teleskop ima goris¢no razmerje
f/5, goriSéna razdalja njegovega objektiva je 100
cm, okularja pa 1 cm.

= Kolik$na je povecava teleskopa m(? Kolik$na je
dolzina teleskopa Lo- razdalja med objektivom in
okularjem?

Pogosto goriScno razdaljo teleskopa povecamo tako,
da med objektiv in njegovo primarno goriSc¢e posta-
vimo razprsilno leco (Barlow). Prej omenjenemu te-
leskopu med objektiv in okular vtaknemo Barlowovo
leco z goriscno razdaljo 1 cm, tako da se njegova
povecava podvoji.

= Na kolikSni oddaljenosti dp od primarnega gorisca
objektiva moramo postaviti Barlowovo leco, da bo
povecava dvakrat vec¢ja kot prej?

= Za koliko se poveca dolZina teleskopa AL?

V goriSce naSega teleskopa pritrdimo CCD kamero
brez okularja in Barlowa. Velikost slikovnega ele-
menta (piksel) kamere je 10 ym.

= KolikSna bo oddaljenost n, med srediScema slik
dveh zvezd na ¢ipu te CCD kamere, ¢e sta zvezdi
na nebu 20” narazen? Razdaljo izrazi s Stevilom
slikovnih elementov (pikslov).

No. T (tMDJ) P (us) a (ms=2)

1 5740,654 7587,8889 -0,92 + 0,08
N é'%li'd,'%'(')'é'"“""'7"5'5'7','5';'3“3'21' .......... 16,54!(')',65"“
e é'%li'é;i'(')'(')'“““"'7"5553‘,21'66 .......... i'l','é'é;“(')','dliw
e é'%li'é;é'%'é."“.”“7”5'55,'5'8.1'6 .......... - 'i',é;;b','(')'éw
e é'é‘é'i;éi'imm%‘s'é%‘,'éééé .......... : '6','7"2”;6,'66”“
e 555};;555""""'7"5'5'7‘,5'5"5;'2' .......... :6,.4:1”;(').,65.”'
e 6'66'5','555“"“"'7"5'2'35,'1'6'2'5 .......... : '(').,66;'6,.(')'8“"
e 6'3"46,'8.5?.“"."'7"555,.1"3"5.6 .......... : '(').,66';6,.(')'4""
e é'é'é's','éc')'i"““"'7“5'55,'1"3“5'5 .......... : '(')','(56';6,'65'"
TABELA 1.
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Dvojni pulzar

Med sistematicnim pregledovanjem neba v zadnjih
desetletjih so astronomi odkrili veliko Stevilo mili-
sekundnih pulzarjev. Rotacijska perioda (¢as enega
zasuka okoli lastne osi) milisekundnih pulzarjev je
< 10 ms. Velika vecina takih pulzarjev je dvojnih.
Imajo skoraj kroZne orbite.

V dvojnem sistemu pulzarjev se izmerjena rota-
cijska perioda posameznega pulzarja (P) in izmer-
jeni pospeSek (a) (pospeSek v smeri zveznice med
Zemljo in pulzarjem), periodi¢no spreminjata zaradi
kroZenja pulzarjev okoli skupnega tezisca.

Za kroZne orbite lahko te spremembe zapiSemo z
enacbo, ki vsebuje orbitalno fazo ® (0 < ® < 2m):

21TP
= P(®) =Py+ Prcos®, Kkjerje P;= LS OT_
cPp
4772
a(®) = —a;sin®, Kjerje a; :%_
B

Py je orbitalna perioda dvojnega sistema, Py je lastna
rotacijska perioda pulzarja,  pa je polmer orbite.

V tabeli 1 so podane meritve P in a za tak sistem,
ob izbranih heliocentri¢nih ¢asih T, ki so izraZeni
v modificiranem julijanskem datumu (tMJD). To je
Stevilo dni po M JD = 2440000.

Ce na graf nariS§emo a(®) v odvisnosti od P (),
dobimo parametri¢no krivuljo. Kot je razvidno iz
zgornjih enacb, je taka krivulja elipsa.

V tej nalogi boS iz meritev v preglednici ocenil la-
stno rotacijsko periodo Py, orbitalno periodo Py in
polmer orbite v dvojnega sistema pulzarjev. Pred-
postavi, da sta orbiti pulzarjev kroznici.

SLIKA 2.

D1.1) Iz podatkov v preglednici narisi graf pospeska
v odvisnosti od periode. Za vsako tocko narisi tudi
velikost napake. Graf oznaci kot »D1.1«.

D1.2) Na isti graf »D1.1« nariSi elipso, ki se najbolje
prilega podatkom.

D1.3) Iz grafa oceni Py, P; in a;. Pri tem oceni napake
rezultatov, ki so posledica napake meritve.

D1.4) ZapiSiizraza za P in . Pri tem uporabi Py, Py,
Aag.

D1.5) Iz ocen iz naloge (D1.3) izracunaj priblizno vre-
dnost Pg in . Oceni napako rezultatov.

D1.6) Izracunaj orbitalno fazo &, ki ustreza opazo-
vanjem z zaporednimi Stevilkami 1, 4, 6, 8, 9 v
preglednici.

D1.7) IzboljSaj oceno orbitalne periode Pg. Pri tem
uporabi rezultate iz (D1.6) na sledeci nacin:
D1.7a) Najprej doloci zacetni Cas Ty, ki je najbliZje

nicelni fazi pred prvim opazovanjem (¢ = 0).
D1.7b) Cas Teale, Ob katerem je sistem v fazi ® ob
posameznem opazovanju, podaja zveza:

)
P
360") B
n je Stevilo celih obhodov med ¢asoma Ty in T
(ali Tcalc). Oceni n in Teqc za vsako izmed petih
opazovanj v nalogi (D1.6). ZapiSi razliko Ty_¢
med opazovanima T in T¢yic.

D1.7c) NariSi n v odvisnosti Top_c. Graf oznaci z
»D1.7«.

D1.7d) S pomocjo grafa doloci izboljSane vredno-
sti To, in Ppy.

n Tcalc = T() + (n+
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R.A (@) i Dec (8

gKotna velikost (@)g Faza (®)

Elongacija

167,4° W

153,2° W
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SLIKA 3.

Oddaljenost Lune

V tabeli 2 so podane geocentri¢ne efemeride Lune za
september 2015. Vse meritve so bile opravljene ob
00:00 UT.

Sestavljena slika 2 prikazuje zaporedje posnetkov
ob razli¢nih fazah popolnega Luninega mrka, ki je
bil septembra 2015. Posamezna fotografija Lune je
bila narejena tako, da je bil posnetek centriran na
Zemljino senco.

Pri tej nalogi predpostavi, da je opazovalec v sre-
discu Zemlje. Kotna velikost se nanasa na kotni pre-
mer nebesnega telesa oz. sence.

D2.1) Luna je bila septembra 2015 v apogeju. KakSna
je bila takrat pribliZno njena mena? Razlaga ni
potrebna. MoZzni odgovori so: mlaj / prvi krajec /
§¢ip / zadnji krajec.

D2.2) V kateri meni je bila Luna septembra 2015, ko
je bila najbliZje dviznemu vozlu svoje orbite? Raz-
laga ni potrebna. MoZni odgovori so: mlaj / prvi
krajec / $¢ip / zadnji krajec.

D2.3) Iz podatkov oceni ekscentricnost e Lunine or-
bite.

D2.4) Oceni kotno velikost (premer) Zemljine sence
®ymbra V enotah kotne velikosti Lunine ploskvice
®proon- Postopek meritve prikazi na sliki.

D2.5) Soncevi Zarki iz enega in drugega roba Sonca
S1R; in S>R» (glej sliko 3, ki seveda ni v merilu)
se na robu Zemlje sekajo pod kotom ®gy,. Zaradi
tega ima Zemlja Senco in polsenco. Na dan Luni-
nega mrka iz te naloge je bil &g,y = 1915,0”. Izra-
Cunaj kotno velikost polsence ®penumbra. Rezultat
izrazi s ®yoon. Predpostavi, da je opazovalec v sre-
diS¢u Zemlje.

D2.6) Naj bo kot &g kotna velikost Zemlje, kot bi
jo videli iz sredisc¢a Lune. Izracunaj kotno velikost
Lune ®yo0n, kot bi jo videli iz srediS¢a Zemlje na
dan mrka. Rezultat izrazi s ®garth.

D2.7) Iz zgornjih rezultatov oceni polmer Lune Ryoon
v kilometrih.

D2.8) Oceni najmanjSo (¥perigee) in najvecjo oddalje-
nost (¥apogee) Lune od Zemlje.

D2.9) Iz podatkov za 10. september oceni razdaljo
med Zemljo in Soncem dsyy.

X X X

Barvni sudoku

v

- V 8 x 8 kvadratkov morate vpisati zaCetna naravna
Stevila od 1 do 8 tako, da bo v vsaki vrstici, v vsakem
stolpcu in v kvadratkih iste barve (pravokotnikih 2 x
4) nastopalo vseh osem Stevil.

24
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RACUNALNISTVO

Fenwickovo drevo

NAX\%
ALEKSANDER KELENC

->

Opis problema

Neki spletni portal se je odlocil, da bo za potrebe
analize starosti svojih uporabnikov le-te uvrscal v 15
razliénih starostnih kategorij glede na njihovo sta-
rost ob prvi prijavi v portal. V tabeli 1 so prikazane
posamezne kategorije in ustrezno Stevilo uporabni-
kov, ki so v dolo¢enem trenutku uvrsScéeni v to kate-
gorijo.

Omenjeni portal v razli¢nih trenutkih zanima, ko-
liko njihovih uporabnikov je uvrSc¢enih med dvema
izbranima kategorijama, npr. od kategorije 21-25 do
kategorije 46-50 (vklju¢no z mejama) je 13 uporab-
nikov. Seveda se z novimi uporabniki tabela kate-
gorij nenehno spreminja. Ker spletni portal jemlje
analizo podatkov zelo resno, Zeli takSna povprasSe-
vanja izvajati kolikor hitro je le mogoce. Dobili smo
nalogo, da opiSemo podatkovno strukturo, ki bo to
omogocala.

Za laZje razmiSljanje opiSimo podan problem z
racunalniSkim jezikom. Podan imamo koncen se-
znam Stevil aq,ao,...,a,. Zanima nas vsota Stevil
med indeksoma i in j (vkljutno z mejama), kjer ve-
jal <i < j < n Ce siseznam §tevil shranimo
v polje a, potem bomo za eno takSno poprasSevanje
morali pregledati vse elemente polja med indeksoma
iin j. V sploSnem za eno poizvedbo to pomeni line-
arno ¢asovno zahtevnost glede na velikost seznama.
Ali smo lahko bolj u¢inkoviti?

Hitro opazimo, da bi si pri tem lahko pomagali s
kumulativnimi frekvencami. Naj bo k polje kumu-
lativnih frekvenc za polje a. Za vsak indeks i, kjer
je 1 < i < m, je kumulativna frekvenca k; enaka
vsoti vseh elementov od a; do a;, torej k; = a; +
... + a;. Zaizracun polja k naj bo k; = a; in ele-
ment k; = k;_1 +a; zavsak i € {2,...,n}. Vi-
dimo, da je vsota Stevil med indeksoma i in j se-
daj enaka kar k; — ki_1. Ce izra¢unamo polje ku-
mulativnih frekvenc, potem dobimo konstantno ca-

sovno zahtevnost za eno poizvedbo vsote elementov
med dvema indeksoma. Zelo ucinkovito, ampak v
portalu se Stevilo uporabnikov nenehno spreminja in
zato moramo omogociti Se posodabljanje elementov
v polju a. Ko posodobimo element a; to pomeni, da
moramo v polju kumulativnih frekvenc k posodobiti
vse elemente od k; do k,. Vidimo, da v sploSnem
dobimo linearno ¢asovno zahtevnost za posodobi-
tev polja kumulativnih frekvenc. Z uporaba polja ku-
mulativnih frekvenc smo dobili konstantno ¢asovno
zahtevnost za poizvedbo, vendar smo s posodablja-
njem elementov spet prisli do linearne casovne zah-
tevnosti.

Drevesne podatkovne strukture se pri podobnih
problemih izkaZejo kot zelo ucinkovite, saj veliko-
krat pohitrijo reSevanje problema. Razvitih je pre-
cej razlicnih drevesnih podatkovnih struktur in ena
izmed njih je tudi Fenwickovo drevo. Fenwickovo
drevo je podatkovna struktura, ki z uporabo ideje
o kumulativnih frekvencah omogoca poizvedbo za
vsoto elementov med dvema indeksoma in posoda-
bljanje elementov polja v logaritemski ¢asovni zah-
tevnosti glede na velikost polja. Fenwickovo drevo je
leta 1994 prvi predstavil Peter M. Fenwick.

Osnovna ideja

Osnovna ideja Fenwickovega drevesa je, da lahko
vsako naravno Stevilo izrazimo kot vsoto ustreznih
potenc Stevila 2. To pomeni, da bi lahko kumula-
tivno frekvenco k; predstavili kot vsoto ustreznih
delnih kumulativnih frekvenc (predstavimo s poljem
f) glede na razcep Stevila i na vsoto potenc Stevila
2. Ce lahko indeks i predstavimo kot vsoto treh po-
tenc Stevila 2, potem bo npr. k; enak vsoti treh del-
nih kumulativnih frekvenc. Seveda morajo biti delne
kumulativne frekvence podane za ustrezne intervale,
da bomo s tem pristopom uspeli sestaviti celotno ku-
mulativno frekvenco za indeks i. Za vsako potenco
Stevila 2 iz razcepa indeksa i bo delna kumulativna
frekvenca obsegala interval, ki bo Sirok toliko, kot,
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%

starost | do 10 | 11-15 | 16-20 | 21-25 | 26-30 | 31-35 | 36-40 | 41-45
L™ tevilo 3 1 0 2 2 5 3
starost | 46-50 | 51-55 | 56-60 | 61-65 | 66-70 | 71-75 | nad 75
L"tevilo 1 5 4 0 2 3

TABELA 1.

Tabela kategorij

je vrednost te potence. V zgornjem delu tabele 2 so  Operacije

prikazani intervali za delne kumulativne frekvence
do Stevila 15. Oglejmo si osnovno idejo na konkre-
tnem primeru za indeks 11. Stevilo 11 = 23 + 21 + 29,
kar pomeni, da bo k;; sestavljen iz delnih kumulativ-
nih frekvenc za intervale Sirine 8, 2 in 1 oziroma iz
delnih kumulativnih frekvenc za intervale 1..8, 9..10
inl1l.

V spodnjem delu tabele 2 lahko vidimo primer,
kjer imamo v prvi vrstici zapisano polje a, v drugi
vrstici polje za kumulativne frekvence k in v tretji vr-
stici polje za delne kumulativne frekvence f. Vrnimo
se na primer indeksa 11. Kumulativna frekvenca za
indeks 11 je sestavljena iz ki1 = fi1 + fi0 + fs, kar
ustreza vsoti = a1 + ag.10 + ai1.8, Kjer je a;.g =
ay + ...+ ag. Zaporedje Stevil 11,10,8 dobimo, Ce
v dvojiski predstavitvi Stevila 11 = 10112y po vrsti
nadomesSc¢amo najbolj desno enico z nic¢lo. Izracun
kumulativne frekvence k; iz polja delnih kumulativ-
nih frekvenc f torej dobimo tako, da seStejemo vse
elemente polja f, ki jih dobimo, ko indeksu i po vrsti
nadomesScamo najbolj desno enico z niclo, dokler ne
pridemo do Stevila 0.

Taksno indeksiranje nam iz polja delnih kumula-
tivnih frekvenc generira drevo. Za koren drevesa po-
stavimo indeks 0. Drevo ni uravnotezeno. Vsako vo-
zliSCe drevesa ima toliko otrok, kot je Stevilo nicel do
prve enice v dvojiSki predstavitvi indeksa, gledano iz
desne strani. Globina vozliS¢a (razdalja do korena)
pa je enaka Stevilu enic v dvojiSki predstavitvi in-
deksa. Polje, opremljeno s takSnim indeksiranjem
imenujemo Fenwickovo drevo. Zaradi nacina inde-
ksiranja takSno strukturo imenujemo tudi binarno
indeksirano drevo. Na sliki 1 je predstavljeno drevo
za primer polja velikosti 15. V vozli§¢ih drevesa so
navedeni indeksi, v katerih se nahajajo ustrezni ele-
menti v polju delnih kumulativnih frekvenc.

S pomocjo opisane strukture Zelimo v logaritem-
skem Casu izvajati naslednji dve operaciji:

= poizvedbo za kumulativno frekvenco do nekega
indeksa 1,

= posodobitev polja delnih kumulativnih frekvenc f
glede na posodobitev elementa a;.

Pri obeh operacijah bomo indekse racunali s po-
mocjo najbolj desne enice v dvojiski predstavitvi. Za
izracun najbolj desne enice v dvojiSki predstavitvi
nekega Stevila si bomo pomagali z dvojiSkim kom-
plementom. Z dvojiSkim komplementom so v racu-
nalniku predstavljena negativna Stevila. Iz pozitiv-
nega Stevila m dobimo z dvojiskim komplementom
—m tako, da v dvojiSki predstavitvi od m obrnemo
vse bite in priStejemo ena. V tabeli 3 imamo primer
za dvojiSki komplement Stevila 18 = 00010010y,
ki znaSa 11101110. Opazimo, da je edino mesto,
kjer se enica hkrati pojavi tako v dvojisSki predstavi-
tvi Stevila 18 kot tudi v dvojiski predstavitvi Stevila
—18, ravno mesto najbolj desne enice v obeh dvoji-
Skih predstavitvah. S pomocjo logi¢nega operatorja
A dobimo rezultat 00000010. Najbolj desno enico
indeksa i dobimo z (i A —i), kar pomeni, da v dre-
vesu za poizvedbe indeks starSa vozlis¢a i izracu-
namo kot i — (i A —1).

Poizvedba za kumulativno frekvenco

Spodaj imamo prikazano funkcijo v programskem
jeziku C++, ki virne kumulativno frekvenco za indeks
i. Za polje delnih kumulativnih frekvenc uporabimo
vector<int> f. Stevilo iteracij while zanke je ena-
ko Stevilu enic indeksa i v bitni predstavitvi - v dre-
vesu za poizvedbe to predstavlja dolZino poti od vo-
zliS¢a i do korena. V najslabSem primeru to pomeni,
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indeks | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
interval |1 |1.2|3|1.4|5|56| 7 (1.8 9 |9.10 |11 |9.12 | 13| 13..14 | 15
poljea | 3 1 0 0 2 2 5 3 1 5 4 0 0 2 3
poljek | 3 4 4 4 6 8 13 16 | 17 22 26 26 26 28 31
polje f | 3 4 0 4 2 4 5 16 1 6 4 10 0 2 3
TABELA 2.
Primer za polje velikosti 15
18 00010010
11101101
+ 00000001
-18 11101110
TABELA 3.

SLIKA 1.
Drevo za poizvedbe na polju velikosti 15

da je casovna zahtevnost funkcije enaka logaritmu
velikosti polja a.

int vrniKumulativnoFrekv(int i) {
int vsota = 0;
while (i > 0) {
vsota += f[i];
i-= (int)( & -1);
// odStejemo najbolj desno enico
}
return vsota;

}

Ko imamo metodo za izra¢un kumulativne frekvence
za poljubni indeks, potem lahko vsoto elementov med
indeksoma i in j izracunamo kot vrniKumulativno-
Frekv(j)-vrniKumulativnoFrekv(i-1).

Dvojiski komplement Stevila 18

Posodabljanje elementa polja

Pri poizvedbi za kumulativno frekvenco smo inde-
ksu vsakic enico na desni strani nadomestili z ni¢lo.
S tem smo se premikali proti zacetku polja delnih
kumulativnih frekvenc oziroma proti korenu drevesa
za poizvedbe. Za posodobitev elementa polja a pa
moramo posodobiti vrednosti vsem delnim kumula-
tivnim frekvencam, ki vsebujejo ta element. V tabeli
2 poglejmo, katere elemente polja delnih kumulativ-
nih frekvenc f moramo posodobiti, ¢e v polju a po-
sodobimo elemnent a3. Elementi polja f, katerih in-
tervali vsebujejo element a3, so f3, fi in f3. Iz inde-
ksa 3 se moramo premakniti na indeks 4 (priStejemo
1) in potem na indeks 8 (priStejemo 4). Opazimo, da
namesto odstranjevanja (odStevanja) enega bita na
desni strani, moramo k trenutnemu indeksu dodati
(priSteti) najbolj desni bit na vsakem koraku. Ta ko-
rak ponavljamo, dokler ne pridemo preko velikosti
polja.

Z indeksiranjem za posodabljanje elementov do-
bimo drugacno drevo, kot smo ga dobili z indeksi-
ranjem za poizvedbe. Drevo za polje velikosti 15 je
prikazano na sliki 2.

Za koren drevesa dodamo vozliS¢e z indeksom 16,
ki sluzi kot strazar, pri katerem se moramo zau-
staviti pri posodabljanju. Opazimo, da je glede na
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SLIKA 2.
Drevo za posodabljanje elementov polja velikosti 15

obliko drevo za posodabljanje zrcalna slika drevesa
za poizvedbe.

NapiSimo Se funkcijo v programskem jeziku C++,
ki posodobi polje delnih kumulativnih vsot, Ce k ele-
mentu polja a; priStejemo vrednost v, kjer je vre-
dnost v lahko tudi negativna.

void posodobi(int i, int v) {
while (i < f.size()) {
fl[i] += v;
i+= (int) G & -1);
// pristejemo najbolj desno enico

}

Casovno zahtevnost funkcije za posodabljanje lahko
ocenimo s pomocjo ¢asovne zahtevnosti funkcije po-
izvedbe. Stevilo iteracij while zanke je enako dol-
zini poti od vozlis¢a i do korena v drevesu za po-
sodabljanje. Ker je drevo za posodabljanje zrcalna
slika drevesa za poizvedbe, sledi, da je najslabsa ca-
sovna zahtevnost metode void posodobi(int i,
int v) prav tako enaka logaritmu velikosti polja a.

S tem smo opisali podatkovno strukturo, ki omo-
goca, da za podano polje Stevil a izvajamo poizved-
be za kumulativne vsote in posodabljanje elemen-

tov v logaritemski ¢asovni zahtevnosti glede na ve-
likost polja a. V naSem primeru starostnih katego-
rij spletnega portala je polje velikosti 15. V praksi
sprememba ¢asovne zahtevnosti iz linearne na loga-
ritemsko pri polju velikosti 15 ne pride do izraza,
vendar pa opisano podatkovno strukturo lahko upo-
rabimo za poljubno velikost polja. S povecevanjem
velikosti polja pa pridemo do bistvene razlike pri ca-
sovni ucinkovitosti omenjenih operacij.

Literatura

[1] P. M. Fenwick, A New Data Structure for Cumu-
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Barvni sudoku
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Atmosterski tlak in plastenka

ViV

ALES MoHORIC

- Prejs$nji teden sem si po koncu smucanja privo-
$c¢il plastenko vode in na viSini 2664 m nazdra-
vil vrthovom masiva Dachstein, kot kaze tokratna
naravoslovna fotografija (levo). Prazno plastenko
sem nato zatesnil. Med vracanjem sem na parki-
riScu, ki ima nadmorsko visino 1691 m, posnel Se
eno fotografijo (sredina). Zadnjo (desno) sem na-
redil v meglenem Schladmingu pri nadmorski vi-
Sini 728 m. Nadmorsko visino lahko natan¢no do-
lo¢imo s satelitsko navigacijo, ¢e pa ta ni na vo-
ljo, si lahko pomagamo s spletom. Koordinate kra-
jev sem poiskal na Google maps, za dane koordi-

nate pa nadmorsko viSino na strani http://www.

mapcoordinates.net/en.

Na sliki jasno vidimo, kako je plastenka stisnjena
vse bolj, nizje kot smo. Zakaj? Na povrSju Zemlje se
nahajamo na dnu tekocine, ozracja, ki na vsa telesa
deluje z atmosferskim tlakom. V srednji Soli u¢imo,
da na telesa potopljena v mirujoco tekocino deluje
tlak, ki naraSca z globino. Globina je razdalja od
telesa do gladine tekocine. Obicajno spreminjanje
zracnega tlaka z viSino zanemarimo, kadar imamo
opravka z majhnimi spremembami, saj so gostote
plinov priblizno tisockrat manjSe od gostote kaplje-
vin. Ce so spremembe nadmorske vi$ine znatne, po-
jav brez tezav opazimo. Z natan¢nimi merilniki ga
opazimo tudi pri manjSih viSinskih razlikah. Tlak
ozraja se spreminja z vremenom. Kot standardni
tlak na morski gladini upoStevamo pg = 101325 Pa.
Ta tlak pomeni, da vsak kvadratni meter vodorav-
nega povrsja nosi tezo zractnega stolpca, ki ustreza
masi zraka 10 ton. Za gravitacijski pospeSek vza-
memo g = 9,80665 m/s2. Gostota zraka na morski

SLIKA 1.
Plastenka,
neprodusno
zaprta na
visoki nad-
morski visini
(levo), se
skrci zaradi
zraCnega tlaka
(sredina, des-
no), ko se
spustimo
niZje.
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gladini je 1,2 kg/m3, kar bi pomenilo vi$ino zracnega
stolpca H = 8,6 km, ¢e bi bila gostota zraka na vseh
viSinah enaka. Ta pribliZek upravi¢eno naredimo pri
kapljevinah, ki so skoraj nestisljive. Gostota zraka
z viSino pada. To nam pove plinska enacba p =
%. Kilomolska masa suhega zraka je M = 28,9644
kg/kmol in R = 8314,47 J/kmol/K je sploSna plin-
ska konstanta. Z viSino se spreminjata tako tlak kot
temperatura, dodatno pa opis zapletejo tudi vlaga v
zraku, gibanje zra¢nih mas in svetlobno sevanje. V
prvem priblizku se tlak zmanjSa po 100-metrskem
dvigu za 1,2 kPa. Boljsi pribliZek dobimo, ¢e spremi-
njanje tlaka z viSino opiSemo z eksponentno funk-
cijo. Se bolj natan¢na obravnava da izraz

Lh\ T
To)

" PpP="pro (1 -
kjer je L = 0,0065 K/m temperaturni viSinski gra-
dient in Ty = 288,15 K standardna temperatura na

morski gladini. Odvisnost tlaka od nadmorske viSine
kaze slika 2.

plkPa]

100
80
60 -

40 |

h [km]

SLIKA 2.
Spreminjanje tlaka z nadmorsko visino

UpoStevajmo barometri¢no enacbo ter izracunaj-
mo kvocient tlaka na koncu poti in tlaka na vrhu
smuciSca in dobimo 1,27. To pomeni, da je tlak v do-
lini dobro Cetrtino visji kot na gori. Ustrezno temu
se zmanjSa prostornina plastenke. Premislite, kako
bi izmerili prostornino plastenke. Ali na zmanjSanje
prostornine vpliva Se kaj drugega kot zunanji zracni
tlak?

Barometri¢na enacba

Enacbo izpeljemo iz enacbe idealnega plina p =
"J@—T. UpoStevamo Se izraz za spreminjanje hi-
drostati¢nega tlaka: dp = —pgdh. h pomeni
nadmorsko vi§ino in ne, kot obi¢ajno, globino.
Zato v izrazu stoji spredaj minus. Izraza de-
limo med seboj in ostane %” = —Mgﬁh, ki ga
lahko integriramo od nadmorske viSine h = 0,
kjer je tlak enak pg, do poljubne viSine h. Do-

bimo barometri¢no enacbo

= p= poej(flMgdh/R/T_

Izraz lahko izracunamo, ¢e poznamo viSinsko
odvisnost temperature. V izotermni atmosferi,
Ce zanemarimo spreminjanje gravitacijskega po-
speska z viSino, dobimo eksponentno padanje
tlaka z viSino

= p = poe MINIRIT,

Temperaturni viSinski gradient

Gradient opiSe spreminjanje temperature z
vi§ino. Za suh zrak lahko v adiabatnem pri-
blizku, ko se med zracnimi plastmi ne izme-
njuje toplota, zapiSemo enacbo stanja plina
pdV = —-Vdp/k. Energijski zakon se glasi:
mc,dT + pdV = 0. Iz prve enacbe vstavimo
pdV v drugo in ostane zveza c,dT-Vdp/m =
0. UpoStevamo Se dp = —pgdh in dobimo

art g

L=,

=9,8°C/km.

Ker je zrak vlaZen, je povprec¢na vrednost manj-
$a, 6,5°C/km.

X X X

www.presek.si
www.dmfa-zaloznistvo.si
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KIS0 VJUZNL | STOJEC | wweninn | OBCESTL | guoxgrx | NJEGA DESKAR BRANILEC
HKRATI AMERIKI KAMNIT LJUDI VRANSKO - BELEGA NA SNEGU JEZIKOVNI
ELEMENTI SPOMENIK KAMNIK KROMPIRJA | KOSIR 1ZRAZ
KAKSNE
VECJE PREDMET, SOI;TA,
" " KIKAJ VRSTA
FOURIER POKONCI SMERI)
11 SVEDSKI DRZAVA
IZUMITELJ NARAVNI NA JUGO-
(ALFRED) SATELIT VZHODU
AM. ASTRO- PLANETA |ARABSKEGA|
NAVT (NEIL) POLOTOKA
1 ENOJKA SVINENIK
NEKDANJI UMORJEN
SLOVANSKI IRANSKI
VLADARSKI POLITIK
NASLOV (SHAPOUR)
NEKDANJI UCNI PARK
POLJSKI 14 LESNATIH 9
KONJENIKI RASTLIN
S KOPJI IZUMRLI
NABAVA SLOVAN
STARO- NEKD. ARG,
GRSKIEP NOGOMETAS
DOMACA (DIEGO)
PTICA TOCENJE
PEVKA SO0LZ
ZGODOVIN.
15 diad
*225:%23 SEKRETAR
STREHE ] 0ZN (KOFT)
FocReSEX VAS | NAJVISIA PN
ZELO SLAN
GRSKI VZHIONO | ‘GORANA | (ARPAD)
KOZJI ALI ¢ SICILII STEBLO
OVCJISIR SO PRI GOBI
"éi.'}.i‘k%" Pog;g’:“ 16 NAGRADNI RAZPIS
(SEBASTIEN) ZIVAL
VRSTA
HRASTA PARADIZ p2 . “ v . . v .
19 o - Crke iz oStevil¢enih polj vpiSite skupaj z
SKE IGRE osebnimi podatki v obrazec na spletni strani
RADLY . i
www . presek.si/krizanka
TOVARNA
V TRBOV- i
A ter ga oddajte do 15. marca 2017, ko bomo
BETELOVA 18 Pmoem 20 izZrebali tri nagrajence, ki bodo prejeli knji-
PALMA o .
12 JUGO- B Zno nagrado.
VZHODNE (JAROMIR)
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