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Matematika 347

TRIKOTNIK, KVADRATI IN KROZNICA

Nekatere znane naloge lahko z dodajanjem zahtev postanejo kunstrukeij-
sko in ra¢unsko zanimive. Oglejmo si eno izmed njih.

Nad stranicami trikotnika ABC nari§imo kvadrate. Izracunajmo
plo§éino Sestkotnika DEFGHI (slika 1).

H

Slika 1. Nad stranicami trikotnika narisemo kvadrate.

1z slike razberemo kote:
ZIAD = 180° — a, XEBF = 180° — 3, <HCG = 180° — .

Upostevajmo, da velja sin(180° — a) = sina, in izracunajmo ploscine
trikotnikov

1 . 1 i 1 :
Parap =5 besin a, PAEBF = 3 acsin 3, PAHCG = 5 absin-y .
Ugotovimo, da je

PAIAD = PAEBF = PAHCG = PAABC -
Ploscina Sestkotnika DEFGHT je torej enaka
p=2besina + a® + b% + ¢ = 2cv. +a® +b* + 2.

To ploséino bi lahko izracunali tudi drugace. Kvadratoma nad stranicama
a in b oértajmo kvadrata tako, kot kaze slika 2.
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Vzemimo, da sta kota a in 3 ostra, potem nozis¢e visine v, na stranico
¢, to je tocka N, lezi na stranici AB. Oznaéimo razdaljo |[AK| = ¢; in
|KB| = ¢, torej je ¢ = €1 + c2. Razdalja sredis¢a ocrtane kroznice S od
stranic ¢ naj bo z. Ce bi bil kot a > 90°, potem bi bilo nozisce visine na
nosilki stranice ¢ izven ¢ in bi bil |[KA| = ¢ ter |[KB| = ¢3 = ¢+ ¢1.

Q L N B

D E

Slika 2. Kvadratoma oértamo kvadrata.

1z slike razberemo iskane ploséine:

|EB|-|BL| 1 IDA|-|AP| 1
p&EBF:fZECUCa p&IDA:fZECUc-

Ploséino trikotnika HCG lahko nadomestimo s ploséinama trikotnikov
HCO in NCG, saj sta trikotnika AHOT in AGNT skladna:

_ |00l -|0H] | |ON]- |NG| _ 1 i =
PaHCG = B) 5 —2C1Uc 262‘L —

—l(c +e2) =
—2 1 ,2'[}—2(:'1),.3.
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Poglejmo Se, kdaj lahko tako nastalemu Sestkotniku ocrtamo kroznico.
Sredisce kroznice, ki je otrtana sestkotniku, je v srediséu trikotniku ABC
oc¢rtane kroznice, v tocki S, saj so simetrale stranic IH, GF in DFE hkrati
tudi simetrale stranic trikotnika. Izra¢unajmo razdalji |1S] in |SF|:

IS|2 = (’vc + g)g +(ci—2)?, |SFP= (g + vc)z +(z—e)?.

Razdalji morata biti enaki, saj tocki [ in F lezita na kroznici s sredisé¢em
S. Iz enakosti sledi

L —T=T—Cy in cq—r=cy—x.
Iz prve enacbe dobimo

cit+e ¢ "
r=——=- = =45
S 2 E

in iz druge
ey =ty = a=1b.

Ce bi bil kot @ > 90°, potem bi dobili iz |IS|*> = |SF|?

(vc+§) +(c1+$)2=(§+vc) + (cz — z)?
in od tod
m—E in ¢ =-—c
=3 1 = —Cz.

Ker dolzine ne moreje biti negativne, takoj vidimo, da je v tem primeru
edina resitev = ¢/2 in s tem kot v = 45°. Pri tem smo upostevali, da je
o = ¢+ ¢1. Pogoji so torej v primeru topega kota Se ostrejsi.

V trikotniku nobena od stranic ni odlikovana, zato lahko zapisemo
pogoje Se za primer, ko nariSemo visino na stranico b. Oznacimo razdaljo
sredisca trikotniku ortane kroznice od stranice b z y. Iz pogoja |SD| =
= |SG| = R dobimo

b1=b2 ali y:g:>,8=45°.

Zapisimo pogoje, ki smo jih dobili pri delitvi stranice ¢ in stranice b, z
znaki matematicéne logike:

(a=bVvy=45°)A(a=cV 3 =45°).
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Iz pregleda vseh pogojev sklenemo, da mora biti trikotnik ali enakokrak
pravokotni trikotnik (dva kota 45°) ali pa enakostraniéni trikotnik.

Iz pogojev, da mora biti trikotnik enakokrak, lahko dobimo obe
omenjeni resitvi e z ra¢unom. NariSimo novo skico in upostevajmo, da
je trikotnik enakokrak.

J’.J

Slika 3. Nad stranicami enakokrakega trikotnika narisemo kvadrate.
Preglejmo kote, ki jih potrebujemo:
o 3 o o i
v = 180° — 2a, §=90 —a, <DAS =90 +(a—§)=2a.

Iz trikotnikov ATAS in AADS izrazimo stranici |1S| in | DS, ki sta hkrati
polmera R iskane kroznice:

R? = a? 4 r? — 2ar cos(90° + g) = a? + 72 — 2ar cos(180° — a) ,
R% =c® 4+ r? — 2crcos(90° + o — %) =+ 1% —2crcos 2a.
Upostevamo, da v trikotniku velja

a = 2rsin e, ¢ = 2rsiny = 2rsin(180° — 2a) = 2rsin 2c.
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Desni strani izrazov za R? izenaéimo:
4r%(sin a)® + r° + 4r? sin @ cos a = 4r°(sin 2a)? + r? — 472 sin(2a) cos 2a .

Kotne funkcije dvojnih kotov pretvorimo v funkcije enojnih kotov, upo-
Stevamo povezavo (cosa)? = 1 — (sina)? in enaébo uredimo. Ker mora
biti kot « ostri kot (da je vsota kotov v trikotniku 180°) in seveda a # 0,
lahko enaébo delimo Se s 472 sin . Dobimo

3sina — 3cosa — 4(sina)® + 4(sina)?cosa =0,
(sina — cos a)(3 — 4(sina)?) =0,
od tod pa
sina = cosa = a = 45°,
sina:;::»ozzﬁoc'.

Ugotovili smo, da mora biti trikotnik ABC ali enakokrak pravokotni
trikotnik ali pa enakostraniéni trikotnik, da lahko nastalemu Sestkotniku
o¢rtamo kroznico.

Grafiéno lahko nalogo re§imo z enim od programov za dinamiéno geo-
metrijo. Tako Se pred racunskim reSevanjem ugotovimo, kaksen mora biti
trikotnik ABC| zato lahko nalogo brez racunanja resijo tudi osnovnosolei.

D E
Slika 4. Sestkotniku DEFGHI lahko oértamo kroznico v dveh primerih.

Nada Razpet
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