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IzvleCek

V doktorski disertaciji izpeljemo formulacijo za3evanje enéb prostorskih nosilcev po kinemétio
toCni Reissnerjevi teoriji, osnovano na kvaternionski parametrizaciji rotacij in pripédajoperacijami

iz kvaternionske algebre. Tak zapis €ébahranimo tudi pri izpeljavi linearizirane oblike in v nuniaTi
implementaciji. Predstavljena numé&ma metoda je osnovana na metodi &oih elementov. Osnovne
neznanke so kinemdtie kol€ine - pomiki in rotacijski kvaternioni. Ee po kraju diskretiziramo s
kolokacijsko metodo, neznanke pa interpoliramo CKiminterpolacije in kolokacije poenotimo; v not-
ranjih tatkah zahtevamo ujemanje odvodov konstitucijskih notranjih in razmitesil, v robnih t@kah

pa zad&amo ravnoténim pogojem. Driina izpeljanih konih elementov omogdia poljubno zéetno
lego, obremenjevanije s statio in z dinamino obtebo in vgradnjo dokaj spknega nelinearnega ma-
teriala. Diskretizirane nelinearne éme za stafino analizo r8&imo z Newtonovo metodo. Pomemben
algoritem tega réevanija je konsistenten postopek za dodajanje linearnih popravkov rotacijskih kvaterni-
onov in ostalih neaditivnih kadin. Predstavljena nuména metoda nima stnega blokiranja, izbrana
interpolacija rotacijskih kvaternionov pa zagotavlja objektivnost deformaGisovno integracijo di-
naminih en&b izvedemo na dva gma: s klastho metodo Runge-Kutta in s kombinacgasovne
diskretizacije enéb s pospléeno metodo Newmark, prirejeno za rotacijske kvaternione, in Newtonove
metode za réevanje dobljenih nelinearnih algebrajskih @maPrva metod&asovne integracije ne zah-
teva linearizacije ert, potrebno je le prevesti sistem diferencialnih@marostorskega nosilca drugega
reda na sistem diferencialnih eieprvega reda, medtem ko druga metodastga neaditivno naravo ro-
tacij in ostalih z rotacijami povezanih kéln ter jeZe namenjena Bevanju diferencialnih ega drugega
reda. Pri numetini formulaciji za dinantno analizo prostorskih nosilcev z Newmarkovo integracijo
po Casu dodatno obravnavamo vpliv delca z maso, ki se giblje ¥z@bistne osi nosilca. Gibalno
end&bo delca réujemo sBasno in povezano z ettaami za dinan@ino analizo nosilcev. Pri tem lahko
updstevamo poljubno Zatno geometrijo in poljubne robne intane pogoje delca in konstrukcije.
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Summary

In the present thesis a new formulation of the three dimensional geometrically exact Reissner beam
theory based on quaternion algebra is presented. Rotations are fully replaced by rotational quaterni-
ons. The same approach is used for both linearization and the numerical implementation. The finite
element method for solving nonlinear differential equations is presented where the kinematic quantities
displacements and rotational quaternions are choosen as the primary unknown functions. Equations are
discretizied by collocation mehod and primary unknowns are interpolated. The interpolation and the
collocation points coincide. At internal nodes the formulation satisfies the weak equality of equilibrium
and constitutive internal forces, while the equilibrium equations are satisfied at the edges of the beam.
The present family of finite elements for static and dynamic analysis allows arbitrary initial geometry
and a general form of the constitutive law describing the material of the beam. The static equations are
solved using the Newton iteration procedure for solving nonlinear equations. For the update procedure of
the rotational quaternion and other non-aditive quantities special formulae are derived. Proposed nume-
rical method does not suffer from shear locking phenomenon and the choosen interpolation of rotational
guaternions is objective with respect to conservation of strains with rigid body motion. For time inte-
gration two different approaches are presented: the classic Runge-Kutta method and the combination
of the extension of the Newmark discretization algoritm to the quaternion parametrization of rotation
and the Newton iteration method. For both approaches the algebraic boundary condition are modified
to the differential form with respect to time. The first integration method does not require the linearized
equations however it has been developed for the sistem of first-order differential equations and the beam
equations must be written this way while the second approach properly considers the nonlinearity of the
rotations and related quantities and is directly applicable for solving second-order differential equations.
Finally the moving mass problem is studied. Mass moves along the centroid line of a beam according
to the motion equation of the moving mass which is coupled with the system for governing equations
of spatial beams under dynamic loading. The geometry of the beam as well as the boudary and initial
conditions of the beam and the mass are arbitrary.
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1 Uvod

1.1 Pregled stanja

Konstrukcije v gradbesivu in na drugih igenirskih podrgjih sestavljajo trirazsani objekti, ki imajo
pogosto eno ali dve dimenziji bistvenodgjieod preostalih. Take konstrukcijske dele imenujemo plo-
skovni (plaCe, lupine) in linijski (nosilci) elementi. Kadar pri maten@tem modeliranju takih ele-
mentov up&tevamo dimenzijske posebnosti tako, da neznanke reduciramo na osnovno ploskev lupine
oziroma ha t&istno os nosilca, se prostorska tasovna zahtevnost num@rih izra&unov bistveno
zmanpata. Razvoj numaiih metod na teh podégih je Se vednozivahen, saj tako poenostavljeni
modeli v nasprotju s polnimi prostorskimi elementi pSag inkovite inSe vedno natdme numegine
algoritme. Za dovolj natamo analizo konstrukcij pa je pomembno v model zajeti geometrijsko in ma-
terialno nelinearnost ter tudi druge dejavnike, kidno vplivajo na dinandini odziv konstrukcij. Eden

takih je vpliv premikaj@ih se teles po konstrukciji. V primeru lahkih konstrukcij, kot so polimerni visoki
vodni tobogani, ali v primeru zelo visokih hitrosti teles, na primer prehod hitrega vlaka prek jeklenega
zelezngkega mostu, lahko premikaje se telo povzi@ dinamicni odziv konstrukcije, ki ga s preprostimi
analizami ne moremo ustrezno opisati in ga lahko zatdrmagpodcenimo.

Na podra@ju teorij linijskih nosilcev véina raziskovalcev uporablja enega od znanih linijskih modelov
nosilca. Preprost Euler-Bernoullijev model, ki zanemarisiei deformacije, predvideva linearno kine-
matiko nosilca. Tim&enkov model linijskega nosilca vkiuje tudi strzne deformacije, vendar je v
osnovi prav tako kinemdino linearen, s pospsitvami pa tudi vjih redov. Reissnerjev model nosilca je
kombinacija t&ne (nelinearne) kinematike in Tirdenkovega modela nosilca. Mnoge sodobne metode
nosilcev izhajajo iz tonih kinemattnih en&b, razlikujejo pa se v numérii implementaciji. Prvi, ki

je Reisnerjev model prostorskega nosilca @spenumeno implementiral, je bil Simo (1995,1996).
Kasneje so podoben pristop uporabili mnogi avtorji, tako za statiko kot za dinamiko. S tentjeadro

so se ukvarjali: Simo in sodelavci (1988, 1991, 1995), JélanBaje (1995), Bottasso in Borri (1997),
Ibrahimbegow in al Mikdad (1998), Jeleniin Crisfield (1999a), Romero in Armero (2002), D. Zupan

in Saje (2003), Mata in sodelavci (2007) ter Ghosh in Roy (2008). Vse omenjene formulacije izhajajo iz
Reissnerjeve teorije prostorskih nosilcev [Reissner, 1981] @meena za osnovne neznanke problema
uporabijo kinematine koltine: pomike in rotacijske vektorje, razen Jeteim Saje, ki uporabita zgolj
rotacijske vektorje ter D. Zupan in Saje, ki za osnovne neznanke izbereta deformacijskeekdtiota-

cijski vektorji so vektorska parametrizacija rotacijskega operatorja. Zaradi narave mehanskih problemov
se rotacijam téko izognemo. Zaradi zahtevnosti mater@aifh struktur, ki jih tvorijo rotacijski opera-

torji in njihove vektorske parametrizacije, se s problematiko sispgrarametrizacije zasukov ukvarjajo
Stevilni avtorji sSirSega podréja mehanike, na primer [Argyris, 1982; Atluri, Cazzani, 199%r&lin,
Rixen, 1995; Ibrahimbego¥iet al., 1995; Zupan, 2003]. Omenimo, da zelo uveljavljena parametriza-
cija prostorskih rotacij z rotacijskim vektorjem ni erioia in vsebuje singularnost. Avtorja McRobie in

1
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Lasenby (1999) sta v novl@mcasu na podi§u dinamike prostorskih nosilcev predstavila nesingularno
parametrizacijo rotacij z uporabo Cliffordovih algeber. Pritem se ne omejita le na rotacije v imanse
prostoru, temvé njuna parametrizacija velja za rotacije v Evklidskem prostoru poljubnih dimenzij. Pri
omejitvi na trirazseni prostor je parametrizacija s Cliffordovo algebro enakovredna parametrizaciji z al-
gebro kvaternionov. Rotacijski kvaternioni, glej [Poreous, 1995; Ward, 1997], v nobeni od ptejiima

teorij prostorskih nosilcev ne nastopajo kot osnovna spremenljivka, se pa uporabljajo za stabilizacijo
numertnih procesov v nekaterih podalgoritmih na primer Spurrierov algoritem [Spurrier, 1978], me-
toda za ohranjanje ortogonalnosti rotacijske matrike [Simo, Wong, 1991] in za posredno interpolacijo
rotacijskih vektorjev - sfefino interpolacijo kvaternionov (SLERP, glej [Shoemake, 1985]) uporabita
Ghosh in Roy (2008), da daseta deformacijsko objektiven element, ki temelji na vektorski parametri-
zaciji rotacij; podoben postopek interpolacije primerja Romero (2004) z drugimi pristopi. Nasprotno pa
se rotacijski kvaternioni kot osnovna neznanka problema in parametrizacija prostorskih rotacij pogosto
uporabljajo na drugih raziskovalnih podiih, kjer so sistemi er& preprostdi, na primer na podigu
racunalngke grafike [Shoemake, 1985], molekularne dinamike [Martys, Mountain, 1999] in nagpodro
rotacije togih tridimenzionalnih teles v prostoru [Johnson et al., 2007 agavno integracijo sistema
diferencialnih endb, ki opisujejo dinamiko prostorskih nosilcev, uporabljajo avtorji Simo in sodelavci
(1988, 1991, 1995), Bottasso in Borri (1997), Ibrahimbegdnial Mikdad (1998), Jelefiin Crisfield
(1999a) ter Romero in Armero (2002) sredinske ali ‘midpoint’ integratorje (implicitna Eulerjeva metoda
casovne integracije), ter osnovne ali modificirane Newmarkove metode za integracijo sistema diferenci-
alnih en&b drugega reda. Bottasso samostojno (1997) in skupaj z Borrijem (1998) uporabita tudi sicer
spladno uveljavljene metode drine Runge-Kutta (glej npr. [Evans, 1995; Gerald, Wheatley, 1994]).
Zivahen razvoj na podigju dinamike prostorskih nosilcev poteka na péddntegratorjev, ki ohranjajo

ali celo reducirajo invariante dinabmih sistemov, to je energijo in/ali gibalno in vrtilno kéilo, saj je

to eden od né&nov za stabilizacijo numeinega procesa na d&imcasovnem intervalu. Raziskave na

to temo najdemo v [Bauchau et al., 1995; Bauchau, Theron, 1996; Bottasso, Borri, 1997; Gams et al.
2007; Simo, Wong, 1991; Simo et al., 1995] in drugih. Integratoriji, ki ohranjajo invariante dindmi
sistemov, so omejeni na metode nizkega redaZavamnje sistemov diferencialnih étakar posledino

ne zagotav-lja visoke naténosti elementov. Neaditivnost, neerolost ter sigularnost parametriza-

cije prostorskih rotacij z rotacijskim vektorjem in tudi drugg ne dovolj raziskani vzroki na podja
dinamike prostorskih nosilcev povaiajo Stevilne probleme numeémih formulacij, kot so blokiranje
koncnih elementov, nestabilnosttuanskih postopkov pri uporabi metodsjega reda za gevanje dife-
rencialnih enéb, odvisnost od poti nalaganja obbe, neobjektivhost deformacij kidsih elementov
dinamike prostorskih nosilcev (po definiciji Crisfielda in Je&n{1991)). Objektivnost stag#a Crisfi-

eld in Jelent [Crisfield, Jeler@, 1999; Jelend, Crisfield, 1999a] z zelo zahtevno interpolacijo zasukov.
Objektivna je tudi formulacija, kot sta jo predstavila Bottasso in Borri in uporaba linearnérsfeniter-
polacije za rotacijske kvaternione, ki sta jo v teoriji nosilcev prva implementirala Ghosh in Roy (2008).
Vsi trije omenjeni pristopi, ki ohranjajo objektivnost deformacij, 8mvajo naravo rotacij in so medse-
bojno enakovredni, kot navaja [Romero, 2004]. Zahtevnost implementacije take interpolacije je bistveno
nizja ob izbiri rotacijskega kvaterniona za parametrizacijo rotacije in SLERPa. Objektivnost deformacij
pa lahko doskemo tudi prek interpolacije vseh komponent rotacijske matrike, ortogonalnost rotacijskih
matrik pa up8&tevamo z ortogonalizacijo z interpolacijo dobljenih (v §plem ne-ortogonalnih) matrik;
enakovredno parametrizacijo, ki ohranja objektivhost deformacij, 6bsso margi Casovni in prostor-

ski zahtevnosti, dogZemo tudi s kombinacijo neodvisne interpoladj&ih kvaternionskih parametrov

in z normalizacijo rotacijskega kvaterniona v vmesnih, interpoliranthab [Romero, 2004].

Re&Sevanje problema gibanja delca po nosilcu je skaroe€ kot 150 let, izvira pa iZelje po analizi
Zelezngkih mostov. Iz star8jh virov omenimo le najpomembrdg. G. G. Stokes jie leta 1849 raz-
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pravljal o résevanju diferencialnih ega, ki vplivajo na prelonzelezngkih mostov, S. Timgenko pa je

v Clanku iz leta 1927 @unal vibracije mostov. Objave v mednarodno priznanih revijah v zadnjem de-
setletju kaejo, da se nekaj skupin raziskovalcev po s¥etuedno ukvarja s to problematiko, vendar le na
preprostih linijskin modelih ravninskih nosilcev. Najpogosteje za model nosilca uporabijo geometrijsko
linearni Euler-Bernoullijev ravninski model nosilca s preprostim podpiranjem (prdsinleosilec), kot

na primer Esmailzadeh in Ghorashi (1995), ki obravnavata lokalno porazdeljeno maso delca; Michaltsos
in soavtorji (1996), ki obravnavajo pomik delca po prosteteem nosilcu s konstantno hitrostjo; Wang
(1998), ki analizira posg@no gibanje delca po nosilcu zaradidrie/zaviralne sile; Siddiqui in sode-
lavci (2000) z vzmetjo modelirajo silo, ki povata pomik delca in je sorazmerna pomiku delca; Park

in Youm (2001) modelirata pomik voZka s predpisano hitrostjo. Poenostavljni Euler-Bernoullijev mo-
del ravninskega nosilca - sistem togih palic in vzmeti - Z w&znimi podpiranji nosilca pa za analizo
prehoda delca s konstantno hitrostjo predstavita Mofid in Akin (1996). Psisplana nelinearni Euler-
Bernoullijev ravninski linijski nosilec predlagajo Siddiqui in sodelavci (2003), geometrijsko nelinearnost
doCetrtega reda pa prek Hamiltonovega principadigeajose Xu in sodelavci (1997). Nekateri razisko-
valci obravnavajo vpliv premikajiega se delca tudi na linearnem T&eokovem ravninskem nosilcu s
preprostim podpiranjem, na primer Esmailzadeh in Gorashi (1997) z lokalno porazdeljeno masa delca,
Lee (1996a,1996b) pa obravnava delec s konstantno hitrostjo oziromaSgospe Yavari s soavtorji
(2002) obravnavajo prehod delca s konstantno hitrostjo ircav@nostmi podpiranja na poenostavlje-
nem Tim&enkovem modelu nosilca (sistem togih palic in dvojnih vzmeti). Wu, Whittaker in Cartmell
(2000) so opozarjali na pomanjkanje razvoja s pogr@nalize prostorskih nosilcev ob obité z gi-
bajcco silo ali delcem¢eprav se v praksi pojavlja potreba po takih analizah. Zato so v [Wu et al., 2000]
in [Wu et al., 2001] predstavili mimost vgraditve poenostavljenega modela gibanja sile in delcaz/zdol
prostorskega nosilca v komercialne programe.

1.2 Opis dela

V delu predstavijam novo daino kortnih elementov za st&to in dinamtno analizo prostorskih li-
nijskih konstrukcij, osnovano na kinematio t&ni Reissner-Simovi teoriji prostorskih nosilcev. Linij-

sko konstrukcijo modeliramo sZ&tno osjo in drdino pre&nih prerezov. Izbrane eflae omogoajo
poljubno z&etno ukrivljeno in zvito obliko in nepravokoten kot me&i&&no osjo in prerezi nosilca.
Kinemattno ta&ne formulacije temeljijo na tnih kinemattnih en&bah. Kinematine kol€ine, pomike
tezi&ne osi in zasuke péaih prerezov, izberemo za osnovne neznanke problema. Zasuk j€matan
doloCen z rotacijskim operatorjem, ki ga parametriziramo z rotacijskim kvaternionom. Zaradi take izbire
parametrizacije rotacije sistem vodilnih éhaprostorskih nosilcev v celoti za@mo z operacijami in
elementi kvaternionske algebre in se tako popolnoma izognemo uporabi rotacijske matrike in rotacij-
skega vektorja. Tak zapis uporabimo tudi za nugresiimplementacijo. Prepletanje rotacijske matrike

in rotacijskih parametrov je sicer zgitno za formulacije, osnovane na parametrizaciji rotacij s tremi
skalarnimi kol€inami. S prevedbo el v kvaternionski zapis se tej dvojnosti popolnoma izognemo in
povecamo r&unsko @&inkovitost posameznih izrazov. V delu predstavim osnove rotacij in parametri-
zacijo rotacij z rotacijskim vektorjem; podrobno obravnavamo algebro kvaternionov in izpeljemo pove-
zave med kvaternionsko in ustaljeno parametrizacijo rotacij z rotacijskim vektorjenth&mnd&ujemo

po metodi kognih elementov, pri tem za osnovne neznanke izberemo pomike in rotacijske kvaternione.
Neznanke diskretiziramo in interpoliramo s polinomi poljubne stopnjegtemdiskretiziramo z metodo
kolokacije. Z izbiro izoparametftne interpolacije za vsg&tiri komponente rotacijskega kvaterniona ob
uporabi normalizacije v vmesnih, interpoliraninCkah, dobimo element, ki ohranja objektivhost de-
formacij. TaCke diskretizacije in kolokacije poenotimo. V notranjih kolokacijskitkah zadéCamo
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Sibkim konsistefinim en@&bam, kar pomeni enakost odvodov rezultantnih raviotein materialnih sil

in momentov v prerezu; na robu zaamo ravnoténim en&bam. Sistem diskretnih efla za statino
analizo linijskih konstrukcij réujemo z Newtonovo metodo. V delu predstavimo postopek za konsisten-
tno upcstevanje linearnih iterativnih popravkov rotacijskih kvaternionov in ostalih rotacijskiltikoli
Rotacijski kvaternioni so prav tako kot rotacije neaditivne &iok, popravek, dobljen z Newtovovo ite-
racijo, je element tangentnega prostora in je v&péim neenotski kvaternion. S pravilnim gpevanjem
lastnosti kol€in, ki so povezane z zasuki, izpeljemo postopek za multiplikativen popravek, ki je rotacij-
ski kvaternion, in ga lahko dodamo predhodnjemu rotacijskemu kvaternionu z ustreznim kvaternionskim
produktom. Linearizacija e, ki vsebujejo rotacije, je ob uporabi rotacijskega kvaterniona bistveno
manj zahtevna, kot pri uporabi vektorske parametrizacije rotacij, saj je v kvaternionski algebri rotacija tri-
razse&nega prostora enakovredna produktu dveh linearnih operatorjev re8hiragas&nega prostora.

S tem se popolnoma izognemo Liejevi grupi in smernim odvodom v nelinearnih prostorih. Ustreznost
racunskega modela za si&ib analizo konstrukcij prikazujemo na zilaih primerih iz literature. S
primeri prikazemo spl8nost (poljubna Z&etna geomerija, poljubna stopnja interpolacije), né&tast in
ucinkovitost predstavljenega algoritma. Nuni@e simulacije kaejo tudi neobutljivost postopka na
strizno blokiranje.

Pri dinamini analizi ohranimo model diskretizacije po kraju, uporabimo pa dva zel@&razfiostopka
integracije potasu. Za potrebe dinatirie analize robne ravndtee enébe preoblikujemo v diferenci-
alno obliko tako, da v njih nastopajo oshovne spremenljivke odvajarf@@ge. S tem se izognemo nu-
mericno olEutljivemu r&evanju diferencialno-algbrajskega sistematbnaa prvi postopek integracije

po Casu izberemo dve uveljavljeni metodi dmie Runge-Kutta, kot sta implementirani v programskem
okolju Matlab. Izbrani pristop za prostorske nosilceaino ni ustrezen, ker so kl&sie metode Runge-
Kutta namenjene Bevanju diferencialnih eh v aditivnih konfiguracijskih prostorih. Kljub temu se
za izpeljani model izkzeta ti dve metodi kot dovolj naténi tudi pri zahtevndjih prostorskih primerih.
Vzrok temu je @inkovitost in robustnost zapisa diav kvaternionski algebri. Prednost tega pristopa
je preprostost, saj diskretizacija kiilh po€asu in linearizacija e nista potrebni, poleg tega pa me-
todi prilagajata korak glede na zahtevano lokalno ratast. Pri drugem ri@anu integracije enéb po

Casu pokaemo, da lahko za predstavljeni Kon element priredimo tudi integrator, kot sta ga razvila
Simo in Vu-Quoc (1988) za kla&he kinematine spremenljivke. Integrator izhaja iz metode Newmark
in je prirejen za uporabo na rotacijskih vektorjih. Integrator prilagodimo izbrani parametrizaciji rotacij
zZ rotacijskim kvaternionom in metodo dopolnimo s preverjanjem lokalne napake. Z obema metodama
izraCunamo referaine primere iz literature. Primerjava rezultatov po obeh metodah in z drugimi avtorji
kaze, da izbir&asovnega integratorja oo vpliva tako na nata@most rezultatov kot na potek3evanja
(Casovna in prostorska zahtevnost), poagovnega integratorja pa ima na nurbeoi résevanje di-
namtenih en&b bistven vpliv tudi izbira koénih elementov.

Ob koncu obravnavamo potovanje delca prek prostorskega nosilca in analiziramo njegov odziv. Delec
drsi po t&iscni osi nosilca skladno z gibalno &t# delca in ne s predpisano hitrostjo ali pcsmen.
ReSujemo torej povezan problem, kjer hkratugemo nelinearne parcialne diferencialneG@anosilca

in delca. Izbranim osnovnim kinemétiim neznankam kot novo neznanko dodamaital opravljene

poti delca. Pri tem ugiievamo tdéno parametrizacijo #5Ctne osi, saj parameterziéCne osi v defor-

mirani legi ni naravni parameter, in vplive z&pmo v kriv@&rtnem Frenetovem koordinatnem sistemu.

Za modeliranje vpliva trenja uporabimo Coulombov zakon. Nosilci, prek katerih potuje delec, imajo po-
ljubne podpore in Zzetno obliko. Postopek zaradi primerjave z anatitini rezultati in drugimi avtorji
poenostavimae za primer prehoda sile s konstantno hitrostjo. Rezultagjkana pomen izbire ustre-
znega modela, saj lahko s poenostavljanjem modela bistveno podcenimodinandziv konstrukcije.



2 Definicija linijskega nosilca

Nosilec pred zéetkom deformiranja obBasut = 0 zavzemazatetno lego ob poljubnentasut > 0 pa
trenutno lego Ve€ina avtorjev prostorskih nosilcev je v svojintanih delih izhajala iz nedeformirane
z&etne lege, na primer Simo samostojno in sodelavci (1985, 1986, 1988)¢£Jel8aije (1995), Jeleni

in Crisfield (1999a), Ibrahimbegadvin Mamouri (1999), Romero in Armero (2002), to pomeni, da je
tezi&na os nosilca daljica, prerezi pa so vzporedni ter pravokotnizig&te os nosilca. Nekateri med
njimi navajajo n&eln postopek, ki omogm spl&no (ukrivljeno, deformirano) Z&tno lego, vendar je
potrebno deformirano Zatno lego obvezno preslikati v nedeformirano, nato pa nadaljevati v trenutno
(v statiki v kortno) lego. VE&ina omenjenih avtorjev v kasrs# delih preide na ukrivlleno Zatno
lego, na primer Simo v delih [Simo et al., 1995], [Simo, Wong, 1991], Crisfield in Xel@999) ter
Ibrahimbegowt samostojno in s sodelavci (1995, 1997, 1998). OpisSsa@etne lege preko izbire
refere@ne ravnine, ki vsebuje referéen prerez, najdemo v delu Ritto-Corree in Camotima (2002) ter v
delih Zupana in Sajeta (2003, 2004, 2006), in predstavlja nasiyoregtop k opisu prostorskih nosilcev.
Izhajamo namr&iz poljubne ukrivljene zéetne lege in nadaljujemo neposredno v trenutno deformirano
lego, izbrani refereini prerez pa sl za opis obeh.

Podrobneje oiimo z&etno in trenutno lego nosilca.

2.1 ZaCetnalega

Naj bo IR? realni vektorski prostor z izho#item O in mirujoo ortonormirano desnoémo bazo
(91, 92, 93), ki jo imenujemorefereréna baza pripadaj@e koordinatne osi pa ozéiano z velikimi ti-
skanimi¢rkami X, Y, Z. Ravnino skozi izhodtte O, ki ima normalog;, ozn&imo sII,. in imenujemo
referertna ravnina Krajevni vektor poljubne t&ke®,. na refereini ravnini lahko zagiemo s prostorsko
bazo kot

pr(§2,€3) = €292 + €303
oziroma s stolpcem koordinfit & gg]T. V referer€ni ravniniIL, izberemo omejeno zaprto mrioo
A, s teisCem v t&ki O in jo imenujemoreferertni preCni prerez nosilca

Linijski nosilec v z&etni legiB”! opisemo
1. stezi&no osjg ki je gladka prostorska krivuljal"!
= {70 (), weo, L]},

kier je 7% : IR — IR® zvezna in zvezno odvedljiva vektorska funkcija naravnega parametra

krivulje % in L je njena datina; krivuljo T?) imenujematezi&na os nosilca v Z%tni legi

5
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2. z mnaico pre&nih prerezov, doléenih z rotacijami
R(z): R® — IR?,
zax € [0, L], ki referer€ni prerezA, zavrtijo v preéne prereze nosilca v gatni legi A ()

RO (z) : A, — A ().

Linijski nosilec v zaetni legilahko zapsemo kot mnbico tack

Bl — {?9[01 (z,60,63), za x€[0,L] in (&,&)e€ Ar}. (2.1)

Opomba 1 Nekaj o rotacijah in njenih lastnostih najdemo v poglavju 4. Rota#if8 () slikajo pre-
mice v premice in ravnine v ravnine ter like v skladne like. Ker smo predpostavili, dagaiperez

v referertni legi ravninski, po rotaciji tudi prerezi v Zatni legi ostanejo ravninski in skladne oblike. S
tem smo privzeli predpostavko o konstantnem prerezu¥pdohosilca.

OperatorR!" (z) preslika obm&je A, v refererni ravniniII, v obmdaje A% () v prerezni ravnini
IT (z). Zaradi skladnosti se pfdina obmd@ja ohranja

A, =A% (z), vzelo, 1],

kjer A, ozna&uije plagino mnaice A, in A% (z) plogtino mnaice A (z).

Krajevni vektor poljubne toke D (z, &, &) nosilca v zéetni legi zagiemo prek parametrizacije
tezi&ne osi z naravnim parametrom in s parametrizacij€mpega prereza z muico A, referertne
ravnine, glej sliko 2.1

70 (2,65, 63) = 7 (2) + RV (2) 1 (62, 8).

2.2 Trenutna lega
Trenutna ali deformirana lega nosilca je legéasut > 0. Lahko jo opsemo na dva rina.

1. Trenutno lego nosilca ¥asut izpeljemo kot pospléitev z&etne lege (2.1) tako, da dodamo
Casovni parameter. Krajevni vektor poljubnéke® (x, &2, £3) v trenutni legi nosilca v tem smislu
zapsemo kot

?9 (l’,§2,§3,t> :?(.%',t)—FR(JE,t),ET@ (62753)7 (22)

%

kijerr (z,t) zax € [0, L] doloa gladko prostorsko krivuljd (¢), ki opiSe deformirandezi&no os
nosilca v trenutni legi prtasut,

L) ={r(z,t), xel0,L]}.

R (x,t) pa so rotacije
R(z,t): R® — IR?,

ki referertne pré&ne prereze zagejo vprene prereze nosilca v trenutni legi

R(z,t): A — A(x,t).
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trenutna lega, t>0

teziS¢na os

5r(§2a§_3_)_.---1 (1) Z:(I)L(I;;)(I)H(E*)

R=0,(2)0(7)

zacetna lega, t=0

=tot

0. (:c St

teziS¢na os

[01_ %(5[0]) ¢R(5[O]*) (x)

Slika 2.1: Nosilec v zé&etni in trenutni legi
Figure 2.1: The initial and current position of the beam

2. Drug pristop zapisa trenutne lege nosilca izhaja izenae lege nosilca. Bhe t&iscne osi v
trenutni legi izrazimo s pomikom (z, t) tock osi iz z&etne lege
7z, t) =70 (@) + 1 (1), (2.3)

I

skupaj pa opisujejtezistno os v trenutni legl’;
T, = {?[01 (z) +(z,t), ze [o,L]}.

Druzino pré&nih prerezov v trenutni legi dobimo z dtimo rotacij Z (z,t) precnih prerezov iz
z&etne lege:

Z (z,t) : R® — IR,
Z (z,t) : A0 (2) — A(x,t).

Potem lahko krajevni vektor poljubnetke® (x, &2, £3) nosilca v trenutni legi zapemo tako:

T (2,62,6,1) =T () + U (2, ) + Z (2,) 0 (&2, &)
=7 (@) + 1 (x,0) + Z (x,1) RY () p,° (€2, 65) - (2.4)

Ker sta opisa (2.2) in (2.4) enakovredna, saj za krajevne vektorje velja aditivnost in ker je kompozitum
dveh rotacij ponovno rotacija, sledi

R(x,t) = Z (2,t) R (2).
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Linijski prostorski nosilec v trenutni legi&asut zapsemo kot mnagico tatk
B(t)= {?g (2,62,€3,1), x€[0,L] in (£,8)€ Ar}.

Opomba 2 TeziS&ne osi nosilcev so v vseh legah parametrizirane z istim parametrom krivulje, ki je pri
t = 0 naravni parameter krivulj@”), ki opisuje os nosilca v Z&tni legi: = € [0, L]. Dolzina krivulje
I'(t) zat > 0 je v spl&nem razltna odL, torej = ni njen naravni parameter.

Opomba 3 Ker pretne prereze v trenutni legi dobimo iztanih pré&nih prerezovA (z) z rotacijo

Z (x,t), se ohrani ravnost (planarnost) gieih prerezov nosilca. S tem privzemamo znano Bernou-
llijevo hipotezo o ravnih prénih prerezih.Se vedno je dog@en zasuk normale prereza glede na tangento
osi nosilca.



3 Prostorske rotacije

V tem poglavju najprej predstavljamo nekaj osnov parametrizacije rotacij z rotacijskim vektorjem, ki ga
potrebujemo predvsem za primerjavo z drugimi avtorji. Ker ta parametrizacija ni bistven&apmdai

delo, je predstavitev rotacijskega vektorja in z njim povezanimi ftwitmi operatorji kratka in skopa,
bralca pa nap&am, da si po potrebi manjkdje po&te v premnogih delih o rotacijah, na primer v delih
avtorjev Argyris (1982), Agyris in Poterasu (1993), Atluri in Cazzani (1995), Crisfield (19%tadn

in Rixen (1995) ter Zupan (2003).

3.1 Definicija rotacij in njihove osnovne lastnosti

Beseda rotacija imae brez matemathega predznanja nek pomen. \Zémirskih besedilih se skupaj z
rotacijo pogosto vpelj&e geometrijsko nazorna pojma os rotacije in velikost zasuka rotacije, kar pa ne
zaddta za matematno definicijo te operacije. Obstajadva&inov, kako enolino definiramo rotacijo;
omenimo vsaj enega.

Definicija 1 (Prostorska) rotacijar je linearna preslikava iz vektorskega prostaf v vektorski pro-
stor IR?, ki poljubno desnosino ortonormirano bazo vektorskega prostdR? preslika v desnosino
ortonormirano bazo vektorskega prostafe’.

Kar naenkrat smo vpletli vrsto matentatih pojmov: linearna preslikava, vektorski prostor, destnau
ortonormirana baza. Teh osnov vgrjocem delu ne obravnavamo, saj so opisanedini@icbenikov, na-
menjenih dodiplomskinstudentom tehignih fakultet, na primer v [Kdanic, 1993] in [Krizant, 1990].

Rotacija je na prvi pogled ‘lepa’ preslikava, saj ima celo vrsto prijetnih lastnosti:

e kompozitum dveh rotacij je ponovno rotacija;
e premice preslika v premice, ravnine v ravnine in like v skladne like;

e ohranja orientacijo, ddine, kote, pl&ine likov in prostornine teles.

Vendar se izkae, da je rotacija zelo zahtevna preslikava. Predstavlja osnovno znanje pri formulaciji
Reissner-Simovega modela prostorskega nosilca. Za konkretno rabo pa abstraktni, brezkoordinatni opis
rotacije ni najbolj primeren, zato vpeljemo tudi baze trirazsga evklidskega prostora in pripadago
rotacijske matrike, @emer govorimo v naslednjem razdelku.

9
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3.1.1 Referenain pomitna baza

Standardni mehanski opis gibanja delca po prostoru vsebuje zapis v dveh Befateino prostorsko
bazoB, = (g1, 92, 93) trirazs&nega evklidskega vektorskega prostora z iz v mirujci tocki
O smo spoznale v poglavju 2.1, slika 2.1. Drugo, prav tako desriguortonormirano bazs =

(Gl, 52, ég), izberemo tako, da jo pripnemo VZi&Eno tacko opazovanega prereza in premikamo ter
vrtimo skupaj z opazovanim prerezom. Preslikava med dvema desnosuortonormiranima bazama
je prav rotacija:

R: (§1)§27§3) [ — (G17G27G3> )
kjer je @- = Ry;, zai = 1,2, 3. Pri opisu dinaninega deformiranja nosilca potrebujemo tako bazo za
vsako t@ko vzdoF osi nosilca v vsakerbasu,

—

{(él (z,t), G (ﬂ;ﬂf),Gg(J:,t)), zat>0inz e [o,L]},

pri cemer velja .

Gi(z,t) = R(x,t)g;, zai€l1,2,3. (3.1)
Posamgino bazo(él (z,1) ,Ga (x,t), Gs (x, t)) priizbranihz € [0, L] in ¢ > 0 imenujemamaterialna
ali pomitna bazapripadaj@e koordinatne osi pa ozéiano z malimi tiskanim&rkamiz, v, z.

Opomba 4 Zaradi boljse preglednosti zapis odvisnosti vektorjev materialine baze od¢ pogosto
opustimo in pgemo kratkd>1, G2, Gs.

Vsak vektor lahko zagemo v razlinih bazah. V teoriji prostorskih nosilcev so nekatere vektorske
spremenljivke izraene glede na referéno, druge pa glede na potnio bazo. V izogib nejasnostim z
indeksom oznéujemo, v kateri bazi je zapisan vektor; na primer vektorju

a = ag191 + ag292 + ag3g3

= CLG1§1 + CLG2@2 + aG3é3
v baziB, pripada stolpec

ag = [ Gg1 g2 Qg3 ]T7
v baziB¢ pa stolpec

ac=[ac acs ags |’

Tudi bazne vektorje porahe baze@i lahko zap$emo v referetni bazi, le da pri komponentah indeks
baze zaradi e preglednosti izpustimo

Gi = Grigy + Goiga + G393
Gig=|Gu Gy Gs; ]T-

Do nejasnosti ne more priti, saj komponente baznih vektorjev groenbaze glede na poémo bazo ne
potrebujejocrkovnih oznak

1 0 0
Gig=1|0 Grg=| 1 Gzg= 10
0 0 1
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Matriki R,, ki pripada rotaciji, v baziB, pripada komponentni zapis

Gi1 Gi2 Gis
R,=| Ga1 G Gas |, (3.2)
G311 Gz Gas

med komponentnima zapisoma vektafjpa velja povezava
a, = Rjag. (3.3)
Rotacijska matrikaR, v (3.2) je ortogonalna matrika z enotsko determinanterf@in, Rixen, 1995]
R;'=Rl in detR, =1, (3.4)

zato mnaica vseh rotacijskih matrik evklidskega vektorskega prostora v izbrani ortonormirani bazi tvori
specialno ortogonalno grup§0s z notranjo operacijo komponiranja matrik. Lastnosti (3.4)capio
zdruzimo v zapis

RR] =R/R, =1, (3.5)

v kateremI ozn&uje enotsko matriko

10
I=|01
0 0

= e}

Med zapisoma vektorja v obeh bazah tako velfge inverzna zveza

ag = Rgag. (3.6)
Vidimo, da ima rotacijak dvojni pomen:

1. je preslikava ki preslika poljuben vektor v nov, zavrten vektoRa. Primer: bazni vektop;,
zapisan v referdaini bazi

glg: 0 )
0

se z rotacijsko matrikd?, zas\€e v bazni vekto@l, rezultat preslikave je stolpec

Gi1 G2 Gz 1 G
Go1 Gaa Gag 0 =1 Ga | =Gy,
Gsz1 Gz Gs 0 Gs1

ki pa jeSe vedno zapisan v isti (refer@n) bazi;

2. je koordinatna transformacijaned refere@ino in materialno bazo. Komponente poljubnega vek-
torja a, zapisanega v materialni bas;, matrika R, transformira v komponente tega vektorja v
referertni baziB,. Na primer baznemu vektorjti; v pomicni bazi pripada stolpec

1
Gig=1|0
0
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Ko ga transformiramo z matrikd?,, dobimo po enébi (3.3) zapis istega vektorja v refetan

bazi:
Gu G2 G 1 Gn
Ga21 G2 Gas 0| =1 Ga | =Gy
Gs1 Gz Gs3 0 G31
Rotacijska matrikaR, transformira tudi med maftthima zapisoma, in A linearnega opera-
torja A:
Ay=RIAcR, in Ag=RyA,R}. (3.7)

Enabo (3.7) smemo uporabiti tudi za transformacijo rotacijske mafikes rotacijsko matrikaR:
Rc = RyRyR].

Ob updtevaniju lastnosti (3.5) dobimo
Rg=R,=R. (3.8)

S tem smo pokazali, da ima rotacijska matrika v obeh bazah, med katerima slika rotacija, enak kompo-
nentni zapis. Zato indeks baze za rotacijsko matriko pogost&tamo.

3.2 Parametrizacija rotacij z rotacijskim vektorjem

Vzemimo rotacijo za kot okoli osi, doldeni z enotskim vektorjem. Rotacijski operator? in rota-
cijski vektord = 1 n povezuje vektorska edba

. sind— . l—cost— (= _
Ra:a—i-Slg ﬁxa+%ﬂx<ﬁxa),

za vsak vektor a. (3.9)

Enaba (3.9) je znana kot Rodriguesova formula, njeno izpeljavo pa najdemo na primer v deddifG
Rixen, 1995] in v [Zupan, 2003].

Opomba 5 V end&bi (3.9) smo rotacijaR zapisali v odvisnosti od rotacijskega vektoﬁaOdvisnost je
nelinearna; kadar ja&zelimo posebej poudariti, z&@mo

R=F(9)
in reCemo, da je rotacijeR parametrizirana z rotacijskim vektorjen?t Naj bostad in 7 neka rota-

cijska vektorja, ki preko ertde (3.9) dol@ata rotaciji R (v) in R (5) Rotacijo, ki pripada dvema

zaporednima rotacijama izéainamo s kompozitumom operatorjg¥{v) R (5) Z uporabo (3.9) takoj
vidimo, da ne velja aditivnost rotacijskih vektorjev v smislu komponiranja rotacij, saj je

R(@Jrﬁ) ¢R(ﬁ)R(5);

rezultat je direktnha posledica nelinearne povezave med rotacijo in parametrom. Zaporedaevaije
rotacijskih vektorjev v nov rotacijski vektor, ki pripada kompozitumu pripatihjmtacij lahko formalno
piSemo

Jov,
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vendar se moramo zavedati, da je enak tistemu rotacijskemu vektorju, ki pripada rotacijski matriki kom-
pozitumaR (v) R (0) OpozorimoSe na to, da postopek ddidtve rotacijskega vektorja, ki pripada

rotacijski matriki ni enolten (poleg vektorja?@ v kompozitumuR (v) R <5> ustreza tudi vsak koli-

nearen vektor velikosty) @ 7| + 2k~ za vsako cel@tevilok). Kljub temu pa obstaja numémo stabilen
postopek za dofiitev rotacijskega vektorja iz rotacijske matrike velikostnega reda-denan pod ime-

nom Spurrierov algoritem [Spurrier, 1978]. Opis uporabe tega algoritma najdemo v [Simo, Vu-Quoc,
1986, pregl. 12]. Nelinearno odvisnost operatofjabd parametral pa ne smemo zamenjevati linearnim
delovanjem operatorjd& na argumentu, torej z dejstvom, da j& linearna preslikava:

R(&Jr?) — Ra+ Rb
R(\d) = AR,

za poljubna vektorja, b € IR3 in skalar\ € IR.

Vektorski produkt %’ vektorjaﬁs poljubnim vektorjem: lahko alternativno zapemo z antisimettnim
operatorjen® z enoltnim predpisom

Oa =19 x a, za vsak vektor a.

Ker je R linearen operator argumenialahko iz vektorske oblike Rodriguesove formule (3.9) &foo

argument in dobimo
sin ¢ 1 —cosd
=1 2 3.10
R=T+—=0+—7—0" (3.10)
kjer I ozn&uje identéno preslikavo/a = a za vsaka. Ce rotacijski vektor razcepimo po vektorjih baze

By

0 = 0151 + Vg202 + Vg3, (3.11)
potem operatorj® pripada v tej bazi antisimetina matrika

0 —dy3 Vg

O,=| Vg 0 Vg |, (3.12)
—g2 Vg1 0
rotacijski matriki pa zapis
sin 1 —cosd
R=T+=-0,+—3—0; (3.13)

Vektor@imenujemo osni vektor operatorg&in piSemo© = © (5)

3.3 Odvodi in variacije rotacijskih koli €in

Pripravili smo potrebne osnove, da lahko izpeljemo fizikalnetkedi ukrivljenost, kotna hitrost in po-
spe&ek, kiigrajo kljiEno viogo v teoriji prostorskih nosilcev, ter si ogledamo variacije rotacijskil€kuli

Pri tem se opiramo na osnovne definicije odvajanja in variacije vektorskih funkcij in operatorjev, zbrane
v dodatku A.

Pri izpeljavi vseh treh omenjenih kol izhajamo iz zveze (3.1) med refee in pomEno bazo

—

Gi(z,t) = R(xz,t)g; zai=1,2,3, (3.14)
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in njenim inverzom R
gi = RT(z,t) G; (z,1), (3.15)

v katerem nastopa rotacija kot tista preslikava, ki slika med poljubnima dvema ortonormiranima ba-
zama vektorskega prostora. Zvezo (3.14) odvajamo posebej po krajuciamspo Odvoda operatorja
ozn&imo z R’ in R, pomenita pa krepka odvoda operatorja v skladu z definicijo 2 (glej dodatek Al):

G! =R (3.16)
Gi = Rg. (3.17)

V teh izrazihg; nadomestimo s pravilom (3.15)

G! = R'R"G,; (3.18)
G, = RRTG,. (3.19)
Produkt operatorjeRR” = Q (&) je antisimetrEen, Q (&) = —Q7 (), kar pok&emo s preprosto
izpeljavo
RRT =1
d d
— (RRT) = —1
dt ( ) dt”’
RRT + RR” =0,
. . T
RRT = — (RRT) . (3.20)

Ker se dotina vektorja@i s tasom ohranja, dof@ antisimet&ni operatoK? (w) hitrost vrtenja baznih
vektorjev G; s casom. Zato ga imenujemaperator kotne hitrosti Ker je antisimetigen, ga lahko
enoliéno opsemo z osnim vektorjem

Qw)a=wxa, zavsaka. (3.21)

Osni vektorw operatorja (w) imenujemokotna hitrost Z enakim sklepanjem pokamo, da je tudi
operato) () = R'R" antisimetréen, (k) = —Q7 (k). Ker dolcta hitrost spreminjanja smeri baznih
vektorjevG; pri spreminjanju lege itke na osi nosilca, ga imenujerperator (psevdo-) ukrivljenosti
njegov osni vektok pa(psevdo-) ukrivlienostZanj velja

Q(k)a=kxa, zavsaka.

Ukrivljenost in kotna hitrost sta tisti kdlini, ki povezujeta vektorje poréine baze z njenimi krajevnimi
in ¢asovnimi odvodi,

(R)G; = & x Gy, (3.22)
@) Gi = x G; (3.23)
zavsaki = 1,2, 3.

Operator kotne hitrosf2 = RR” ponovno odvajamo péasu in dobimo antisimeténoperator kotnega
posp&ka ' ) o
Q= RRT + RRT. (3.24)
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Antisimetricnost operatorja (3.24) je preprosto pokazati, le izraz (3.20) ponovno odvajamo
RRT + RRT = - (RRT + RRT) .

Osni vektor operatorj& imenujemokotni pospéekin obi¢ajno oznaujemo za. Tako kot vsak antisi-
metriCen operator, lahko tudi delovanje operatorja kotnega pspeapsemo z vektorskim produktom

Q(a)a=a xa. (3.25)
Enabe za kotno hitrost (3.21) odvajamo gasu
Qi+ Qu=wxa+wxa
in upostevamo, da (3.21) velja za poljuben vekiotorej tudi zaa. Potem je
Qa=wxa

in po primerjavi z enébo (3.25) lahko zakljcimo, da je kotni posgek enak odvodu vektorja kotne
hitrosti poCasu
a=w. (3.26)

Ker je rotacijski operator v nelinearni povezavi z rotacijskim vektorjem, linearizdtijggede na rota-
cijski vektor ni tako preprosta kot njen krajevni @asovni odvod. Linearizacijo moramo izpeljati v
skladu z definicijo smernega odvoda (dodatek Al). Celotno izpeljavo zveze

DR [50] = 60 R

najdemo na primer v doktorski disertaciji [Zupan, 2003, str. 53-54]CBn3.14) tokrat variiramo po
neznankah problema, zato jo raje Z@wno kotG; = R () g; in izpeljemo

6G; = DR300 5
= 60 R (0) 3
=3O R(©)R(©)T G, (3.27)
= 60G; = 69 x G;.

Ker je © linearni operator, je njegova variacija vcto 9 v smerisd kar enaka operatorj® v tocki

0% 60 (¥) = O (). Zato je variacija© antisimetrten operator z osnim vektorjet, kar smo
uporabili pri izpeljavi (3.27).

Linearizacijo vektorjev pontine baze potrebujemo pri izzavi linearizacije krajevnega vektorja- glej

dodatek A, enébe (A.6)—(A.8). Ob upstevanju (3.27) dobi variacija vektorjaznano obliko

57 = (67),0 + 60 x T (3.28)

rel



4 Parametrizacija rotacij z rotacijskim
kvaternionom

Rotacijski kvaternion predstavlja osnovno parametrizacijo rotacijduptem delu. Zato vtem poglavju
v celoti opSemo osnhove kvaternionov. Pri tem smo se zgledovali po matéEmeati Ebeniku [Ward,
1997], predstavili pa smo jih na svojstvertira

4.1 Kvaternionska algebra in rotacijski kvaternion

Utemeljitelj kvaternionov je bil Sir William Rowan Hamilton, ki jih je kot r&izitev kompleksnilstevil
predstavilZze leta 1843. Kompleksn&tevilo si lahko predstavljamo kot vsota skalarja in enorazsga
vektorja v smeri. Tako dobljeni elementi tvorijo dvorazaei prostor. Ko pa skalarju @iejemo prostor-
ski vektor, dobimo elemeritirirazs&nega prostora. Tak objekt imenujemo kvaternion in ga Ginmas
streSico*. Mnozico vseh kvaternionov oziano siH, in jo definiramo kot

H={a=ay+a, a€R acR}.

Najprej si oglejmo operacije, ki v miai kvaternionov definirajo take strukture, da ta postasecia-
tivna nekomutativna algebra

Vzemimo poljubna kvaternior?ag € H,a=ap+a,b=b +b, in nek skalan, € IR. Osnovni notraniji
operaciji v mndici kvaternionov sta:

e sSeStevanje
(+):H x H— H (4.1)
G+b=(ao+bo) + (a+D),
z enotol = 0 + 0 (nig) in
e kvaternionski produkt
(o) : H x H — H (4.2)
ao/b\: (aobo —63) + <b06+a03+6 XE) R
zenotol = 1+ 0 (ena).

16
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Osnovna zunanja operacija je

e mnaenje s skalarjem

():RxH—H (4.3)
Aa = Aap + Aa.

Oznaki(-) in (x) pomenita oltajna produkta z vektorji ¥?3 in sicer skalarni in vektorski produkt. Ker
nekomutativni vektorski produktx ) nastopa v definiciji kvaternionskega produktg , je seveda tudi

ta nekomutativen. Asociativnost produkta se pakdirektno s primerjavélenov izrazov(& o@) ocC

inao (Eo E) S primerjavo razpisanifilenov leve in desne strani enakosti je preprosto pokazati tudi
distributivnost sétevanja nad mrienjem in homogenost:

(a+3)oazaoe+605 in Zo (a+3):50a+503 (4.4)
(\a) o= A(G0?) (4.5)

Tako smo pokazali, da je miwa IH skupaj z operacijanii+), (o) in () res asociativha nekomutativna
algebra.

Vsaka algebra je tudi vektorski prostor, zato rhiga kvaternionov skupaj z operacijama (4.1) in (4.3)
tvori Stirirazseéni vektorski prostor nad obsegom real8tievil. VsakStirirazseen vektorski prostor pa
je izomorfen realnemu vektorskemu prostdrd

H ~ R

OmenimoSe dodatne operacije, ki so pomembne za nadaljnje delo:

e konjugiranje

*

= ap — 6; (46)

a

e skalarni produkt R
a-b=apby+a-b

e Norma

jal = Vaoar =va-a=/aj +[af, (4.7)
kier [a] = v a - a 0zn&uje obtajno evklidsko normo v trirazzeem vektorskem prostoru;

e inverzni kvaternion

)
L
Q)
*

B

obstaja za vse netelne kvaternione;

e kot )\, ki ga oklepata dva kvaterniong dolaten z enabo

Q)
)

CosS A = (4.8)

)

o)
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Konjugiranje produkta dveh ali ¥ekvaternionov je produkt konjugiranih kvaternionov v obratnem vrst-

nem redu
(a o b) aghy — G - b) (boa + agh + @ x E) (4.9)

=
A(aobo — (- (—Z)) n (bo (—a) + ao (—5) n (—3) x (—E))

Posebno mesto v nalogi zavzemajo kvaternioni, katerih skalarni del je ehak ni
a=0+a.

Imenujemo jinCisti kvaternioni MnoZzica vseltistih kvaternionoviHy je trirazs&en vektorski podpro-
stor vIH, izomorfenlR3. Ciste kvaternione endlno dolda izjava

a*=-a <+= a=0+a. (4.10)

Potencelistih kvaternionov je bodisi skalar, bodisisti kvaternion, ki je prvotnemu vektorskemu delu
kolinearen:

n s o . (=1)za" za sodi n
(0+a) — aoai... oca = { (_1)ngl an_la\ 74 hhln 3 (411)
n—krat

kier a ozna&uje normo vektorja, a = |a|. Formulo (4.11) dokaemo le za potenci 2 in 3

(0+a)?=0+a)o(0+a)=(0-0—a-a)+ (0a+0a+axa)

— 2

= —QaQ°a=—qQa :(—1)
0+3)°=(0+a)20(0+a) =(-1) a2 = (-1)"7 a%a.
Z matemaitino indukcijo lahko dokaz r&rimo za spl&no naravndtevilo.

Prav tako kot kompleksnstevila tudi kvaternione pogosto§g@mo vpolarni obliki
a = |a| (cos? + nsind). (4.12)
n je enotski vektor, kolinearen in enako usmerjen kot vektorski del kvateripna= % medtem ko

je ¥ kot, ki gaa oklepa z identitetd (4.8):

cosV =

a-1
_— (4.13)
1

|al ‘ ‘ |al

sintd = +v1 —cos?d = } : (4.14)

Ker je kvaternionski produkt nekomutativen, vsak kvaterriiaoloCa dve preslikavi:

e levo mndenje

¢p(a):r——aox (4.15)
e in desno mnbenje
or(@):T—Toa (4.16)
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Najprej poka@imo linearnost obeh preslikay;, (a) in ¢ (a) za poljuberu € IH. Po zakonu distributiv-
nosti sétevanja nad kvaternionskim produktom (4.4) velja

o (a+b)e=(a+b)oc=ao
- (u(a) o1 3

Zaradi homogenosti (4.5) velja
¢ (Na)c= (Ma)oc=A(aoc) = Aoy (a)c.

Torej je ¢y, (a) linearna preslikava, saj zadlita pogojema linearnosti:

o (a n 6) — o1 (@) + o1, (6) (4.17)
oL (Aa) = Agr (a). (4.18)

Enako izpeljavo lahko ponovimo tudi za desno kvaternionskozenge; torej velja, da je tudir (a)
linearna preslikava.

Kadar levo in desno kvaternionsko nz@mje definiramo z enotskim kvaternion@mn

@=VToT =B +@+d+ad =1, (4.19)

za preslikavigr, (¢) in ¢r (q) iz (4.15)—(4.16) velja, da ohranjata dole, kote in orientacijo v prostoru
ter tako predstavljata rotacijostirirazs&nem prostordd . Dokaz bralec najde v [Ward, 1997], v man;
splasni obliki pa tudi v nadaljevanju tega dela.

Na tem mestu lahko torej privzamemao, da gtain ¢, kadar ju predpisuje enotski kvaternighro-
taciji v Stirirazs&nem prostoru. Nobena od rotagij, in ¢r v splaSnem ne predstavlja rotacije znotraj
trirazs@&nega podprostor&,. Tako rotacijo dobimo, kadar zdtimo obe v operator oblike

Q(q) = o1 (q) dr (TF) (4.20)
Q(q):x——qoToq". (4.21)

Najprej se preptiajmo, da (4.20) res predstavlja notranjo operacijo podpro#thyra
Q(q) : Hy — Hy,

da torej poljubertisti kvaternion preslika Zisti kvaternion. Ozné@mo sliko Cistega kvaterniona z
operatorjem@ (q) kar zy: y = qo (0 + ) o ¢* in razpBimo desno stran:

y=((-q2)+ (92 +qx7))oq"
=(—7-T)qo+qT ¢+ (qxT) q+qz
+q0g X T+ (q-7)q—qoT X ¢+ (gxT) X q
=(@XT) G+ T+ qg x T+ (q-7)7— qT X 7+ (7 X T) X q.
Skalarn&lena(—q - ) qo in qoz-q iz druge vrstice sta se 8tkla; ostali so le vektorski deli kvaterniona. S
tem smo pokazali, da je (4.20) res notranja operacija podpro&fgra&er vemo, da stay, (¢) in ¢r (q)

rotaciji, sledi, da je tudipr (¢*) rotacija, saj imag* enako normo kof; poleg tega je kompozitum
dveh rotacij ponovno rotacija. Tako smo pokazali, da predstavlja preslikava (4.20) rotacijo hregae
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prostoralH, nase. Ker je kvaternionsko mbenje asociativna operacija, lahko vrstni red operatorjev v
(4.20) zamenjamo

~x%

goZogqg*=qo(xoq*)=(goT)oq

Q@) =9L@¢r (@) =0r (") oL ().

Rotacija (4.20)—(4.21) VH,, dolotena z enotskim kvaternionof) je kompozitum dveh zaporednih
rotacij iz Stirirazs&nega prostora. Oba kvaterniorgain ¢*, oklepata s prvim baznim vektorjem enak

kot, glej (4.13):
cos (<I (T, qA)> = gy = cos <<I (T,(Y*)) ,

ki nastopa v polarnem zapisu obeh enotskih kvaternionov. Ta ko€omoasy = <« (T, qA"). Za kot
medqin ¢* po (4.8) velja

cos (<(3,4%) = a5 — a4t — 43 — 43 = 245 — 1
=2cos?y) — 1
= 2cos? 1) — cos® ¢ — sin? )
= cos? 1) —sin® ¥

= cos 2¢

in je enak vsoti obeh oziroma dvojnemu kotu, ki ga kvaterrjarklepa s prvim baznim kvaternionom.
Zato se je za enotski kvaternion, ki s kompozitumom dveh prip&dajotacij dol@&a rotacijo (4.20)—
(4.21), v polarnem zapisu s@no uveljavila oznaka polotme velikosti kota. To je tudi vzrok, da enotski

kvaterniong s polarno obliko

qg= cosg —i—ﬁsing, (4.22)
imenujemorotacijski kvaternion njegove komponente pa predstavljajoi parametre, s katerimi para-
metriziramo rotacijo. Ker za parametrizacijo rotacije Z&idjo trije skalarji, glej diskusijo v [Ibrahim-
begovt, 1997], pogoj (4.19) predstavlja njihovo medsebojno veznélemaTo pogosteje uporabljamo
v njeni kvadrirani obliki

Gog* =1. (4.23)

4.2 Matricni zapis kvaternionov in operatorjev

Za komponentni zapis kvaternionov potrebujemo b&tirirazsénega prostord. V ta namen ortonor-
mirano bazo trirazsamega realnega vektorskega prostBa= (g1, g2, g3) razirimo tako, da bazne
vektorje obravnavamo kdtiste kvaterniong; = 0 + g;, i = 1,2, 3, in dodamoSe en bazni kvaternion
Jo = 1. Dobljenatetverica kvaternionovgo, g1, 92, g3) Zad@Ca pogojem ortogonalnosti in normirano-

sti,

O i#£y
in je kot taka ustreznhazastirirazs&nega vektorskega prostofd. Tudi rasirjeno bazo ozriamo kar
zB,.

Poljuben kvaternion lahko endhio razcepimo po smereh izbranih baznih kvaternionov

a = ag090 + ag191 + ag2g2 + 4393.
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Pripadaj@i komponentni zapis s stolpcem skalarnih kompomngnti = 0, 1,2,3
~ T
ag = [ (g0 Qg1 Qg2 Qg3 ]

ponovno opremimo z indeksom izbrane bdze Stolpitne zapise kvaternionov bomo ozeaali s

krepkimicrkami in s stréico nad njimi. Linearnim operatorjem lahko v izbrani bazi prédpio matiéni
zapis. Operatorjema (4.15)—(4.16) tako pripadata matriki

ago —agl —agg —agg ag() —agl —agz —agg
~ gl Qg0 —Qg3 g2 ~ Agl Qg Qg3 —Ag2
_ g g g g _ g g g g

@1 (ay) = a a an —a o (ag) = oo —a a a . (4.24)
92 93 90 gl g2 93 g0 gl
Qg3 —Qg2 Qg1  Gg0 Qg3 Qg2 —Ggl Qg0

ag; SO komponente kvaternionav bazig, a, = [ ago Qg1 Qg2 Qg3 }T. Kadar operatorja (4.15)—
(4.16) dolda enotski kvaterniof), s komponentnim zapiso@, = | g0 ¢q1 dg2  dg3 1", obe ma-
triki, ¢, (q,) in ¢ (q,), zaddEata pogojema ortogonalnosti

oL (ag) o1 (ag) (ag) oJ) (qg) =1 (4.25)
ér (@,) ¢% (@,) = ¢k (d,) ¢r (d@,) =1, (4.26)

in sta zato elementa specialne ortogonalne gréipg4). S tem smo preverili trditev iz prépjega
poglavja, da operatorja (4.15) in (4.16), kadar ju dalenotski kvaternion, predstavljata rotaciji v
Stirirazs&nem prostoru.

Sedaj z uporabo (4.24) pakamo, da operator (4.20) predstavlja rotacijfiV oziromalH,. Po kragem
ratunu dobimo, da je njegov matrii zapis oblike

Q,=dr (qg) ¢r (qg) = [ 0351 Ry
Qoo + do1 — Qo — do3 201952 ~ 2090453 20913 + 20002
Ry=| 2901992 +2490993 Q5o — 91 T 952 — D53 2492493 — 2490951 | » (4.28)
2QgIQg3 - 2(]90(]92 2Qg2QQ3 + 2(]90(]91 qzo - q;l - qzz + q33

(4.27)

pri Cemer je enica na prvem mestu v matrj, posledica lastnosti (4.19). @@no Q, preslikaciste
kvaternione \Ciste kvaternione

0 1 of 0 0
Qg[xg]:[o Ry][xg]:[Rgxg]. (4.29)

Ker je Q, bloctno diagonalna matrika, zasi®, da pogoj ortogonalnosti pak@mo le za podmatrikéz,,
daje torejR,R! = R} R, = I. Lastnost potrdimo z mri@njem matrikR, in R} iz endbe (4.28)in z
upcstevanjem lastnosti (4.19). S tem se hkrati piégrio, da@,, in R, resntno predstavljata rotaciji v
IR* in IR®. Po dogovoru iz poglavja 3.1.1 rotacijskima matrikafain R, indeksa baze ne ozajemo
veCinveljiaQ, = Qin R, = R.

Poleg dokaza, da podmatrifa predstavlja rotacijo VR?, Zelimo dolditi tudi fizikalni pomen kol€in

n in 1 iz definicije rotacijskega kvaterniona (4.22). V ta namen kompongnietacijskega kvaterniona

v matriki R (4.28) nadomestimo s komponentami rotacijskega kvaterniona v polarni obliki (4.22). Nato
s trigonometEnimi in algebrajskimi manipulacijami matrikR (4.28) preoblikujemo do standardnega
zapisa rotacijske matrike z Rodriguesovo formulo (3.13). Izpeljava je zaradirdstein bolge pre-
glednosti besedila predstavljena v dodatku C. Hkrati je pokazan@,idaj iz definicije rotacijskega
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kvaterniona (4.22) dejansko pomenita enotski vektor na osi rotacije in velikost zasuka pri rotaciji v tri-
razs&nem podprostorif{, oziroma po identifikacijtistih kvaternionov z vektoriji tudi vRi>.

Tako smo upradieni, da kogno zapsemo zvezo med vrtenjem poljubnega vektarja obicajno rota-
cijsko matrikoR = R (¥, n) in pripadaj&im rotacijskim kvaternionorg,, = g, (9, n):
Ra, = [Qag]RS = [ag o ag o a;] R3’ (4.30)

kjer stréica nad sicer vektorsko kélho a, pomeni ragiritev vektorja \Cisti kvaterniona, = 0 + a,,
[ | s Pa je oznaka za zitev Cistega kvaterniona na vektorski del.

4.2.1 Refere@na in pomicna baza kvaternionskega prostora

Po postopku, predstavljenem \etku poglavja 4.2, r&rimo refereno in poméno bazo trirazsmega
vektorskega prostora, ki sta bili predstavljeni v poglavju 3.1.1, na Btiricazsgnega (vektorskega)

prostoralH . Razirjeni bazi(go, 91,92, g3) In (@0, @1, @2, §3> v IH imenujemaefereréna in poména
baza kvaternionskega prostomaa kratko pa kar enako kot osnovni bazid?, referei€naBB, in pomicna
Bg baza. Omeniti velja, da prvi bazni vekt6f, = 1 sicerasovno spremenljive potime baze ni
funkcijaasa in naravnega parametra.

Stolptni predstavitvi poljubnega kvaterniofia= aq + a v izbranih bazah sta

~ T ~ T
ag= [ ag ag agp ag | ac = a0 ac1 ac: ags |
Prva komponenta je enaka skalarnemu delu kvaterniona, zato vektorskentistigia kvaterniona =
0 + ¢ v referer®ni in pomEni bazi pripadata zapisa
T T
cg=1]cg cg cg3 | ca=[ca ca ca3 ],
kvaternionuc v ustreznih ragirjenih bazah pa komponentna zapisa
] )"

Cq = [ 0 Cgl Cg2 Cg3 Cg = [ 0 cG1 €2 €G3

S kvaternionsko parametrizacijo rotacije lahko & (3.1), ki povezuje obe izbrani bazi, zZ&@ino v
obliki
Gi - Q@\l :ao/g\io(/]\*u 1= 17273a (431)

koordinatno transformacijo (3.3) za poljuben kvaternion pa kot
dg=Qag =q,0dcoq,, ac=Q a,=4q, od,04q,. (4.32)
Transformaciji (4.32) lahko uporabimo tudi za rotacijski kvaternion
EJ\G = a; © EI\g © ag = ag (433)
in dobimo, da ima rotacijski kvaternianv obeh bazah, med katerima slika opera®(g), enak stolgni
zapis. Zato praviloma komponentne zapise rotacijskih kvaterniorsan brez oznak za bazg, =
q,=4.
Kadar imamo dve zaporedni rotadipi = Q (q1) in Q= = Q (g2), ki ju doloCata rotacijska kvaterniona
¢ in ¢z, njun kompozitum®: (1 doloCa rotacijski kvaternio: o g1, saj za poljuben kvaternianvelja
Q2010 =q 0 (@1 oao 21\1*) oqs
= (@oq)odo(@ogq)" (4.34)
=Q (@ oq)a.
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4.2.2 Zapisi rotacijskih kvaternionov v razlicnih bazah

Kot smo omenili, temelji klagini mehanski opis deformacij na dveh bazah: reféném pomini. Se-

veda pomina baza ni ena sama, saj se spreminja \zdsl nosilca in £asom. V nekentasovnem
koraku pri izbranemx poleg referetine baze3, in baze zaetnega zasuka prereza nosi&ao potrebu-
jemose vsaj eno porino bazad3;. Vemoze, da rotacijski matriki in rotacijskemu kvaternionu v bazah,
med katerima doléata rotacijo, pripada enak komponenten zapis. Kadar pa uporabimo neko tretjo bazo,
je komponentni zapis rotacijske matrike in rotacijskega kvaterniona demgaV vseh treh omenjenih
bazah si oglejmo stofme zapise celotnega kvaterniona, maega kot produkt rotacijskega kvaterni-
onagl” (z), ki dolo¢a z&etni zasuk prereza, in rotacijskega kvaternigma, t), ki dolota spremembo
rotacije od z@etnega stanja do poljubnega stanja&abut. V skladu z enébo (4.34) velja:

~

G(x,t) =k (z,) 0 " (z). (4.35)

V poglavju 3 smo zé&etno in trenutno lego nosilca opisali s pomiki osi nosilca in rotacijami prerezov.
Najprej rotacije, ki pripadajo rotacijskim kvaternionaift! (), k (z,t) in g (z, t), zapsimo abstraktno
z uporabo rotacijskih kvaternionov (slika 2.1):

R @) = [o1 (3% ) 6 (8% )] |

Z (@)= |01 (k(,0) o (K (2,0))]
R(2,1) = [61, (@ (1) 6 @ (2,6)] o

Sedaj pa se lotimo izéav vseh treh rotacij v izbranih bazah. Po obliki enako formulo kot v (4.35)
dobimo tudi pri zapisu katiin glede na referé@imo bazo prostor&,

~

d, (,t) = ky (z,8) 0 g (2). (4.36)
Po definiciji 1 velja, da vsako rotacijo enétio dold@atadve ortonormirani bazipri Cemer izbrana
rotacijazatetno baz@reslika (zavrti) korntno bazgvzemimo torej:
B, i Bgo ¥~ Bg (4.37)
By i Ba (4.38)

Preglednica 4.1: Zapisi rotacijskih kvaternionov v pripaddjdazah
Table 4.1: Rotational quaternions with respect to natural bases

rot. kvaternion| zatetna/koina baza
q q =4qg
7" qg)] =
k k =kqg

Enabo (4.35) bomo v komponentni obliki zapisdk na dva néna: v prvem bodo vsi trije kvaterni-
oni zapisani glede na Zatno bazo pripadage rotacije, v drugem pa glede na Koo bazo pripadaj®e
rotacije. Za ldje izpeljevanje smo pripravili preglednico idditih zapisov rotacijskih kvaternionov
iz ena&be (4.35) v pripadajiih zatetnih in korgnih bazah, preglednica 4.1. V komponentnem zapisu
enabe (4.35) glede na referémo bazo (4.36) stain gl¥ Ze v svoji z&etni bazi, k pa moramo trans-
formirati v njeno z&etno bazd ;. Na desno stran edhe (4.36) dodamo enotski kvaternion v obliki
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1 =g o g, po updtevanju koordinatne transformacije iz éhe (4.32) p&e dobimo zapise vseh

treh rotacijskih kvaternionov v njihovih Zatnih bazah:

g, = (@ 0ql") o ko
— g% (agﬂ* okgo a[gol)
=% ok
Izpeljali smo, da se rotacije pri zapisu v pripadalpza&etnih bazah dodaja z desne:
4y =a" okgp. (4.39)

Zaradi identtnega zapisa rotacijskih kvaternionov glede na njihoie##o in koigno bazo (glej pregle-

dnico 4.1) velja tudi

~ ~ ~ ™ ~[0 N
dc =0, =" okgo = q[G][O] okg, (4.40)

kar pomeni, da se tudi pri zapisu glede na®om baze rotacije dodaja z desne.

Rezultati (4.36), (4.39) in (4.40) so pekovani, saj isto velja tudi za komponiranje rotacijskih matrik,
glej na primer [Zupan, 2003].

Opomba 6 Pri komponentnem zapisu rotacijskega kvaternigyiki slika iz referene bazés, v pomeno
bazoB, indeksa baze tudi v nadaljevanju besedila praviloma Berpio, saj je v@na en&b in koli€in
zapisanih ravno v bazali; in B¢. V poglavijih, kjer nastopajo tudi druge baze, pa so izbire baz jasno
opredeljene.

4.3 Odvod in variacija

Enabi za ukrivljenost (3.18) in kotno hitrost (3.19) lahko Zsgano tudi v kvaternionski obliki. 1zpe-
ljavo kotne hitrosti najdemo v [Ward, 1997] in [Zupan, 2003], toda zaradi pomembnosti in razumevanja
rezultata ter celovitosti prikaza jo izpeljemo tudi v tem delu. Ker sta izpeljaiteza ukrivljenost in
kotno hitrost skoraj identhi, le da v eni nastopajo odvodi po kraju, v drugi pafasu, se omejimo samo

na izpeljavo kvaternionske etlae za kotno hitrost.

V ta namen odvajamo ebbo (4.31), ki povezuje kvaternionske bazne vektorje refarenn poméne
bazeG; (x,t) = q(x,t) 0o g; o ¢* (x,t):

~

Gi=qogioq +qogioq".

Kvaternione refereine bazg; nadomestimo s kvaternioni poéme bazeg; = @\*oéiofj\, in upcstevamo
vezno enabo (4.23) ter dobimo

éi: (50@\*)0@2‘—%@0(@0&\*)- (4.412)

Preden nadaljujemo z izpeljavo, si podrobneje oglejmo proﬁkkfw in gog*. 1z odvoda vezne eftae
(4.23)70 ¢* + go g* = 0 dobimo zvezo

*

Goq" =—qoq" = (qo7") . (4.42)



Zupan, E. 2010. Dinamika prostorskih nosilcev s kvaternionsko parametrizacijo rotacij 25
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL, Fakulteta za gradbemi in geodezijo, Konstrukcijska smer.

Zaketek in konec eride (4.42) ustreza pogoju Zisti kvaternion (4.10), zato s@o §* in o g* za
predznak raztinaCista kvaterniona, kar poudarimo z zapisom

N SN N
qoq  =—qoq —0+[qoqLR3-

Vizrazu (4.41) imata oba produkta v oklepajih in prav tako kvaternigriai = 1, 2, 3 nicelni skalarni

del, zato se po izvedbi kvaternionskega produkta olstgvanju (4.42) skalarnédena izraza oétejeta,
vektorska dela pa Seejeta:

Gi=0+2 [quqA’kLm x G;.

Obe strani dobljene enakosti imat&eino skalarno komponento, zato trivialen skalarni del preprosto
izpustimo in kvaternionsko efbo zapsemo v vektorski obliki

N

G; =2 [a\o é\*}

X Gy, zai=1,2,3. (4.43)

Posebej obravnavamo izraz (4.48)zai = 0, torej zaGy = 1 oziromaGy = 0:
0= (30 a\*) ol+1o0 (([o Z]\*)
= (1o77) + (3oi).

Po (4.42) je desna stran prav tako enaks mato je izraz (4.41) za = 0 vedno pravilen. Ko@no
primerjamo izraza (3.23) in (4.43) ter iz primerjave vidimo, da je dvakratnik vektorskega&idetga
kvaternionag o ¢* enak kotni hitrosti, kot smo jo vpeljali v edhi (3.23)

S PO
w—Q[qoq ]R3'

Celoten (nereduciran) produkﬁo ¢* imenujemokvaternion kotne hitrosin ozn&imo z&. Enako kot
tudi drugetiste kvaternione ga identificiramo z vektorskim delom, ki je ravno vektor kotne hitrosti
Kvaternionska eniba, ki povezuje kotno hitrost z rotacijo, ima obliko

~ N . 1.
Ww=2qoq" oziroma ¢q= Swot (4.44)

Ob izbiri referef@ne baze ostaneta obliki gflanespremenjeni

. EUNN . SO U
Wy =2q,0q" oziroma q,= 3@ © q”. (4.45)

Enabi naprej transformiramo v poino bazo z uporabo koordinatne transformacije (4.32)
4" 0@,04=24"0 (3,00 ) o4
in dobimo zapis enzb (4.44) v ponini bazi

~ s A . BY 1.0 .
Wg=2q"oq, oziroma q,= 5d°wa- (4.46)

Po enakem postopku, le dasovne odvode zamenjamo z odvodi po naravnem parametru in rezultat
primerjamo z en&bo (3.22), izpeljemévaternion ukrivljenostk,

R=27"0q" = —2§07", (4.47)
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ki je prav takocisti kvaternion, zato ga identificiramo z vektorjem ukrivljenasti V refererni in
pomicni bazi se ustrezni formuli glasita

Re=2¢ 0og* in Ra=2q.0q"
g qg q G qg q?

iz njiju pa izpeljemo izraza

. . o . 1.
q; =5kgoq in q; = 5d0ka (4.48)
Ko en&bo (4.44) ponovno odvajamo @asu, dobimdkvaternion kotnega pospkac
G@=0=2%07" +207 =2 (700" +3°7"). (4.49)
Ker je a Cisti kvaternion, kar pokeemo z odvodom izraza (4.42) ob dpevanju lastnostv* = —a za
Ciste kvaternione
qoq +qoq =—qoq —qoq"

*

——(For+i07) .

ga lahko enémo z osnim vektorjem antisimefriega operatorja kotnega poska (3.24). Posebej si
Se oglejmo zveze med zapisi odvajanih Emliv razlicnih bazah. Kvaternionsko ettao za prehod med
komponentnimi zapisi (4.32, desno) odvajamacasu in dobimo

Sk o~ e g AN e~ B
ag =4,0a,0q9+q ocagoq+q oagoq,
=g oasoq+-(gowg) ocazoq+4gq ©ay 0 qowG
PP PPN
wagoq oagoq—|—§q cagoqgowg

PO 1.
wagoag + §aG ocwgq (4.50)

P | . NN
=q Oag°Q+§(¢R(wG)_¢L(wG))aG~

V zgornjem r&unu smo upstevali enébo (4.46) in lastnostistega kvaterniona (4.10) za kotno hitrost
wa. Vsota—%@c oag+%agoag se séteje v vektorski produkt w¢ X a¢, zato lahko ob predpostavki,
da jea Cisti kvaternion, izl@imo skalarno komponento ettze in kvaternionsko egao reduciramo na
vektorsko

ag = Ray —wgXag. (4.51)

Sprememba vektorjaoziromacistega kvaternionav pomicni bazi je odvisna od kotne hitrosti potnie
baze in relativne hitrosti komponent glede na pgmkoordinatni sistem. Izpeljane &itze uporabimo
za izpeljavo zveze medg in w, ter zveze meafG in Gg. Z en&bo (4.51) najprej p&temo zvezo med
kotno hitrostjo v razEnih bazah

LL’G = ng —Wwag X wag :ng_

Enabo (4.50) pa uporabimo za dditev zveze med odvodi rotacijskih kvaternionov v réalh bazah;
upcstevamase enabo (4.46, levo) in dobimo

B o~ o~ 1 ~ 1

dc =7 °q,0q9 — 50coq+53°0¢
N~ s A~~~ A
=g 0gq,0q—q"oq,0q+qoq-oq,

I
Q)
Q
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Enako kot smo postopali pri transformirarfjasovno odvajanih kdlin, lahko postopamo tudi pri kd@ii-
nah, odvajanih po naravnem parametru. Le odvodégsot nadomestimo z odvodi po naravnem para-
metruz ter kotno hitrost in posgek nadomestimo z ukrivljenostjo in njenim odvodom. Tako za poljuben
kvaterniona velja

~/ -~k -~ -~/ 1 -~ ~ 1/\ ~

as=o¢p (qg) or (qg) a, — 5/4,(; oag + iag e

Ak ~ ~ 1 ~ ~ ~
= ¢1 (4,) or (q,) a, + 3 (PR (Kc) — ¢, (Kg)) ag, (4.52)

za vektora pa
ag = Ra, — kg X ag. (4.53)

Ko transformiramo odvod ukrivljenosti, dobimo
we = Rw;.
Za krajevni odvod rotacijskega kvaterniona pa velja
~/ -~/
dc = 44

Analogno odvajanju kvaternionov se lotimo tudi njihove variacije. Ponovno izhajamo iz zveze (4.31), le
da tokrat zapis odvisnosti athsa oziroma naravnega parametra zamenjamo z odvisnostjo od osnovnih
spremenljivk R

Gi(@)=qog;oqd =¢.(@) ¢r(@")7; (4.54)
V poglavju 4.1 smo pokazali, da s¢g in ¢ linearni preslikavi, v dodatku A, primer 1 pa, da je linearni
del spremembe linearnega operatorja kar operator sam

D(¢1(9))glogl = ¢ (59)  D(¢Pr(2))g[0q] = ¢r (09).

Zato lahko linearizacijo delovanja obeh operatorjev kvaternionskegaenjeona kvaterniona zapge-
mo tudi v produktni obliki

D ($, (@) ) (g.a) 109, 06) = b, (53) @+ ¢, (@) 6a = 6G 0@ + G o da
D ($1(@) ) (q) 59, 08] = ¢ (5) @ + ¢, (@) 03 = DG 0 G + a0 54,

Sestavljanje takih pravil je preprosto. Tu nas zanima predvsem linearizacija rotacijskega operatorja
¢ (q) &R (g"), ki deluje na kvaterniona, kar vodi k izrazu

D (¢r (@) dr(@7)8)(gq)109.08] =6G0G0q" +odaoq" +Gododq".
Z njim dobi en&ba (4.54) po linearizaciji obliko
0Gi=10Gog; oG +Gog;00q".

Upastevali smo, da je linearizacija baznih vektorjev reférenbaze enakatisg; = 0. Nadaljniji potek
izpeljave se ujema z izpeljavo kvaternionske@eaza kotno hitrost (4.41). Tako po vpeljavi oznake

50 = 26G0g* = — (0G0 g*)* (4.55)
zadisti kvaternionsd = 0 + 59 dobimo

6G; = 09 x Gy, zai=1,2,3. (4.56)
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Dobljeno enébo (4.56) primerjamo z enbo (3.27)in ugotovimo popolno skladnost éha Od tod
sledi, da je vektorski ddlistega kvaterniond iz (4.55) res enak variaciji rotacijskega vektorja indda
predstavlja linearni popravek rotacijskega kvaterniona.CBad4.55) ima v referémi in pomgni bazi
obliki (glej enabi v (4.45) in (4.46))

89, =20G,0G" in 0Yq=2G" g, (4.57)

Opomba 7 Presenetljivo je, da se variacija rotacijskega vektoa?jzﬁ pojavi pri linearizaciji kvaterni-
onsko izr&enih rotacijskih kolin (4.55), saj rotacijskega vektorja ne uporabljamo za parametrizacijo
rotacije. Dejstvo, da oznak&) iz (4.55) res ustreza variaciji rotacijskega vektorja, ponovno potrjujejmo
Z izpeljavami v nadaljevanju.

Enabo (4.55) za9 odvajamo po parametttt end&bo za ukrivljenost (4.47) pa lineariziramo:

50" = 26" 0 §* + 2650 G
57 = 26" 0 §* + 23" 0 6q*.

20q’ o ¢* iz druge endbe vstavimo v prvo in preuredimo z uporabo enotskega kvaterniona v obliki
1=g*og=qoq*terendb (4.47)in (4.55):

59" =0R—2q 007" +26qoq"
=0k —27' 0@ 0 qodq* +20Go g  oqoq”
1 ~ 1 ~
=0k — =Ko + 0¥ oR"
2 2
SR+ SR 60— S50on
= 0K —K O - = O K.
2 2
Vse posaniine koline v dobljenem izrazu stisti kvaternioni, nEelni komponenti obeh kvaternionskih
produktov pa se medsebojnodtdjeta. Zato prvo (skalarno) komponento zgornjega izraza izpustimo,

vektorski del pa uredimo do oblike R B
59 = 6k — 09 X K. (4.58)

Po primerjavi dobljenega zapisa z izrazom za variacijoSpgga vektorja (3.28) ugotovimo, da je

50" =6 (F),y -
Dobljeni rezultat najdemo tudi v [Zupan, 2003], stran 102. S kvaternionskim zapisom rotacij smo linea-
rizacijo en&be, ki povezuje rotacije in ukrivljenosti, izvedli v nekaj vrsticah. Izpeljava tega rezultata ob
uporabi rotacijskega vektorja je mnogo bolkéena.



5 EnaCbe prostorskega nosilca za statiko

Enabe Reissner—Simovega modela prostorskega nosilca za statiko najdevdnih delih, na primer

v [Simo, 1985], [Simo, Vu-Quoc, 1986], [Zupan, 2003], [Zupan, Saje, 2003] in drugod, zato izpeljave
en&b v tem delu ne navajamo. Eitse prostorskega nosilca za statidapamo iz doktorske disertacije
Zupana (2003). Tam najdemo tudi izpeljave. Avtor v zapisiwtbnaporablja rotacijski vektor za para-
metrizacijo prostorskih rotacij, zato tudi v ptijocem delu enébe sprva zagemo v taki obliki. Rotacije

in celotne enébe nato preoblikujemo v kvaternionsko obliko ingak na koncu tudi Beijjemo.

5.1 Enabe s parametrizacijo rotacije z rotacijskim vektorjem

Za matrtni zapis enéb praviloma uporabljamo referémo prostorsko bazo. Pri ettzah, ki opisujejo
materialne karakteristike nosilca, in pri deformacijah uporabljamo pooibazo.

RavnoteZne end&be. Stattno ravnotéje telesa zahteva ravndje zunanijih sil in momentov, kar for-
malno zapsemo z enébama

F=0 (5.1)
S Fox F+Y Mo =0, (5.2)

kjer soF zunanije sile, ki delujejo na telep so vektorji, ki potekajo od poljubne izbranett® O do
prijemalisC sil F, in Mo so zunanji momenti glede natko O. End&be lokalnega ravnotg sil na
prerezu prostorskega nosilgb(z) v matricni obliki so

ng (z) = =Ny (z) (5.3)
my (z) = =My (z) — 7y () X Ng(z), (5.4)

kier staN, (x) in M, (x) matricna zapisa notranjih sil in momentov (x) in M () kot napetostnih
rezultant glede na &Ce prerezad (z), N, (z) in M, (=) sta njuna odvoda pe; n, () in m, () sta

matricna zapisa zunanje linijske sile in momenta na enotetzee datine t&istne osi s prijemaitem v
teZi&ni osi nosilca, doldeni zrl (z).

29
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Krepko (integralsko) obliko ravnotaih en&b dobimo z integracijo lokalnih eih po dokini nosilca:

xT

N, (2) = Ny (0) = [y (6)de (5.5)

M, (r) = M,y (0) + / (N (€) x 7/, (€) — my (€)) de. (5.6)

Vektorski produkt, ki nastopa v edhi (5.6), lahko zagiemo tudi z antisimettnim operatorjent
S (]\7) @ = N x a, za vsak vektor a. (5.7)

Potem je

Ny (z) x 7, (x) =S (Ny) 7y (z). (5.8)

Antisimetricni matriki S (IN ), ki pripada operatorji$ (ﬁ) , pripada komponentni zapis

0 —1Vg3 Ngg
S (Ng) = Ng3 0 Vgl
—Ngo Ny 0

Zveze med kinematénimi in deformacijskimi koli Cinami. Iz principa virtualnega dela sledita zvezi
med variacijami deformacij in kinem&tih koli€in (glej [Zupan, 2003])

§ () = 07" — 60 x 7' (5.9)

5 (K)o = 60" (5.10)

rel

Po integraciji glede na variacijo lahko izpeljemo krepki zvezi med deformacijami ter odvodi pomikov in
zasukov:

7y (2) = R(z) (g (z) — cq (2)) (5.11)
Oy (x) = T~ (94 (2)) R(ka (2) — da (2)). (5.12)

KoliCini e in d¢g sta variacijski konstantioeg = 0, ddg = 0), ki ju dobimo pri formalni integraciji
variacij. Ker sta neodvisni od deformiranja konstrukcije, ju lahko diohw v z&etnem, nedeformiranem
stanju (dol@ata z&etne normalne, sttme, upogibne in torzijske deformacije). Eba(5.11)—(5.12)
lahko integriramo in dobimo krepko zvezo med integrali deformacij ter pomiki in zasuki:

vy (2) =7y (0) + / R(€) (v¢ (€) — cc (€)) d
0

9, () = 9, (0) + / T (9, (9)) (ke (€) — de (€)) de.
0

T je transformacijska matrika, ki pripada operatdfju

1 —cos? ¥ —sind _,
T=1+ 52 O+ 55 S (5.13)
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v refererni bazi. V& o operatorjul” bralec najde v [Zupan, 2003], zaSenadaljnje delo pa ni pomem-
ben, saj je enkba, ki povezuje rotacijski kvaternion z ukrivljenostjo (4.48) bistveno dingad enébe,

vsemu identtno enako linearizacijo (4.58) in (5.10)!

Materialne enatbe. Materialne enébe opisujejo snov oziroma lastnosti snovi, iz katere je zgrajen
nosilec. Obtajno jih napsemo v materialni bazi:

N¢ (z) =Cn (g, ka) (5.14)
MG (z) = Cu (Ve Ka) - (5.15)

Nc(a:) in Mc(x) sta konstitucijska notranja sila in mome&,$, (z) in M () pa njun zapis v ma-
terialni bazi. Cy in Cy; sta ob&ajno linearna zvezna operatorja, odvisna od materiala, iz katerega je
narejen nosilec. V spfmem sta odvisna tudi od deformacijskega stanja v nosilcu.

Enacbe konsistencelLocimo konstitucijsko notranjo silo in momentC (x)in MC (z), ki sta dobljena
iz deformacijskih koltin po materialnih eridbah (5.14)—(5.15), ter ravndieo silo in momentV (z) in

M (z), ki sta reitvi ravnotenih en&b (5.5)—(5.6). Teordtno bi morala zaradi ravnatfa v prerezu v
ravnoténi legi veljati enakost obeh sil in momentov. Tej enakosterao konsistenca. Pri numémniem
reSevanju tem pogojem ni avtoméatio zad&eno. To je posebej zodno za standardne formulacije po
metodi korgnih elementov, ki ne vkljtujejo enéb konsistence [Argyris et al., 1978; Bathe, Bolourchi,
1979; Simo, Vu-Quoc, 1986; Cardonaér@adin, 1988; lura, Atluri, 1989; Crisfield, 1990; Nour-Omid,
Rankin, 1991; Crivelli, Felippa, 1993; IbrahimbegoyviFrey, 1993; Ibrahimbegayi 1995; Battini, Pa-
coste, 2002; Betsch, Steinmann, 2002; Jéle@risfield, 1999a]. Tej pomankljivosti se izognente,
naboru enéb konstrukcije dodamse enébe, ki zahtevajo ravnatge v prerezu

RN (x) = Ny (x)
R Mg (z) — M, (2)

(5.16)

0
0 (5.17)

Enabe (5.3)—(5.4), (5.11)—(5.12) in (5.16)—(5.17) poznamo pod imenom Euler-Lagrangébe ena:
storskega nosilca.

Naravni robni pogoji. Pripadaj@i naravni robni pogoji Euler—-Lagrangevih éteso ravnoténe enébe
v kraji&ih nosilca

Sy+N)=0 (5.18)
P)+ M) =0 (5.19)
S-Nl=o0 (5.20)
Pl — Ml =o, (5.21)

kjer stasg in Sg zunaniji ta&kovni sili ter Pg in Pﬁ zunanja tékovna momenta v krdjtih nosilca
glede na referagino bazo. Z ravnoima enébama (5.5)—(5.6) prt = L lahko robni ravnoteni
enabi (5.20) in (5.21) zagemo v integralski obliki
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L
Sk—ND+ / ngdz = 0 (5.22)
0
L
Pl — M) — / (8 (Ng)7, —my)dz =0. (5.23)

0

Bistveni robni pogoji. Naboru enéb dodamdse bistvene robne pogoje za pomike in zasuke v i
nosilcar (0) = 7%, 9 (0) = 9%, 7 (L) = 7% in ¥ (L) = v~.

5.2 En&be s kvaternionsko parametrizacijo rotacij

ReSevanja statinih en&b linijskih in okvirnih konstrukcij z uporabo kvaternionov smo se lotili pred-
vsem zato, ker v literaturi nismo zasledili, kako korektno &tpwati popravke rotacijskih kvaternionov

in njihovih odvodov poz pri iterativnem r&evanju enéb. Prav tako ni bilo znano, ali lahko za me-
todo kolokacijskih kognih elementov, ki ima za osnovne neznanke pomike in rotacijske kvaternione,
pricakujemo kakne numeiine tgave ali neskladja interpolacij, ki lahko vodijo v blokiranje. Ndu

smo se preoblikovati eghe, ki vsebujejo rotacije, parametrizirane z rotacijskim vektorjem, ¢lema
oshovane samo na rotacijskem kvaternionu. Te in podobne probleme, na primer konsistentno lineari-
ziranje enab, smo l@je preutili ob reSevanju statinih en&b prostorskega nosilca, ker so preprdste;

od dinam&nih, saj ne vsebujejéasovne dimenzije. Kljub temu pa obliko statih en&b, posebej rob-

nih pogojev, popolnoma podredimo3&mu kognemu cilju, dinan@ni analizi linijskih konstrukcij. V
nadaljevanju tega poglavja se zato ne lotevamo3gug zakaj v robnih pogojih nastopajo integrali po
polovitnem obm@ju elementa, in podobno; bralec razloge najde v k&imgjoglavjih, ki se nar&ajo

na ré&evanje sistema eéla za dinantno analizo prostorskih nosilcev. V zadnjem poglavj&pjicega

dela pa r8evanje statinih en&b uporabimo za dofitev upogiba nosilca pod lastnazte kar nam slii

za z&etno deformirano lego pri dinatmi analizi prehoda delca preko nosilca.

Materialne (5.14)—(5.15) in ravndtee endbe (5.3)—(5.4) so le posredno odvisne od rotacij, zato je
njihov formalni zapis enak kot pri drugih parametrizacijah rotacij, konststeenabi (5.16)—(5.17) in
endbi, ki povezujeta deformacije s kinenmiatimi koli€inami (5.11)—(5.12) pa dobijo novo obliko

fis:[aoNgoa] —N,=0 (5.24)
FasiGoMgog —M,=0 (5.25)
fss:rg—[@o(Fg—Cc)oq Irs =0 (5.26)
Fis 24" 0q — (Rg—da) =0 (5.27)
fss: N, +n,=0 (5.28)
fos: My +my—S(Ng)r, =0 (5.29)
frs: NG —Cn(vg ka) =0 (5.30)
fss: MG —Cu(vg:ka) = 0, (5.31)

Pri preoblikovanju smo ugevali predvsem osnovno zvezo med rotacijskimi kvaternioni in rotacijsko
matriko (4.30), za er&o f ;5 paSe zvezo (4.47). Pozoren bralec je opazil, da imata vektorskbeifiay
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in ?45 sedaj 4 komponente, kar poudarja tudi Sicta nad oznako etihe. Prva (dodana) komponentna
endba, ki pripada skalarnemu delu kvaterniona, je sicer témr@tvedno izpolnjena, toda v num@ri
implementaciji se izk&e, da nam uspmo sli&i kot end&ba za dodatno rotacijsko neznanko.

Opomba 8 Raziritev en&b }’25 in f45 na Stiri komponente je posledica vpeljave rotacijskih kva-
ternionov in pripadajéinh rotacijskih matrike;, ¢, Q €IR*** namesto klagine rotacijske matrike
R €IR3*3. Enatbi bi lahko zdili nazaj na tri komponente, kot to storimo pfi . V tem primeru se
po diskretizaciji, predstavljeni v naslednjih poglavjitevilo en&b in neznank ne ujema. Za dodatno
enabo lahko tedaj vzamemo na primer veznotm(4.23). Ker se v numeéni implementaciji uporaba
trivialne prve komponente dobro obnese, dighoStirikomponentni zapis elgh ?23 in f4s. Se vé, v
nadaljevanju tudi zvezni edhi fq, fsg in robni en&bi (5.19), (5.23) ragirimo dostirikomponentnih

s trivialno skalarno komponento.

Enabe (5.24)—(5.31) imenujemo osnovne &vaproblema. Poleg osnovnih &banoramo zadostiBe
robnim en&bam (5.18)—(5.21).

5.2.1 Izbirain priprava glavnih in robnih ena cb

Robne ravnotene enabe (5.18)—(5.21) zaradi posebnosti predstavljenega ntnegra postopka seva-
nja preoblikujemo tako, da kr&fine ravnoténe sile in momente izrazimo iz ravnateh en&b (5.28)—
(5.29), ki jih integriramo le po pologénem obmaju, ki ga sicer pretge naravni parameter. Za preobli-
kovanje ravnoténih end&b levega kragca integriramo (5.28)—(5.29) na interva{[m é] , Za preoblikova-
nje ravnoténih eng&be desnega krdfia pa na intervaILﬁé, L} :

L/2
his:S°+ NE2 4 / ngdz = 0 (5.32)

0
L)2 LJ2

hQS:P°+M§/2+/mgdx— /Ngxr;dxzo
0 0

L
hss: S — NL2 4 / ngdr =0 (5.33)
L/2

L L
h45:P0—M§/2+/mgd:C— /Ngxr;dac:O.
L/2 L/2

V en&bahhyg in hys ravnoteni sili N, izrazimo iz (5.28) ter integrala kags in hyg integriramo po
delih (per partes), glej [Brastejn, Semendjajev, 1988], kar pomeni
b b
/uv’dx = [uv]z - /u/vdx.
a a

Na koncu enébi Se rasirimo iz vektorske v kvaternionsko obliko z&ailnim skalarnim delom in upora-
bimo operatorski zapis vektorskega produkta (gléktol opombe 10 v poglavju 5.3.3). Kéma oblika
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momentnih robnih ravnokmih end&b je

hos =Py + M. -8 <J\7_rf,/2> (7272 - 7) (5.34)
L/2 _ L/2 R
+ S(n )(rg )da:—l— mgydz =0
0 0
—~ ~L AL/Q AL/2 ,\ ~
hus = P — < , ) b7 (5.35)
L ~
o [ 5wy (7) = 7,) do+ | Tyde =0
L/2 L2

. o s ~L/2. —~LJ2 . : o
Ravnote&ne sile in momente v sredinskiciki eIementa,Ng/ in Mg/ , Ob up&tevanju konsistémih

. —~C . —~C .
en&b nadomestimo s konstitucijskimi silami in momemi,, in M, transformiranimi v refereino
bazo

—~r2 __(L\ —~c (L\ __[(L\"
N, =g <2> oNg (2) oq (2> (5.36)

—~r/2 __ (L —~c (L\ __[(L\"
M, :q<2>oMG<2>oq(2> . (5.37)

Na podoben n@n kot pri oblikovanju robnih enz (5.34)—(5.35) postopamo tudi pri preoblikovanju
ena&b momentnega ravndta

L/2 _ R
be—M +mg—S<NL/2> 'rg+/ S (ng)dz7, = 0.

k
Zaradi preglednosti smo v zapisih @bazpustili argument in ga le v posebnittkah priz = 0, g, L
ozndili z zgornjim indeksom.

Sistem zveznih nelinearnih etta(5.24)—(5.31) zmadamo z eksplicitnim analinim zad&Canjem ne-
katerim enébam. Enabe, ki jim zadédCamo numeiino, imenujemo glavne ebdle. Za glavne erthe
izberemo konsistdime enabe, odvajane po:

Fis=[a"oCyod +@0Ck 0" +doCyoq”] +mny=0 (5.38)

Fas =G 0Caroq +GoClog* +GoCyog” +my,— 8 (ﬁg) 7! = 0. (5.39)
Te en&be imenujemo konsisténe enébe vSibki obliki, zahtevajo pa enakost odvodov ravriwtié in
konstitucijskih sil in momentov pa. OznakaS (ﬁg> predstavlja ragiritev matrikeS (IV ;) velikosti
3 x 3 na matriko velikostit x 4 tako, da ji dodamo elni stolpec in nielno vrstico,

oI~ \ _ 0 01x3

5(N,) = [ 031 S(N,) }
VeC o radiritvi antisimetrtnega operatorja najdemo v opombi 10.
5.3 Re&evanje statcnih kvaternionskih enacb

Enabe (5.38)—(5.39) skupaj z robnimi @temi (5.32)—(5.35) so v s@aem prezahtevne za andlitd
reSevanje, zato pozemo po orodjih numetne analize. Zvezni sistem nelinearnih @maato najprej
nadomestimo z diskretnim, ki ga nat&rgemo po klaginem iterativnem postopku.
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5.3.1 Diskretizacija resitve in enab

Sprva diskretiziramo &tev problema. To pomeni, da bomo namesto zvezgigveeiskali réitev le v
naprej izbranih diskretnih tkahz,, p = 0,1, ..., N + 1, za neko poljubno naravritevilo N. V ostalih
toCkah vzdot tezi&ne osi nosilca pa pritdine vrednosti r&tve dobimo z interpolacijskimi nastavki.
Temu pravimointerpolacija resitve Ker tako dobljeni rezultati niso eksaktni, tenfvie priblizni, se
morajo njihove oznake razlikovati od oznalCioh resitev za pomike in rotacijske kvaternionex),

k (x). To dos€emo z vijugo nad njihovimi simboli:

N+1 ~ N+1 R
Uy (2) = > wlL, (2)k(z) = > k' By(x). (5.40)
p=0 p=0

Ker pa imamo v nadaljevanju opravkade s priblznimi reSitvami in do nejasnosti ne more priti, vijuge
nad simboli za pomike in rotacijske kvaternione opustimg.in P,, p = 0,1,..., N + 1, so zaenkrat
Se poljubne, dvakrat odvedljivaterpolacijske funkcijein x,, so poljubnediskretizacijske toke Z iz-
biro lege t@&k se omejimo le v skrajnih diskretizacijskihckah, in sicer prico = 0inz, = L. Z
vpeljavo interpolacije (5.40) smo dosegli, da namesto zvezsitexeistemo le njihove pribline diskre-
tne vrednosti (trojice oziroméetverice)u? in K torej skupaj7 (N + 2) neznanih skalarnih kalin na
kontnem elementu.

Naslednji korak je diskretizacija e®la Najbolj znana in najpogosteje uporabljena metoda diskretizacije
end&b, ki se uporablja na podtfu stattne in dinaméne analize nosilcev, je kldsia Galerkinova metoda
diskretizacije, kal&no uporabljajo na primer Simo samostojno in skupaj s sodelavci (1985, 1988, 1995),
Ibrahimbegowe samostojno in skupaj s sodelavci (1995, 1997, 1998), Cardonaiiadi® (1988) in
drugi. V& o Galerkinovi metodi najdemo vCbeniku [Bathe, 1996]. V ptujoCem delu pa izberemo
kolokacijsko metoddiskretizacije, ki je bila prav takide usp&no implementirana na podijo stattne
analize prostorskih nosilcev, na primer v delih Zupana in Sajeta (2003, 2004, 2006). Po metodi kolokacije
izbranim glavnim enébam zad&amo v vnaprej izbranih diskretnihdkahz,, £ = 1,2, ..., M, ki jih
imenujemdkolokacijske toke Z izbiro M totk imamo skupaj M notranjih skalarnih er@; v krajisCin

zo = 0inz, = L pazad&Camosestirinajstim robnim enébam; skupajimamo tor&j(N + 2) skalarnih
en&b. Pri ré&evanju sistema ebh je najugodneje, da jgtevilo neznank enakétevilu endb, torej
izberemoN = M. V tem primeru sétevilo notranjih interpolacijskih in kolokacijskih ¢k ujema,

zato jih lahko poenotimog, = z, k,p = 1,2,..., N. Ujemanje tgk, v katerih zad&amo glavnim
end&bam, in tistih, v katerind&emo diskretne &tve, gotovo ugodno vpliva na natarost réitve. Kljub

temu zaradi spEnosti in preglednosti besedila obano razlikovanje med notranjimi interpolacijskimi

in kolokacijskimi tackami.

Opomba 9 Najbolj naravna izbira za interpolacijstirih (odvisnih) komponent rotacijskega kvaterniona

je sferna interpolacija imenovana SLERP [Shoemake, 1985] (angl. SfericaL intERPolation), vendar je
spldno znan le linearni (dvotikovni) SLERP, pospéitev na vétotkovno sfeino interpolacijo pa je

zelo zahtevna (glej [Ghosh, Raoy, 2008], kjer so avtorji predstavili¢ktivno sfeno polinomsko inter-
polacijo). N& cilj pa so ravno elementijih redov (v poglavju 10 pri dinarbni analizi potuj@&ega delca
potrebujemo element vsaj stopnje 3 ozirostistockovni element - opomba 18). Zato izberemo prepro-
stepo, polinomsko interpolacijo poljubne stopnje. Taka izbira se v nadaljevanju némedrinplemen-
tacije izk&e za dovolj Ginkovito. Poleg tega so v literatutie znani pristopi, po katerih interpoliramo

vet kot tri rotacijske koltine, na primer Betsch in Steinmann (2002) interpolirata vseh devet komponent
vektorjev pontine baze (kar je enakovredno interpolaciji devetih komponent rotacijske matrike), v for-
mulacijo pa vnesejo pogoje ortogonalnosti. Romero (2004) analizirataeliipe interpolacije rotacije;
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med njimi tudi polinomsko interpolacigtirih kvaternionskih parametrov. $lanku je pokazano, da je
taka interpolacija objektivna (gldjlanek Jeler@ia in Crisfielda (1999b)), to pomeni da se s togo rotacijo
deformacijske katiine ne spremenijo. Opozorimo, da so v [Romero, 2004] kvaternioni uporabljeni zgolj
za interpolacijo rotacij in ne kot osnovna neznanka problema.

Oba postopka diskretizacije — interpolacij&itee in kolokacijaSibkih konsistentnih erid — sistem
sedmih zveznih nelinearnih diferencialnih ébaazbije na sistend (N + 2) nelinearnih algebrajskih
en&b za7 (N + 2) diskretnih neznank:

ko [k oo (ko k) k] k
f,IS : [q oCn (’yg,nG) oq LRif +ng(x)"=0, k=1,2,..,N (5.41)
~1k ~ o A~ !
fas - (qk oCm (’7%%@) °q k)
—i—ﬁk—NL/Qx?’k—i-/L/Qnda:x?’k—ﬁ k=1,2,...N (5.42)
9 g 9 9 g — T Sy :
Tk
L2
his: Sy+ NL?+ / nydz =0 (5.43)
0
~ ~0 —~L/2 —~L/2 N N
hos : By + 31, - N, < (72 - 79)
L/2 L/2 R
+ / R x (Py = 75) de+ [ gde =0 (5.44)
0 0
L
hss: Sk — N2 4 / ngdr = 0 (5.45)
L/2
~ ~ —~L —~L
hus: By — M, ~ N, x (7% —7L?)
L L
+/ My X (?5 - ?g) dr+ [ mgde =0. (5.46)
L/2 L/2

Zgornji indeks oznéuje vrednost naravnega parametra, pri katerem je funkcija izvrednc(@r]mmeni
splasno kolokacijsko toko, (°) in (%) robni tatki, (/2) pa sredinsko tiko, na primeg™/? = g (%).

5.3.2 Newtonova iterativha metoda

Sistem zveznih diferencialnih etia zveznih spremenljivk smo usp® prevedli na sistem diskretnih
algebrajskih enéb z diskretnimi spremenljivkami. Toda i (5.41)—(5.46) sée vedno nelinearne.
Re&Simo jih z Newtonovo metodo gevanja nelinearnih sistemov algebrajskih@mi je predstavljena

v veCini uCbenikov za numetno analizo, na primer v [Evans, 1995] in [Gerald, Wheatley, 1994].

Osnovno idejo Newtonove metode predstavimo le na primeru er@derzaeno spremenljivko
f(z)=0. (5.47)
Vzemimo razvojf okrogx = xqVv Taylorjevo vrsto
[ (zo+ Az) = f(z0) + Az f' (z0) + ... (5.48)

Namesto tone enébe (5.47) réujemo &ko priblizno eng&bo, pri kateri upétevamo le prva dvélena
vrste (5.48):
f(zo+ Az) = f(x0) + Az f' (29) =0 (5.49)
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Predpostavimo, da j¢’ (zg) # 0. Potem lahko iz (5.49) izpeliemaz = _f,((ffg) in novi priblizek
resitve endébe (5.47) je
f (20)
T Ar =T [ (zo)

Postopek ima tudi nazorno geometrijsko interpretacijo.cBad5.49) je linearna elha popravkd\x =
x1 —xg. V geometrijskem smislu linearna funkcifazo + Az) = f (zo) + Az f' (z¢) doloCa tangento

na krivuljoy = f (z) v tocki (zo, f (zo)). Njeno preséiste z abscisg = f () = 0 pa predstavlja novi
priblizek resitve enébe (5.47), slika 5.1.

Yo

% y=f(x)

Yo

Slika 5.1: Geometrijska interpretacija Newtonove iteracije
Figure 5.1: Geometrical interpretation of the Newton iteration

Pri sistemu nelinearnih el f (z1, z2,...) = 0 prevzame vlogo odvoda tangentna matrika parcialnih

. i, of . : : .
odvodov enéb po vseh spremenljivkally = [dif] . Algoritem Newtonove metode je v tem primeru
,L'7j

K,jix=-f, (5.50)
Tpt1 = 0 + Xy, (5.51)

pri cemer enébi (5.50)—(5.51) ponavljamo za= 0, 1,2, ..., dokler ni zad&teno pogoju natamosti.
Za pogoj natabnosti izberemgdx| < enew za Neko majhno izbranstevilo eney. V (5.50) matrika
K, = K(x,) ozn&uje globalno tangentno matrikg,, = f (x,,) vektor desnih strani (residual) &x

vektor linearnih popravkov (variacij) neznaml, .

Da bomo lahko Newtonovo iterativno metodo zéaeanje sistema nelinearnih &€bauporabili za réitev
sistema enéb (5.41)—(5.46), moramo etlae problema linearizirani in reevati lineariziran sistem (5.50).

5.3.3 Priprave na linearizacijo en&b: linearizacija posameznih kol€in

Linearizacije se zaradi kompleksnosti éhan implicitne odvisnosti od osnovnih neznank problema
lotimo postopoma. Da bo zapis lineariziranih ébdoolj kompakten, sprva lineariziramo le posamezne
koliCine.

Osnove linearizacije spbmega vektorja in operatorja smo podali v dodatku A, nekaj o linearizaciji rota-
cijskih kolic¢in pa tudi v poglavju 4.3. Osnovna predpostavka linearizacije je, da so linearne spremembe
spremenljivk (variacije) poljubne in neodvisne Kitie. Linearni del diskretnih pomikov in kvaternion-

skih parametrov rotacije ozbajemo zéu/ in ok
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Najprej si oglejmo pomen linearnih sprememb (variacij) konjugiranih rotacijskinh kvaternionov. Operator
konjugiranja lahko zagemo matno z diagonalno matriko kot

1 0 0 0
Ry =ho—ky=Agky A= o 00 (5.52)
0 0 0 -1
Linearizacija je torej oblike
6 (ky ) = Ay oy = 0k, ) . (5.53)
Enak rezultat dobimo tudi z linearizacijo vezne €& (4.23) 2k,
dkgok, +kgo0 (Eg) =0,
in iz nje izpeljane linearizacije konjugiranega rotacijskega kvaterniona
6 (ky) = —Fy o0k 0 k. (5.54)

Pri dokazovanju enakosti med izrazoma (5.53) in (5.54) potrebujemo zapis vezite dAa23)5e s
pomdajo skalarnega produkta (4.7):

k-k=k+k-k=1, (5.55)
zak = ko + k in njeno linearizacijo
ok -k + k- 0k = 2kodko + 2k - 6k = 0. (5.56)
Po izvedbi produktov v izrazu (5.54) po d&djm, vendar preprostentrau, dobimo

s (’k\ *) N Okg — 2kg (k05k0 + k- (Ski)
= | 2(koSko + k- 6k) k — (k2 + K - k) 0k

g
- oko . ~ 0\ *
- )= (m)"
Na koncu smo upitevali endbi (5.55)—(5.56) in dokazali enakost med linearizacijama konjugiranih

rotacijskih kvaternionov (5.53) in (5.54).

Z ostalimi osnovnimi koEinami in njihovimi izpeljankami ni vé&jih tezav, saj njihove variacije izpeljemo
prek interpolacije réitve (5.40):

N+1 N+1 N+1
Sug(x) =Y Ly(x)oul  dup= Y L, (x)dub  duj=Y_ Ly(z)oub (5.57)
p=0 p=0 p=0
N N+1 R " N+1 R A// N+1 N
Ok (x) =Y Ly(x)ok" ok =Y L, (x)0k" ok =Y Lj(x)ok" (5.58)
p=0 p=0 p=0

N+1

b b
/(5ugdx = Z /Lp (z)dz | dul. (5.59)
a p=0

a
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Poglejmo si tudi variacije trenutnega krajevnega vektogja- rlo 4 u, in celotnih rotacijg = %g o a[O]
ter njunih odvodov pa, glej sliko 2.1:

ory = duy (57"9 = (5u’g 57”9 = 5u’g (5.60)
54, = 0k, 0 g% = ¢p (a[(ﬂ) ok (5.61)
5q. = ok, 0 g + 6k, 0 GV = ¢y, (a[@) 5k, + ¢ (a% ok, (5.62)
5q! = ok, 0 g% + 25k 0 " + 6k, 0 g (5.63)

—¢R( >6k + 20y ( 01’)5k T ( >5k:

V linearizaciji kvaternionag in njegovih odvodov nastopa kvaternionski produkt, ki ga raje &sapb
v matricni obliki z uporabo matrik (4.24) levega in desnega kvaternionskegaemjeo (4.15)—(4.16).
Z njuno uporabo lahko na desni strani izrazov izpostavimo variacije osnovnih neznank in linearizirane
end&be direktno zagiemo v obliki, primerni za implementacijo Newtonove iterativne sheme (5.50).

Nadaljnja linearizacija preostalih koln, Clenov in na koncu celotnih etl ni zahtevna, saj v enbah
(5.41)—(5.46) nastopajo ke linearni operatorji in operatorja snovi. Odvod linearnega operatorja je kar
operator sam, dodatek A, primer 1; za oba operatorja kvaternionskegeenjasmo to pokazalie v
poglavju 4.3. OperatorjéAN in Cys sta sicer v splBnem nelinearna operatorja, toda omejimo se | le natake
operatorje katerih linearizacijo izZtanamo kot parcialne odvode po osnovnlh neznankabh. Keib\sia

Cur posredni funkciji osnovnih spremenljivk preko deformavg in nG, moramo posebej pripraviti
linearizacijo deformacij z uporabo etta(5.26) in (5.27). Zaradi enostavBega zapisa obe izpeljavi
izvedemostirikomponentno v kvaternionskem zapisu.

Z linearizacijo enébe (5.26) dobimo linearizirane osne in dté deformacije:

0=1067,—0G,0(Ag—¢c)oq —qodqgoqd" —go(Ag —€c)odq,
g =q"0dT,0oq—q 0dg,o(Jg—¢a)oq oq
—q"ogo(Yg—¢g)odg,0q
= ¢ (@) op (@) 60, — ¢, (@) Pdp (36 — €a) 64,
— ¢, (Ag —¢c) Pr(q) Adg,.

Upostevali smo, da je variacija odvoda krajevnega vektorja enaka variaciji odvoda pomika (5.57). Za za-
pis linearizacije konjugiranega kvaterniona smo uporabili réatizapis iz enébe (5.53). Zdaj moramo
rezultat leSe skEiti na tri komponente. V prverdlenucisti kvaternion slikamo s prostorsko rotacijo spet

v Cisti kvaternion, zato je prva komponent&niq, ki nastopa \lenih —¢, (¢*) ¢ (Vg — ¢c) 0q,

in —¢; (Y¢ — ¢c) ¢r (@) A dg,, v splesnem ni enak @i, vendar je prva komponenta vsote teh dveh
Clenov prav tako enakadisaj se skalarni komponenti kvaternionov medsebojdbejeta. Zato smemo
ustrezen trikomponentni zapis formalno zapisati kotis&v zgoraj izpeljanega izraza 2§:

Yo = (b1 (@) or (@) 60, — (1, (@7) dr (Fe — Ca) — ¢ (Fe — €a) dr (@) A) 6q,] s - (5.64)
Linearizacija upogibnih in torzijskih deformacij je

kg =20g 0oq’ +2q* o 56;
=2¢r (') Adq, + 291, (q")dq,
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Zaradi izbireSibke oblike konsistainih en&b za glavne eride konstrukcije (5.38)—(5.39) poleg defor-
macije nastopajo tudi njeni prvi odvodi po Te dobimo z odvajanjem edla (5.26)—(5.27) pa:

~/ ~x I~ ~% o~/ ~ ~ ~ ~ Ik N~
Fe=q or;0q—q oq o(Yg—¢cc)— (Ag—¢Ca)oq oq+cg
~k AN Ak A ~ ~ -~ ~ ~k o~ )
=q or oq—q oqgo(yg—¢cc)+(Fg—¢cc)oq oq +cg;
ZG*O?;OQ—EGO(’AYG—CG)+(’AYG—EG)OEG-FE(/;
R’G:Qq*oq"+2q*'oa’+30
:2/q\*ofq\ll_2/q\*oaloa*o/q\/+a/6’

~x I 1. ~ =5/
=2qg oq —§ngol<zg+dG.

Koli&ini ¢ in cAi(’; sta variacijski konstanti; dotmo ju iz znanih funkcijes in de. Poleg odvodov
deformacij potrebujemo tudi njihovo linearizacijo:

596 =04, 0T ) oG+ q odT, 0q+q oT, 0dq, (5.65)
—0KG o (Yg — €g) — KRG © 07¢
+d¥gc0kg + (3¢ — €g) o dkg
= ¢, (q") ¢r (q) du,
+ (oL (@ o7,) + ¢r (7, 0q) A] 64,
+ ¢ (Vg —¢c) — ¢r (Ve — €6)] dkG
+[Pr (Ke) — ¢ (Ka)] ¢

~ ~k A~k -~ 1 ~ ~ ~ ~
dRe =20  oq" +2q* o 5qg -3 (0KG o Rg + Kg ©0 0Kg) (5.66)
=2¢p (6”) Adq, +2¢.(q") 56/9/
1

=5 ¢ (Ke) + ¢r (Ka)] dke.

Variacijske konstanté, 3(;, ¢ in 3; pri linearizaciji izginejo. Enébo (5.65) iz €iste) kvaternionske
oblike ski€imo nazaj na vektorsko tako, da ji odvzamemo prvo trivialno komponento.

Opomba 10 Pri linearizaciji odvodov deformacijskih kdiin se pojavi nekaj zanimivih operatorjev.

1. OperatorS (@) = 1 [¢1, (@) — ¢r (@)], ki nastopa v (5.65), je z&isti kvaterniord = 0 + a anti-
simetrten operator, saj je njegova matrika v poljubni ortonormirani bazi oblike (razlika ustreznih
matrik v (4.24))

0 0 0 0

~ o~ . 0 0 —agg agg

S@g)= |, » 0 —ay |’ (5.67)
0 —CL92 agl 0

kjer soagy;, i = 1,2,3, komponente vektorja v isti bazi. Njena zhitev S (a,) na podmatriko
velikosti3 x 3 pripada antisimet@nemu operatorju vektorskega produkta z osnim vektoggm
glej tudi (5.7)

S (ag) by = a4 x by. (5.68)
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Tako lahko réemo, da operato§ definira vektorski produkt na vektorskem podprostaistih
kvaternionoviH,. Omenimadse eno lastnost tega operatorja, da za poljuliigta kvaterniona:

in Evelja
S@b=-8 (B) a. (5.69)

Lastnost bomo potrebovali pri linearizaciji eéia.

. Podoben operato#{ (@) = % (61 (@) + ¢r (a)] se pojavi v (5.66). Tudi tokrat je argumemnt=

0 + a Cisti kvaternion. Vendar je njegova mdma forma zelo drugéna od (5.67):

0 —ai —an —as
— o | @ 0 0 0
H(O+a)=| 0 0 0
as 0 0 0

Tudi matrika H je antisimetréna in nacistem kvaterniond = 0 +§je predstavljaskalarni
produkt vektorjevz negativnim predznakom

A@b=—a-b, (5.70)

Delovanje operatorjaﬁ (@) na poljubnem kvaternionbi = by +bza poljubera = ag + a lahko
tolmatimo kot ‘produkt kvaternionov, ki ne vkijuje vektorskega produkta’

ﬁ(a)/g: aopbo —ZL\E—{- CL()E—F boa, (5.71)

pripadajot matricni zapis pa je

ao —a1 —az2 —as
— N aj aq 0 0
H (ap+a) = a0 0 a 0

as 0 0 aq

Formalno linearizirajm&e operatorj&y in C, in njuna odvoda pa:

5Cxn = Cry0vi + Crudka (5.72)
8Crr = Crydvi + Crrdkia (5.73)
8Cy = Cl 07 + Cl 0k + Condvg + Crudkg (5.74)
8Cly = Cly07G + ClopdkG + Crndvg + Crndrily, (5.75)

kiersoC,, C,., Cry, C. podmatrike tangentne togostne matrike prei@za

9Ck ICk
on=|5] o= |52
Vi lij=1,23 Kj1i=1,23
Cry — [BC}M} C. — [GC}VI]
0 i,j=1,2,3 Ok i,j=1,2,3

7Y

[c, C..
o-lan el
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Matrika C je praviloma velikostt x 6, v na&em primeru pa jo po potrebi rsiimo do velikosti7 x 7

. C'y'y 03><1 C'y/{
C=| 0143 0 01x4
C/vy 04><1 C/-cn

Linearizacijo ravnoténe silelNV, in ravnotgnega momenta4 , na sredini elementa psi = % dobimo
neposredno z linearizacijo etta(5.36)—(5.37)

—L/2 /\cé L, ,\g ~L ~Ly\ 7 5C3
0N, =¢ér(Ng °q®" |igi +¢p (q2)¢R(q2 )5Nc

_|_
<
h
N
LS
N
o
2
Q-
~——
g
>,
Q)
St

L
2

L —c% .
+ ¢ g2 oMs ) Adqyg,

pri cemer up8tevamo, da je linearizacija konstitucijske sile in momend@ in Mg po en&bah (5.30)-
(5.31) enaka linearizaciji operatorj€y in Cy;, glej en&bi (5.72)—(5.73).

5.3.4 Linearizacija end&b nosilca

Pripravili smo linearizacijo posameznih k&il, ki nastopajo v eri@ah nosilca (5.41)—(5.46). Lineari-
zacija teh enéb je zdaj preprosta. Zaradi bolj strnjenega zapis&leméneariziramo étirikomponentni
kvaternionski obliki. Vektorski produkt nadomestimo z operatorj/émPredpostavimo od pomikov in
zasukov neodvisne konzervativne porazdeljene ¢kdwne obtébe s silo in momentom. Take ofitse

niso odvisne od deformiranja konstrukcije. V primeru majhnih pomikov in zasukov je to dovolj dober
priblizek zive obta&be. V primeru velikih deformacij pa ne, zato smo omejeni bolj naiile#e nespre-
menljivo smerjo delovanja in s konstantno intenziteto, Kakrje na primer gravitacija. Taka obta
predstavlja variacijsko konstanto in je njena variacija enakaltinearizacija prve glavne etbe (5.38)

ima obliko

5}15:56;OgNOa*+a/05éN06*+a’05Noéa;
+0q,0C 0" +q00Cy 0q" +oCy 00,
—56905]\[0&@06*—Zjodé\NomGo’(j*
—Zjoé\NO(SRGoZ]\*—aoé\NonGo(Sag*

= o (Cv o@") 0, + 61, (a') 6.(@") 6C + 6, (' C) A0,

+ 6 (Ch0@") 84, + 61 (@) &5 @) 6Ck + o1, (40 Ck) A 54,
— ¢ (é\NORGO/q\*) 5ag—¢L (q) ¢R(KGO/Q\*)55N
— ¢ (6051\[) ¢r(q@") 0ka — @y, <GOCANong)A569.

Linearizacija dela druge glavne eitee (5.39) je oblikovno povsem enaka Kgt; ¢, le Cy in 5]’\, moramo
nadomestiti €, in C;,. Zato linearizacijo tega dela (5.39) zaradiiok zapisa podajamo le shematsko
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z oznakodfls [N — M], preostaliCleni pa so zapisani v celoti:

6F2s = F1s [N = M =5 (NI ) sa! + 8 7)) oN> 4 [ 8 (y) dosiil,

T

Tu smo uporabili lastnost (5.69) antisimétrega operatorjg'. Nazadnje lineariziramse robne eribe:
Shis = N5/
~ —~L/2 =N N —~L/2
Shas = 6M. —S( />(5 L2 gal) + 5 (7L - 79) 6N,

L2 _
+ / 8 (1y) x (611, — 615 ) da
0
Shss = —6NL/?

~ —~L)2 L/2 . ~ S(~L -~ 5L/
Shyg = —6M," — § < > (6af — ;) + 8 (7h ~74/?) 0N,

+ / " Sy (oaf - o3, ) da.

L)2

Variacije vozlBtnih pomikov izpostavimo iz integrala z uporabo (5.59).

5.3.5 Numeritna integracija

V robnih ena“tbahszS in iAz4S se pojavijo integrali porazdeljene obte in integrali produkta porazde-
liene obtébe s pomiki, v njunih Iinearizacija(ﬁﬁzg in 6?145 pa integrali produkta porazdeljene chbe

z variacijami pomikov; produkte v integralih lahko reduciramo na produkte porazdeljengbebten-
terpolacijskimi polinomi,Ce iz integralov izpostavimo variacije voatnih neznank. Ob predpostavki
polinomske oblike porazdeljene obte bi lahko integrale izvrednotili anatio. OdI&imo se raje za
preprostgjo, prostorsko manj zahtevnoéasovno bolj ekonormiho Gaussovo metodo num@re inte-
gracije, ki je ob primerni izbiri stopnje povsentita za integrale polinomov.

Gaussova integracijska metoda je predstavljena ginvaitbenikov humegne analize, na primer v
[Evans, 1995], [Gerald, Wheatley, 1994], in j&gkone najbolj znana in uporabljana nuntea metoda
integracije. Osnovno vodilo in osnovna Zilaost metode je, da z minimalniStevilom t&k, v kate-
rih izvrednotimo vrednost integranda, iZtamamo t@en integral v primeru polinomskega integranda;
toCneje, za polinom stopnjgs + 1 je za t@en integral dovols + 1 integracijskih t@k.

Integral poljubne funkcijef(z) na intervalula, b] aproksimiramo z vsoto

b

/ f(z) dz ~ Z Ay (xEs]) : (5.76)
=0

a

imenovanoGaussova kvadraturna formuIaKoeficienteAES] imenujemoGaussove ui@ in so enaki
integralu Lagrangevih polinomov

o (oot e =) (=)
AZ' = a/ (Jj?] . x([)s]) (xz[s} . x£=3_]1> (xgs] . mgj]_l) <$£S] B xgs]) dz
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zaGaussove ti:kexgs] zintervalda, b],7 = 0,1, ..., s. V uCbenikih predstavljene Gaussovéke in ut&i
za integracijo na intervali+1, 1] z linearno transformacijo prenesemo na ustrezno @periategracije,

na primer
L/2 I 1 I I I M
/f(ar)d:t:: 4/f<4§+4> ¢ = 4;wjf(mj>,
0 -1 B

kier je f integrabilna funkcijaz; € (0, ) so z linearno preslikave = L{ + prirejene klasine
Gaussove integracijsketke&; € (—1,1) in w; so Gaussove uie

5.3.6 Postopek dodajanja linearnih popravkov in popravljanje ostalih kol€in

Rezultat Newtonove iteracije+ 1 so linearni popravkbu} anchEz. V linearnih prostorih popravke v
skladu s (5.51) kar pstejemo trenutni vrednosti prilzka iz iteracijei. Tako na primer postopamo pri
popravljanju pomikov

p — P p
Uit1,9 = Uig + 5“9'

Tako popravljanje pa ni ustrezno pri rotacijskih kvaternionih. Kot smo oméailv poglavju 4.2.2,
rotacijske kvaternione zaporednih rotacij zdijemo multiplikativno: v referetni bazi jih dodajamo

z leve, enéba (4.36), v ponidini pa z desne, eghi (4.39) in (4.40). Po dodajanju popravka pa mora
rotacijski kvaternion ostati rotacijski, kar pomeni, da ohrani normo 1. To se zgodi le, kadar je tudi
popravek rotacijski kvaternion. Toda linearni popra\é@g ni rotacijski kvaternion, saj njegova velikost

ni enaka ena in se z ganjemstevila iteracij praviloma pribfuje ni, torej postaja zelo majhna. Zato
popravka ne moremo direktno dodajati.

Iz poglavja 4.3 poznamo povezavo med linearnim popravkom rotacijskega kvateﬁﬁ:ipnalinearnim
popravkom rotacijskega vektorjad,, en&ba (4.57), iz gefinicije rotacijskega kvaterniona (4.22) pa iz
99, znamo izr&unati pripadajoi rotacijski kvaterniom\k,:

09y = 0+ 89, = 20k, ok, (5.77)
¥ = [0
AEg cos @ + % sin @ (5.78)

AEg imenujemaomultiplikativni popravek rotacijskega kvaterniorsaj ima vselej normo 1 in zato pred-
stavlja pravi rotacijski kvaternion. Ker je izzan glede na bazB,, ga multiplikativno dodamo z leve
strani. Rotacijski kvaternion v odvisnosti od rotacijskega vektorja lahkcseam tudi z eksponentno
preslikavo kvaternionskega argumenta

519 50, . 60 50
Ak:g =cos — + 50 sin — =exp <29> . (5.79)

Dokaz najde bralec v dodatku B. Zanimivo je, da se eksponentna preslikava pojavi tudi pri popravljanju
trenutne rotacije v vektorski parametrizaciji rotacij, le da gre pri rotacijskem vektorju za eksponentno
preslikavo linearnega antisimeinega operatorja z osnim vektorjei’d [Zupan, 2003]. Popravljanje
rotacijskih kvaternionov z linearnim popravko&h ima torej obliko
Tp

>p P pp*
Bii1g = exp (0ky o ki) o ki (5.80)
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Pravilnost izraza (5.80) za novi rotacijski kvaterniﬁﬁl7g potrdimoSe z obratno analizo, v kateri li-
neariziramo desno stran v (5.80) in preverinie,je rezultat ravndEZ. Po definiciji 3 (dodatek Al)

je smerni odvod operatorj v tocki a v smerib enakDF; m = % [}" (64— ozg)] o V nasem

. ~w . =D i TP ey N .
primeru 8¢emo smerni odvod,  ; , v tocki k; , v smeridk,, le formalna vsota + ab se v primeru
multiplikativnih prostorov pa izvede drugée:

~p ~p d ~p ~pr\ TP
D (K7 p1y) . (98| = = [exp (adky o k) o iy
Ker skalara nastopa direktno in ne samo posredno v argumentu eksponentne funkcije, je njen odvod po
« kar obtajen odvod eksponentne funkcije

" 7 oD px TP pE 2P
D (k1) e [9%,| = [exp (aoky o &, ) 0 oy o 7y 0 R,

~p  ~pxr o~ =p ~p
= 5kg o kz‘,g olo ki,g = 5kg.

Rezultat ponovno potrjuje pravilnost Uffevanja linearnega popravka rotacijskega kvaterniona giena
(5.80). Ob upétevanju enébe (5.79) lahko pravilo popravljanja (5.80) zZ&gino krage

Tp b TP
ki-l—l,g - Akg e} ki,g' (581)

Opomba 11 Podoben postopek za ugtevanje popravkov v Cliffordovi algebri sta izpeljala tudi McRo-
bbie in Lasenby (1999). Abstrakten algebrajski zapistkoV Cliffordovi algebri je na prvi pogled sicer
bistveno drugéen od kvaternionske algebre, ki se ¢as spogleduje z navadniStjrirazsenim prosto-

rom IR*, toda kvaternionska itirirazsé&na Cliffordova algebra dejansko predstavljata isto algebrajsko
strukturo [Ward, 1997]. Teh&no razliko med obema algebrama predstavlja definicija notranje opera-
cije mn&enja - predznak skalarnega produkta, ki nastopa v kvaternionskem produktu, je negativen - le
ta pa vpliva na ostale tehéme razlike. Vendar Lasenby in McRobbie (1999) le delo Simota in Vu-Quoca
(1988), ki temelji na interpolaciji komponent rotacijskega vektorja, prevedeta v jezik algebre; pri tem
pok&eta, da je linearizacija erid prostorskega nosilca v Cliffordovi algebri precej prepraSégjkot pa

v Liejevi grupiSO (3).

Poleg osnovnih neznank in njihovih variacij moramo v vsakem koraku iteracije popravljati tudi njihove
prve in druge odvode po. Prek linearizacije interpolacijskih nastavkov smo ugotovili, da enako inter-
polacijo kot za osnovne neznanke uporabljamo tudi za njihove variacije, glej (5.57)—(5.58), pri pomikih
pa zaradi aditivnosti tudi za odvode osnovnih spremenljivk

N+1

uy (r) = > L (z)ub (5.82)
=0
v

uy (z) = Z Ly (z) ub. (5.83)
p=0

V primeru rotacijskih kvaternionov tak postopek ni ustrezen. Odvode kvaternionov popravljamo prek
ukrivljenosti in njenega odvoda. Zato si najprej oglejmo, kako popravljamo ukrivljenost. Ukrivljenost
popravljamo v skladu z njeno ‘aditivno’ naravo \Ctw dold@eni bazi. 1z enébe (4.48, levo) z uporabo
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(5.81) izrazimak 1 4:
Rty (Rivg) =2 (8kg o ki) "ok, oAk,
— (20k, 0 iy + 20K, 0 ;) o ki y 0 ARy
— 20k, 0 Ak, +2Aky ok, ok, 0 Ak,
= AR, + Akg o R0 Ak, (5.84)
AR, = 20k, o Ak, . (5.85)

ArgumentEiH,g ukrivljenosti x;;1,, opozarja, da upgievamo le tisti del celotne ukrivljenosti, ki je
posledica dodane rotaciﬁHLg in ne celotne rotacijey; , ,, kot na primer v enébi (4.48). Argu-
menta praviloma ne bomo ¥isali, razen takrat, ko bi utegnilo priti do zamenjave pojmov. V primeru
uporabe zapisa v ba#l; ne moremo ukrivijenosti direktno Stevati (5.84), temv@moramo prispevek
ukrivljenosti iz predhodnega koraka ustrezno transformirati preden gi@jemno popravku ukrivljenosti.
Za izratun popravka ukrivljenostk, potrebujemo odvod popravkzaE;, ki je izpeljan v dodatku B,
endba (B.7)
o~ -~/
~7 d9, \ 0V
Ak, (59,,60,) = A (;) .

Matrika A ima obliko neskotne vrste (B.6), popravek rotacijskega vektarid, in njegov odvodéﬂ;
pa izr&unamo v skladu z egho (4.57) in njenim odvodom; izraza sta predstavljena v preglednici 5.1.

Preglednica 5.1: Popravki rotacijskega vektorja in njegovih odvodov
Table 5.1: Update of rotational vector and its derivatives

50, = {%Eg o Ei,g} -
69, = |20k, o ki + 20k 0 k|

~1 o~ A P

PopravekSEg in njegov odvodSEg/ smoze predhodno izrazili z voAtnimi popravki, enéba (5.58).ée
end&bo (5.84) transformiramo v pofino bazad3g. ., ,, dobimo

i1
~ ok ~ ~ A~ % ™ ~ ok ~
KRi+1,Giy1 = Qit1,4° Akgo 911,91t 4qi114° AkgoRigo Akg ©dit1,4
~x ~ o~ ~ o~ ~
=119 AKg0Gi119 TG ORig© Ty
= AK,GH_I + KiG;- (5.86)

Ukrivljenost je torej aditivna koliina, vendar le v primeru, ko za vsako nastopajakrivljenost upo-
rabimo ustrezno porbno bazo. Izraz (5.86) uporabimo za izwa novega pribkkax;;1 g,,,, odvod

rotacijskega kvaternionﬁilﬂy pa izr&unamo iz enébe (4.48, levo), tako da le ukrivljenoss; 4
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zapsemo v bazBg,_,:

~/

kiti14=cKit1,g0kit1g

)

~ % ~ ~ ~x -~
i+1,0 ©dit1,9 © Kit1,9©Qip1,9°it1,9° Kit1,g

NN =N
Q)

~ ~ ~[0
i1, 0 Rit1,Giyy 000" (5.87)

Opomba 12 V endbi (4.48) poleg celotnega kvaterniona rotadig , ,, ki doloCa rotacijo med bazama
By in Bg,_,, stojita deformacijas; 1 ¢, , , ki je odvisna le od dodanega rotacijskega kvaterniﬁmg
in njegov odvod. Zato iz eidbe (4.48,desno) ne sle?ijﬂg = %EHLQ OKit1,Giss (Ei+1,Gi+1)1 temveé

~/ ~ ~

kii1co = %kHLG[O] © Kit1,Gis1 (kz‘+1,Gi+1>, saj je pomembno, katera baza pripada rotacijskemu
kvaternionu. Enébo (4.48, desno) pa lahko uporabimo za ditiev odvoda trenutnega celotnega in
z&etnega rotacijskega kvaterniona:

417

~ 1. ~ ~ N A N P N )
Qi/—l-l,g = §qi+1,g OKitlyg (qi+1,g) m qL]’ — iq[g] oKy (qL]) .

Podobna formula kot in/ 41,4 (5.87) velja tudi za odvod multiplikativnega popravka rotacijskega kva-

terniona:
~1 1

Akg = Qaiﬂ,g © AEGi+1 © Gifg' (5.88)

]. - ~ ~ -~ %
= §Ak9 o qi,g o AK’GHl o qi,g'

Podobno postopamo tudi pri dd@itvi odvoda ukrivljenostﬁ[éﬁﬂ'

kvaternionalgiﬂ,g. V ta namen odvajamo edli (5.84) in (5.85) po naravnem parametru

; in pri drugem odvodu rotacijskega

Ei,+1,g = AE‘; + A’k\; O E’i,g o AE‘;
+ AEQ 0Rj,0 Aic\g* + AEQ o0Kjgo0 Aic\zl
AR, = 20k, o Ak, +2Ak, o Ak, .
Kot vidimo iz te en&be, za izraun popravka odvoda ukrivljenosrﬁﬁg’ potrebujemo drugi odvod po-

pravkaAElg/, ki je v obliki kvaternionske vrste zapisan z €ba (B.9). Izpeljava je v dodatku B;Elg' pa
je izrazen kot kvaternionski produkt k@iin 519, 519’9 in 619;’, preglednica 5.1. Zgornji izraz z‘ai’ﬂﬂ

transformiramo v pontino baza3,_,, kot dolcCa enéba (4.52):

~/

Kit1,G,41 =
~ % ~/ ~
= dit1,9°Rit14°9Git149
1 ~ ~ ~ ~ ~
+ 5 (¢R (K"i+1,Gi+1 (qi+1,g)) - ¢L (K”i+1,Gi+1 (qi+17g))) K’i+1,G¢+1
x ~7 ~/ N ~k ~ —~7 ~ % ~ R ~x/ N
=q;1,40 (Ang + Akg OKjg0 Akg + Akg 0 Kig© Akg +AkgjoKig0 Akg ) °Git1,4

1 1

+ §Ei+1,Gi+1 o EZ’+1,G7;+1 (ai+17g) - §Ei+1,Gi+1 (ai+1,g) o ;Z"i-l-l,GH_l' (589)
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Zaradi dokine zapisa izpeljavo razbijemo na posamezeee. Prvegélena
. ~ % -~/ ~
(1) = @it1,9© ARG 0 Git g
ne spreminjamo. V tretjerflenu poenostavimo zapis
N A’\ ~/ A’\ PN
(i) = qjy1 g0 Akgo kg0 Aky 0y,
o~ % ~/ ~
=iy °Rig©Qig
Drugi in Cetrti Clen najprej raz@iemo
. . ~x ~I ~% ~x ~ N ~k
(12 +1v) =gy g0 AkgoRigo Aky 0y g+ Gity g0 AkgoRigo Ak, 0q;y
- ~ % ~! - - - ~x/ ~ -
= q;:g oAk, oAk, oK 0q;,+ q;:g oRigo Ak, o Akyoq; .
o~k o~/ . . . . .
ProduktAk, o Ak, in njegovo konjugirano obliko
—~x/ /\(42) o~ % ~/
Ak, o Ak, = —Akg oAk,

nadomestimo z izrazom )
ok =~/ ~ ~ A~ %
Ak, o Ak, = 5ig© ARG, © Qg

ki sledi iz zveze (5.88), ter poenostavimo zapis

1
L o ~ ~ s~ ~
(13 + iv) = 9ig°549i4° A”Giﬂ ©4q;3°Kig©d;q

2
—q;,0Rig0 5(11‘,9 0AKG, 1 9G;4°G;,
1. . ~ 1. ~
= §A’<’Gi+l O KiG; — 5”1',01' © AHGH-V

Zadnja dvatlena izraza (5.89) razbijemo na dva dela tako, dastgyamo ‘aditiven’ zapis ukrivljenosti
Kit1,G;,, (5.86) in dobimo

) 1. . ~ ~ 1. ~ ~
(U + UZ) = iAHGi-H O Ki+1,Gi11 (qi+1,g) - §Ri+17G'L+1 (Qi+1,g) © A’{Gi+l
1. - " 1. ~ ~
+ 5i,Gi O Kit1,Gia (qi+1,g) o RiHLGin (qz‘+1,g) ° KiG;
1, . R ~ 1 ~ ~
= iAnGiﬂ O Kit+1,Gi11 (Qi+1,g) - §Hi+1,Gi+1 (qi+1,g) © AK’GiJrl
1. R » 1. ~ ~
+ gﬂi,Gz‘ o Ki,G,; (qi,g) - §Hi7Gi (qi,g) ° KiG;
1. - 1. . ~
+ 5'{"’%@ °© AK'GL'H - EAK;GZHLI O KiG;-

V zadnji vrstici smo upgtevaliZe ‘aditiven’ zapis ukrivljienosti; 1., (Giy1,) = Ric, (@y) +
AKq,,,. Zadnja vrstica kotnega izrazgv + vi) se odteje sClenoma(ii + iv). Odvod ukrivljenosti v
pomicni baziE{H’Gi+1 je enak vsoti prvih dveh vrstic kénega izrazdv + vi) ter €lenov(q) in (iii):

-~/
Rit1,Gi41 =

s o~ 1, . ~ ~ 1. ~ ~
=4qi414° AK’g °qit1,4 T QAF&GHH O Ki+1,Giq1 (qi+1,g) - §Nz‘+1,Gi+1 (qi+1,g) o AKg,,,
A~ % ~/ ~ 1 A~ ~ ~ 1 ~ ~ ~
+4i40Kig°i4+ o fiGi O Ki G (qi,g) — kG (qi,g) ©Ki,G;-
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Dvakrat uporabimo erto (4.52) in dobimo preprosto zvezo
Ei/+1,Gi+l — AE/Gi+1 + RZ”,Gi . (590)

Tudi odvodi ukrivljenosti so v primernih poigmih bazah ‘aditivni’! Popravek ukrivljenosti v trenutni
bazi izr&unamo v skladu z egho (4.52)

. . PR 1 . ~ . _ N
A”/GM =4it14° A””; °qit1,4 Tt ) (PR (Raip (qm,g)) — ¢ (Reip (qm,g))) ARG, -

Drugi odvod rotacijskega kvaternionﬁz;lvg, izratunamo iz prvega odvoda ukrivljenosﬁéi o Vv
en&bi

~ ~ . ~ 1 . ~ . ~ ~
“{+1,Gi+1 =140 "v{+1,g °qit1,4 Tt ) (PR (RGis (qz‘+1,g)) — ¢ (R (qu,g))) KRi+1,Gipa

~1

Kit1,, Nadomestimo z izrazom

~1 ~ % ~1 ~k/
-~/
Ritig=kip1g0kip19+2ki 1 g0k 1,
~I ~ % ~1 ~ —~/ ~x
=kivigokivig —2kiiigokipigokigoki,
~11 1

ok o~ o~
= Kis1,9 0 Ris1,g — 5Rit1g O Ritlg

- . I .
in izpostavimok, , ; , ter dobimo

~1 1. R ~ N . . —
i+l,g — §”i+1yg © Kit1,90kit1,g+ 9i+1,9 °Kit1,Gi11 ©Dit+1,9 © kit14

~ 1 . . - . . ~ ~
“dit19° 5 [¢R ("Gm (qz‘+1,g)) - 9L ("Gm (qi-i-l,g))] Kit1,Giy1 © qfll,g okit1,g-

Dobljeni izraz8e naprej preoblikujemo, dokler v njem ne nastopajo samo predhodno pripravljene koli-
Cine, na primer

R R ~ ~/ ~ % ~/ ~ ~
Kit1,9 0 Kit1,9 0 Kit1,9 = 2ki+1,g o ki+1,g 0 2ki+1,g o ki+1,g okiti,g

= k:i—‘rl,g o K’i—l—l,Gi+1 © K’Z‘-FLGH_l

in
(¢R (HGi+1 (qi+l7g)) -9 (“Giﬂ (Qi+179))) Kit1,Gita
= Ki+1,G;41 © Ki+1,Gi+1 (qz‘+1,g) — Ri+1,Gi1 (Qi+1,g) O Ki+1,G;1+1
= Ki+1,Giq1 © Ki+1,Gi41 — Ri+1,Gi41 © Ki+1,Gip
-~ OA[O] =0 o
K’Z-I—l,GH_l K’G[O] K’G[O] ’<"’Z+17G1',+1
B N N (0]
= [({bL (K“i+17Gi+l) — ®r (”HLGiH)] Kao
ter dobimo
~I1 1~ —~ ~ ~ —~7 ~[0]%
kii1y= §ki+1,g O Kit+1,Gi1 © Kit1,Gip1 T Qit1,9 © Kig1,G,yy © qL]

1. N ~ Y ~
- iqi—&-l,g © [¢L (KDHLGL'H) —¢r (Ki+17Gi+1):| K’[COJ][O] °© q[go}*'

Zatetno ukrivljenos&” v prvi pomini baziB ) izratunamo v skladu z eao (4.48, desno)

RO = 2gl0h o glov

Glo qg © qQ .
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5.4 Numericni testi

Predstavljeno metodo preverimo s primeri iz literature. Izbrani testi jashejdaa pravilnost formula-
cije in zmogljivosti implementacije, za katero velja, da

e poleg z&etne ravne lege lahko podajamo tudéeao upogibno in torzijsko ukrivljeno lego no-
silca;

e so dopi&ceni poljubno veliki pomiki in zasuki V@i od 27;

¢ lahko natagnost analize poveijemo z véanjemstevila elementov in/ali z uporabo elementov

viSjega reda.

Numerini rezultati so v celoti pridobljeni v programskem okolju Matlab [The MathWorks, 1999]. Pri
izraCunih se omejujemo na linearno elésiimaterialni model, kjer imata linearna operatd@tjain Cy,
iz en&b (6.51)—(6.52) v matthem zapisu diagonalno matriko:

[ EA; 0 0

CN = 0 GAQ 0 Yo = CN’)/G, (591)
0 0 GAy
[ Gy 0 0

CM = 0 EJ2 0 Kg = CMﬁg. (592)
0 0 EJ

E in G sta elastini in strizni modul materiala;A; je plosCina prereza nosilcaj; je tezisni torzijski
vztrajnostni moment prerezay in A3 sta strzna prereza v smereh glavnih vztrajnostnih osi preféza

in G'3 s pripadaj@ima teistnima vztrajnostnima momentoma prerean Js.

Za namene primerjave z drugimi avtorji rezultate rotacijskih kvaternid}bobt ko + k prer&unamo v
rotacijske vektorje po formuli

k
¥4 = 2arccos (ko) Ik

Osi koordinatnega sistema, ki ga déégo bazni vektorji referagine baze3 z izhodsCem v t&ki O,
ozn&ujemo z velikimi tiskanimtrkami X, Y in Z.

(5.93)

Prikaz neobCutljivosti elementa na strizno blokiranje. Klasi¢ni elementi kdaejo podcenjene pomike,
kadar je stizni modul G zelo velik in kadar je \8ina prereza zelo majhna v primerjavi z dgino
kontnega elemental(/h je veliko Stevilo). Formalno lahko za klasie elemente tev izrazimo v
odvisnosti od parameti@L?/ Eh? (glej [Bathe, 1996]), kar utemeljuje tezave. Kadar je pri fgevanju
end&b nosilca po metodi kdmih elementov kljub zg&anju mrée pomikSe naprej méno podcenjen,
govorimo ostriznem blokiranjielementa. Za predstavljeni kém element se &tev ne izrda direktno
v odvisnosti od parameti@Z?/ Eh?, lahko pa numetino preverimo obutljivost resitve v odvisnosti od
velikih vrednostiG in L/h.

Neolutljivost predstavljene metode kémih elementov na sttho blokiranje ilustriramo s standardnim
testom. Analiziramo ravno konzolo s fre tackovno siloF’ = 1 v prostem kragcu, kot prikazuje slika
5.2. Ostali podatki o konzoli so:

E=10" G=10"% L=1 t=0.1.
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Slika 5.2: Konzola s pi@no silo v prostem kragtu
Figure 5.2: Cantilever under a free-end vertical force

Nerealno velik stidni modulG numertno dold&a nosilec, ki ni sposoben striega deformiranja. Ker
Zmanpevanje \Bine prénega prereza pri standardnih Barh elementih hitreje privede do stnega
blokiranja, vBino h spreminjamo od (majhnih).1 do (velikih vrednosti)10. Konzolo modeliramo z
enim, s petimi in z desetimi kvadrétiimi elementi (ena notranjatka). Rezultate pomikov prostega
krajisCa v pr&ni smeri zaradi nazornosti normiramo z refénem vrednostja: 7 .. (numertna réitev za
mrezo 100 elementov). Spreminjanje napake pomikdu . vV odvisnosti odstrukturnega parametra
GL?/Eh? zarazltno goste mree,n. = 1,5, 10, prikazujemo grafino v logaritemskem merilu na sliki
5.3.

———
T T T -0 nf’_5 ™
Uz /UZ,I'(‘f nezlo

1.15+ ]

O—rmm e B S O 0 o

1.1+ ]

1.05+ .

[ SEEEEEEEEE Bmmmmeee o == Brmmmeee o 0

0.95+ ]

0.9 1 1 1

4 ) 6

2 2 8
log, (GI*/ EIY)

Slika 5.3: Préni pomik prostega krajta v odvisnosti od parametar?/ Eh?
Figure 5.3: Vertical displacement at the free-end vs paranigtéy Eh>

Dobljeni rezultati so popolnoma nediltljivi na spreminjanje strukturnega parametra za vse tridaali
goste mrge kortnih elementov ter se z §anjemstevila elementov pribtiujejo referefini resitvi. Na
sliki 5.4 podajamo primerjavo med &@aresitvijo, kjer nosilec modeliramo z enim elementom i8iteijo
s klastnim Timasenkovim nosilcem, ki je osnovan na pomikih [Bathe, 1996]. Test toiaj kda upora-
bljena numeina metoda nima skmega blokiranja.
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nasa reSitev
— — -Timosenko

loglo(u:/uz,rei‘)
A~

log (GL*/ER’)

Slika 5.4: Primerjava pfmega pomika prostega kréja v odvisnosti od parametr@L?/Eh? s
klasicnim Timasenkovim nosilcem s simnim blokiranjem

Figure 5.4: Vertical displacement at the free-end vs paranigf@y Eh?; comparison with the classical
Timoshenko beam with shear locking problem

Konzola z momentom. Vzemimo ravno konzolo délne . = 100 v smeri 0siX in jo v prostem
krajistu obremenimo s fitkovnim momentomMy-, slika 5.5. Nosilec se zaradi olitee deformira v
ravnini (X, Z). Ostali materialni in geometrijski podatki so

EFE=21-10" G=1.05-10* A4, =20 Ay, = A3=16
Ji = 6.4566 Jy = 1.6667 J3 = 666.66.

prerez:

/}63(73)

Gy(x)

Slika 5.5: Konzola z momentom
Figure 5.5: Cantilever under free-end moment

V preglednici 5.2 primerjamo pomika in zasuk prostega k€ajiz analittnimi reSitvami [Saje, Srfic,
1986] za dva obtena primera: My = 1 (majhna obtgba) in My = 100 (velika obt&ba). V pr-
vem obt&nem primeru so pomiki in zasuki majhni, zato dommo dovolj dobro ujemanje z anatitio
resitvijo Ze z izbiro enega elementa z dvema notranjintkama. V drugem obkmem primeru so po-
miki in zasuki veliki, pa vseende dva elementa iste stopnje zatkta za dobro ujemanje numare
resitve z analittno.
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Preglednica 5.2; Pomiki in zasuki prostega §&i konzole z momentno oltieo
Table 5.2: Free-end displacements and rotations of cantilever beam under free-end moment

Ne N (5] us 192
My =1
1 1 0.00010 0.14286 0.00286
2 0.00014 0.14286 0.00286
2 1 0.00013 0.14286 0.00286
2 0.00014 0.14286 0.00286
tocna nelin. [Saje, SKC, 1986] 0.00014 0.14286 0.00286
My =100
1 1 1.01867 14.23718 0.28571
2 1.35507 14.18880 0.28571
2 1 1.27107 14.20086 0.28571

2 1.35501 14.18880 0.28571
tocna nelin. [Saje, S@C, 1986] 1.35500 14.18880 0.28571

ne=5tevilo elementov)N=5tevilo notranjih kolokacijskih tk.

prerez:

C33(1')

éz(l“)

Slika 5.6: Zviti nosilec
Figure 5.6: Twisted beam

Zviti nosilec. Za prikaz sposobnosti metode, da Bmva zasukane prereze \Cetnem stanju, smo iz-
brali standardni test za metodo krih elementov MacNeala in Harderja (1985). Nosilec je enostransko
togo vpet, prosto kr&te pa je obtéeno z enotsko silo v péaih smerehy” in Z, kot kaze slika 5.6.
Tezistna os nosilca je ravna, pravokotni pné prerez pa se od Zatka do konca nosilca zasuka za kot
%w tako, da se 0s rotacije ujema Zif&no 0sjo nosilca in da se velikost kota v odvisnosti od naravnega
parametra: linearno spreminja od velikosti = 0 priz = 0do ¢ = %77 pri x = L (slika 5.6). T&is&na

os nosilca v zéetni legi ostaja vegas pravokotna na ravnine greh prerezov. Zupan in Saje (2004)
opozarjata, da taka Zatha geometrija nosilca pomeni, da so robovi nosilcatetra legi ukrivljeni. Za-

radi pravokotnega prerezationo dva obtena primera za dve ptai smeri nosilca, zaradi zvitosti pa se
nosilec v obeh primerih deformira prostorsko in ne ravninsko. Ostali geometrijski in materialni podatki
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SO:
h=11 t=032 L=12 EF=29-10° G =11.885-10°.

Pomike prostega krdta v smeri obtgbe po linearni teoriji (le prvi korak Newtonove iteracije) pri-
merjamo s teorethnimi rezultati MacNeala in Harderja (1985) in z anéliiimi reSitvami, dobljenimi iz
linearizirane oblike ertzb za prostorski nosilec po Reissner—Simovi teoriji nosilcev, glej preglednico 5.3.

Stevilo uporabljenih elementov je bistvendjei odstevila priporéenih elementov (12) s strani avtorjev
standardnega testa [MacNeal, Harder, 1985]. Nutnéeriezultati pomikov v prostem kr&ftu nosilca
kazejo veliko natabinost rezultatoze pri majhnenstevilu elementov nizkega reda. Rezultati se ujemajo
z analiténimi na dve neriielni decimalni mestie z uporabo enega samega elementa s petimi notranjimi
kolokacijskimi tatkami ali z dvema elementoma s po dvema notranjima kolokacijskiGlatoa. Za
ujemanje nastiri znaCilna decimalna mesta zasim en sam element s sedmimi notranjinikami, dva
elementa $tirimi internimi taCkami in Stirje elementi s po tremi internimi &&ami. Primerljivo t&ne
reSitve najdemdae pri Zupanu in Sajetu (2004, 2006). Odstopanja od atraditiéSitve pa najdemo pri

na primer Ibrahimbegotu in Freyu (1993)¢eprav uporabita 12 in 24 elementov. Tedmetirezultati
MacNeala in Harderja (1985) zaradi dréga teorije nosilcev malenkostno odstopajo od predstavljene
analiticne in numegine reitve.

Preglednica 5.3: Pomiki prostega k&g po linearni teoriji za zviti nosilec
Table 5.3: Free-end displacements of twisted beam; linearized theory

Fy Fy
Ne N U us U9 U3
1 3 0.005005 0.001584 0.001431 0.001677
5 0.005427 0.001725 0.001725 0.001754
6 0.005430 0.001720 0.001719 0.001749
7 0.005429 0.001719 0.001719 0.001749
2 2 0.005428 0.001728 0.001655 0.001711
3 0.005426 0.001716 0.001714 0.001747
4 0.005429 0.001719 0.001719 0.001750
4 1 0.005480 0.001795 0.001795 0.001755
2 0.005429 0.001719 0.001715 0.001747
3 0.005429 0.001719 0.001719 0.001750
analiténo 0.005429 0.001719 0.001719 0.001750
teorettno
[MacNeal, Harder, 1985] 0.005424 0.001754

ne=5tevilo elementov)N=5tevilo notranjih kolokacijskih tk.

Bocna zvrnitev pravokotnega okvirja. S tem klastnim primerom, ki ga je vpeljate Argyris in so-
delavci (1978) in so gatudirali tudi mnogi drugi, analiziramo prostakge podprt okvir oblike enako-
krakega pravokotnega trikotnika s prerezom v obliki ozkega pravokotnika. Geometrijske karakteristike
okvirja so prikazane na sliki 5.7. Preostale karakteristike okvirja, povzete po [Zupan, Saje, 2003], so:

J1=216 A} =18 FE =7T1240
Jo =054 Ay =216 G=27191
J3 =1350 Az =21.6 L = 240.
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Slika 5.7: B@&na zvrnitev pravokotnega okvirja
Figure 5.7: Lateral buckling of a right-angle frame

Kljub temu, da je zéetna geometrija skupaj z momentno die v podprtih vozEih popolnoma rav-
ninska, pa se zaradi izrazito visokega pravokotnega prereza c&aajta momentne obibe pri neki
kriticni vrednosti momental,.., zgodi izklon iz ravnine, imenovan boa zvrnitev. Primer dokazuje
sposobnost metode, da zazna take vrsteCkidtja stanja konstrukcije. Pojavdm@ zvrnitve zaznamo s
singularnostjo tangentne matrike tako, da ségkovani krittni vrednosti momentne olitke postopno
priblizujemo. Upogibni moment/.,, smo dol&ili za razlicnoStevilo elementov in raztne stopnje ele-
mentov ter s tem pokazali ustrezno delovanje formulacije Gnmalngkega programa za ra@fio goste
mreze korénih elementov.

Preglednica 5.4: Kritini upogibni momenf\/,,. prostolegete podprtega pravokotnega okvirja
Table 5.4: Critical momendt/,,. of the simply supported right-angle frame

ne = 1 Ne = 2 ne =4 ne =6 Ne =8 ne =10
N=1 +622.00 +£622.00 +622.00 +£622.20 £622.20 +622.20
N=3 +622.00 +£622.43 +622.24 +622.23 +622.22
N=5 +622.19 +£622.22 $622.22 +£622.22
N=T7 +622.22 +622.22
[Jelent, Saje, 1995] +622.2
[Nour-Omid, Rankin, 1991] +626.7
[Simo, Vu-Quoc, 1986] +626
analitna réitev [Timoshenko, Gere, 1961] +622.21

ne=5tevilo elementovN=5tevilo notranjih kolokacijskih k.

V preglednici 5.4 primerjamo numeéne rezultate z analinimi iz [Timoshenko, Gere, 1961] ter z nu-
mericnimi rezultati drugih avtorjev. Na tri zGdna mesta nataimo numergno resitev dobimaze z enim
elementom nizke stopnje, vsekakor pa opazimo hitro konvergesawe®b v&anju stopnje elementa.
Popolnega ujemanja z andiitio resitvijo [Timoshenko, Gere, 1961] pa ne moremaocpkovati, ker ta
predvideva neskdime vrednosti za obe strii in za osno togosti ter za upogibno togost v ravnini kolena.
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Slika 5.8: Ukrivljena konzola
Figure 5.8: Cantilevet5° bend

Upogib ukrivljene konzole. Tudi ta primer, ki sta ga prva predstavila Bathe in Bolourchi (1979), sodi
med klastne testne primere predvsem zato, ker \idjjie vse mogée oblike deformiranja nosilca: upo-

gib, strig, nateg in torzijo. TA5tna os nosilca ima obliko osmine kwega loka s polmerom 100. Nosilec

je enostransko togo vpet, prosto k&g pa je obtéeno s silo, ki kae ven iz ravnine. Léimo dva obté&na
primera: F' je 300 in 600. Prerez je enotski kvadrat. Geometrija nosilca je predstavljena na sliki 5.8,
preostale geometrijske in materialne karakteristike pa so:

h=1 t=1 R=100
E=10" G=E/2.

Preglednica 5.5: Komponentg, r5, 3 krajevnega vektorja prostega k&gja pri upogibu ukrivljene

konzole
Table 5.5: Components, ro, r3 of the free-end position vector of the cantileyéf bend under out-of-

plane force

F =300 F =600
formulacija 71 9 73 71 79 T3

raven,N =1 22.286 58.786 40.238 15.765 47.168 53.566
raven,N =3 22.275 58.782 40.156 15.738 47.150 53.433
ukrivlien, N =1 22.242 58.785 40.277 15.688 47.173 53.608
ukrivljen, N =3 22.245 58.779 40.192 15.685 47.150 53.475

[Bathe, Bolourchi, 1979] 22.5 59.2 39.5 15.9 47.2 53.4
[Simo, Vu-Quoc, 1986] 22.33 58.84 40.08 15.79 47.23 53.37
[Cardona, Gradin, 1988] 22.14 58.64 40.35 1555 47.04 53.50
[Crivelli, Felippa, 1993] 22.31 58.85 40.08 15.75 47.25 53.37
[Zupan, Saje, 2003] 22.28 58.78 40.16 15.74 47.15 53.43

Stevilo elementov=8V=5tevilo notranjih kolokacijskih tik.

AnalitiCne r&itve ni na voljo, zato rezultate primerjamo z nurdanmi reSitvami drugih avtorjev. V pre-
glednici 5.5 prikazujemo primerjave krajevnih vektorjev prostega ¥aji V&ina avtorjev je problem
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modelirala z osmimi ravnimi elementi, zato so primerjave rezultatov opravljene Zomsenih elemen-
tov. Za primerjavo problem modeliran®@ z osmimi ukrivljenimi elementi. Obtbo v prvem obténem
primeru nangamo vSestih, v drugem pa v dvanajstih enako velikih @bib korakih. Zahtevano na-
tantnost za zakljgek Newtonove iteracije jenew = 10~7. Rezultati raznih avtorjev predstavljeni

v preglednici 5.5 so primerljivi z ami rezultati. Rezultati izridunani z mréo osmih ravnih elemen-
tov s tremi internimi tékami se popolnoma ujemajo z rezultati iz [Zupan, Saje, 2003]. Med ravno in
ukrivljieno modeliranimi nosilci ne opazimo &gh razlik: pri vegji obtezbi so razlike rezultatov komaj
opazne, za magp obt&bo pa so razlike rahlo ége.

Preglednica 5.6: Primerjava pomikov prostega Etajiv odvisnosti o@tevila korakov nalaganja oliiee
za primer ukrivljene konzole
Table 5.6: Cantilevet5° bend: free-end displacements as a function of the number of load steps

Stevilo korakov korakoy  u Us us
4 13.55148 -23.56059 53.43333
11 13.55149 -23.56057 53.43333
50 13.55149 -23.56057 53.43333

Prav ta primer Jelediin Crisfield (1999a) uporabita za nuniaro testiranje odvisnosti od poti, lahko pa
sluzi Se za primerjavo konvergénega polmera metod raztiih avtorjev. V [Jelerd, Crisfield, 1999a]
najdemo primerjavo odvisnosti od poti in potrebtevilo korakov nalaganja olitee za drugi (véii)
obtezni primer; primerjava vkljGuje Stevilne kottne elemente za stétio analizo prostorskih nosilcev,
veCini pomiki in rotacijski vektorji pomenijo osnovne spremenljivke problema, rotacije pa parametrizi-
rajo z rotacijskim vektorjem. Primerjane metode zaGmrarezultata potrebujejo tri korake nalaganja
obtezbe. Za primerjavo izberemo n#@ osmih ravnih elementov s tremi internimck@ami. Konver-
genco doseemo pri obtéevanju najmanj Stirimi enako velikimi obténimi koraki. V tabeli 5.6 prika-
zujemo rezultate pomikov ob olitevanju konstrukcije Stirimi, enajstimi in petdesetimi enako velikimi
obteznimi koraki. Primerjava nakazuje, da Kam pomiki niso bistveno odvisni oéttevila in velikosti
obteznih korakov. Glede na to, da lahko Jefein Saje (1995), z metodo ki je osnovana na interpolaciji
zgolj rotacijskih vektorjev ter Zupan in Saje (2003) z metodo, ki je osnovana na interpolaciji deforma-
cijskih kolicCin, obtebo nal@ita v enem samem koraku lahko sklepamo, da izbira osnovnih neznank
bistveno vpliva na konvergéni polmer metode.

Slika 5.9: Konzola, upognjena v spiralo
Figure 5.9: Cantilever bent to the helical form

Konzola, upognjena v spiralo. Zadnji primer dokazuje sposobnostgujote formulacije inSe posebe;j
kvaternionske parametrizacije za primere, ko velikost zasukov pri deformaciji nosilca bistveno presega
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Slika 5.10: KorEna deformirana oblika konzole, upognjene v spiralo
Figure 5.10: Cantilever: deformed shape at the final load step
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Slika 5.11: Konzola, upognjena v spiralo: odvisnost pomik-sila
Figure 5.11: Load-displacement curve for the helical beam
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2w, poleg tega pa se rotacije spreminjajo izrazito ¢kti. Primer ravne konzole, ki jo z momentom in
s silo iz ravnine navijemo v spiralo, je prvi predstavil Ibrahimbegdii997). Geometrija konzole je
prikazana na sliki 5.9, preostali geometrijski in materialni podatki pa so:

GAs = GAs = EA, = 10% L=10
EJy = EJs = GJ, = 10%.

Obtezni primer vsebuje smsno nalaganje silE = 50\ in momentaM = 2007\, A € [0, 1], v 1000
enakomernih korakih. Rezultat takega daeanja je konzola, upognjena v spiralo, ki jo sestavlja deset

obratev; oblika tgistne osi pri polni obtgbi A = 1 je prikazana na sliki 5.10. Pomembno je poudariti,
da je nosilec pri polni obt&i upognjen v smeri, ki je nasprotna smeri drie sileF'.

Rezultati so dobljeni z miém 25 elementov s sedmimi notranjimi kolokacijskimtkami. Pomiki pro-
stega krapta v smeri obténe sileus v odvisnosti od obtenega faktorja\ so prikazani na sliki 5.11

in se ujemajo z rezultati iz [Ibrahimbeg@yil997]. S tem smo pokazali, da kombinacija kvaternion-
ske parametrizacije rotacij in predlagane nuifragi metode za Bevanje enéb prostorskega nosilca po
Reissner—Simovi teoriji omo@a analizo konstrukcij, pri katerih se razvijejo veliki zasuki z izrazitimi
oscilacijami.



6 EnaCbe prostorskega nosilca za dinamiko

V tem poglavju enébe prostorskega nosilca za stat analizo, predstavljene v poglavju 5.1,3iaimo
na dinaméno analizo. lzpeljavo izvedemo v vektorski parametrizaciji rotacij, po primerjavi dobljenih
endb z drugimi avtorji pa ergbe preoblikujemo v kvaternionsko obliko in e tudi r&ujemo.

Oblika vetine en&b prostorskega nosilca za dinamiko je formalno enakéheara prostorskega nosilca
za statiko, dodana pa je odvisnost @asa. Dinamino ravnotéje telesa doléata izreka o gibalni in
vrtilni koli €ini, ki zahtevata, da je vsota vseh zunanijih sil enaka odvodu gibalri@riefocasu in da je
vsota vseh momentov zunanijih sil enaka odvodu vrtilneckaodi pocasu:

Y F=K (6.1)
Z?@Xi—i-zj\?@:io. (6.2)
K je gibalna kol€ina in fo je vrtilna koli¢ina. Vrtilno koli¢ino in moment smo zapisali glede na iz-
hodisCe referefinega koordinatnega sisterda Ker sta levi strani eréd stattnega (5.1)—(5.2) in di-

namitnega (6.1)—(6.2) ravndt@ enaki, se v tem poglavju osredéitmo na izpeljavo gibalne in vrtilne
koli€ine in njunega odvoda pasu.

6.1 Gibalna koli¢ina in njen odvod pocasu

Gibalna kolEina je integral produkta mase in hitrosti delca po oliunosilca

K(t)= /P?Q(xa&,ﬁs,t) dv. (6.3)

1%
Hitrost delca dobimo z odvajanjem (2.2) pasu

TAD (.T, 527 537 t) = 7%0 (.T) + ﬁ(:c, t) + R (l’, t) ﬁr@ (527 53) (64)
=7 (2,1) + QR (2,1) ° (€2, 3)
Ko jo vstavimo v (6.3), dobimo

R0 = [ p (@) + 2R (005 (€2.6)) av (6.5)
\%

Uporabimo razcep vektorjg® v referergni bazi, glej poglavije 3,
P> (&2,€3) = &202 + £33, (6.6)

60
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in integral po volumnu nosilca nadomestimo z integraloma pbidiahosilcal0, L] in po povisini prereza
A,.. UpcStevamdase, da predstavlja os nosilca krivuljo, ki povezujgdéa pré&nih prerezov in da sta zato
staticna momentarereza glede na1&te prereza enakadi

/52dA=o,
Ay

/gg dA = 0.
Ar

Drugi €len integrala (6.5) je tako @j saj se v njem pojavijo stétii momenti:

/ PR (2, 1) 52 (69, &) AV
y
L

= /pQR (x,t) /fgdAﬁg —&-/fgdAﬁg dx = 0.
0 r Ay

Prvi Clen izraza (6.5) je od- in {3 neodvisen, zato lahko pripadéjdntegral po.A, izvrednotimo in
dobimo preprosti integralski ebhi za gibalno koEino in njen odvod:

—

K(t)= [ pA7(z,t)dz, (6.7)

K@) = | pAF (x,t) dx. 6.8)

T — = T

Upostevali smo, da se pri izbrani parametrizaciji osi nosilca (haravni parameter osi nosifietvi kegi)
meje integracijé0, L| ne spreminjajo, zato je odvod integrala kar integral odvoda integranda.

Kadar potrebujemo gibalno kéino le za del nosilca, na primer od levega I8&iz = 0 do taCke x,
velja

xT

R (2.t) = / pA(€,1) de,

0
x

K (z,t) = /pAr%(g,t) de.

0

6.2 Vrtilna koli Cina in njen odvod pocasu

Vrtilna koli¢ina glede na izho8te refereinega koordinatnega sistema je integral vektorskega produkta
krajevnega vektorja in gibalne kdlne delca po obnigu nosilca

N

Lo (t) = /Fg (z,&,&3,t) X pr'T (, 60,5, ) dV.
v
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Uporabimo enébi za krajevni vektor (2.2) in hitrost delca (6.4) in dobimo:
Lo = / (?+ Rﬁ?) x p(rﬂr QRﬁ?)dV. (6.9)
v
Zaradi vé&je preglednosti zapisov smo opustili eksplicitni zapis odvisnosti od argumentogezatikrat
opomnimo, da so vse kdine, razerp,°, odvisne odtasat. Uporabimo razcep vektorjg® v refereréni
bazi (6.6), integral po volumnu nosilca nadomestimo z zaporednim integriranjemzioi aisilcal0, L]

in po povKini prerezovA ter iz integrala po powini prerezov izl@imo kolicine, ki so neodvisne od lege
delca® v ravnini pr&€nega prereza:

Lo [ 7+ R(&d + &55) x p(F + OR (€5 + i) )aV

p?X QR§2 ( fgdA-i-p?X QR?g/fgdA dx
L

+/pR §2xé/§2dA+g3xr/§3dA dx
0 A

L
3 3
+ZZ / pRg; x QRg; / &i€jdA | dx.
=2 j= 0
Ker sta stattha momenta prereza glede ndi$ee prereza enaka @i socCleni tretje incCetrte vrstice

zgornje enébe enaki ri. Za pregledndj zapis zadnje, pete vrstice vpeljemo ‘mehanske vztrajnostne
momente prereza’ z zasno, nestandardno oznako

lij = /p&fj dA, 4,j=2,3 (6.10)
Ay

in dobimo, da je vrtilna kotiina glede na ta&5Ce prereza enaka vsoti petih integralov vzde¥istne osi:

3 3 L
Lo = /pAT?X rdz + ZZ/IU (Rg; x QRg;) da. (6.11)
==

Operator() lahko zapsemo kot vektorski produkt (3.21) in nato uporabimo znano pravilo o dvojnem
vektorskem produktu [Brastejn, Semendjajev, 1988, str. 610],

x (Exé):?(&-ﬁ)—é(&-?), (6.12)
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ki velja za poljubne vektorje, bine Upastevamdse, da je tud{ Rgi, Rg2, Rgs) ortonormirana baza in
izpeljemo nasledniji izraz za vrtilno kaélno v vektorski obliki

L

L
EO = /pAr? X rdx + / (Isg + I33) wdz (6.13)
0 0

3 3 L
ZZ/IWRgZ (Rg; - &) da.
0

=2 j=2

Vizreku o vrtilni koli¢ini nastopa odvod vrtilne kdline poCasu, ki ga izpeljemo z direktnim odvajanjem
izraza za vrtilno kokino (6.9):

Lo= / [(m QRﬁ?) X p (rﬂr QRﬁ?) (6.14)
Vv

+ (P4 Rp?) o (P (QR) 52) | av.

Upostevali smo, da se pri izbrani parametrizaciji nosilca (naravni parameter osi nosiléatmizagi,
referertni prerez) meje integracijé, L] x .4, ne spreminjajo, zato je odvod integrala kar integral odvoda
integranda. Prva vrstica izraza (6.14) vsebuje vektorski produkt enakih vektorjev in je zato énaka ni

drugi vrstici pa upétevamaQQR)" = QR + QQR in izraz zaf@ razbijemo na véclenov:
Lo= /p?x V@) (6.15)

pF X QRp2dV  (id)

+

pr x QORpPdV (i)

_l’_

+
S S S S S <

pRp2 xrdV  (iv)

pRp° x QRpPAV  (v)

+

pRp® x QQRp2dV.  (vi)

_|_

Clene obravnavamo &@no. Ponovno uporabimo razcep po baznih vektorjih referdime baze (6.6) in
integral po volumnu nosilca nadomestimo z integraloma po @umo, L] x .A,. Upostevamo, da sta
stattna momenta glede naziéCe prereza enakatiEdina kolEina, ki je odvisna od in &3, je p,, zato
lahko vse ostale katine izpostavimo iz integralskega znaka integracije po prexgzuPrvi Clen izraza
(6.15) je neodvisen of, in &3, zato lahko integral pol,. izvrednotimo in dobimo

L
/pAT 7"><r dx.
0
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V drugem(ii), tretiem (iiz) in Cetrtem(iv) €lenu izraza (6.15) nastopa le linearno, zato se &lenih
pojavijo stattni momenti, ki so enaki Bi

L
(i) = /pr x QR /fgdAgg +/§3dAgg dx =0,

L
(1i1) = /pr x QOR (A/fszgz +/§3dA93 dr =0,

(iv) = —/1" X pRp2dV
0
L

— /? x pR /€2dA§2 + /§3dA§3 dx = 0.
0 ‘a -/47‘
Pri spremembi zapisa petegkena izraza (6.15) uporabimo antisimétrost operatorja, ki ga lahko
zato zapsemo s pripadajdm osnim vektorjemu:
Qa=wxa
in pravilo o dvojnem vektorskem produktu (6.12). Iz uporabe razcepa (6.6) sledi

Rpr = &Rga + &3Rgs3,
Rp, - Rp, = & + &,

Ponovno uporabimo ponzao oznakd;; (6.10) in izraz(v) preuredimo v vektorsko obliko:

(v) = [ (Ta2 + I33) wdx

R ) <_[22$ . R§2 + Iggé . R§3) dx

R§3 <123é . R§2 + I33$ . R§3) dx.

|
T— = T — o\h

V Bestentlenu izraza (6.15) najprej uporabimo prirejeno pravilo o dvojnem vektorskem produktu

x (Ex <6>< J)) :3(5. (€>< J)) - (zx J) (5.3)7

ki velja za poljubne vektorje, b, ¢ in cf nato pa ob upgtevanju razcepa (6.6) iz

W X Rp, = §200 X Rga + &30 x Rgs
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izpeljemo vektorsko obliko izraz@wv):

L
(iv) = — / @ - Roo) [T (@ x Rga) + I (@ x Rgs)] da

0
L
- / (@ Rgs) [Is (& x Rga) + Iss (@ x Rgs)] da.
0

Sedaj lahko zagemo odvod vrtilne kodiine v spl@&ni vektorski obliki

L L

E@—/pAr (?X ’?) dx—i—/(IQg—‘rIgg)i)dx
0

0
1 (5 ) 1 (5 )
0
. /L Rg3 ([123 @-Rﬁz) ¥ I (iu : Rgg,)D da (6.16)
6
(& - Rga) [Tz (@ x Rga) + Iz (& x Rgs)] da
(@ - Rg3) [Ias (& x Rg2) + I3 (@ x Rg3)] da.

Izraz (6.16) zai@ Zelimo zapisati tudi v matEni obliki, saj pr€akujemo krai in preglednéi zapis. V
ta namen vektorske kdline zapsemo v referetni bazi(gi, g2, g3):
T =r1g1 + ra2g2 + 393,
Rgy = G = G121 + G292 + G323,
Rgs = G = Gi3g1 + Gzt + G35,
W = wig1 + w292 + w3gs,
W = w101 + Waga + w303

oziroma v zapisu s stolpci

o
Ty = )
L 73
[ wi [ w1
Wwg = w2 wg = d)Q s (617)
| w3 | w3
G2 G13
Gag = | Ga2 Gz, = | Ga3
| G32 | Gi33
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Opomba 13 Za poljuben vektot z zapisone, = [ a1 a2 as ]T v referer€ni bazi velja, da je njegov
odvoda’ po v referertni bazi enoléno dol@en z odvodi komponen;, = [ o} ay af ]T. Podobno
je odvod pdtasua doloten s stolpcera, = [ a1 Go a3 ]T. Zato je izbira zapisa parcialnega odvoda
w v refereréni bazi s parcialnimi odvodi komponent povsem ustrezna. Iz istih razlogov je véktor
doloten s stolpcem = [ | ry 1% ]T in vektoru s stolpcemi, = [ i1 o i3 ]T. Tak zapis pa
ni ustrezen v primeru zapisa vektorja glede na pomibazo, glej (4.51) in (4.53).

Zapis operatorjd? s pripadajéo matrikoR v referertni bazi(gi, g2, g3) Ze poznamo:

Gi1 Giz2 Gi3
R=| G2 Gy G2
Gsz1 Gz Gsg

Delovanje operatorj& na referegni ravnini lahko optemo z ‘reducirano’ pravokotno matriko

Gi2 Gi3
Ra=| Go Gos |. (6.18)
G322 G33

V matricne enébe vpeljemo tudi standarden zapis matrike mehanskih vztrajnostnin momentov (glej
[Crisfield, 1997] ali [Saje, 1994])

Jin Jiz Ji3

J=| Jo1 Jao Jo3 (6.19)
J31 Jz2 Js3

s komponentami
Ti= [ (& +et) av (6.20)
v

Jij = /Pfifj dV = Jj;, (6.21)

1%

za paromaraztinesi, j, k = 1,2, 3. Oznaka V"’ pod integralskim znakom pomeni integracijo po olijuo

V, ki ga zavzemajo vse ttie telesa v zZzetni legi. V primeru nosilcev imamo opravka samo z rav-
ninskimi mehanskimi vztrajnostnimi momenti. Mehanski vztrajnostni moment telesa je definiran z in-
tegracijo po obm@u nedeformiranega telesa (6.20)—(6.21), v teoriji nosilcev pa nastopa vztraj-nostni
moment prereza, ki je dvorazsn objekt. Za izréun vztrajnostnih momentov prereza vzamemo okoli
izbranegar obmda:je nosilca, doléenega z odsekor{m — ‘12—””, T+ %”] in izratunamo t&istni vztraj-
nostni moment telesa, ki ga dé vektorr® (z, &2, &3), kier parametri(z, &2, £3) pretéejo obmdje

[z — L 2+ %] x A,. Vlimiti dz — 0 dobimo pripadaji mehanski vztrajnostni moment prereza.
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Posebej si oglejmo mehanske vztrajnostne momente (6.213za

z+dz/2
i=di= [sgaav = [p|g fim [ de | aa
Vr Ar z—dx/2
f% z+dx/2
:A/p fj dI;E}O |:2:|xd:r/2 “
2 2
:/p<§j po (@4 de/2)” — (@ — da/2) )dA
dz—0 2
A
= /p,{j dlimo (x-dz) dA =0, (6.22)
A,

zaj = 2,3, torej so mehanski vztrajnostni momedsi, Js1, Ji2, J13 enaki nt. Oglejmo siSe diago-
nalneclene matrike (6.19), na priméten Jys:

otdz/2
=[G+ @ av=[p|jm [ Gaalias [ pgav @29
Ve A, w—da/2 V(z),
: 2 da? 2
= /p dl;glo <2:v dr + 4d:1c> dA + /p§3dV =0+ Is3.
. Vr
Analogno izpeljemo
J33 = I2a.

Vztrajnostni moment/;; imenujemopolarni ali torzijski vztrajnostni momenireCnega prereza in ga
zato oznaujemo zJ,.

Jp = Ju

in izraunamo kot

Ji = //3 (& +&5) = T2 + Iss.
v
Zunajdiagonaln€lene matrike mehanskih vztrajnostnin momenfgw/;; zai # j, imenujemodevia-

cijski vztrajnostni momengirereza. Zaradi lastnosti (6.22) dobi standardna matrika mehanskih vztrajno-
stnih momentov bléno-diagonalno obliko

Jii 0 0
J=| 0 Ju Jos |. (6.24)
0 Jog J33

Za laZjo izpeljavo vpeljemae poméno reducirano matriko vztrajnostnih momentov, ki jo po lastnosti
(6.23) poveemo tudi s standardnimi vztrajnostnimi momenti:

I,= [ Iss  Io3 ] _ [ J3z  —Jas }
I3 I33 —Joz Ja |



68 Zupan, E. 2010. Dinamika prostorskih nosilcev s kvaternionsko parametrizacijo rotacij
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL, Fakulteta za gradbei in geodezijo, Konstrukcijska smer.

Spomnimo se tudi matrik®,, ki pripada antisimettinemu operatorj v referer€ni bazi

0 —ws3 w2
ng w3 0 —w1 . (625)
—Ww?9 w1 0

Tako imamo vse pripravljeno, da & (6.13) in (6.16) za vrtilno kodiino in njen odvod zagemo v
matricni obliki:

[pA S (r) ity + (Ing + Is3) wg — RaIsR%w,| do (6.26)
[pAr (1 x i) + (Ina + Ig3) Go,] da (6.27)

[RAIsRYwy + QuRAIAR)w,] du.

h
||
o\h T — = T

Vrtilno koli€ino in njen odvod smo zapisali v kompaktni méatriobliki, v kateri pa ne nastopa standardni
zapis matrike vztrajnostnih momentov (6.19), niti standardna rotacijska matrikértRaatlena v (6.26)
zdrwzimo tako, da upstevamo zg /o, + I33) w, razsirjen zapis

(22 + I33) 0 0
R 0 (Ipo + I33) 0 R'w,,
0 0 (I22 + I33)

prav tako pa smemo zadrilen —RAIAngg razsiriti do oblike, ki temelji na standardni rotacijski
matriki R

0 0 0
~R| 0 I3 —Ixn | Rw,
0 —Isz Ioo

Po up&tevanju teh rasritev v (6.26) se pojavi standardna matrika vztrajnostnih momentov (6.19), z
njo pa je standardni zapis vrtilne kéilne glede na koordinatno izh&@e referetinega koordinatnega
sistema0 tak

L
Lo = / [p Arrgxuy + RIR w,] da. (6.28)
0

Prvi Clen je posledica zapisa vrtilne koihe glede na koordinatno izh&de O referer@nega koordina-
tnega sistema.

Podobno izpeljemo tudi kla&ni zapis odvoda vrtilne kaline. I1zhajamo iz zapisa (6.27), kjer prav tako
zdruizimo €lena(las + I33) wy in —RAIARﬁwg v kompaktno obliko
RJR"w,.
Preostalemi€lenu —QgRAIARng pristejemo nielni Clen Q, (Ia2 + I33) wy = (l22 + I33) wy X
w, = 0, rezultat pa je standardni zapis odvoda vrtilne ¢ioke:
L
Lo = / [pA; (rg x @y) + RIRT &, + Q,RIR w,) du. (6.29)
0
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Opomba 14 Matrika vztrajnostnih momentov ima obliko (6.24) le v ortonormirani bazi, kjer je prvi
bazni vektor pravokoten na ravnino prereza in ima koordinatni sistem iZbedi t&iSCu prereza. Za
referertni prerez.A, je ustrezna baza referéna baza prostordy;, g2, g3), medtem ko je za prereze
A (x,t) deformiranega nosilca, ki jih dobimo iz refef@arega prereza z rotacij® (=, t) : A, — A(x,t),
ustrezna lokalna baza, ki je pripeta na prerez z izBoelin na t&isCtni osi; thko bazo smae vpeljali pod
imenom pondina baza

—

(G1(@8).Ga (1), Gs (2,8)) = (R (2, 0) G, R (2,0) G, R (2,6)G3)

Ker velja predpostavka o nespremenljivosti prerezov, imétain A (x,t) v omenjenih bazah enako
matriko mehanskih vztrajnostnih momentov

Jg (AT) = JG(:E,t) (A (l‘, t)) s

kar velja za poljubnac € [0, L] in ¢t > 0. V izrazih (6.28)—(6.29) nastopa konstantna mattkaehan-
skih vztrajnostnih momentov refetgrega prereza4, zapisana glede na baz8y,: J = J, (A,); toda

v endbi nastopa kompozitumu matrRJ R, kar pa v tem primeru ne predstavlja koordinatne trans-
formacije, temvé ‘rotacijo’ matrike J (mehanske vztrajnostne momente prerdzaransformiramo v
mehanske vztrajnostne momente zavrtenega pretézat)). Na ta n&in dobimo matriko vztrajnostnih
momentov prereza (z,t), ki pa jeSe vedno zapisana v bagj:

Jy(A(x,t)) = RIR".

Enatbo (6.28) bi torej lahko zapisali
L
Ly = / P ArrgXug+ Jg(A(x,t))wy] du,
0

kier seJ , spreminja £asom in v spldnem nima oblike (6.24).

Kadar potrebujemo vrtilno katino in njen odvod le za del nosilca gd= 0 do z, lahko zapsemo

LO (SU, t) = / [p ATrg (67 t) X'ij'g (57 t) + R (57 t) JRT (67 t) wg (67 t)] df

0
x

Lo(o.t) = [ pAr (ry (€:0) x iy (€.6) de

0
x

+ [ [REDIRT (€00, (6.0
0
+ 2, () R(E,1) TR (6,1) wy (€,1)] d.

6.3 Dopolnitev en&b prostorskega nosilca za dinamiko

Vse endbe in robne ter Zzetne pogoje za prostorski nosilec moramo zapisati v obliki, primerni za
dinamiko. I1zhajamo iz er@, ki smo jih pripravili v poglavju 6.
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Enacbe, ki povezujejo kinemattne in deformacijske koliine (5.11)—(5.12).Te en&be ostanejo ne-
spremenjene, le kdline so odvisne tudi odasat. Tako je

v (2,) = R(2,1) (76 (2.1) — g (2,1)) (6.30)

9, (z,t) =T (9 (x,1)) R(ka (z,t) — de (x,1)) (6.31)

ro(a.t) =7y (0.0) + [ R (3 (60— co (6,0 g (6.32)
0

0, (0,) =0, (0.0) + [ T (0, (6.0) (s (6.1) ~ des(€.0) (6.33)
0

Variacijski konstanti (glede na relativno variacijoin dstav spl&nem funkcijiz in ¢. ¢ dolota z&etno
osno in strzno deformacijo nosilcad pa za&etno torzijsko in upogibno deformacijo nosilca. C&tmim
deformacijam ne pripadajo napetosti. Pri zapisu v materialni bazi postanejo njune kompgnanik;

-

(60,0 =0 in (8d) =0,

rel

Se vedno pa ostajata odvisni #dDoloCimo ju iz znanega Z@tnega nedeformiranega stanja z&zana
(6.30)—(6.31):

3
¢(a,0) =7 (,0) = (2,0) = = (2,0) = i («,0) Gs (,0)
=1

N

d(z,0) =& (2,0) = T (2,0)9’ (z,0) = —T (z,0) 9’ (z,0) = Zd (z,0) G; (z,0)

c1 (z,0) dy (z,0)
cg (z,t) =cg (x,0) = | c2(x,0) in dg(z,t) =dg(x,0)= | da(z,0) |. (6.34)
c3 (z,0) ds (z,0)

V primeru ravnega nosilca, modeliranega z ravriis®o 0sjo in s prénimi prerezi, pravokotnimi na os
nosilca, sta variacijski konstanti v potmii bazi enaki

-1 0
ca (x,t) = 0 in dg(z,t)=10
0 0

Materialne enaCbe. Za operatorj&y in Cy; predpostavimo, da nista neposredni funkégsa. S tem se
omejimo natasovno neodvisne materiale. Sta pa eksplicitno odvisna od deformacij, ki so furdsaje
Zato sta tudi materialna operatofa in C); posredni funkcijicasa:

NG (z,t) = Cy (vg (2,1) , kg (2, 1)) (6.35)
MG (x,1) = Cy (v (2.1) , K (1)) (6.36)

Dinamicne ravnotezne end&be. Pri en&bah dinannega ravnotga ne izhajamo iz erid (5.3) in (5.4)
stattnega ravnotga, temve jih izpeljemo samostojno. 1zhajamo iz izrekov o gibalni in vrtilni i
(6.1) in (6.2).
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6.3.1 Izrek o gibalni kolicini na delu nosilca

Izrek o gibalni kolEini (6.1) uporabimo na delu nosilca dole dx s t€Zistem v t@&ki x (slika 6.1); pri
tem updtevamo enébo (6.8) na delu nosilca za izavo odvoda gibalne kdline pocasu:

z+dz/2 z+dz/2
N (m—dj,t>+ / ﬁ(f,t>d§+ﬁ<x+d;,t> = [ sainae
z—dx/2 x—dz/2

Ker sta funkciji znotraj integralov zvezni funkciji, ju lahko v skladu z izrekom o povgiei vrednosti

nadomestimo s produktom dihe integracijskega obngg in vrednosti integranda v neki vmesnckp
dx dx

uwe (a: -5, + 7)

etdz)2
/ B (6 1) dE = T (1, t) da
w—dz )2
a+dz /2
/ pAu (&,t)dé = pAT%(u,t) dx.
o—dz /2

V spladnem gre za radni tocki, vendar obe bregkode za spEnost izpeljave formalno ozdi@no z u.
Enabe dinamtnega ravnotga preuredimo v obliko

N(z+% ) - N (z— %2 1)

n(,u,t) — I + pA,r (:uat)'
m(&, 1) ~
i, b) M(z+dz/2,t)
~M(i-da/2,1) WA Natde/2,9
N fi 2
1\“ ~N(z— m/ 1)
(&“&‘ pﬁ

Ee [a—dx/2,a+dz/2)

Slika 6.1: Obtéba na delu nosilca
Figure 6.1: Loading at infinitesimal part of a beam

V limiti, ko gre dz — 0, vsaka téka z intervala(z — %, z + <) konvergira kz, torej tudip — =;
da\_N(p_de —

tedaj se” ") NE=F) priplizuje odvodulN (z, ¢). S tem smo iz izreka o gibalni kiini dobili

diferencialno enébo gibanja v toki z, ki doloCa zveze med linijsko silo, rezultantno notranjo silo in

posp&kom

N

B (2,t) = —N' (2,t) + pA,7 (z,1) . (6.37)
To en&bo imenujemo tudiranslacijska diferencialna ertda gibanja
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6.3.2 lzrek o vrtilni koli €ini na delu nosilca

Izrek o vrtilni koli€ini (6.2), uporabljen na delu nosilca doie dz glede na izhodte referenega
koordinatnega sistem@, dobi obliko (slika 6.1)

z+dz/2
- M <x— d;,t) + / m (€,t) dé + M <:c+d;,t)
z—dx/2
—?(x— d;,t> x N (x— d;,t) +F<x—|—d2x,t> x N (m—kdév,t)
z+dz/2
+ / (&, t) xn(&,t) dE (6.38)
z—dx/2
z+dz/2
= [ [ (Flen xFen) + REen IR €05 €0
z—dz/2

+ Q&) R(E 1) JR (1) w (€, 1) | dS.

R* je hermitsko adjungirano preslikavio preslikavi R. Hermitsko adjungirana preslikav&* k neki
zvezni linearni preslikaviA : V. — V, kjer je V tri- ali Stirirazs&en realen vektorski prostoy, €
{IR*, IR*}, je zvezna linearna preslikava

A L VoV
Ay =y,
kjer za vektory* velja:
(Az) -y =x-y*, zavsakz € V.

Ce v neki bazi preslikaviA pripada matrikad, potem hermitsko adjungirani preslikadi* v isti bazi
pripada transponirana matriké’ . Vet o hermitsko adjungiranih preslikavah, definiranih na $pégih
vektorskih prostorih nad obsegom realnih ali komplekstévil najdemo v Krzant, 1993.

Na desni strani erfaja v endabi (6.38) smo upstevali odvod vrtilne koBiine (6.29) za del nosilca dohe
dz. Operator kotne hitrosfl in njegov osni vekto smo spoznalie v poglavju 4. Drugo vrstico zgornje

en&be rasirimo v zapis
~ ~ d = d
+ (7 (x,t) =7 :c——aj,t x N x——x,t
2 2
+ (?(m—l—d;,t) —?(x,t)) ><]T7<:1:—|—d2x,t>
—|—?(x,t)><(ﬁ<x+?,t)—ﬁ<x—(?,t>>,

uporabimo izrek o srednji vrednosti za zvezne funkcije, s katerim integrale nadomestimo s produktom
dolzine integracijskega obngfa in vrednostjo integranda v neki vmesntkop € (z — %,z + <)
(ponovno smo uporabili eno samo ozngkaa razltne neznane vrednosti parametraidéne osi z
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intervala(z — %, z + 4¢)), en&bo delimo zlz, uredimo in dobimo

i (u,t) = — - (6.39)
1P (e+F) -7 (2) XN (z+F)
: z
1(F(@) -7 (- F)) xN(z-F)
2 dz

—7 (1) X 1 (p,t)

+ pAr (7 (st) X 7' (1))

+ R (p,t) JR* (1, 1) & ()

+Q (1) R (p,t) TR (1, t) 0 (1 1) -

V limiti, ko gre dz — 0, vsaka téka z intervala(z — 9, » + 4) konvergira kz, torej tudiy — z.
Tako lahko izr&@unamo limite diferenc v zgornji ethi in dobimo
m(z,t) = —M' (2,t) — 7' (x,t) x N (z,t) — 7 (x,t) x N' (z,t) = 7 (z,t) x 7 (2, 1)
+pA, <?(a:, £) x 7 (z, t)) + R(x,t) JR* (2,8)6 (2, 1)
+Q(z,t) R (z,t) JR* (z,t) W (x,t) .
Ce tretji inCetrticlen en@be z uporabo (6.37) z&g@mo drugée, vidimo, da se ditejeta s petintlenom.

Tako zavzame izrek o vrtilni kdini za nosilec obliko diferencialne etlae, ki dol@a zveze med linijsko
momentno obt&bo, rezultantnim notranjim momentom ter kotno hitrostjo in p&kpen:

m(z,t) = —M' (z,t) = 7' (z,t) x N (2,t) (6.40)
+ R (z,t) JR* (2,0) & (z,t) + Q (2,8) R (z,t) JR* (2, 1) & (1) .
Enabo (6.40) oltajno imenujemaotacijska (momentna) diferencialna &tz gibanja nosilca

EnaCbe konsistence. Ena&be konsistence pri stétii in dinamEni analizi zagotavljajo ravnotge v
prerezu, to je enakost ravnéteh in konstitucijskih sil ter ravnoimih in konstitucijskih momentov.
Oblika en&b ni odvisna od vrste analize (statika, dinamika), glefenés.16) in (5.17):

)
) =

RNG (2,t) = Ny (

0, (6.41)
R M, (x,t) — M, ( .

T, t
x,t (6.42)

Bistveni robni pogoji. Naboru enéb dodamdase bistvene robne pogoje za pomike in zasuke v 3Giji
nosilca

7(L,t) =7 (t) (6.43)
(t) 9 (L,t) =9 (8), (6.44)
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kier so7® (¢), 7 (¢), ¥° (¢) in 9% () znane funkcijetasa. Zapis odvisnosti dtsa bomo praviloma
opustali.

Naravni robni pogoji. Pripadaj@i naravni robni pogoji so ravnatai pogoji v obeh kragcih:

hi:5(0,8)+ N (0,¢)=0 (6.45)
hy: P(0,t) + M (0,¢) =0 (6.46)
hs:S(L,t)— N (Lt)=0 (6.47)
hy:P(L,t)—M(L,t)=0 (6.48)

Za zapis ravnotene sile in ravnotenega momenta v levem in desnem K&ji nosilca v referetni
bazi vpeliemo naslednje oznakeV, (0,t) = Ny (t), My (0,t) = M, (t), Ng(L,t) = NL(t)

in M, (L,t) = M (t), za zunanje tékovne obtibe pa: S, (0,t) = SY(t), Sy (L,t) = S (1),
P,(0,t) = Pg (t), Py (L,t) = Pé (t). Pogosto v zapisu opustimo tudi eksplicitni zapis odvisnosti od
casa.

Zacetni pogoji. ZaCetni pogoji dol@ajo z&etno lego in z&etno hitrost ték nosilca pricasut = 0.
ZaCetno lego oiemo enako kot pri st&them problemu, to je

o staigno krivulioT" (glej poglavje 2.1), ki jo dolda podana vektorska funkcij#! (z), parame-
trizirana z naravnim parametrome [0, L],

e z danim prerezom nosilcd,. in

e z mnaico rotacijRY (z) , ki jo dolotajo dani rotacijski vektorjil (z, 0).

v

V primeru ravne zéetne téistne osi zad&a, da zéetno lego podamo le s kr&inima ta&kama in s
precnim prerezom nosilca. Efbi gibanja (6.37) in (6.40) sta diferencialni &@adrugega reda péasu.
Zato moramo poleg Z&tne lege podafie z&etno hitrost oziroma prvi odvod gasu prit = 0.

Zacetno lego in hitrost nosilca datajo dane vektorske funkcije

7 (z,0) =7 (2) 7 (z,0) =79 (2) (6.49)
9 (2,0) = 9 (2) 9 (2,0) = 99 (z) . (6.50)

Obicajno je namesto Zatnega odvoda rotacijskega vekto?j(ar, 0) zaetni pogoj podan z znano &at-
no kotno hitrostjas (z, 0) = &% (z), kar je formalno povsem enakovredno, saj sta obé&kolpovezani

zen&Zbow (z,0) =T (5(x, 0)) 5(;1:, 0), glej [Zupan, 2003].

Enabe (6.30)—(6.31), (6.35)—(6.36), (6.37), (6.40) in (6.41)—(6.42) skupaj s prigatajoistvenimi
(6.43)—(6.44) in naravnimi (6.45)—(6.48) robnimi pogoji teCetmimi pogoji (6.49)—(6.50) sestavljajo
sistem Euler-Lagrangevih etlaprostorskega nosilca za dinamiko po geometrijskaitReissner-Simo-
vi teoriji prostorskih nosilcev. Zaradi pomembnosti inCjee preglednosti jih zapimo v celotiSe v
matricnem zapisu.
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Enabe:
fi:N,=RNE, (6.51)
fo: M, =RME, (6.52)
fs:rg=R(vg - cq) (6.53)
fi:9,=T"" (¥, R(kg — dg) (6.54)
f5:ing = —qu + pA,ry (6.55)
fo:mg=—M,+Nyxr,+RIR"&w;+ QRIR w, (6.56)
fr:NG=Cn(vg ka) (6.57)
fs: MG =Cy(va Ka) - (6.58)

Bistveni robni pogoji:

ry(0,t) = 7‘2 (t) rg(L,t) = ré (t) (6.59)
9, (0,1) =99 (t) 9y (L,t) =9 (t). (6.60)
Naravni robni pogoji:
hi:8)+Nj=0 hy: Py + My = (6.61)
hs: Sy —-Nl=o0 hy: Py — M} =o0. (6.62)
ZaCetni pogoji:
rg (2,0) =7l (2) P (,0) =7l (2) (6.63)
Vg (2,0) = 9 () Iy (2,0) =9 (2). (6.64)

6.4 Kvaternionska oblika enab

Enabi (6.51)—(6.53) lahko preoblikujemo v kvaternionski zapis direktno z uporabo enakosti (4.30),
ki delovanje rotacijske matrike nadomesti s kvaternionskim Zengem z rotacijskim kvaternionom.
Oblika en&b (6.55) in (6.57)—(6.58) ostane nespremenjena, saj rotacija v njih nastopa kot posredna
koliCina. Preostali eridi zahtevata vedela. Enabo (6.54), ki povezujé, in njen odvodﬁ’g z ukrivlje-
nostjox,, moramo nadomestiti z eébo, ki povezuje rotacijski kvaterniaps kvaternionom ukrivljeno-

sti k4 (4.47). Enéba zavzame v por@ini bazi obliko

7, = %a o (Ro —da) . (6.65)

Variacijska konstantEG je Cisti kvaternion, pomen vektorskega déla pa ostaja enak kot v (6.54). Pri
preoblikovanju enébe (6.56) upstevamo, da lahko vektorja kotne hitrosti in poSigee nadomestimo s
kvaternionoma kotne hitrosti in posgle iz enab (4.44) in (4.49) in da delovanje rotacijske matriRe
nadomestimo z mrizenjem z rotacijskima kvaternionoma v skladu z&ma(4.30).
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Enabe (6.51)—(6.58), v katerih so rotacije parametrizirane z rotacijskim vektorjem, imajo v kvaternion-
ski parametrizaciji rotacij obliko:

Fu: [aoﬁgoa*]m—z\rg:o (6.66)
Fo:GoMeog* — M, =0 (6.67)
fairy—[@o(Ag—¢€a)oq |ps =0 (6.68)
P 24" 0q — (Eg—flg) —0 (6.69)
fs5: N, +ng—pAis=0 (6.70)
Fo: Mg+, — 8 (Ny) 7y -qo (T (a7 0@y07)) 0q" (6.71)
~Q, (ao(j(a*oagoa)> oa*) -0
fr:NG—Cn (v k) =0 (6.72)
fs: MG —Cuy (vg ka) = 0. (6.73)

Vse funkcijske koltine so odvisne od naravnega parametma od Casat. Zapisi pripadajoih naravnih
robnih pogojev (6.61)—(6.62) ostanejo hespremenjeni. Prav tako ostanejo nespremenijeni tisti gripadajo
bistveni robni in z&etni pogoji, ki so vezani na krajevni vektor, torej (6.59) in (6.63), medtem ko moramo
preostalese izraziti z rotacijskimi kvaternioni. Pripaddj@ bistvena robna pogoja sta tako

_ |9 (2)] |95 (1)
q,(0,t) = cos gT + 192 (t) sin QT (6.74)
_ EACI 0]
q,(L,t) = cos QT + 9, (t) sin 92 ) (6.75)
z&etna pogoja pa
5 97 @) 0] (2 s 90 @)
q,(v,0) = cos 5 + 9,7 (z) sin 5 (6.76)
5y 1. . ,
Gy (2,0) = 5, (2,000, (2,0), 72 wy(2,0)=T (8 (@) @).  (677)

Ker je obEajno namesta, (x,0) = 9}’ () podan zaetni pogojc, (z,0) = w}' (z), je g, (z,0) 3e
lazje izraziti:

EY 1 .

qg (x7 0) = 5(4)[90] (l‘) ° qg (Q?, 0) :

Podobno kot pri stathih kvaternionskih er@ah smo tudi pri dinamiki nekatere trikomponentne vek-
torske enébe raairili v Stirikomponentne kvaternionske éie.

6.4.1 Osnovne neznanke

Za osnovne neznanke problema smo izbrali pomike in rotacijske kvaternioneCethealo trenutne
lege. V izpeljanih engbah (6.66)—(6.73) in v pripaddjit robnih pogojih (6.61)—(6.62) nastopajo kra-
jevni vektorji tezi&tne osi nosilca v poljubni legi (z, t) in rotacijski kvaternionig (z, t), ki pripadajo
rotacijam prénih prerezov od referénega prerezal, do trenutnega prerezd (z,t), vsi z zapisom v
referertni bazi. Pomike t&&ne osi od zéetne do trenutne lege smo oziliez u (z, t), rotacijo prere-

zov iz z&etne lege do trenutne lege p&Zz,t), glej poglavje 3 in sliko 2.1. Rotacijski kvaternion, ki
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pripada rotacijiZ (z,t) , smo oznaili s k (x,t). Krajevni vektorr (z, t) in rotacijski kvaterniory (z, t)
lahko v referefini bazi zapsemo v obliki

r[gol () +ug (z,t) (6.78)

q(.t) = kg (2,0)0g" (). (6.79)

Njuni odvodi so

Medtem ko sta"}” in gl

[ Vin q[‘” ozwomaw[‘” ne podajamo, niti jih ne iznavamo z odvajanjem{g] in q 9 Ker mora biti
nosnec v vsakem trenutku vV uravnagnem stanju moramo druge odvode ¢etmem stanju iz&unati
iz ravnotenih en&b (6.70) in (6.71). Odvodi rotacijskih kvaternionov nastopajo v ukrivljenosti, v kotni
hitrosti in v kotnem pospku:

podana kot z&etna pogoja, glej (6.63) in (6.77), pa vrednosti drugih odvodov

Ro =24, 0dy = 24" ok, o (k,od" + &, 0q")

=25 o k] ok, 0 g + 2% 0 gl (6.80)
6922?;?906;:2(kgoq”+k oq“) g% ok

— 2k, ok, + ko og ok,
Gy =2q,0G; +24,04,

9 @ 0 g% + 2k, 0 agﬂ Lhyo agﬂ> 0 g o R,

Ukrivljenost smo izrazili v poniini bazi, ker v taki obliki nastopa v etbi (6.69).

Opomba 15 V izrazih za rotacijski kvaternio in njegovih odvodov v odvisnosti ddsmo za kompo-
nentni zapis slednjega glede na refaten bazo z&eli dosledno uporabljati indeks baze, saj referea
baza ni ena od baz, ki data kvaternionk oziroma pripadaj@o rotacijo Z. Tako imak v refererni
bazi B, drugacen zapis kot v trenutni spremenljivi bdj;; ima pa enaka zapisa v zatni in trenutni

spremenljivi bazi]AcG[O] = k¢ = k. Pri ukrivljenosti izr&zeni v pontni bazi zato produk‘BEg* o E; ni
enak ukrivljenosti v porani bazi, ki ga dolGa kvaterniork, saj je ta enak
R (k) =a; o (2k, o k; ) og,
— g% ok 0 2k! ok ok, 0"
=g%o E; o ZE; ogl.
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Natartno taclen se pojavi v (6.80). Po enakem razmisleku je pro@lﬁi?{* o 6[0}’ enak ukrivljenosti, ki
jo povzr@a z&etna rotacija glede na Z&tno materialno baz8

R (@) =@ o (28 0 g o)
_ 26‘[90]* o aLO]/7

zato lahkok; zap&emo preprosteje
e (é\) = kg (ZJ) + RG[O] (Q\[O})

in imenujemo ‘aditivnost’ ukrivljenosti. Eid@o smo izpeljali in uporabljalze v poglavju 5.3.6.

6.5 Uvod v numerino reSevanje engéb

Robni problem, opisan s sistemom zveznih nelinearnih algebrajskih parcialnih diferencialnih vektorskih
en&b (6.66)—(6.73) z robnimi pogoji (6.45)—(6.48) in zCetnimi pogoji (6.49), (6.76)—(6.77), je v
spladdnem prezahteven, da bi ga lahkailieanalititno. Numertno ré&evanje opravimo v \ekorakih:

¢ redukcijaStevila enéb: namesto sistema vseh osmih algebrajskih parcialnih diferencialnih vektor-
skih en&b izberemo le dvglavni parcialni diferencialni enébi, ki jima zad&amo numeino,
preostale pa skijo kot poma@ne endbe, ki jih potrebujemo pri preoblikovanju glavnih in robnih
en&b; pomane endbe uporabimo v ttni, analiténi obliki;

e produktni nastavek: predpostavimo, da lahksitey, ki je zvezna funkcija in ¢, zapBemo kot
produkt dveh zveznih funkcij ene spremenljivke:

y(x,t) = yo(x) - ye(t):

e diskretizacija po kraju z interpolacijo: pri krajevnem faktorjgiteey, (x) predpostavimo obliko
reSitve z vnaprej izbranimi interpolacijskimi nastavki poljubnih stopen;

y(@t) = Y Pa) i ()

s tem prevedemo nalogo na iskanj8itev le v diskretnihinterpolacijskih t&kahz;; s tem po-
staneta glavni er@i navadni nelinearni diferencialni etta, robne enébe pa navadne nelinearne
algebrajske erie;

e preoblikovanje robnih eri: robne enébe preoblikujemo do diferencialnih &g da se izo-
gnemo r&evanju sistema algebrajsko-deferencialnittenki je numergno neugoden za$evanje;

e kolokacija: glavnima erzbama ne zadamo zvezno vzdalosi nosilca, temwesamo v izbranih
kolokacijskih tékah

e Casovna integracija: izberemo nun@@d metodo za &evanje diferencialnih edh po¢asu, s
katero pogemo diskretno f&tev pocasu.

V naslednjih razdelkih so 8teti postopki podrobneje predstavljeni.
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6.6 Diskretizacija reSitve in enab

Pri dinamiki, kjer so neznanke funkcije dveh neodvisnih spremenljivk, nam interpolacija v produktni
obliki in diskretizacija ra&itve pox prinagsata pomembni poenostavitvi. Posledica produktne oblike je, da
lahko resitev zapsemo kot produkt dveh funkcij ene spremenljivke

f2,t) = yulz) - ye(t)

s ¢imer dejansko I6imo vpliva spremenljivke in ¢t. Posledica diskretizacije krajevno odvisnega dela
reSitvey, () je, da zvezno funkcijo spremenljivkenadomestimo z mritico diskretnih paroyz;, f* (t))
zaf'(t) = f(xi,t) = yo (x5) -y (t) ini = 0,1,2,..., N + 1, skozi katere napeljemo interpolacijske
funkcije. Za diskretizacijske tikez; € [0, L] velja, da so urejene po velikosti, prva in zadnjél®a pa se
ujemata s kraficema nosilcazy = 0in 21 = L. Interpolacijske funkcije morajo biti dvakrat zvezno
odvedljive na intervald0, L] in morajo zad&ati interpolacijski lastnosti

1, zai=p

Lp(xi):{ 0, zai#p’

Ob upastevanju obeh poenostavitev so iskane pgiridi r&itve funkcije oblike

N+1 N+1
Uy (z,t) = Y ub (t) Ly (z) Z (6.81)
p=0

Vijuga nad oznako pomeni interpolirandsieev, L; (x) in P; (x) pa so poljubne interpolacijske funkcije.
V splaSnem ni ovir, da izberemo razhie interpolacijske funkcije za pomike in za rotacijske kvaternione.
Z diskretizacijo pomikov in rotacij so dobene tudi diskretizacije vseh drugih kiih, ki so odvisne od

ugy in kg, na primer

N+1 ' N+1 '
t) = Z il (t) Li (v) a, (z,t) = Z ul (t) L]
~ N+1 , N+1
Z gy (2,1) Z
N+1 N+1

alit Z Oq0+zkgz i QO'

V nadaljevanju nimamo \&eopravka s tonimi reSitvamiu,, Eg, ampak le z njihovimi interpoliranimi
priblizki u,, Eg; zato lahko vijugico nad oznakami brékode za jasnost oznak v nadaljevanju opustimo.

Po vpeljavi interpolacijskih nastavkov so neznane funkcije problem@) in Eg,i (t), kjer indeksi
prete€e vrednostd do NV + 1. Sistem sedmih zveznih parcialnih diferencialnin@a. reda preide v
sistem7 - (N + 2) navadnih diferencialnih e 2. reda, ki kljub opravljeni diskretizaciji po kraju v
splasnem ni analitno resljiv.

Sistem zveznih ertd prevedemo na sistem diskretnih ém&nako kot pri statiki z metodo kolokacije,
Ceprav je v analizah prostorskih nosilcev za dinGmoianalizo konstrukcge nismo zasledili. Vnaprej si
izberemo diskretne kolokacijskedke, v katerih glavnim ertdam zadé&Camo numeiino do zahtevane

natartnosti. Vrednosti réitev v ostalih tékah t&isne osi nosilca doldmo naknadno z interpolacijo.
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Pri izbiri Stevila kolokacijskih tok moramo upétevati, da mora imeti kaen, diskreten sistem etta
(diskreten par) enakostevilo diskretnih enzb kot neznank. Podoben sklep kot v poglavju 5.3.1 nas
privede do rezultata, da se maevilo kolokacijskih t@k ujemati sStevilom notranijih interpolacijskih
toCk; robne enébe so izpolnjene v kratnih taCkah. Sledi, da mora bigtevilo notranjih interpolacijskih
toCk enakostevilu kolokacijskih ték. Zato kolokacijske ttke izberemo tako, da so interpolacijske in
kolokacijske t@&ke poenotene. To je vsekakor ugodno za natast elementa, saj eftsam zad&€amo
ravno Vv tistih t&kah, v katerih imamo naté&ne diskretne f&tve in ne njihovih interpoliranih vrednosti.
Interpolacijo pase vedno potrebujemo zatun Kolicin v sredinski téki z = L /2 in v totkah numefine
integracije. Zaradi spknosti in jasnosti besedila pa vendarle dmio loCevanije interpolacijskih in
kolokacijskih ta&k tudi vnaprej.

6.7 lzbira osnovnih en&b in integracije po ¢asu

Za osnovni enébi, ki jima numeréno zaddCamo v kolokacijskih tokah, izberemd&ibko obliko enéb
konsistence, dobljene z odvajanjem éng6.66)—(6.67) pa:.. To nam omogoéa, da lahko odvoda rav-
notezne sile in ravnotenega momenta direktno izrazimo iz ravriotién en&b (6.70)—(6.71):

—~ k —~ k — k
]f/ : {ak/ o (Né) oG +q"o (Ng) oG +q"o (Ng) o ij*/} — N];/ =0 (6.82)
IR3

—c/ k

~kr | . —~c\* . ko g —c o
fa [qklo (MG> 0g™ +g" o <M9> 0g"™ +q"o (MG> oq" '} — M} =0, (6.83)
IR3
zak =1,2,...,N. Oznakd ] zs pomeni vektorski detistega kvaterniona (glej poglavje 4.2).

Za réSevanje zéetnega problema sistema navadnih diferencialnilEeij@na voljo mnogae razvitih
sodobnih metod. V teoriji prostorskih nosilcev se najpogosteje uporabljajo sredinske metode (‘midpo-
int’) in metode drizine Newmark [Bathe, 1996], [Belytschko et al., 2000], redkeje pa metodandru
Runge-Kutta [Evans, 1995], [Gerald, Wheatley, 1994], [Butcher, 1987]. MetodandriNewmark se

v teoriji nosilcev uporabljajo v pospseni obliki, ki up&teva neaditivno naravo rotacij, kot na primer v
[Bauchau, Theron, 1996], [Ibrahimbegbyial Mikdad, 1998], [Simo, Vu-Quoc, 1988], medtem ko so
metode Runge-Kutta razvite predvsem za integracije v linearnih prostorih. Posebej pomemben napre-
dek med metodami Runge-Kutta so v zadnjih desetletjitivéde tiste, ki S0 namenjeneSevanju togih
problemov [Hairer, Wanner, 1991] in predvsem te se igf@ usp8ne pri r&evanju dinandinih en&b
prostorskega nosilca.

V pricujoCem delu se osreddtimo na uporabo obeh omenjenih pristopov. Sprva uporabimo metodo
Runge-Kutta za toge probleme, ki je s sodobnimi iZlpmize vgrajena v komercialni program Matlab
[The MathWorks, 1999], vendar pa ne §peva nelinearne narave rotacij. V nadaljevanju pa uporabimo
tudi standardni pristop s posleno metodo Newmarka, kot sta jo predstavila Simo in Vu-Quoc (1988),
vendar prirejeno za rotacijski kvaternion in kvaternionsketera

6.8 Naravni robni pogoji v diferencialni obliki

Pri diskretizaciji neznank in el s klastnim pristopom postanejo robne éba del glavnih entbe z
dodatkom zunanijih ttkovnih obteb, zato vsebujejo tudi osnovne neznanke odvajanéaga. Z upo-
rabo kolokacije ostanejo robne éfe po diskretizaciji nespremenjene, torej algebrajske (6.45)—(6.48).
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Enatbi ki dolocata ravnotéje desnega robu (6.47)—(6.48) lahko z vpeljeN(j in MgL iz integrirane
oblike en&b (6.70)—(6.71)

L N+1 ‘ L
/f5:N;—Ng—i—/ngd:n—pArZé‘;(t)/Li(x)dx:O (6.84)
0 =0 0
L L
~ —~L —0 _ o
/ fo: M, - M, + / mgdr — / §(N,)#yda (6.85)
0

L
2 [a0(3(@ 08, - 304,237 04,)) 07"

0
L
_/§<agoa*> <Zjo (j (ﬁ*oag)> oa*>dx:6
0

spremenimo v diferencialni ebbi po Casu. Tak pristop se izka primeren za stdno analizo nosil-
cev na primer v [Zupan, Saje, 2003], kjer silo in moment v levem $&tajidodajo naboru neznank.
Ker prva dva robna pogoja ostaneta algebrajskEbinpo ¢asu, je sistem eiih Se vedno diferencialno-
algebrajski, kar vodi k numémo nestabilnemu postopku, saj vidjye singularno masno matriko. &e
o n&elih in tezavah r&evanja diferencialno-algebrajskih sistemov@mnaajdemo v [Hairer, Wanner,
1991], v prtujotem delu pa se jim izognemo tako, da algebrajske robnébenaadomestimo z ustre-
znimi en&bami, v katerih neznanke nastopajo odvajane tudigsu.

Krajigtni sili in momenta/N°, N, M in M’, izrazimo iz ravnotnih en&b £ in f, tako, da enébi
integriramo po obmgjih (0, £) in (%, L). Silo in moment priz = £, to je N2 in ML, insilo N,

v momentnih enébah pa izraunamo iz konstitucijskih eftd. S tem vse robne etlae (6.45)—(6.48)
postanejo diferencialne etize pocasu:

L/2 L/2

hi: S +NE2 4 / nydx — /pAT;l*gdx =0 (6.86)
0 0
L/2 L/2

ho: P+ M+ / Tigdr — / S (N,) yda (6.87)
0 0

L L
hy: St — NL2 4 / nydx — / pA#gdz =0 (6.88)
L/2 L/2
L
hoBE B / Tgdz — / §(N,)#yda (6.89)

L/2 L/2
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go (j (6*oﬁgoa)> oq dx

ﬁg (60 (jcﬁg) oﬁ*) dz = 0.

/L
L)2
/L
L)2



7 Resevanje dinamcnih enacb z metodami druzine
Runge-Kutta

Metode drizine Runge-Kutta so najbolj razjene metode za gevanje zéetnega problema sistemov
navadnih diferencialnih egh 1. reda. Osnove najdemo v mnogitbenikih numeiine analize (na
primer [Evans, 1995], [Gerald, Wheatley, 1994])¢vaa v specifinih publikacijah, ki se ukvarjajo
prav z réevanjem navadnih diferencialnih @dqButcher, 1987], [Hairer, Wanner, 1991]. /metod te
druzine je vgrajenih v komercialni program Matlab [The MathWorks, 1999]. Izmed teh se jéezrge
nasih problemov za €inkovito izkazala predvsem metodde23th namenjena fevanju najbolj togih
problemov.

7.1 Metode druzine Runge-Kutta

Runge-Kutta je skupno ime za dino metod za r&evanje sistemov navadnih diferencialnih @n4.
reda

y=F(ty), pi y(to)=yo, (7.1)
Kjer priblizno reSitevY pri t + h izratunamo z interpolacijo vmesnih pribfiih resitevY; pri t + c;h,
za0 <¢ <1:

Yi(t+ch)=y+ Y aiF (t+c;h,Y; (t+c;h))
j=1

Y (t+h)=y+ > biF(t+chY;(t+cih)),
j=1
zai = 1,2,...,s. Obicajno vzamema; = 0incs = 1. Ce jea;; = 0 zavsej > 1, je metoda
eksplicitna, sicer je implicitna. Po zapisu, ki ga je za metode Runge-Kutta vpeljal Butcher (1987), tako
metodo predstavimo s strukturo

c1 | a1 a2 -+ Q1g
C2 ai a2 T azs
(7.2)
Cs | s1 Qs2 - Qss
bl b2 . bs

Naravnostevilo s imenujemaostopnja metodeKer funkcijo F' v vsaki vrstici sheme (7.2) izvrednotimo
najvet s-krat, nams pomeni tudi mero za kompleksnost metode. Konstanfeb; in ¢; so dol@&ene

83
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tako, da je napaka $éve, ozn&imo jo zO (kP*!), €im manpa oziroma da jeed metodey &im vetji.
Konstante dol6imo z izen&enjem koeficientov istolmih clenov Taylorjeve vrste okoli fikket za t&no
y(t+ h) in pribliznoY (¢ + h) reSitev. Ker so tako dobljene etlze za proste konstante v sphem
nelinearne, obstaja ¢emetod Runge-Kutta iste stopnje. Posebej omenimo le dve metodi, vgrajeni v
komercialni program Matlab [The MathWorks, 1999], ki ju uporabljamo v nadaljevanju.

Metoda, imenovanade23th temelji na implicitni Runge-Kutta metodi stopnje 3 (pravzaprav na dveh
metodah raztinih redov, vendar govorimo le o eni metodi, saj dvojnostidieiza oceno napake), ki jo

natanko doloa struktura
0

, (7.3)

2| & O
2| & O

=

wa U O O

—w w1
3 3
kjer so:7 = 2 — /2, d = 7/2 in w = v/2/4. Cetrta vrstica v shemi (7.3) dala metodo reda 2, zadnja
vrstica pa metodo reda 3; razlika namZzlaa preverjanje lokalne napake, §evamo pa rezultat po
metodi vBjega reda. Metodo (7.3) lahko razbijemo na dva koraka in kot taka je v literaturi bolj znana pod
imenom TR-BDF2 [Hosea, Shampine, 1996] (TR je kratica za trapezno pravilo, angl. trapezoidal rule
in BDF2 je kratica za obratno diferéno metodo drugega reda, angl. backward differentiation formula).
Druzina ve&koranih metod BDF je bilae leta 1952 kot prva predlagana zéaeanje togih diferencialnih
end&b in z nekaterimi ra&ritvami Se vedno velja za najbolj uporabno dmp metod za r&evanje togih
problemov (glej [Hairer, Wanner, 1991] za podrobnosti). Kot ppgéme samo, je metoda TR-BDF2
dvokora&na,; prvi (eksplicitni) korak je trapezno pravilo, drugi (implicitni) korak pa obratna difaran
metoda 2. reda. Za iztane v obeh korakih uporabimo isto iterativno matriko. Le na kratko predstavimo
osnovne ideje metode. Vzemimo korak velikdsin tocko ¢ ter ozn&imot¢, =t + 7hint; =t + h.
Predpostavimo, da ptipoznamo tono reitevy (t) zaCetne naloge (7.1). Po trapeznem pravilu velja

W

h
Y, =y+75 (F(ty)+F(t.Y.).

Y - ozn&uje priblizek za vrednosy (¢,). Ozn&imoSe zY ' priblizek zay (¢1) terzZ ;. in Z, priblizka
zahy' (t;)in hy' (t1), medtem ko nanx pomeni t&no vrednost za y' (t). Za prvi eksplicitni korak
izberemo pribek

Z'=hF(ty).
Za za&etni priblizek prvega implicitnega koraka vzamemo K&}t = z, in za vsak iterativen korak
implicitnega dela prt, izraCunamo

YF=(y+dz)+dZ* (2 vrsticasheme 7.3). (7.4)

Nato z Newtonovo iteracijo Eajemo enébo Z* — hF (tr, Y’;‘) = ( tako, da enébo lineariziramo po
zk:

F oY*
I—ha—k8 -~ I —hdJ.
oY 0Z7
k
Pri tem smo uporabili aproksimacijo (7.4) za linearizadja: ?Zf,g = dI, J pa ozn&uje numerno

aproksimirano Jacobijevo matrik%g, ki je enaka za vse iteracijske korake Priblizna Newtonova
iteracija dobi obliko

(I — hdJ) AZ" = hF (tT, Y’;) —zk
ZM = zF 4 AZE.
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Opozorimo, da se tako iztananiZ - razlikuje odh F' (t.,Y ), kar je bistveno za predstavljeno metodo.
Zatetni priblzek Z¢ implicitnega dela prt; je dobljen s Hermitovo interpolacijo skozittki ¢ in ¢

20 = (15+v2) 2+ (25+2v2) Z, - (6 + 45V2) (Y, — y).
Za vsak koraki nato izr&unamo
YV=(y+wz4+wZ,)+dZ} (3.vrsticasheme 7.3). (7.5)
Z izraCunamo iterativno po poenostavljeni Newtonovi metodi

(I—hmnAzfth(mﬁﬁ>—zf
VARRESARVAS

oYy
YA

kjer smo uporabili aproksimacijo (7.5) za linearizacyd: = dI, matrikaJ pa je enaka kot za

implicitni del pri ¢..
Druga uporabljena metodade45programa Matlab [The MathWorks, 1999] je standardna eksplicitha

Runge-Kutta metoda stopnje 5 [Dormand, Prince, 1980]. Primerna je zaCnatagevanje netogih
diferencialnih enéb. EnolEno jo dol&a struktura

0

1/5 | 1/5

3/10 | 3/40 9,/40

4/5 | 44/45 —56/15 32/9

8/9 | 19372/6561 —25360/2187 —212/729
1 9017/3168 —355/33 46732/5247 49/176 —5103/18656

1 35/384 0 500/1113  125/192 —2187/6784 11/84
5179/57600 0 7571/16695 393/640 —92097/339200 187/2100 1/40
35/384 0 500/1113  125/192 —2187/6784 11/84 0

Zadnji dve vrsti doléata metodi redov 4 in 5, razlika pa Blza oceno lokalne napake metode.

7.2 Priprava glavnih in robnih enacb

Kot smoze omenili, lahko metode dkine Runge-Kutta uporabimo le na sistemih navadnih diferencial-
nih en&b 1. reda. Za uporabo &me metod, vgrajenih v okolje Matlalode23th ode45...), moramo
sistem enéb podati v obliki

M(t,y)y=F(ty), (7.6)

kjer je M masna matrikaF' je vektor desnih strani sistema diferencialnih@mnay pa je vektor neznank.
Najugodneje je¢e je masna matrika konstantna, v §plem pa je lahko odvisna @asa in neznank, ki
so prav tako funkcij€asa:M (t,y) = M (t,y (t)). V nadaljevanju bomo ugotovili, da masna matrika
end&b prostorskega nosilca vedno zavzame nafmpo obliko.

Glavne enabe (6.82)—(6.83) in pripadaonaravni robni pogoji (6.86)—(6.89) sestavljajo sistem nava-
dnih diferencialnih engb 2. reda pcasu. Zato moramo te etlze najprej preoblikovati v dvakrat
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toliksen sistem diferencialnih eflal. reda p&asu. To storimo na standardertima Za prve odvode
neznank p&asu v tékahz;, 7 = 0,1, ..., N + 1, uvedemo nove oznake

vl (t) = ul, (t) (7.7)
X, () =k (1), (7.8)

in jih dodamo naboru osnovnih neznank; tako je novi vektor vseh neznank

(7.9)

~0 ~1 ~ ~ ~ T
11 N+l N4l N+1 <N+1
9’ 9’ 9’ g’ gr=t g 779

y:[o BoA,ul ol kA ul, ELA,

V momentni ravnoteni end&bi (6.71) kotno hitroséo,, in pospéekég izrazimo z osnovnimi spremen-
liivkami in dobimo

ﬁ%ﬁym%ﬂ Aﬁqxwg@»@*
— 48 (Kgofj*) (’(jo (j (Ej* OK9>) oa*) =0,

kjer pomenita oznakh , = X, 0 Gy + Kk, 0 o ter Ay = A, 0 Gy + 2y 0 g + K, 0 g, prvi in drugi odvod
kvaterniona celotne rotacije (4.36). Glavne & (6.82)—(6.83) nadomesti sistem diferencialnintbna

1. reda, zapisan glede na kolokacijskék®zx, k = 1,2, ..., N:
N+1 ‘ N+1 '
MY (8) Li(z) = > v (1) L () (7.10)
=0 =0
N+1 '
T pAr > ol (1) Li (ax) (7.11)

:[q\k/o(/ﬁf\,oq +q oCNoq +4q oCNoqk*/}Bs—i—nI;

N+1 . N+1

For: SO ()P (a) = S A, () P () (7.12)
=0 1=0
For 201 (@) o (€) T 01 (@) o () > R0 R @ (7.13)
=0
:[ij/oé\k —|—q oCMoq +q oé% oqk*,]

+ g~ 8 (@ o Ckog™) 7

R s R N . ~kx ~kx
—2g"0 (7 (26" o Ny o +ab o d+a" 0 A, 0 Ay 07")) 0d"
48 (R,0q") (a0 (7 (@ o Ay)) 0a™).

En&be sistema smo zapisali v obliki (7.6), primerni za uporabo v programskem okolju Matlab.

Podobno zagiemo tudi robne ertde (6.86)—(6.89). Odvisnost osnovnih spremenljivk od naravnega
parametra:, ki pret&€e obmaje integracije po osi nosilca, bomo zaradi predolgih izrazov in nepregled-
nosti izpustili. Ohranimo pa zgornje indekkea koli€ine, izvrednotene v kolokacijskihdkah in L /2
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za koli€ine, izvrednotene na sredinizi&&ne osi nosilca. V levem krdftu nosilca tako dobimdtiri
diferencialne engbe 1. reda:

h11 .

hio

h21 .

h22 .

N+1 N+1 A
> il (1) Li (0) = ) v (t) Li (0)
=0 1=0
N1 /2 | L/2
pAL Y /Li (z)dz v} (t) = 8"+ NL/2 + /ngdx
=0 7 0
N+1/,\ N+1 K
Y k() P(0) = X (t) P (0)
i=0 1=0
Nl L/2

> [ 26, @00 @) T 6@ b1 @) P (@) doX, (1)
=0 0
L)2 L/2
= 130+6L/2o A]f/l/QoE]\L/Q* + /ﬁgdm— / g(ijoCANoa*>?'gdfc
0 0
L/2

_2/21\0 (j(?ﬁ*03\90604-?]\0of].\o—l—a*oxgozi;o’(j))oZI\*d;U

0
L/2

—4 / S (Kgo?]\*) (’(}ko (j (ak* ng>) oa*> dx

0

in Sestiri v desnem kragcu:

N+1 A N+1 A
DY Al () Li(D) =) vy (t) Li (L)
=0 =0
N+1 L ‘ L
pAr Y /Ll- (z)dz ol (t) = S* — NL/? + /ngdx
=019 L)2
N+1 . N+1
Y k(O P(L) =Y A (1) P (L)
=0 =0
N+1 L

Y [ 260 @60 (@) T 90.@) 61 (@) P (@) doX, (1)

=019

L L
=~L ~ oy -~ * — o~ - ~%) A
=P _qL/2o ][\’/[/QOqL/2 —|—/mgdac—/S<quNoq >r/gdx
L2 L2

L
_2/60 (j(Qij*ngoao—i—ijooao—i—a*o_//igo_/A\;oa))oa*daj
L2

(7.14)

(7.15)

(7.16)

(7.17)

(7.18)

(7.19)

(7.20)

(7.21)
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L
—4 / S (Kg oﬁ*) (ij o (j (ak* oxg>> oa*) dz.

L/2

Integrale v robnih er@ah (7.14)—(7.21) izvrednotimo num@md s klastno Gaussovo kvadraturno me-
todo izbrane stopnje. Metodo smo predstavili v poglavju 5.3.5.

Opomba 16 Metodi Runge-Kutta, predstavljeni v poglavju 7.1, sta razviti za integracijo v aditivnih kon-
figuracijskih prostorih in pri popravljanju osnovnih neznank ne $tpwata multiplikativhe narave rota-
cij. Zato so rotacijski kvaternioni po zakfj@enem popravljanju v spmem neenotski. Da odstopanja od
enotske norme niso prevelika do dééme mere ureja preverjanje lokalne napake in posiediprila-
gajanjeCasovnega koraka. Poleg tega po zakku vsakeg@&asovnega koraka kvaternione, ki dédgo
rotacije normiramo, predvsem v izogib prehajanja v komplek&teaila v primeru, ko norma rotacijskega
kvaterniona preske vrednost ena. V primeru, ko v poséngmcasovnem koraku rotacijski kvaternioni
bistveno ostopajo od enotske norme, moramo §igeedruganih ukrepih:stirikomponentne ertde re-
duciramo na trikomponentne (vektorski del kvaternionskiltbpharektor vseh neznank pa zniamo za
prve komponente rotacijskih kvaternionov in njihovih odvodoitBe sktenega sistema po zakijku
vsakega&asovnega koraka ponovno Emo s prvimi komponentami rotacijskih kvaternionov po (4.23).

7.3 Numericni testi

Predstavljeni postopek testiramo nundaen s primerjanjem rezultatov zgitnih prostorskih primerov

z rezultati literature. Numegni rezultati so v celoti pridobljeni z lastnim@analngkim programom v
programskem okolju Matlab [The MathWorks, 1999]. Pri &araih se omejimo na linearno elasn ma-
terialni model (5.91)—(5.92). Za vse primere uporabljamo metm&?3tbprogramskega okolja Matlab
7.3.0 (R2006b), primerno za3evanje togih in zelo togih primerov. Le za primmepodprtega nosilca

v prostem gibanjza integracijo na dagmdcasovnem intervalu uporabimo metodgjega redade45
Predstavljeni so rezultati za pomike in rotacijske vektorje, ki smo jih za namene primerjave z drugimi
avtorji prer&unali iz rotacijskih kvaternionov z etho (5.93).

Spiralno gibanje upogibnega nosilca.Primer prostorskega gibanja enostransko di&eokasto vpe-
tega nosilca, ki ga iz mirovanja s primerno silo in momentomapmno v spiralno gibanje, sta predstavila
Ibrahimbegow in al Mikdad (1998). Za primer so z@ini zelo veliki zasuki (véji od 27) in izrazite
globalna in lokalna nihanja. Geometrijski in materialni podatki so povzeti po [Ibrahimbagdvilik-
dad, 1998]:

L=10 Ap=1
EA=GA=10* EJ=GJ=10°
200 0 0
J=1| 0 10 0
0 0 10

Nosilec l&i v smeri 0siX (oziroma v smerij;), levo kraj&ce je podprto drsno idlenkasto tako, da sta
dopwstena pomik v smerk in zasuk okoli osiZ, glej sliko 7.1. Zaradi takih robnih pogojev so nekatere
komponente pomika in rotacijskega kvaterniona levegaXagnake ri:

u) = u) =0 kS =k§ =0.
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Slika 7.1: Geometrija in ob&ba upogibnega nosilca
Figure 7.1: Force driven flexible beam: geometry and loading data

Spomnimo se, da zgomiji indeKS) ozn&uje pogoj v levem krafu priz = 0, spodnji indeksi pa
doloCajo komponento ustreznega vektorja ali kvaternio@aprav je v levem kra§tu dopusten zasuk
prereza zgolj okoli ene osi, pa sta kar dve komponenti rotacijskega kvaterniana=péi brez pogoja,
kJ in kY. Ker so tudi prvi odvodi p&asu dodani seznamu osnovnih neznank, moramo v levenstraji
podati tudi robne pogoje za hitrosti oziroma odvode rotacijskih kvaternion@agpo. V levem kragcu
dopustimo le hitrost v sme# in kotno hitrost (oziroma nebelen odvod rotacijskega kvaterniona) okoli
0si Z, torej

v =13=0 A=) =0.

Zatetne vrednosti vseh neznank s@,mazen seveda vrednosti prve komponente rotacijskih kvaterni-
onov, ki so enake ena:

2

() = ) = () -
za vse indekse, ki doloCajo robni t@&ki zo = 0 in zny1 = L, kolokacijske tékex; = 1,2,..,N in
sredinsko toko z = % Gibanje nosilca sp@mo s s@asno obtébo v levem kraficu s konstantnim
momentomM ; = 80 okoli osi Z in s konstantno ttkovno siloF; = 0.05 My v smeri 0siZ. Obe
obtezbi prenehata delovati piasut = 2.5 (slika 7.1). Gibanje nosilca opazujemo dasat = 50.
Prav tako kot Ibrahimbego&iin al Mikdad smo uporabili mig desetih linearnih elementov. Podatki
numertnega réauna o zahtevanih tolerancah so:

€abs = 10_3 Erel = [10_3; 10_37 10_17 10_1} )

kjer se relativne tolerance zaporedoma r&aj@ana pomike, rotacijske kvaternione, hitrosti in odvode
rotacijskega kvaterniona. Za pomike in rotacijske kvaternione smo zahteSjalirelativno natatnost
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pomik

Slika 7.2: Pomiki prostega kr&fia v odvisnosti occasa za primer upogibnega nosilca. 10 linearnih
elementov; primerjava z rezultati Ibrahimbegiavin al Mikdada (1998)ftkanacrta)

Figure 7.2: Free-end displacement of force driven flexible beam. 10 linear elements; comparison with
Ibrahimbegow and al Mikdad (1998) (dashed-line)
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201
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Slika 7.3: Pomiki prostega kr&fia v odvisnosti odasa za primer upogibnega nosilca. 2 linearna ele-
menta; primerjava z rezultati Ibrahimbegea&iin al Mikdada (1998)4tkanacrta)

Figure 7.3: Free-end displacement of force driven flexible beam. 2 linear elements; comparison with
Ibrahimbegow and al Mikdad (dashed-line)
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izratuna kot za njihove odvode, saj s tem pasp® r&un. |brahimbegow in al Mikdad (1998) ne
navajata podatkov o natémosti r&una.

Gibanje konstrukcije zajema drsenje vZloki na dop&eni smeriZ in satasno vrtenje okoli ost za

skoraj dva obrata. Pri tem nosilec niha v vseh treh smereh. Slika 7.2 spreminjanja pomikov prostega
krajista stasom ima podobno obliko, kot jo prikazujeta Ibrahimbe§avial Mikdad, amplitude nihanja

vseh treh vozBEnih pomikov dosegajo iste vrednosti, nihaffesa pomikow:; in us pa sta nekoliko
manga. Opazne so drobne oscilacije na grafih vseh pomikov, medtem ko oscilacij za pgnmke; pri
Ibrahimbegowu in al Mikdadu (1998) ni opaziti. Ibrahimbeg@\in al Mikdad sta uporabila konstanten
casovni korak velikosti 0.5, kar znese 18&sovnih korakov, medtem ko je korak tu uporabljene me-
tode prilagodljiv in znda od 0.1302 do 0.0232, kar znese $a6ovnih korakov. Zaradi éggastevila
korakov in preverjanja ter omejevanja absolutne in relativne napake predvidevamo, dargzulgat
tocnepi. Ker na dotino Casovnega koraka ne moremo vplivati, manj négsmizr&un rezultatov do-

bimo z mr&o dveh elementov in z manj strogimi pogoji za absolutno in relativno napakp= 102,

grel = [1071,1071,107%,107]. V tem primeru se grafi pomikoy; in u, prostega kraja tako dobro
ujemajo, da so odstopanja z gtafo natagnostjo neopazna. Zares se nihaf@sa pomikow; in us
poveata in do graine natabnosti ujameta z rezultatom iz literature, glej sliko 7.&it@o pa model no-

silca s samo dvema elementoma ni v zadostni meri sposoben zaznati drobnih lokalnih oscilacij pomikov
v nobeni smeri.

Kolenasta konzola z obtébo pravokotno na ravnino. Primer pravokotno prepognjene konzole, katere
geometrija je predstavljena na sliki 7.4, sta obravnavala Simo in Vu-Quoc (1988). Ostali podatki so:

Ly =Ly=10 Ap=1
EA=GA = 10° EJ=GJ =10
20 0 0
J=1 0 10 0
0 0 10

Slika 7.4: Geometrija in obAba kolenaste konzole
Figure 7.4: Right-angle cantilever beam: geometry and loading data
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Kolenasta konzola je v pregibd obtezena s tékovno silo, ki deluje pravokotno na ravnino okvirja.
Do Casat = 1 obte&Zba linearno naf&a do vrednosti0 in nato linearno pada do &elne vrednosti pri
Casut = 2. PocCasut = 2 je konstrukcija neobremenjena. Nadaljnje gibanje konzole je prosto nihanje,
ki vkljuCuje znaten upogib in torzijo. Spremljamo ga vsetdsat = 30. Konstrukcija dosee velike
pomike velikostnega reda doh obeh nosilcev.

10
Y L =
g 8 A
g6 | A
| / W\
4 i
27 ) [
0 |
— / A u,(A)
2 . u,(B)
-4 / ==== [Simo, Vu-Quoc, 1988],
6 - f 2 elementa
3 // === [Simo, Vu-Quoc, 1988],
u/ 10 elementov
'100 5 10 15 20 25 30

Slika 7.5: Odvisnost pomikov odasa za koleno (A) in za prosto ki&je (B) kolenaste konzole; sive
Crte prikazujejo rezultate Sima in Vu-Quoca (1988) za primer dveh in desetih elementov

Figure 7.5: The right-angle cantilever beam: time histories of elbow (A) and tip (B) displacements;
comparison with Simo and Vu-Quoc (1988) (grey lines) employing 2 and 10 elements

Simo in Vu-Quoc raun izvedeta za dve miig eno z dvema in drugo z desetimi kvadéaiimi elementi

ter pri konstantnentasovnem korak®.25. Metodaode23tbs tako majhnimstevilom elementov ne
more doséi smiselno majhne relativhe oziroma absolutne napé]eezahtevano natédnost sprostimo,
ratun sploh niizvedljiv. Kombinacija mie 12 elementov z dvema internim@&kama (kubten element)
za vsak del konstrukcije dohe 10 in numefino integracijoCetrtega reda (3 integracijskect®) ter s

pogojema za lokalno napako

Eabs = 1077 &y = [107°,107°,1071,107"]

pa zmore analizo vse diasat = 30. Casovni grafi pomika kolena in prostega k&g, prikazani na
sliki 7.5, se dotasat = 20 dobro ujemajo z grafi iz literature [Simo, Vu-Quoc, 1988], kasneje pa so
razlike izrazitege. VEje razlike poasut = 20 lahko opazimo tudi ob primerjavi rezultatov raziih
avtorjev iz literature, glej na primée [Ibrahimbegow, al Mikdad, 1998]. Velike razlike med razhimi
numertnimi postopki r&evanja raznih avtorjev se pdejo v Stevilu €asovnih korakov ir€asovni ter
prostorski zahtevnosti integratorja. Medtem ko [Ibrahimbegosi Mikdad, 1998] in [Simo, Vu-Quoc,
1988] uporabita lé 26 oziroma54 prostostnih stopenj, za koni rezultat pa potrebujeta le 12@sovnih
korakov, pa predstavljeni pristop zahteva 188Sovnih korakov velikosti 06.3350-107° d00.04012, v
vsakem koraku pa k&4 prostostnih stopenj za pomike in rotacijske kvaternione. Vendar je v primerjavi
potrebno upstevati, da omenjena avtorja v vsakem koraku iterativiojeta sistem nelinearnih diig



Zupan, E. 2010. Dinamika prostorskih nosilcev s kvaternionsko parametrizacijo rotacij 93
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL, Fakulteta za gradbemi in geodezijo, Konstrukcijska smer.

kar zahteva sestavljanje tangentne togostne matrike v vsakem iterativnem koraku, medtem ko pri uporabi
metodeode23tbtangentno togostno matriko (oziroma le njen piébk) v vsakemtasovnem koraku
izraCunamo le enkrat (glej poglavje 7.1).

Zaradi velikih pomikov se izjemno hitro spreminjajo tudi naklonski kotigmi prerezov nosilca. Zato

pri uporabi metodede23thki je zasnovana za integracijo v linearnih prostorih in ne ohranja narave rota-
cij oziroma enotskosti rotacijskih kvaternionov, prihaja v primerusipeanija vseBtirih kvaternionskih
ena&b do numeiinega neskladja. Norma rotacijskih kvaternionov se zelo hitro oddalji od vrednosti 1,
nakar uporabljena metoda nitveposobna zagotoviti zadostne n&tawsti r&una. Zato smo za primer
kolenaste konzole &itev izr&unali z redukcijo kvaternionskih eéla na tri komponente tako, da smo
prve komponente kvaternionady (x;, t) izloCili iz vektorja neznank in jih réunali posredno i% (z;, t)

z vezno enébo (4.23).

Opomba 17 Pri uporabi postopka redukcijstirin kvaternionskih enégb na tri (vektorski del) enibe

s sa@asno redukcijastirin kvaternionskih neznank na tri (vektorski del) smo se izognili numieni
tezavam, ki so posledica neugievanja narave rotacij pri popravljanju rotacijskih koin. Poleg ome-
njene redukcije, s katero smo dosegli zgolj ohranjanje lastnosti rotacijskega kvaterniona (4.23), bi lahko
ohranjanje enotske norme rotacijskega kvaterniona dosegli tudi s popravljanjem uporabljenega inte-
gratorja oziroma z uporabo nekega drugega integratorja, kidtpea naravo rotacij. Popravljanje ob-
stojeCih komercialnih integratorjev ni namen grijoCega dela, medtem ko uporabo dridgaga integra-

torja izvedemo v nadaljevaniju (glej poglavje 9).

=10
8
93
M;(1)
Fi(?) :
- A-ﬁ t T
9 9 X 2.5 5.0 t

F(t)=M,(H/10

|6—|Ms(t) My(1)/10=My(t)/2

Slika 7.6: Geometrija in ob#ba nepodprtega nosilca
Figure 7.6: Free-free flexible beam: geometry and loading data

Nepodprt nosilec v prostem gibanju.Zadnji primer obravnava gibanje popolnoma nepodprtega nosilca,
ki ga po z&etni obt&bi prepustimo prostemu gibanju v prostoru. Podatki o Zfite geometriji nosilca
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so predstavljeni na sliki 7.6, preostali podatki pa so:
L=10 Ap=1
EA=GA=10" EJ=GJ =500

10 0 O
J=| 0 10 O
0 0 10

Prostorski primer nepodprtega nosilca v prostem gibanjstatiiralaze Simo in Vu-Quoc (1988).
Izbrali smo mr&o 10 linearnih elementov. Natamost r&una je doldena z zahtevami:
Eabs = 1073 & = [1073,107%,1071,1071] .

V zaetnem stanju & nosilec v ravnini, ki jo doléata bazna vektorjg; in g3. V desnem krafcu

je saasno obteéen s t@kovno siloF; v smerig; in s tackovnima momentoma/s; in M3 okoli osi,
doloCenih zg, in g3. Vse obtgbe od ntelne vrednosti préasut = 0 dalje linearno naf&ajo do
Casat = 2.5, nato pa se linearno zmdnijjejo dotasat = 5, ko postanejo enake @ji prosto gibanje
konstrukcije opazujemo vse dasat = 15. Slika 7.7 prikazuje zri@lne zaporedne deformirane lege
nosilca doCasat = 5, projecirane na ravnink 7 in XY, slika 7.8 pa aksonometni prikaz gibanja do
Casat = 15.

Y 0 i
S

24 =5

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Slika 7.7: Ravninske projekcije poteka gibanja nepodprtega nosiléash = 5
Figure 7.7: Projections of the deformed shapes on the coordinate planes for the free-free flexible beam
totimet =5

Rezultat gibanja je primerljiv z rezultatom iz literature [Simo, Vu-Quoc, 1988], prav tako je primerljiv
velikostni redstevilacasovnih korakov; Simo in Vu-Quoc uporabita fiks&sovni korak velikosti.1,
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kar pomeni skupno 150 korakov, medtem ko je bilo s prilagodljivim korakom (velikosti medZzmibli
0.208 in 0.019) metode Runge-Kutta potrebnih skupno8@vnih korakov.

Slika 7.8: Aksonomettini prikaz zaporedja deformiranih leg nepodprtega nosilca piilmha casih na
¢asovnem obmigu [2.5,15.5]
Figure 7.8: Free-free flexible beam. Perspective view of deformed shapes on time ifténddl.5]

V [Simo et al., 1995] isti primer nepodprtega nosilca v prostem gibanju avtorji uporabijo za demonstra-
cijo uspe&nosti metode, ki pri konzervativnih primerih ohranja energijo, gibalno in vrtiln€kuali kar je
zadosten pogoj za dolgotrajno stabilnost nuBrega rduna. Kadar za dolgotrajentan uporabljamo
metodo Runge-Kutta, je smiselno izbrati metdiim viSjega reda z visoko natémostjo ob strogi zah-

tevi za lokalno napako, da prejgimo globalno kopgtenje numefine napake funa. Zato je za fan

na dolgemcasovnem intervall0, 500] primerna klasitna metoda Runge-Kutta reda 5, ki je v Matlabu
imenovanade45. Za absolutno in relativno napako tokrat postavimo&g&aahteve:

Eabs = 1077 £rq = [107°,107°,107%,1077] .

Metoda vBjega reda praviloma zazna tudi majhne oscilacije, zato postane ob strogi zahtevi Zaosttan
dolzina koraka razmeroma majhna in v obravnavanem primetimema velikostnega red#)—*; zato je
ratun zelo dolgotrajen (v obravnavanem primeru okrog 36 ur na PC). Venilar tadi po vé kot dveh
milijonih korakov ostaja stabilen (velikost koraka se po ustalitvi skoraj ne spremitjarvérez téav
doseecast = 500.



8 Resevanje dinamcnih enacb s pospl&eno metodo
Newmark

Sodobne integracijske metode, ki jih v zadnjih dveh desetlgtgitilni raziskovalci razvijajo na podtu
dinamike prostorskih nosilcev ob uporabi rotacijskega vektorja in Btgpanjem nelinearne narave pro-
storskih rotacij, lahko usfmo priredimo tudi za izpeljano kvaternionsko obliko @maMed metodami

je najpogosteje uporabliena dina Newmarkovih metod, ki so hamenjene pradesanju sistema di-
ferencialnih enéb 2. reda. Metode so predstavljene v mnogthenikih, ki se podrobneje ukvarjajo

z metodo koiinih elementov, na primer v [Bathe, 1996], [Belytschko et al., Zoﬁmsovni integrator
pospl&ene Newmarkove metode, ki Lgteva naravo rotacij, za parametrizacijo rotacij pa uporablja rota-
cijski vektor, sta razvila Simo in Vu-Quoc (1988). §lailj je, ta integrator prirediti tudi za kvaternionsko
parametrizacijo rotacij.

8.1 Izpeljava pospl@&ene metode Newmark za kvaternionske eitae

Sprva nakaemo kratko izpeljavo Newmarkove metode, kot je predstavljena in implementirana v [Simo,
Vu-Quoc, 1988]. Izhajamo iz z@dnosti razvoja funkcije v Taylorjevo vrsto, povzetih péhe-niku
[Krizant, 1990]. Zvezno r&étevy = f (x) diferencialne engbe drugega redg’ = F (x,y,y’) razvi-

jemo v Taylorjevo vrsto okrog tikea

(x —a)’

f”(a)+...+Tf(p)(a)+.... (8.1)

Ce vrsti (8.1) odvzamemo zatneclene do vkljitnop-tega odvoda, preostanek vrste imenujerstanek
Taylorjeve vrsten 0zn&imo s.5),

~.

5= > 0.
i=p+1 ’

Za ostanek Taylorjeve vrste velja, da ZaajemsStevilap konvergira proti n, kar lahko zagemo z
razliko prave funkcijske vrednosti in njene aproksimacije stkanTaylorjevo vrsto do vkljtno p-tega
Clena

Sp= 1 () - > T2 0 ()= g,

i!
i=1

Ce je funkcijaf (z) v okolici totke z (p + 1)-krat zvezno odvedljiva in ima odvof?+1) povsod ome-
jen, potem je ostanek Taylorjeve vrsig enak vrednosti predhodnega (zadnjega odvzetélgan vrste

96
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v neki tacki &, ki lezi medz in a [Kri Zanig, 1990, str. 502]

T — p+1
5,= S 19,

Tako funkcijo lahko torej tbno zapsemo s kobino vrsto

fla)y=>" @—a) o (a) + @=a™ i (). (8.2)
— il (p+1)!

Newmarkova integracijska shema za krajevne vektorje.Tocen razvoj funkcije v vrsto (8.2) upora-

bimo za zapis krajevnih vektorjev4&tne osi nosilca tako, da izberemoe= 2:

. At?
rg (tn + At) =14 (tn) + At 7y (tn) + — Ty &).

V izrazu nastopa prvi in drugi odvod krajevnega vektorj@&psu; ker pomenita hitrost in posyek t&ke
na osi, jima dodelimo oznaki
Ty =v, in T,=a,.

Torej velja t&en izraz

rg (tn + At) = 174 (tn) + At vg (ty) + — Y (€).

Vrednosti¢ v splasnem ne poznamo, 4depa medt,, in ¢, + At. Predpostavimo, da je posgek v
tocki (Casu)t,, zvezna funkcija.. Potem je na dovolj majhni okolici &ke ¢,, konstantna, nagajota
ali padaj@a funkcijatasa. V primeru konstantnega poSke je ustrezen prav vsake [t,,t, + At].
V primeru nar&CajcCega ali padajtega pospeka pa lahko pospek v taki & zapsemo kot linearno
kombinacijo robnih vrednosti

ag(§) =1 -0) ayg(ty) +bag (t, + At) (8.3)
za nek skalab € [0, 1]. Formula (8.3) velja tudi za konstantno vrednost p&&pe
(1-b)ag+bay=a4=ay4(§).

Izraz (8.3) je t@en za tako velikosh¢, da je pospgek na intervallt,,, t,, + At] monoton ali konstanten.

Z vrsto (8.2) smemo aproksimirati tudi hitrosti. Za aproksimacijo hitrosti izbenemadl, skalar linearne
kombinacije pospgkov pa oznéimo z+ € [0, 1]. Na koncu skalab € [0, 1] nadomestimo s polo&him
skalariemg € [0, %} 8= % in tako dobimo klasino obliko Newmarkove aproksimacije pomikov in
hitrosti priCasut,, 11 = t, + At:

,rgn+1] _ ,,,[gn] AL 'v[g”] + A2 [(; - 5) aé"] + 3 a[gn+1]] (8.4)
’U[gn+1] = ’U‘Ln} + At |:(1 - 7) a‘[gn] + 'Ya[gn+1]} ) (85)

za skalarjas € [0, 1] iny € [0,1]. Cas, na katerega se kiilia nan&a, je 0znéen z zgornjim indeksom

v oglatem oklepaju. Razlika[g"Jr” = 7oy + uL"“] — (rog + u[g”}) je enaka spremembi pomika

_
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Aug”] = u[g”“] ug”} in je, zato ker so krajevni vektorji in pomiki aditivne vektorske Kole, enaka
linearnemu delu spremembe pomil«au[g"] = 5u£,”]. Z updstevanjem teh zvez v (8.4) linearni del
spremembe pomika za&@mo kot

sulrl = Atoll) + A2 [ ( - ﬂ) It ﬂa[”“]} (8.6)

Newmarkova integracijska shema za rotacijske matrike, parametrizirane z rotacijskim vektor-
jem. UpdcStevati moramo, da se sprememba rotacijske matri€asa pri stanju v stanjen + 1 doda
multiplikativno:

R = ARJRY = exp (s00) RV, 8.7)

kjer je 5@)[9”] antisimetréna matrika z osnim vektorjerirﬂg”]; zgornji indekgn] pomeni popravek iz sta-

nja pricasut,, v ¢ast,,+1. Koliéinawg"] ne predstavlja trenutnega iterativnega Newtonovega popravka,
saj v enébeSe nismo vpeljali iterativhega pristopa popravljanja &oli Zaradi aditivhosti nekaterih z
rotacijo povezanih kofiin, kadar so izrzene v ponini bazi, pri izpeljavi preidemo na poirio bazo;

za podrobnosti glej disertacijo D. Zupana (2003), ali pa analogno izpeljavo aditivnosti za vektorje ukri-
vljenosti (5.86) iz poglavja 5.3. Tudi linearni del spremerrm,[g] oziromaw[”}, aproksimiramo v
skladu zze izpeljano Newmarkovo aproksimacijo za pomike (8.6) z vsoto prispevka kotne hitrosti v
predhodnem“:asuw[g in prispevka linearne kombinacije kotnih poSgev v pregnjem ter trenutnem

[n] . [n+1] .
casu i, IN oy
n n 1 i
oo = Atwl 4+ AP [ (2 - 6) L+ Ba j;ﬂ]} . (8.8)
Aproksimacija kotne hitrosti je enako oblikovana kot aproksimacija hitrosti (8.5):
“’[g[ﬁ]u = [CT;L[]n] + At [( -7) [C;}n] + ’Ya[ni}_]l } . (8.9)

Cetudi skalarjev3 in v ne dold&imo tako, da bi erizi (8.8)—(8.9) predstavljali tma izraza za popravek
rotacije in kotne hitrosti, pa predstavijg™ ! = exp (5@[9”] (ﬁ)) R[] lokalno aproksimacijo operatorja

R = exp (56[9"]) R tretjega reda; dokaz najdemo v [Simo, Vu-Quoc, 1988].

Zaradi nelinearnosti diskretnih etfaprostorskega nosilca za dinamiko jih je potrebrsgvati iterativno.
Izpeljane implicitne aproksimacije (8.4)—(8.9) se riaja na konstantebasovni korak. Z vpeljavo
locevanja med dvema zaporednima iterativnima stanjgmat1 v istemCasovnem koraku pa izpeljemo
ustrezne iterativne izraze, ki pa zavzamejo eksplicitno obliko. Kratkoziaicapotek izpeljave le za
kotne kolEine. Zaradi mnbice razlEnih stanj je pomembno ¢mo opredeliti koltino in pripadajéo
bazo, v kateri je izrZena; zato v nadaljevanju sistentatb navajamo pomene indeksnih oznak:

o (x ) ; je koliCina () ob zakljitku stanja \Casut,,, izrazeno v pomeni bazi zaklj€nega stanja v
ta sut G,

° (*)E”]G m+1 POmMeni spremembo kdiine () od stanja Wasut,, do stanja vi-ti iteraciji ob casu

i

tni1, izrazeno v predhodni iteracijski pogmi baziGE"“];

o (x)"

L pomeni spremembo kdiine (x) od stanja \asut,, do stanja vi + 1-vi iteraciji ob
7

i+1
« . - . . . . 1
Casut, 11, izrazeno v (trenutni) pondini bazig":

+1
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° (*)E"GJF,ILLI] je koli€ina(x) v i-ti iteraciji ob Casut,, 1, izrazeno v predhodni iteracijski pogni bazi
G[n—&-ll]

)

+1
L (*)[n én+l]
1+1

n+1
baziGlm 1.

je koli€ino (%) v i+ 1-vi iteraciji ob Casut,, 11, izrazeno v trenutni iteracijski porani

Trenutne linearne popravke neznank (iz iteracipeiteracijoi + 1 v ¢asut, 1) ozn&ujemo zgolj z
indeksom baze, na primét, in §9,. Aproksimacijo spremembe rotacijeéasat,, doCasat,, za dve
zaporedni iteracijski stanjiin i + 1 zapBemo v skladu z egdo (8.8) in vpeljanimi oznakami:

5 <«9W WH) = Atwl |+ Ar? [ < - ﬂ) b+ Ba "ﬁLl]] (8.10)

(o > At + AP [(- > 4 Balmt
< i+1,60 Gl p G[ ! it+1 GZ;{”

i+1

Enabi medsebojno ditejemo in uredimo

ot g 1 [5,9[”} — 519["] n+1} : (8.11)

i = %l t gar el

’L

Enaba (8.11) predstavlja eksplicitni postopek zadzmapriblizka kotnega posj&a iz iteracije v itera-

cijoi+ 1 v casut,,1. (519[2:11 Gl predstavlja spremembo rotacijskega vektorj&asat,, do iteracije
LG
i + 1 v €asut,1, izrazeno v trenutni bazi in ni enaka trenutnemu linearnemu popravku rotacijskega

vektorjadd. V i + 1-vi iteraciji ob casut,, .1 se izr&una iz predhodne spremembe rotacijskega vektorja

odcaséa,, doi-te iteracije oltasut,, 1, izrazene v predhodni bazi, to je 519["] i Z multiplikativnim

dodajanjem trenutne linearne spremerﬁ’dg[nﬂ izrazene v trenutni ba2|
1+1

519£Z]1 Gt = exp ! <exp (519[ n] n+1]) exp ((519 ﬁl])) . (8.12)
1+1 [

Kot je bilo omenjeno, trenutna linearna spremenﬁ’&g ~+1) Nima zgornjega indeksa. Oznakep ' v
i+1
izrazu (8.12) je inverz eksponentne preslikave niagga argumentR in ozn&uje postopek (in ne pre-

slikave, saj postopek ni endén) dol@itve osnega vektorj@ antisimetrénega operatorj®, ki pripada
dani rotacijiR = exp (®). Ker pri implementaciji uporabljamo zgolj kvaternionsko parametrizacijo
rotacije, se numethi izvedbi tega inverza podrobno ne posvetimo. Primer numerstabilnega algo-
ritma za inverz eksponentne preslikave niateiga argumenta je Spurrierov algoritem [Spurrier, 1978];
njegova uporaba je na podija toCnih teorij prostorskih nosilcev zelo rSigjena, vpeljal pa jo je Simo z
razlicnimi sodelavci (1986, 1988, 1991).

Ob lotevanju dveh zaporednih iterativnih star§asut,, . 1 iz ena&be (8.9) sledita izraza za kéme kotne
hitrosti

ol = wil+ At 0 =n) ol +rallL

wai e 1.6

o] _ +At[( e [] tra o1l }
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Izraza odtejemo in uredimo

o] —AM[ 4] ] ]

w p—
Z.7G£n+1] i+l vaﬁl i,G [n+1] i+l GETHH

7

Z uporabo enébe (8.11) nadaljujemo s preoblikovanjem tako, da pSlspeadomestimo s spremembami
zasukov:

ol :w[n+1] +7[(w[n} _519[n] nm} (8.13)

i+1,6lnt oGt BAE i+1,6lnt

Dobili smo eksplicitno iterativno izzavo kotne hitrosti v iteraciji + 1 s kotno hitrostjo iz predhodne
iteracijes.

Newmarkova integracijska shema za rotacijski kvaternion. Kon¢no izpeljemose Newmarkovo in-
tegracijsko shemo za rotacijske Kitie, izr&ene s kvaternionsko parametrizacijo. Kole, izr&ene z
linearnim popravkom rotacijskega vektorja, moramo zapisati v odvisnosti od linearnega popravka rota-
cijskega kvaterniona, kar dasemo z zvezo med obema (5.77). Najprej vizrazu (8?9}5] nadomestimo

sgl

sq,", rotacijske matrike zamenjamo z rotacijskimi kvaternioni in dobimo
gt = gl o gl = exp Gw};ﬂ) o, za 09" = 203 o g, (8.14)

Nato eng&bo (8.8) z uporabo povezave med linearnima popravkoma rotacijskega vektorja in rotacijskega
kvaterniona (4.57) preoblikujemo v kvaternionsko obliko:

Sl _in (] ) )
2q[ng+1 5q[Gv}n+1 — 519G[7L+1 At [ ] —|— At2 |: ( _ ﬁ) [ ] _|_ /B g{:i]lj|

~|T 1 TL * ~ N TL n

Enaba (8.9) ostane nespremenjena. gtreaNewmarkove integracijske sheme, prirejene za rotacijski
kvaternion, so zbrane v preglednici 8.1.

Preglednica 8.1: Pos@ena implicitna Newmarkova shema za rotacijski kvaternion
Table 8.1: Generalized Newmark implicit time-stepping algorithm for rotational quaternion

preme kol€ine

ouy’ = Aol + A2 [(§ - 8) o’ + paf ]

Tgn—i-l] [n} + du [n]

vyt = [g”] +At {(1 —7)ay) + va[nm]

kotne koltine

5‘12] = qg”] °3 {AtA[n[]nJ + A {(% - 5) . T 0 nﬁ]uJ}
gt = exp (5q[”] oy ) o gl =g} o exp q[G[]Zf o 5q[§9n]>
wgﬂ} — w[n] |+ At {( ) a [nﬁ]ﬂ Jr,YO[[n]

PreoblikujmoSe eksplicitne iterativne izraze za popravljanje kotnih hitrosti in pElepeiz iteracijei v
iteracijoi + 1 v odvisnosti od osnovnih rotacijskih neznank probleigg. Najprej zapsimo kolino
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619[1]1 Gln] v odvisnosti od trenutnega popravé, . Trenutni rotacijski kvaternlof;{ﬁ l'ima v bazah
v i1
B, in BG[nH enak komponentni zapis

i+1
~[n+1] [n+1]
Zapisemo ga lahko kot kompozitum psejih stanj in popravkov na ¥en&inov, na primer

~nd1] — AG, o ~[n41]
g

i+1,9 °gq; N
~[n+1 ~|n
4/ ey = A 088 (8.15)

i+1 i+1

Upostevali smo, da popravke rotacijskim kvaternionom v ustrezno izbranih bazah dodajamo z leve ali z
desne (glej poglavje 4.2.2fe up&tevamdse, da ima kvaterniogli™ v bazahB, in B enak zapis:

qé]—ﬁ[g]

lahko zapsemo enakost

Ag, 0al" =gl o Aq[n}

. (8.16)

+1
LG

Iz (8.16) izrazimoéz?i‘r]1 g V odvisnosti od rotacijskega kvaterniona in njegovega linearnega po-
P i1

pravka:
A/\[n] [n} o AG. o ~[n+1]
9, i+1 GEZL:” d,°49; .9
[n]* ~[n] _ -1 [n]* ~[n+1]
°04;, i1etn = P ( °Agyoq;, ) (8.17)
6195?_]1 Gl = 2exp”! (a[gn]* o Ag, o qgn;_”) . (8.18)

i+1
Inverz eksponentne preslikave kvaternionskega arguneepta je opredeljen v dodatku B3.

IzrazimoSe linearno in multiplikativno spremembo med trenutnim rotacijskim kvaternioﬁ@“gﬂ] in

rotacijskim kvaternionorg” zakljutenega stanja péasut,,, torej med<5(jl[7ﬂ1 in A(’;ﬁl, v odvisnosti od

trenutne linearne in multiplikativne sprememb@,in Ag. Najprej v enébi (8.16) upstevamoa[g”] =

A[n] [n+1} ~[n+1]

ter izrazimog!™*
160 s

ay=a) 0 0. (8.19)

' 7,

Nato iz en&be (8.17) |zra2|mdq[+} , uporabimo (8.19) in dobimo

[n+1]
) z+l

~[n] _ ~[n] -1 [n]* ~[n+1]
5qz+1 Gt g~ ©XP < °Agy0T;, )

= ag"] oexp (Aq[ ") [nt-1] qﬁ”j”* o Ag, o QERH])

= agn] o exp—l (Aq[ n] nt1) o AqG [n+1] > (820)

~[n] ~[n]
Aql+1 GE:,»—;—I - A(1 n+1 o Aqu"jﬁl’l . (821)
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m+1 V kvaternionski parame-

i+1
trizaciji rotacij povsem analogno popravljanju kotie 619[ "l Re oziroma pripadajoe rotacijske matrike

Po primerjavi z enébo (8.12) vidimo, da je popravljanje kblheAa[Z]

R (6ﬂ£’ﬂ1 G) Rezultat se prav tako ujema z izpeljanim pravilom iz poglavja 4.2.2 o desnem dodajanju
rotacijskih kvaternionov, kadar so ti zapisani v svojih &oin bazah.

S pomg@jo izpeljanih izrazov (8.14), (8.18) in (8.20)—(8.21) lahko eksplicitne iterativne izraze za apro-
ksimacijo hitrosti in pospgkov (8.11) in (8.13) direktno preuredimo v kvaternionski zapis. Eksplicitni
iterativni izrazi za aproksimacijo hitrosti in posp®v z uporabo kvaternionske parametrizacije rotacije
so urejeni v preglednici 8.2.

Preglednica 8.2: Aproksimacije za popravljanje dinamti koli€in
Table 8.2: Approximate formulae for dynamic quantities

pomiki zasuki
ry:[l; Z[ngﬂ} +ou ayfll; Agg o qE il , Ag, = exp (5qg o QEngH}
(56%1 Gt = = q[g”] oexp! (ngn] o Ag, o GET;H])
o ol e Bl =l e e [, e 0]
aliy = E’if” I I Y TITE R ) LR

8.1.1 Z&etni pribli Zki za nov Casovni korak: prediktor

Po zakljeni iteraciji pricasut,, potrebujemo z&etni priblizek za nowasovni korakt,, 1. Rezultati
predhodne zaklj€ene iteracije pr€asut,, so po izkénjah avtorjewtlanka [Simo, Vu-Quoc, 1988] ne-
primerni, da jih direktno uporabimo kot @etni priblizek pri naslednjengasovnem koraku,,, 1, zato
predlagajo, da na Zatku vsakeg&asovnega koraka predpostavimoeini prirastek pomikov in zasu-
kov: rg}f” = r[g"] in Rg"“] = RI", en&be za hitrosti in posgke pa na podlagi teh predpostavk
izpeljemo iz enéb za prehajanje methsovnimi koraki, preglednica 8.1. Obrazca zéetae priblzke

hitrosti ostaneta nespremenjena

ol = ol 4 A [(1 v)al + va[nﬂ]} (8.22)

ol =af) + at[a -y al +yaly], (8.23)

medtem ko sta obrazca zaCedne priblzke pospskov drug@&na

[n+1] _ 1 [n] _1/1 [n]

a, g tﬂ A B ag, (8.24)
~hntl] L o1 (1 ~[n]

O‘G,o tﬁwG 3 (2 ﬁ) Qg (8.25)

Enabe (8.22)—(8.25) imenujenmrediktor novegatasovnega koraka.
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8.2 Priprava enab za numericni racun

Pripravljeno imamo diskretizacijo neznank in glavnih &mg6.82)—(6.83) in naravne robne pogoje
(6.86)—(6.89). Skupaj tvorijo sistef (/N + 2) navadnih nelinearnih diferencialnih efeza prav toliko
neznank:

i [6"“ oCy ('7’&&’&) og*+gtoCk ('Y’é, HG> 0o g™ +g" oCy ('mmg) 0 6*’} (8.26)
R?)
+ nk — pA, ak =0

?/Qk [q oCM<'yG,mG)oq +q Afw 7 KRG )oq +quM<'yG,&G>oq*’kLR3 (8.27)

+m§—5(q oCx (')/G,FLG) *k)?k
o (3 oaf o)) o ) (0 (3 i 03 o)) oa”) =0
L/2 L/2
hi: 8%+ NL?2 4 / ngdx — / pA,itgdr =0 (8.28)
L/2 0L/2
hy: P /mgdx—/ (quN (Yan kG) 0 G* ) 7l de (8.29)

L)2

L/2
_/Zjo(:j(a*oagoa))oa*dw—/ﬁg<ao<j&39>oij*>dx—a
0

0

L L

hs: St — NL?Z 4 /n dz — /pArz'lgdx:O (8.30)
L/2 L/2

~ AL AL 2

hy: P — / /mgdw—/ (quN (Yar ka) 0 q ) 7o dx (8.31)
L2

L L
_ /ao (j(a*oagoa)) oG dE — / Q, (ao (TI&G) oa*) d¢ = 0.
L2 L2

Ko v diskreten sistem diferencialnih gtagibanja nosilca vpeljemo aproksimacije dinénif kolicin

— hitrosti, pospgke, kotne hitrosti in kotne posglee, ki so zbrane v preglednici 8.2 — iz diferencialnih
end&b nastanejo algebrajske &be, ki pa s&e vedno nelinearne. Zato uporabimo Newtonovo shemo za
reSevanje nelinearnih e, ki smo jo opisalie v poglavju 5.3.2. Newtonova metoda zahteva lineariza-
cijo dobljenih nelinearnih algebrajskih et kar zadeva linearizacije je bilo veliko dela storjengga
poglavju 5.3, kjer smo linearizirali stétie enébe. Po primerjavi statnih (5.41)—(5.46) in dinamiih
(8.26)—(8.31) enéb ugotovimo, da moramo pripraviti Ee linearizacijo (kotnih) hitrosti in pospkov

in tistih Clenov enab, ki te kol€ine vsebujejo. Olgajno dinamginih Clenov v linearizirani obliki ne
dodamao tangentni togostni matrild, temve jih zdruwzimo v novi matrikiM . Tako en@ba Newtonove
iterativne metode (5.50) zavzame obliko

(K[n1 I M[n}) Sy = — fI! (8.32)
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y" = 5y + y"

Matriko lineariziranih dinan@inih ¢lenov imenujemanasna matrikasaj v najpreprostdgm primeru
tockovnih masM dejansko vsebuje njihove mase. Matrilal” pa se izrda enako kot pri stathi
analizi nosilcev.

8.3 Linearizacija hitrosti in pospeSkov

Povsem preprosta je linearizacija premih hitrosti in p&&pe, izr&enih z enébami iz preglednice 8.2:

1
——0uy dag = ——dug. (8.33)

vy = EINE

5At

V (8.33) smo poenostavili zapise linearizacije hitrosti in p&kjae
dvg =D ('Ug)ug [dug] day, =D (ag)ug [dug].

Malo vet dela nam nalagata linearizaciji kotne hitrosti in pddf@e Posebej si oglejmo linearizacijo

~[n] ~[n]

0q' Gl po osnovnih rotacijskih spremenljivkah. V &t (8.20) jedq i1 Gl izrazena z osnovnimi
g i+1 i1
rotacusklml spremenljivkami, toda v tej iztavi nastopa inverz eksponentne preslikave kvaternionskega

argumenta. Preslikavo de@lno sicer znamo linearizirati (glej dodatek B), kadar je argument inverzne
eksponentne preslikave pos@&em rotacijski kvaternion. V izrazu (8.20) pa se v inverzu eksponentne
preslikave pojavi produkt treh rotacijskih kvaternionov, kar zahteva posebno skrb. 1zraz (8.20) preobli-
kujemo v obliko

exp (aén}* o 5?]\["} ) = fl\gn}* o Ag, o qg g—H]

i+1,6nt

in po definiciji smernega odvoda (dodatek A, definicija 3) lineariziramo obe stradbena

i+1,GIn 1 e=0

i+1

d d
< [nl* o 55l — & |glnlx s+
e [exp < 0dq" (5))} = [ o Aq,(e)oq;,

Na vsaki strani eraja se pojavi odvod eksponentne preslikave kvaternionskega argumenta po skalarju
€, saj jeAq, (¢) = exp (5 dg, o qg’:“” ) Odvod eksponentne preslikave je izpeljan v dodatku B2; tako

dobimo

d (/q\‘[qn]* o 66[”] 1] (€)>
A ( [l & 5™ ( )) G - (8.34)

[n+1]
i+1,Gy} de

= [GL"J* oA (5 g0 qgjl] ) ( A dq, q[nH]* ° agl;rf];i e=0
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Zaradi vé&je preglednosti léeno obravnavamo posamezne deleCbry8.34). Vstavime = 0 in za

A <a[g”]* ° 5q[ ]1 Gl (¢) | dobimo

i+1

[A ( Il o 5‘1[ ]1 Gl (e ))] . = (f]\[gn]* o a[gn] o exp_1 <aL”}* o Aag( )o ag";rl}))
e=

- (exp—1 (GL”]* o exp (O gy © q£n+1]*) al[';“]))

A
A

— A (e (a7 o Togt))
A

— <exp1 (A&E"C};[n+1]>>

Rezultat je smiselen, saj pove, da se v primeru, ko je trenutni popsgyesnak n€, koliCini 5g

A[n}
[n+1]
P |

in 5q[ ] Gl ujemata. V naslednjem delu diiee (8.34)
d (a[gn]* o 5q[ ]1 s (€ )> . i
dg — qg [¢] D <(5ql+1 G::l_l]) (1] [5qg]

i+1,9
e=0

nastopa iskana Ilnearlzacuéq["] LGl po §g,. Za naslednji izsek eftae (8.34), z zapisom
i+1

[A (5 34, 0 q£n9+1] )} __,» Po definiciji (B.6) matrikeA in zae = 0 dobimo

A (6) - I
Torej celotnemu izrazu (8.34) pripada zapis
A ["]* o 5(1[ n] ZI\M 5q["] [&1\ ] — a[n}* 08g, o q[”+1]* o a[n+1]
Zn-‘rl i+l G:L-;l] QEZ_J;E g g g 1,9 5,9

iz katerega izrazimo iskano Iinearizacijﬁw JANEY
(A

i1

D (3 ) o 990 =00 (6 47 (5o o ), 039
i+1,9

i+1

Sedaj je tudi linearizacija popravkov kotne hitrosti in pas{a€isto preprosta:

~[n . 2y ]« [n] .
D (&J +1] [n+1]> [64,] = —~¢; (G (5 [M) (64, ] (8.36)
i+1,G;7] ‘AI[Tllg] ﬁAt ( ) z+1,Gi+1 (AI[TEIJ
D (sa"t! [0G,] = —— ¢, ( "1*) 5™ [6G,] - (8.37)
i+1,6n 4 g+ 9 ﬂAtQ i+1,6in Y gl 9
i+1,9 i+1,9

Se preprostsj izraz pa dobimote poenostavimo zapisa linearizacije kotne hitrosti in pslspg trenutni
bazi
D <5wl+1 G[n+1]>a[n+1] [5(19] - 5wG D <5al+1 G[”+1]>q[n+1] [5q9:| - 6aG
i+1,9

i+1 1+1
1,9
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ter updtevamo, da se po vkfitvi (8.35) v endbi (8.36)—(8.37) faktorjab, (agb}) in ¢, (a["]*> po-
krajSata:

§o0 = ;ZtA ( [ oaq[y]gnﬂ)(p (qgnl*)qb (Agﬂ) 5k, (8.38)
Sag = ﬁthA_l <AW o5q[”] Zn+1>qf)L (A[” )¢ ( W)ak (8.39)

KoncCna izraza za linearizacijo kotne hitrosti in poSke sta zapisana z uporabo (5.61) v odvisnosti od
variacije osnovne spremenljivké, = dq, o q, ,. V enabi (6.71) pa polegoc = g, o @, 0 g, in
ag = ag* o Gg o g, nastopa tudis, ki jo je prav tako potrebno linearizirati. Ker velja

~ ~ o~ ax
Wy =¢gz0WwWaoqy,
dobimo

6@, = ¢ (A 0 B 0@y ) 0ky + &1, (d,) D1 (@) 006 + ¢y, (a0 D 0 )" Adk.

8.4 Linearizacija posameznihClenov en&b

Pripravili smo linearizacije posagrih dinaménih koli€in, zato lahko nadaljujemo z linearizacijo posa-
micnih €lenov glavnih enéb f,, f, in robnih en&b h; do hy, ki vsebujejo dinaniine koltine. Tem
¢lenom dodelimo naslednje oznake

wf =—pArag
G =—a0(7@ 0a,09)0q" =—go (Jag)oq
=0 (a0 (7@ 0@,09)03") =5@,) (a0 (Toc)a")
in
L/2 L
L= Of pA, aydé sh=— [ pA, ayde
B e ) L/2
24 — { o (JaG) oG *de Mp = { (JaG) oG *de
n=— [ 8@, (a0 (Tac)oa) i fn=[5@,) (ac (Toc)oq) ic

Antisimetricno matriko€2, oziroma njeno ragritev ﬁg smo zapisali kot spkno antisimetino matriko
(glej definicijo 3.21 in téko 1 opombe 10)

Q, =5 (w,).

Linearizacijo vseh dinargnih koli€in izvedemo direktno. Vektor vseh diskretnih neznank éi&na z
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y, Njegovo variacijo pa 2y:

i 'Ulg i i 511,0 i
kg 5kig
u% 5u%
Yy= kg 5yg: 5kig
]\}—‘rl 5UN+1
A%Url AX’Jrl

Linearizacije dinaminih &lenov ozné@imo z operatorjend, na primerD (}zyf> [0y,] = 8}, f. Line-
Y,

arizacije trikomponentnih vektorskitienov so preproste

(5éyf = —pA,day
L/2

L
Syh = — / pArdaydé  dgyhs = — / pA, Sa,de.
0 L/2

Zaradi podobnosti prikazujemo postopek linearizacije le nekaséirikomponentnil€lenov. Lineariza-
cijatlenaj f je
5(21;4]" = —0q, 0 (j&g) og*—qo (.?5&@) og*—qo (3&@) 0d(q")
= —¢r (Tac0a") 64, - o, (@) o (@) T dc
— &, (ao 3aG) A5g,
Matriko A smo spoznalze v poglavju 5.3.3, etda (5.53), prav takoApise poznamo linearizacijo ce-
lotnega rotacijskega kvaterniona ter kotne hitrosti in pékper smerivk,. Ker je S linearen operator

svojega argumenta, je njegova linearizacija enaketemu operatorjpS; [a] = S (da), kar je po-
kazano v primeru 1, glej dodatek A. Linearizacjﬁf je tako

030 f =8 (wy) (G0 (TBa) 0@ ) — S (wy) (83,0 (T&a) 07"
—S(wg)<ao<35u/30)oa*)—5( )( (fm 0 6q )
=5 (ao (.7%) o&*) dwg — S (wy) dr (JG;G oa*> P
=~ S (wy) 61, (@) 6 (@) T 686 — S (w) by, (d 0T G ) Ao,

Pri preureditvi prveg&lena iz kvaternionskega v maini zapis smo uporabili lastnost (5.69) antisime-
triénih matrik: S (@) b=-8 <5> a, kar velja za poljubndista kvaterniona, b.
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Linearizacija preostaliBtirikomponentnih dinandnih ¢lenov ima obliko:

L/2

Gyt = [ [on (T066007) 62, + 6, @ on (@) T 06
0
+o, (aojaa(;)msag} de
L/2

sih= [ [8(ae(336)0a") b, ~ S (w,) én (TGa0a") 5,

8 (wy) 61, (@) 65 (@") T 086 — S (wg) b1 (a0 T b ) Ao, | de
L

st =~ [ [on (T086007) 62, + 6, @ on (@) T 06
L2
+o, (6035&@)1&569} de
L
sith= [ [5(ao(306)0a") bw, - S (wy) én (TGa0a") 54,
L/2

S (W) b1 (@) b1 (@) T 0 — S (wg) b (40T D) A5G| d.
Z updstevanjem interpolacije osnovnih neznanih funkcij (6.81) oziroma njihovih linearizacij

N+1 N+1
Sug (z,t) = Zauz Li(z) 0k (x,t) Zak

lahko variacije osnovnih kdtin v izrazihdg,hy — d4,h3 IN V 6qyfos — dayf4p hitro izpostavimo iz
integrala.

8.5 Numericna integracija po kraju

Tako kot pri enébah za statino analizo nosilceglene v integralski obliki integriramo z uporabo Gau-
ssovih kvadraturnih formul (5.76). Izbira stopnja integracije je poljubna. Navajamo jo pri posameznih
numerEnih primerih. V primeru linearnih elementov brez internih kolokacijskitktzberemo dvot6-

kovno integracijo.

8.6 Lokalna napaka in prilagajanje casovnega koraka metode

V numertno implementacijo vgradimo preprosto, énkovito dvokor&no preverjanje lokalne napake.
Rezultatey" 12! v asut,, 11, ki so bili izratunani s korakom\t = ¢,,, 1 —t,, iz rezultatovy™ pri tasu

t,, primerjamo z rezultati, iz@nanimi z dvema zaporedningasovnima korakoma polduie dokine
At
7 1 1

y[n] 2481, y[n+At/2] 248t y[n-i-l]' (8.40)
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Primerjavo izvedemo s §asnim preverjanjem absolutne in relativne lokalne napake s pogojem

[nJrl]H
Yy
Hy[n"rl] H } < Etols (841)

kjer je e, predpisana meja za absolutno in relativno lokalno nagalsovnega koraka. Kot je razvidno
Ze iz oznak za rf&@tev v Casut,, 1, izberemo ténefo reitev, dobljeno s pologénim korakom%. V
primeru, ko pogoj (8.41) ni izpolnjen, razpolovimo korakt = 4t, in rezultatiy™+4%/2l iz (8.40)
postanejo kotni rezultatiy" 144 v Easut,, 1 = ¢, + 5.

n+1,At] _

min { Hy[n+mﬂ _ y[n+1]H 7 [

V kolikor je zatetni Casovni korakAt skupaj s pogojem za lokalno napako izbran tako, da je pogoju
(8.41) vestas zad&eno, smo za preverjanje lokalne napake potrebovali polovico (508@asovnih
korakov, kot bi jih potrebovali ob izbiri nespremenljivegasovnega koraka veIikos%ﬁ.

8.7 NumeriCni testi

Delovanje Newmarkove integracijske sheme na kvaternionskitbameprostorskega nosilca preverimo
na istih numegnih primerih kot v poglavju 7.3. Podatkov o konstrukciji zato ne navajamo ponovno.
Podajamo pa podatke o diskretizaciji, o toleranci za lokalno napakaetm&asovni korak. Pri New-
markovi metodi je pomembese pogoj za ustavitev iteracij Newtonove metode, ki ga podajamo s krite-
rijem

16yl < eNew,
kjer je oy vektor trenutnih linearnih popravkov iz eitze (5.50)£new pa je podatek. Metoda vkiguje
Se dva numeéina parametrg € [0, 3] iny € [0, 1], za katera izberemo vrednosti

1 .

2 ’

s tako izbiro parametrov postane Newmarkova metoda némestabilno trapezno pravilo brez nu-
mericnega dgenja, kot navajajo Belytschko in sodelavci v monografiji [Belytschko et al., 2000].

1
5—1 Y=

Spiralno gibanje upogibnega nosilcaKonstrukcija je opisana v poglavju 7.3 in predstavljena na sliki
7.1. Nosilec ponovno modeliramo z desetimi linearnimi elemendiezacasovni korak izberemo enak
dvojnemucasovnemu koraku iz [Ibrahimbegéyial Mikdad, 1998], toreAt, = 1. S tem zagotovimo
z&Cetek izr&una rezultatov $asovnim korakom’%, po preverjanju lokalne napake (8.41). Zaradi bolj
objektivne primerjave rezultata z rezultatom Ibrahimbegavin al Mikdada (1998), lokalne napake
skorajda ne omejimee(,; = 8 - 1071) in s tem dosgemo, da ostanéasovni korak konstanten, medtem
ko za zakljEek Newtonove iteracije postavimo strogo omejitev:

ENew = 1075,

Pomiki prostega kra§ta za celotegasovni interval0, 50] so prikazani na sliki 8.1. Za¥o primerjavo z
reSitvami, dobljenimi po metodi Runge-Kutta, so te dodane na slikotagtimicrtami. Dodatno s sivimi
Crtkanimi Crtami prikazujemdase rezultate povzete po Ibrahimbegavin al Mikdadu (1998). Ddiina

koraka se samodejno ni spreminjala, torej je prikazani rezultat dobljen z ekvidistagasoinimi ko-
raki dolzine0.5.

Spreminjanje pomikov prostega kf&ja sCasom ima podobno obliko, kot prikazujeta avtorja [Ibrahim-
begovt, al Mikdad, 1998], amplitude nihanja voanih pomikovu, in u, dosegajo iste vrednosti, toda
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Slika 8.1: Pomiki prostega kr&fia v odvisnosti odasa za primer spiralnega gibanja upogibnega nosilca

z uporabo metode Newmark; 10 linearnih elementov; primerjav&iaeni po metodi Runge-Kutta in

z rezultati Ibrahimbegota in al Mikdada (1998)dttkanacrta)

Figure 8.1: Free-end displacement of force driven flexible beam using the Newmark time integration me-
thod; 10 linear elements; comparison with results obtained by the Runge-Kutta time integration method
and with results by Ibrahimbegdvand al Mikdad (1998) (dashed-line)
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Slika 8.2: Pomiki prostega kr&jia v odvisnosti od¢asa za primer spiralnega gibanja upogibnega nosilca

z uporabo metode Newmark; 2 linearna elementa; primerjavaitvaeni po metodi Runge-Kutta in z
rezultati Ibrahimbegoa in al Mikdada (1998)4tkanacrta)

Figure 8.2: Free-end displacement of force driven flexible beam using the Newmark time integration
method; 2 linear elements; comparison with results obtained by the Runge-Kutta time integration method
and with results by Ibrahimbegdvand al Mikdad (1998) (dashed-line)
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nihajnatasa se Zmeta pa&asut = 25 vecati; spomnimo se, da sta bila nihaffesa pomikow: in us po
integraciji z metodo Runge-Kuta nekoliko maaj vendar konstantna. Tokrat drobne oscilacije na grafih
za pomikau; in us Niso opazne, kar je posledica velikeg@sovnega koraka s katerinsjh nihajnih
oblik ne zajamemo. Primer iztanamoSe z mréo dveh linearnih elementov. Ostali nunieri podatki
ostanejo nespremenjeni. Tokrat so nih&gsi pomikowu in uo po vseh treh metodah skoraj enaki, toda
drobne oscilacije pomikas v rezultatu z redk&o mr&o ponovno niso zajete.

Ker v resitvi z desetimi elementi opazimo nedhjen pojav daf§anja nihajneg&asa potasut = 25
primer analiziramase z mr&o 20 in 30 linearnih elementov. Z &&@njemStevila elementov se mesto
pojavitve dalganja nihajnegéasa odlai. Tako se v primeru mig 20 elemetov korak vidno podsd

Sele patasut = 50, pri modeliranju s 30 elementi Ele patasut = 75. Podalfevanje koraka fizikalno

ni opraviljivo, zato predstavlja napako metode. Ker uporabljen integrator ne ohranja invariant dinami-
nega sistema je podagvanje nihajnegéasa, kar nakazuje, da se vrtilna Kotia sistema ne ohranja,
pricakovan néin kopicenja napake. Ker z drobljenjem rieedosegamo bdlg rezultate in ker je podo-

ben pojav v manj izraziti obliki opazen tudi v delu [Ibrahimbegowal Mikdad, 1998] lahko zakltimo,

da izbrana linearna polinomska interpolacija za rotacijske kvaternione ni najbolj primerna.

uy(A)
uy(B)
u," (A)
u," (B)

==== [Simo, Vu-
Quoc, 1988],
2 elementa

=—+ [Simo, Vu-
Quoc, 1988],
10 elementov

Slika 8.3: Pomiki kolena (tka A) in prostega krafica (tccka B) v odvisnosti odtasa po metodi Ne-
wmark za primer kolenaste konzole; primerjava Zitvami po metodi Runge-Kutta in z 3#vijo iz
literature [Simo, Vu-Quoc, 1988]

Figure 8.3: The right-angle cantilever beam: time histories of elbow (A) and tip (B) displacements
employing the Newmark integration scheme and comparison with results obtained by the Runga-Kutte
method and [Simo, Vu-Quoc, 1988]

Kolenasta konzola z obtébo pravokotno na ravnino. Podatki o konstrukciji so enaki tistim iz po-
glavja 7.3, konstrukcija in obiba pa sta prikazani na sliki 7.4. Primera z sorazmerno veliidsovnim
korakom na tako velikemdasovnem intervalu zaradi divergencéuaa ne moremo iztainati za redke
mreze, zato sprva — tako kot v poglavju 7.3 — izberemoZuarg2 elementov z dvema internim&kama
na element za vsak del konstrukcije Ziak 10 in 3. stopnjo integracije (4 integracijsk&ke). Ostali
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podatki numegnega réuna so

Atg =05 e =8-1072 ENew = 1075,

Kljub dobri konvergenci v prvengasovnem koraku pogoj lokalne napake (8.41) zahteva, dasa/ni
korak takoj razpolovi. Ré&un se nato vse déasat = 28.25 izvaja s korakom velikosti 0.125, ko se
ponovno pojavi deljenje koraka. Vendar se niamje koraka nadaljufge naprej in prtasut =~ 29.8,

ko je At < 1079, ratun ustavimo. Nato izberemo natmefo mreo s po 16 elementi s tremi internimi
tockami za vsak del konstrukcije in z integracijo stopnje 4. Tudi tokr&asevni korak takoj razpolovi.
Ratun se do konca izvaja s korakom velikosti 0.125, kar je ravno polovica koraka, kot ga uporabita Simo
in Vu-Quoc (1988). Rezultat je predstavljen na sliki 8.3, kjer so zplarimerjavo prikazani rezultati
po metodi Runge-Kutta (pdasticrti) in tudi rezultati, povzeti po literaturi [Simo, Vu-Quoc, 1988] (sive
crte). NajvBje vrednosti opazovanih pomikov so pri zadnjemdéarau izrazite}i, to pa je lahko razlog,
da smo za izréun potrebovali nataimego mr&o. Rezultati po metodi Newmark se @asat = 15
skoraj povsem ujemajo z rezultati iz literature [Simo, Vu-Quoc, 1988].
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Slika 8.4: Ravninske projekcije poteka gibanja nepodprtega nosiléas = 5
Figure 8.4: Projections of the deformed shapes on the coordinate planes for the free-free flexible beam
totimet =5

Nepodprt nosilec v prostem gibanju. Nepodprti nosilec, predstavljen na sliki 7.6 in s podatki iz po-
glavja 7.3, modeliramo z desetimi linearnimi elementi. Podatki nutnega réuna so

Atg=02 £ =8-107"  enew = 1075,
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S tako ohlapnim pogojem lokalne napake dmseo, da se celotendan izvede z nespremenljivim
Casovnim korakomi\¢t = 0.1. Tak ¢asovni korak uporabita tudi Simo in Vu-Quoc (1988), ker se ujema

Z nihajnimcasom druge upogibne nihajne oblike nedeformirane konstrukcije. Ker so frekvence prvih
dveh torzijskih nihajnih oblik \8je, z izbiro takeg&asovnega koraka ne zajamemo vplivosjii ni-

hajnih oblik. Prikaz gibanja nosilca dasat = 5 je prikazan na sliki 8.4 z ravninskimi projekcijami.
Opazimo dobro ujemanije tako z rezultati po metodi Runge-Kutta iz poglavja 7.3, slika 7.7, kot z rezultati
Sima in Vu-Quoca (1988). \erazlike opazimo pri primerjanju gibanja konstrukcije do trikrat $kedja

Casat = 15. Slika 8.5 prikazuje aksonomatrio zaporedje deformiranih leg dasat = 15 za rezultate

po metodi Newmark (primerjaj s sliko 7.8, kjer je tak prikaz narejen za rezultate po metodi Runge-
Kutta). Zdi se, da so razlike enakega izvora kot pri primeru spiralnega gibanja upogibnega nosilca, saj se
ponovno pojavi dafanje nihajnegéasa.

Slika 8.5: Aksonomettini prikaz zaporedja deformiranih leg nepodprtega nosilca piilma casih na
¢asovnem obmiu [2.5,15.5]
Figure 8.5: Free-free flexible beam: perspective view of deformed shapes on time if&érVved. 5]



9 PotujocCi delec

dinamini odziv potujatega delcana odziv konstrukcije. lzraz potujodelec (angl. moving mass)
ozn&uje pomik takega togega telesa vzdobsilca, ki ima z nosilcem tako majhnoésto povsino, da

stik telesa reduciramo na encim, poleg tega pa njegovoZi&Ce potuje v zadostni Hini teziStne osi
nosilca, da lahko vpliv oddaljenosti od osi nosilca zanemarimo. Vpliv takega telesa nado-mestimo z
delcem na t&i&Cni osi nosilca, v kolikor ima dovolj majhno vrtilno k@ino. Predpostavimo, da je masa
delca konstantna, da se ne odlepi od nosilca in da potuje p& patiosi nosilca. Predpostavimo tudi, da
poznamo zéetno lego in hitrost delca}f”, ki predstavljata z&etni pogoj za diferencialno e@lao gibanja

delca. PotS podamo s predpisanim zaporedjem v8izliNa koncu izbrane poti lahko potdjodelec
odstranimo s konstrukcije, na primer za modeliranje spusta kopalca po vodnem toboganu, premika in
odlozitev bremena przerjavu, prehoda viakéezzelezngki most, lahko pa predpemo, da delec ostane

tam, kjer je zakljéek podane potb, na primer premik delov robota, premik bremenazgnijavu, ki mu

ne sledi takdgjnja odi@itev.

Vpliv delca na nosilec hadomestimotasovno spremenljivimi obkbami, lego delca na nosilcu pa
doloCimo z gibalno enébo delca, ki jo dodamo sistemu éta Nova neznanka je trenutn&ia dokina
opravljene potis (¢), merjena v zéetni nedeformirani legi.

Vpliv potujoCega delca numeo implementiramo v kombinaciji s pospgieno metodo Newmark, pred-
stavljeno v poglavju 9.

9.1 Izbira krivo Crtne baze in ukrivljenost teziscne osi

Vzemimo, da se delec z maso v Casut nahaja v téki T (x,t) teZiSne osi elementa, dadieni s
parametrom: = s (¢) in s krajevnim vektorjemr (s (t) ,¢). Za opis gibanja delca po krivulji izberemo
standardni krivortni koordinatni sistem, ki ga doda poméno izhod&e v trenutni téki 7' (s (t) ,t) = T

in trojica baznih vektorjev:

By (s (t>7t) = (Et (s (t>7t)7€n (S (t)7t>7€b (s <t>7t>)'

Zaradi preglednosti besedila in izpeljav v nadaljevanju argumente odvigrosti t) opustimo in ga v
primerih, ko bi lahko pSlo do zamenjave kdlin, nadomestimo s spodnjim indeksdg). Pri dolctanju
baznih vektorjev moramo biie posebej previdni, sparameters € [0, L] pri poljubnemcasut ne
predstavlja naravne parametrizacije deformirangi$éne osi Podrobnosti konstrukcije standardne
krivocrtne baze najdemo v [Vidav, 1989, str. 22—25], tukaj pa navajamo le definicijo in poimenovanje
baznih vektorjev. Prvi bazni vektor .,

N T

6= 9.1)

7]

114
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imenujemaangentadrugi bazni vektor

SRl GO 9.2)
"= el '
imenujemo(glavna) normalan tretji bazni vektor
e, =€t X ep (9.3)

binormalana krivuljo v tatki T'. Poudarimo, dértica( )’ ozna&uje odvod po parametruc [0, L]. Tako
bazo obtajno imenujemapremljajce Frenetovo ogrodj§vidav, 1989] alinaravni trieder Iz zgornje
definicije baznih vektorjev je razvidno, da lahko Frenetovo ogrodjeGimio samo tistim tdkam na

tezitni osi nosilca, v katerih je krivuljg = 7 (s) dvakrat zvezno odvedljiva in sta prvi in drugi odvod
krajevnega vektorja po naravnem parametru linearno neodvisna vektorja [Vidav, 1989].

Za nadaljnje delo izrazimo drugi in tretji bazni veki& v odvisnosti od odvodov krajevnega vektorja
7 in njegovih odvodov po parametrj s tem izrazimo nove bazne vektorje z osnovnimi neznankami
problema:

S il G v o VA
S GV [ D ERA a1l

/-, ?1) 7!

)

(9.4)

(9.5)

= — XA\
RO

B/ IR
GRIGETDIH.

IzkaZze se, da se odvod tangentegiaraza z normalo Frenetove baze [Vidav, 1989]:
e, = (& - en) en. (9.6)

Odvod prvega baznega vektorja po paramettobimo tudi z odvajanjem izraza (9.1):

1) T T

1
RIE
1 —/

“

GRS R
x (r" x7)]. (9.7)

Primerjava z enébo (9.4) pokae, da st&,, in e; vektorja z enako smerjo, ptemer je prvi enotski, drugi
pa ima velikost

77 x (" x 7|
I ’

I~
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zato je tudi njun skalarni produkt te velikosti

oo P x|
tt€n = —~ 3
1771l

(9.8)

Na tem mestu je smiselno definirdte glavno ukrivljenost t&s&ne osi v téki 7', ki ima v najve;ji
splasnosti obliko, glej [Vidav, 1989, str. 25, en. 5]
G e _ 7 (7 x )

Kq = = . (9.9)

ol 7

Pripadaj@i glavni polmer ukrivljenostie enak reciproni vrednosti ukrivljenosti

P (©.10)
NGRSO |

9.2 Hitrost in pospesek delca

Vektor hitrosti pove, kako hitro se spreminja krajevni vektorgasu. Ce se obtasut delec nahaja v
tocki, doloteni s krajevnim vektorjem (t), ter obCasut + At v tocki, doloteni s krajevnim vektorjem
r (t + At), je njegov vektor hitrosti preasut limita diferertnega kvocienta

L FAY T dF -
Ud_AI}eIEO At “ar "

Ker je lega delca na osi nosilca dokna s parametrom) ta pa se €asom spreminja, je krajevni vektor
posredna funkcij@asa. Zato velja

N d?dS . C =/ 7_"\, . 4\H4\

H = = ! €t. (911)
7]
Uporabimo pa lahk&e drugéne zapise, na primer
Vg = sign(s) |$] H?'H e; = sign(s) H?H €.

Ugotovili smo, da je hitrost kolinearna tangenti in ima velikpst|r’||. Njena smer je enaka smeri
tangentege jes > 0 in nasprotna smeri tangente ga< 0. Enaba (9.11) bi imela v primeru, da je
naravni parameter v poljubni legi (oztimo ga s5) preprostejo obliko:v; = 5e; = v, €;, Saj za odvod
krajevnega vektorja po naravnem parametru v#@ = 1ins = vy, glej na primer [Saje, 1994, str.
5]. Tudi spl&nefo en&bo za hitrost (9.11), kjes ni naravni parameter v s@ai legi, lahko ob izbiri
oznake

vg = s |7 (9.12)
zapgemo enako preprosto:
Uy = v, (9.13)

kjer je |vq| velikost hitrosti,sign(vg) smer gibanja delca glede na tangento in sisgm(v) > 0, Ce se
delec giblje v smeri tangente #ign(v) < 0, Ce se delec giblje v nasprotni smeri.
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Odvod vektorja hitrosti p&asu je pospek:

da=v4 =3 H€t+S(H N e+ sl e

{7+ W
|\ ds dt

E R
= 5|7 + 52 " 5] @ + 2|7

Vektor e/ smo z enébo (9.7)Zze izrazili z baznimi vektorji Frenetovega ogrodja. Ko &mwvamose
en&bo (9.10), lahko zapemo

N

= 57+ (7

R . ) N -/ X pon /4 X =/ .
€t)] e, + &2 HT/H | (7 r )”e

I71? "
=[5+ (@) 2 e (0.14)

Enaba pove, da sta pri gibanju delca po krivulji n&glni samo dve komponenti posg&; prva je
v tangentni smeri in druga v smeri glavne normale; komponenta pkape smeri binormale je @i
V kolikor odvajamo preprostgp obliko enabe hitrosti (9.13), je formalna oblika ettze za pospgek
preprost&ja

ag = Oda—i—’ud?{é

_ 77 > (7" x )]

= Vg€ + V458 7 ’||3 €n
1.

= Vger +vi—en (9.15)
Pd

in se ujema s formalnim zapisom za primer naravne parametrizacije osi, glej [Ah)d3&anow,
1965, str. 28, en. 2] ali [Saje, 1994, str. 9, en. 23]. Pri zapisu fdaspeobliki (9.15) je jasngj pomen
posameznittlenov. Na pospgek v tangentni smeri vpliva spreminjanje velikosti hitrosti, na psspe
glavni normalni smeri pa velikost hitrosti skupaj z glavno ukrivljenostjo osi.

9.3 Gibalne en&be delca

Gibalna enéba (6.1) dol6a, da je vsota vseh sil enaka odvodu gibalneckadi. Gibalna koltina delca

je enaka produktu mase in hitrosti, njen odvod pa je ob predpostavki o nespremenljivi masi delca enak
produktu mase in pospka. Rezultanto sik,, s katero ogemo delovanje nosilca viki T' na delec,
zapBemo kot linearno kombinacijo baznih vektorjBy (slika 9.1 (b))

Ed = Tye; + Nye,, + Bgep :fd+ﬁd+§d. (9.16)

Silo T imenujemo sila trenjaﬁd in By pa normalna in binormalna sila podlage. Za reakcijske sile,
zapisane po smereh naravnega triedra, po Coulumbovem zakonu [Ante]anovt, 1965, str. 281]
velja, da je velikost sile trenja sorazmerna velikosti rezultante normalni¥ysH B, in da je njena smer
nasprotna smeri hitrosti delca

T, = —MHNﬁéd (9.17)

H [l
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(a) Sile, ki delujejo na nosilec: (b) Sile, ki delujejo na delec:

Slika 9.1: (a) Sistem sil na nosilcu; (b) sistem sil na delcu
Figure 9.1: (a) Forces acting on a beam; (b) forces on a patrticle

Sorazmernostni faktgr imenujemokoeficient trenja Koeficient trenja je odvisen od podlage, hitrosti
podrsavanja in velikosti sthe povéine teles ter se dada eksperimentalno. Tukaj predpostavimo, da je
koeficient trenja konstanten. Ei#o (9.17) lahko zapemo tudi drugée

fd = —sign ($) p Hﬁd + EdH e;.
Poleg reakcijskih sil upgtevamdse gravitacijsko silfd, ki deluje na delec
ﬁd = mgey,

kjer g ozn&uje velikost té&nostnega pospBka,e, pa enotski vektor smeri delovanja sil@testi. Tudi
F; zapBemo z vsoto sil po smereh naravnega triedra

ﬁd = ﬁt =+ ﬁn + ﬁb
= Fie; + Fe, + Fpey

Za
F,=F;-¢, FE,=Fy-¢e, F,=F; ¢ (9.18)

Ostale zunanje vplive zanemarimo.

Gibalne enabe delca doléajo, da je vsota zunanijih sil (9.16) in (9.18) enaka produktu mase in §kespe
ﬁd + fd = mad,

kar lahko ob upétevanju (9.15) razbijemo na komponentneGiea

fdl : Td + Ft = mi;d (919)
1

faz i Ng+ Fp = mvfl; (9.20)
d

Jaz : Ba+ Fp = 0. (9.21)

Nove neznanke so poleg opravljene pgtglede na nedeformirano os nosilca, tudi komponente reak-
cijske sileT,;, Ny in B,;. Dodatno,Cetrto enébo, predstavlja Coulumbov zakon (9.17). Neznaiko
znamo takoj izraunati in sicer

By = —Fy,
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zato enébe (9.21) ne dodajamo sistemu ébaEndbi (9.19)—(9.20) pa lahko z uporabo &éba (9.17)
zdruzimo v skalarno diferencialno eéao za neznano funkcije(t)

+ F; —muog = 0.

fa : —sign (s Hmvden — F Fb

Ce up&tevamo, da lahko komponentam sil2rtesti izpostavimo velikost mase

Fy =mg (eg - €)
F, =mg(eg - en)
Fb:mg(gg'é\b)>

lahko maso pokr&amo iz endbe f,;; poleg tega oznake,; nadomestimo z izrazom iz etlae (9.12) in
dobimo

. ‘ Sl x (7" x| - IR R .
a s —sign (5) |32 HQ,HQ Nz, — 5@ 209G a5
T

+g(eg-e) — 57| —* (7" &) =0.

(9.22)

Teznostni pospéekg = 9.81 m/s2 je konstanta in za vektai, na povini Zemlje predpostavimo, da je
konstanten vektor. Ostali skalarji in vektorji so @& predhodno izégeni z osnovnimi spremenljivkami.
Enatbo (9.22) dodamo sistemu draprostorskega nosilca (8.26)—(8.31).

9.4 Updcstevanje vpliva gibajaCega se delca na nosilec

V prejSnjem poglavju smo pri zapisu gibalnih &baupctevali silo Ry, s katero nosilec v ki stika
deluje na delec. Zato moramo tudi na nosilcu ékicstika" updstevati obratno sile- R, s katero delec
deluje na nosilec.

Vsaka t@ka teisCne osi nosilca zadda lokalni ravnoteni engbi (6.70). Lokalno ravnoige sil velja
tudi za t@&ko 7' s krajevnim vektorjeny (s (¢),t), v kateri se trenutno nahaja delec. Robni&na
(6.86) in (6.88) smo izpeljali iz eitd (6.45) in (6.47) z integracijo etbe lokalnega ravnoiga (6.70)
na obmdjih [0, £) in [%, L]. Notranja silaV (z,t) ima pri7 (s (), t) tocko nezveznosti (skok), zato
lo€imo levo in desno limito notranje rezultantne sile Pri

NE (s,t) = lir%ﬁ (x —e,t)
e—

NP (s,t) = lir%ﬁ (x+e,t).
E—

V skladu s sliko 9.1(a) je

NP - NY=_-T,— N,— By (9.23)

Sile na desni izrgunamo iz komponentnih gibalnih e&ta(9.19)—(9.21):
Ty = [mis|[F"]| +ms® (ﬁ’ @) - (Fa-a)] @ (9.24)
Nd— ['ms2 Hr H Kdq — )} én (9.25)

By — (Fd eb) & (9.26)



120 Zupan, E. 2010. Dinamika prostorskih nosilcev s kvaternionsko parametrizacijo rotacij
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL, Fakulteta za gradbei in geodezijo, Konstrukcijska smer.

Ker so engbe nosilca zapisane v refet@m baziB,, tudi reakcijske sile med delcem in nosilcdipn Ny
in B, zapsemo v referetni baziB,: N 44, Ty, in By ,. LoCimo primera, ko se delec nahaja v prvi ali
v drugi polovici elementa:

. . L
1. Naj velias € [0,%

izraCunamo kot:

). Potem integral erde lokalnega ravnaciga sil (6.86) po tem obnigu

s L/2 L/2
/N;d:c + / Nydx + / (ng — pA;7,)dz = 0.
0 s 0

Z integracijo dobimo

L ..
Ng (s,t) = Ng4(0,t) + Ny (2,t) —NgD (s,t) + / (ng — pAy1ry)dx = 0.

Po urejanju sledi

L )
N (s.8) - NP (s,6) + N, <2,t> _N,(0,1) + / (ny — pAyity) dz = 0.
Nd,g+Td,g+Bd,g

Razliko leve in desne vrednosti notranje rezultantne sile pfis po en&bi (9.23) nadomestimo s
tockovnimi silami, ki predstavljajo vpliv gibajtiega se delca na nosilec. Izrazimo sedaj rezultantno
notranjo silo pric = 0
L/2
L
N)=Taqy+ Ngg+ Bag+Ng + / (ng — pA;iy) dx
0
in jo uporabimo v robnem pogoju (6.45)
L/2
L
Sy +Tig+ Nag+Bag+Ng + / (ng — pA,#,) dz = 0. (9.27)
0

Kadar se potujoi delec nahaja na obriju [0, %) , moramo torej robni pogoj (6.86) nadomestiti s
pogojem (9.27).

2. Podobno postopamo v primesue [%, L]. En&bo lokalnega ravnobga sil (6.88) razbijemo na
dva dela in dobimo

L
L ..
NL(s, )= ND (s,t) + Ng(L,t) — N, (2,75) + / (ng — pA,#,) dx = 0.
T(l,g+Nd,g+B(l,g L/2

Izrazimo rezultantno silo pti = L

L

L
Ng =-Ty,—Ngy—Bag+Ng — / (ng — pA,ity) dz

L/2
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in jo uporabimo v robnem pogoju (6.47)

L
L
St +Tyy+Nyg+Bag— NZ + / (ng — pAsity) dz = 0. (9.28)
L/2

Robni pogoj (6.88) nadomestimo s pogojem (9.28), kadar je pGitdglec na obmgju [%, L} :

9.5 Numericno reSevanje

Vpliv gibajoCega se delca dodamo implementaciji dinémai analize linijskih konstrukcij iz poglavja 9,
ki uporablja Newmarkovo integracijsko shemo. Zato tudi dodatnélemaSujemo z uporabo Newmar-
kove sheme. V skladu z etlaami iz preglednice (8.1) torej velja

st = At s 4 Ar? [(; — 5) sl 4 é["ﬂ]} (9.29)
sl — glnl 4 sgm) (9.30)
g+l — gl Ay {(1 — )l gy g[nH]} , (9.31)

zaf € [0, %] in € [0,1]. Po vpeljavi teh zvez eitaa (9.22) postane algebrajska nelinearn&leaan
jo skupaj z enébami nosilca réujemo iterativno z Newtonovo iteracijo. Iterativha aproksimacija hitrosti
in posp&ka delca v smeri tangente je po ébah iz preglednice 8.2 oblike

SZ['TII] _ S£7L+1] + ﬁltds (9.32)
sy =t FaE0s (9.33)

kjer je ds trenutni popravek Newtonove iteracije. Nov pritk opravljene poti v novi iteraciji je

sl — g (9.34)

Prediktor posp&ka v noventasovnem koraku doimo enako kot v poglavju 8.1.1, in sicer tako, da
predpostavimo idielno spremembo poti. Tako iz g (9.29) sledi obrazec prediktorja za spreminjanja
drugega odvoda poti delca
1 1 /1

gln+1] — = cIn] 2 (2 _ 3 g0l

s ﬁAtS 3 (2 ﬂ) st
endba (9.31) pa ski za prediktor prvega odvoda poti delca.
Prediktorji prveg&asovnega koraka pri= At imajo tako obliko

1 1/1

L (V) Y R (U

S ﬂAtS 3 (2 ﬁ) S

s = 5100 4 A [(1 — )50 4 ’yé[lq

sl = g0 — .
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9.6 Linearizacija

Zaradi iterativega f@evanja enéb z Newtonovo metodo moramo éf (9.22) linearizirati. Prav tako
moramo linearizirati novélene (9.24)—(9.26) v robnih edlaah (9.27)-(9.28). Linearizacijo moramo
izraziti v odvisnosti od osnovnih diskretnih neznank, ki smo jim dodaliparameter poti. Zaradi
preglednosti najprej linearizirajmo posamezne &k pri argumentys (t) , t).

9.6.1 Linearizacija krajevnega vektorja in njegovih odvodov

Krajevni vektorr, = rg] + uy do taCke T je funkcija spremenljlvku’ in s, kar poudarimo z zapisom

rg (ug, s) = TLO] (s) +ug (ug, s)

Posebej si oglejmo linearizacijo krajevnega vektorja deae Ieger[o] (x(s)):

[0]
ary) (o (s)) d

(0]
ory (z(s)) = . I
Zveza mede in s je bodisi oblikexr = s, kadar smo na prvem ali edinem elementu, ki ga delec eete
N™(t)
bodisiz = s — Z L7, kadar je deleze pretekel elementel(, ely’, ...,elmm(t) skupnih doZin

N™(t)
Z L. V obeh primerih Jed— = 1 in linearizacijo krajevnhega vektorpei?] lahko zapsemo krage

drl0
(5r[go} = d—i&s = r[go]’ (s)0ds.

Podobno postopamo tudi pri linearizaciji pomika
N+1 N+1
; dL; da:
Suy = ZLéu +Z uy— -0

N+1 N+1

= Z 5u;L¢ + Z ungds.
i=0 =0

Linearizacija krajevnega vektorjadke T je tako enaka

N+1 N+l
ory = r[go}’és + Z dugLi + Z ulngch (9.35)
N+1 '
=rps+ >  Libul.
i=0

Linearizacija njegovega prvega odvoda je

or! = orl +6

N+1
il
Z ugLi
=0
N+1
o / 7
= rgés + Z Liéug

1=0
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drugega odvoda pa

N+1
i
E u,L;
1=0
N+1
_am "o i
=7y ds+ E Ly ouy,.
1=0

orll = 51 46

9.6.2 Linearizacija baznih vektorjev

Najprej se lotimo linearizacije tangente (9.1). Norma vektorja je kvadratni koren skalarnega produkta
vektorja s seboj:

N

Irgl = (rgorg)

in izraCunamo linearizacijo skalarnega faktorja

1 1
0 =— or, -7 (9.36)
() =
Variacijo e; ; izrazimo zér:
dery = —% (ryer )7% (67, 1, +ry - 0r) 1, H: H ),
1
= oryery) Ty + or!.
e O g

V levem Clenu o7, nastopa v obliki, ki ni primerna za uporabo Newtonove iterativne metode. Zato
produkt vektorjev(ér ") r}, zZapBemo po pravilu (6.12):

(3rlors) vy = w4 < oy 5v%) -y 2,

Rezultat uporabimo pri izéavide; 4 in po preurejanju dobimo:

1 I,

Se; . = ——r' x (v x 5r’ g or!

= e ) 5T g
_ Sle)Slew),
R

Vektorski produkt smo nadomestili z operatorskim zapisom (5.7) antisitnetya operatorj&.

Pri linearizaciji glavne normale izhajamo iz zapisa (9.5), na katerem uporabintb@(@.36), in do-
bimo:

(57';><(7' xr)—i—r ><((5r”><r)+r x(r;’xér;)

Peng = i (v %70

(7 X 75 X6)) (5 1 (11w 4)) - (1 % () x 7))

[ G A |
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Prvi €len, ozn&@imo ga zA, z uporabo antisimetthega operatorja in menjave faktorjev preuredimo
[S (ry) S (rg) =S (rg x )] o1 = S (r) S (ry) o

g g

)

!/ " /
I > (rg x ) |
medtem ko drugtlen zahteva vedela, zato vpeljemo oznake za poséanei dele

_ (rgx (rgx 7))

Ty x (e <))

By = (9l x (1 x %)) - (v x (1 x 7))

By = (r’ X ((51‘” X r')) . (r

Bs = (r ><(r x or! )) (r x(ri;’xrz))

V B po pravilu m&anega produkta cikino zamenjamo faktorje

By = [(r'g’ X 'r’g) X (r’g X (rg Xr ))] (57‘ . (9.37)

Taka oblika zapisa ni primerna za nund® implementacijo (erida (8.32)), ker variacija osnovne
(vektorske) kolEine nastopa v skalarnem produktu. Zato je potrebno zapismsploblikeb,B; =
b, [c4 - dd,), ki se pojavi v linearizacije,, , po updtevanju enébe (9.37), nadomestiti z vsoto produktov
by (cg - 0dy) = ¢4 X [by x ddg] + [bg-cgy] dd, (9.38)
in dobimo
byB1 =8 ([r'g’ X r’g] X [r’g X (r’g’ X 'r;)]) S (by) o7
+ (by - [(rg x7g) x (rg x (rg x 7g))]) 7.

Podobno preuredim$e B; in Bs z dvojno zaporedno cikino zamenjavo

By = [(rg x (rg x rj)) x rg] - [org x 7]

= [, x ((rfy x (ry x 7)) x7,)] - or)) (9.39)
By = [(rl x (rg xry)) x 7g] - [rg x o]

= [((ry x (v} x 7)) x 1) x 5] - 07, (9.40)

scemer zavzamata enako sgho obliko kotB1, zato lahko ponovno uporabimo (9.38) in dobimo

byBy = S (r, x [(r, x (v x 7)) x r}]) S (by) 67}
by« [ry x ((rl x (rg x 15)) x 75)]) o7
(ry x (ry x 7)) x r] xr7) S (by) 67,

[
by - [((rg x (rg x mg)) xrg) x 7]) dr.

Zadniji bazni vektor ima preprosto linearizacijo

+ (by
byBs = S (
+(

depg = 0€ig X €y g+ €1 g Xden,
=—S(eng)lerg+ S (ery)deny,.

Opomba 18 V linearizaciji krajevnega vektorja (9.35) nastopa odvod interpolacijske funkcije po kraju.
V linearizaciji baznih vektorjev kriviitne baze nastopajo drugi odvodi linearne spremembe krajevnih
vektorjev paasu. Da zagotovimo vplive med delcem in nosilcem moramo zagotoviti, da so tretji odvodi
interpolacijskih funkcij nerdielni; za polinomsko interpolacijo je zato potrebno izbrati vsaj polinome
stopnje tri kar ustreza izbiri dveh notranjih kolokacijskiltko
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9.6.3 Linearizacija ukrivljenosti

“ .. . Al 2 . . « . . - / 2
Ker v endbah nastopa krivinski polmer v oblikir, || / pa, pripravimo3e linearizacijo izraz§r’||” xa,
ki ga zapsemo

_ Iy x (rg < 79) |

(A

LinearizacijoStevca ulomka, ki dola ukrivljenost, se skrivae v linearizaciji normale, saj je
0 ([[r > (rg xrg) )
= [(rg x (rg x 7)) - (v x (rg x )]

73|I sa

N[

[6 (rg x (rg xrg))] - (g > (g x 7))

1
=T g B0 X O] x ().

kar bomo upétevali direktno v enébi, ki vsebuje faktor:;. Posebej pripravimo linearizacijo imeno-

valca:
1 2
0| —= | = 6r
(HT;HQ> el "

Linearizacija celega izraza ima torej obliko

2 / " !/
(5(Hﬁ||2ﬁd> B1 + By + Bs H’l"g X (r94>< TQ)H,,,/Q.(s ; (941)
Iy (g r) [l I
za By, B in Bs definirane z engbami (9.37), (9.39) in (9.40).
9.6.4 Linearizacija Kontaktnih sil.
Linearizacija reakcijske sile v smeri tangente je oblike
5r 'r'
(5Td— més”r H—f—ms || /” (Fd 5etg)
+md (3%) (rg-eng) —ms® (drg-eng) —ms® (rg - derg)] erg

+ [ms]|r'|| +ms? (ry-etg) — (Fa-erg)] deq .
Ponovno nekajkrat uporabimo et (9.38) in po urejanju dobimo

0T;=m HT'H €1q05+2ms (r/g’-et,g) €408
+m3[S (erg) S (erg) + 1] o7y
+ms? [S (erg) S (ery) + 1] 670
— [S(Fa) S (ery) + (Fa-etg)]der g
+ms? [S [ ( ) etg) + (etg g)] ety
+ [mi v + ms? (rg erg) — (Faerg)] det .
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Pri linearizaciji reakcijske sile v smeri glavhe normale za linearizacijo skalarnega falﬁiﬁﬂi%nd
upcstevamaze izpeljano formulo (9.41). Tako je

SNy = 2ms8s |7||* kaeny
B; + By + Bs

75 > (rg < ro) | 75l

. m522 [y x (g x 75)
(A
—(Fg-deng)engy

+ |:m52 H’r_’YHQ Rq — (Fd-envg)} 567179.

+ ms?

3€n.g

H (r’g . 57';) €ng

Vet izrazov moramo preurediti v obliko, primerno za Newtonovo iteracijsko shemo (8.32). To storimo z
uporabo enébe (9.38); po preurejanju sledi

SN gy = 2ms ||r}||* Kaen,g 53

+ms% (byBy + byBy + b, B3)

P LA SN
Al

— (S (Fa) S (eng) +2Fq e, —m35* 7] *ka) Oen.g,

H (S (ety) S (eng)) 57',9

pri Cemer so ustrezni zapisi produktby; ze pripravljeni v poglavju 9.6.2, le da je vektby definiran
drugde in sicer
€n.g

b, = .
R AR

Lotimo seSe linearizacije zadnje reakcijske si&; (9.26):

5Bd = — (Fd . 56b7g) eb7g — (Fd-eby) 6eb7g
=-S (Fd) S (61,79) (56},’9 -2 [Fd'ebg] (565,9.

9.6.5 Linearizacija gibalne en&be delca

Gibalna enéba delca (9.22) sestoji iz #€lenov; prvi med njimi zaradi kompleksnosti zahtevadno
obravnavo, zato vpeljemo oznako

. ) ) 2
-frli = —sign () u H82 HT,H Kd— g (€gqg - €ng)eng—3g(€gg-€ny) eb,gH

Nd,g + Bd,g
m

= —sign () u‘

Ker je funkcijasign konstantna preslikava na obgjitn (—oo, 0) in (0,00), v tocki 0 pa ni odvedljiva,
velja

d(sign(8)) =0, zas#0.
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Upostevamdase izpeljano linearizacijo produkt|zar’||2 kq podano z enzbo (9.41) in dobimo

sign (s) u Ng g+ Bag . ONg4+0Bgy

1_ —
6fd - H % m m

si : )
= _lgﬁfii)"u { [32 Hrquz Kd— g (€gg - emg)} eng— 9 (€gg-€bg) eb,g} (a)
25 7| kaeny 03 (b1)
+ 5% (byBy + by By + b, B3) (b2)

!/ " /
— 252 H""g XH(T,QH; Tg) H S (et,g) S (en,g) 5,’,,; (b3)
r

g
— (95 (eg,9) S (eng) +2geqy - €ng — §2 HT'H 2/€d) den.q (b4)
~ (95 (e9) S (eng) + gegg - €ng)deny |- (bS)

Loceno si oglejmo posamezitene brez skalarnega faktora(sign ($) i) / ‘ % . 'V ClenuCy, ki

pripada produktu izrazov (a) in (bl), uftevamo, da je skalarni produkt baznih vektorggy, in e, 4
enak n€ in dobimo

N
= N (94 o e 04)

= 252 |[r} |* (N - eny) 35,

Cq

V ElenuCy, ki je produkt izrazov (a) in prvegéena izraza (b2), ugtevamo, da je produkt, , - by, za
(r, x (ry x 1))

b = —
T e x (e <))

enak n€ in dobimo

N
C3 =0 (b, 1)

N
— 52# (S (e2,9) S (bg) o1y + (by - c3) 07

zacy, = [ry xry] x [ry, x (ry xr})]. Dobljen izraz preoblikujemo tako, da za &a@i produkt

vektorjev dvakrat zaporedoma uporabimo @kl permutacijo faktorjev:

0t = N0 (5(c},) S 0157, + (0 el ) o
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Enako postopamse pri preostalih dveblenihC2 in C3, ki jih dobimo s produktom izrazov (a) in (b2);
tako je

C2 = Nﬂ‘;”g (5%byBs)
o1
= 52% (((Nd,g x 0279) X by) + (bg'c%,g) Nag) '57'/9/

Cs = — (§%byBs)

= g

(((Nag x Cg,g) X by) + (bg-c;g) Nayg) '57';

1
m

zaci, = ((rf x (ry x r})) x ) x ry. Tuditlen

Oy = Nd,g +Bd,g . (_2$2HT; X (’rg X T

)l
z i s sians).

ki je enak produktu izrazov (@) in (b3) preoblikujemo enako

2 / % " % /
Oy = _2 HTg (7“/9 ‘ 7“g)H (Nd,g +Bd,g) . (6t,g % (emg % 57,/9))
m||rg]

29! " /
_ _52 Hrg X (7'/9 >;T9)H ((Nd,g +Bd,g) « et,g) . (en,g > 5,’,;)
m||rgl

2 / " /
=4 I (T/g >; il ((Ngg+ Bag) X erg) X €ny) - 0T,
mrg]

Za poenostavitev zapisa Ugtevamase, da je produkt(IN 4, x e 4) X e, 4) vektor v smerie; , veliko-

Sti || IV g4, medtem ko j&(Bg4 X e;4) X e, 4) €nak nE in dobimo
2(r. x (v x 7!
03:_5-2 H g ( ;f] < Q)H ||Nd,g||(et,g'5rfq)-
m |y
Naslednjiclen
. Nd,g + Bd,g

C4= (95 (eg,9) S (eng) +29€4,9 - €nyg — §? HTIH *kd) 6€ng,

m

je enak produktu izrazov (a) in (b4). Meni produkt ponovno preoblikujemo tako, da dkid permuti-
ramo faktorje:

9
Cy= - ((INag + Bag) X €g4) X €ng)) - deng

g
B E2 (€g,9°€n,g) (Nag + Bag) - deng

1
+ 5% [|r']] *ra (Nag + Bag) - eng:
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Podobno postopanie priC', ki ga dobimo kot produkt izrazov (a) in (b5); dobimo
C5 = = (Nag + Bag) x €gg) x ng)) - iy

g
— - (eggeng) (Nag+ Bag) - depg.

Linearizacija cele ertdbe (9.22) je
5fd:5fgl+9(eg,g'5et7g)_ Hrgﬂés H H ( /)
9

—25 (r’g’-etyg) 85 — §° (€tq- 5r’g’) — g (rl Ty derg) .

9.7 Dolctanje lege delca v konstrukciji

Vzemimo, da je potujéi delec doCasat pretekel po€ez v& elementow]” konstrukcije datin L}", za
i =1,2,...N™(t) ter se nahaja nekje na elemeamn(t)ﬂ. Potem je zveza med parametromzioé
poti s in krajevnim parametron elementae]\,m(t)Jrl enaka

" (1)

= Z L 4z ()
=1

kjer je N™ (t) Steviloze pret&€enih elementov konstrukcije. Glede na vpetost spremenljvkeobne
end&be prostorskega nosilca, moramo posebej@bliego delca glede na sredinskcim z = % ele-
mentae’! kar doséemo s pogojem

N™(t)+17
Z Lm Nm t)+1

9.8 Numericni primeri

Vpliv delca na konstrukcijo sprva verificiramo s preprostimi, arédibi reSljivimi primeri, ter s primeri
iz literature. Poleg olgajnih podatkov za dinardino analizo konstrukcije po metodi Newmark moramo
podatiSe velikost in smer fnostnega pospka ter velikost in z&etno hitrost delca.

Enatba za drugi krivortni bazni vektok,, , (9.5) vimenovalcu vsebuije faktef x ;. Zato morata biti
ry in 7, linearno neodvisna vektorja; to vkiuje tudi zahtevo, da sta prvi in drugi odvod krajevnega
vektorja poCasu nerielna vektorja:

r;#O
rg;éO.

Seveda drugi pogoj ni izpolnjen za ravno §etno) lego nosilca, ko ¥#tno os dolda daljica. Zato
dejansko obravnavamo le prehod delca prek nosilca v deformiranem (ukrivljenem) stakpustéinje

je posledica upogiba pod lastn@te Upogibnico izrdunamo s statho analizo ob upgtevanju ustrezne
porazdeljene obibe, ki nadom&a lastno téo nosilca. Izkae se, da je @n prehoda delca numénio
stabilen tudi za primer zelo majhnih deformacij, ki powdjo pomike velikostnega reded—19, kar je
glede na réaunsko natatnost enakovredno ravnemu nosilcu. V tem smislu obravnavamo tudi prehod
delca preko zéetno ravnega nosilca.
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9.8.1 Delec naklancu

Drsenje delca po togi nagnjeni podlagi predstavlja preprost primer enakomernGgosga gibanja z
analiticno resitvijo. Vzemimo togo vpet nosilec kot ka slika 9.2. Smer gravitacije je enaka nasprotni
smeri tretjega baznega vektorja refetea bazeg, = —gs in ima velikostg = 10. Predpostavimo zelo
visoke togosti

E=G=10",

scimer simuliramo nepodajen nosilec. Kecetno deformirano stanje zaradi upogiba nosilca pod lastno
tezo tvorijo pomiki velikostnega rede) 19, je nepodajnost nosilca numénio dovolj dobro upstevana.
Ostali podatki nosilca so

A=1 J=01 p=1

Nosilec modeliramo z enim elementom stopnje tri. Uporabimo nuimerintegracijo nastirih tockah.
NumerEni podatki r&una so
Etol =8-1072  ENew = 1077,

Slika 9.2: Z&etna lega za primer delca na klancu
Figure 9.2: Particle on a slope: the initial configuration

Masa delca jen = 10°. Obravnavamo primera drsenja delca po glagki={ 0) in hrapavi (@ = 0.5)
podlagi. Pot delca primerjamo z anditio reSitvijo za primer nepodajne podlage:
2
sANAL — % (sina — pcosa) .
Dinamicno analizo odziva pri prehodu delca opravimo s konstan@@sisovnim korakom velikosiht =
0.5. Z&etna pogoja sta
s(0)=0 s(0)=0.

Iz en&be (9.22) izraunamo pripadaft posp&ek

g (gg 'gt)

S =
7
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Ker so z&etne deformacije zanemarljivo majhne, vzamemo k&l = 1. Kljub temu, da jes = 0,
vemo, da jes > 0 za vsakt > 0, zato pri izr&unu z&etnega pospa izberemasign (s) = 1. Tako
dobimo z&etni vrednosti drugega odvoda poti delcafasu za oba testna primera:

za gladko podlago in

za hrapavo podlago. V primeru gladke podlage se nuinerezultati zas (t) izvrstno ujemajo z ana-

liti Enimi; napaka je enakega reda kot pomiki zaradi povesa nostce( '), ki predstavljajo zéetno
(neodstranljivo) napako glede na anéli reSitev. V primeru hrapave podage je razhajanja med nu-
mericnimi in analittnimi reSitvami opaznédje, vendar so relativne napase vedno majhnex 1076) in

se stasom ne végjo.

9.8.2 Delec na prostolgeCem nosilcu

Z odzivom prostolgeCega nosilca pri prehodu delca so se ukvagaBtevilni avtorji, med njimi Mofid
in Akin (1996), Xu in sodelavci (1997), Yavari in sodelavci (2002) ter Lee (1996a), ki so obravnavali
prehod delca s konstantno hitrostjo, medtem ko sta Lee (1996b) in Wang (1998) analizirala odziv nosilca
pri posp&enem prehodu delca.

4

-4

93
ml @
—»

Slika 9.3: Z&etna lega za primer delca na proskaizem nosilcu
Figure 9.3: Simply supported beam: the initial configuration

= —>
9 s X

Posebno poenostavitev predstavljenega problema, kjer rigayamo dinantinih efektov mase delca
temve zgolj obtebo nosilca s silo, ki jo povzi@ teza delca, predstavlja prehodimvne sile preko
nosilca (prehod sile). Za primer enakomernega gibanja sile obstaja tudi &@raligitev po linearni
teoriji. AnalitiCne pomike v préni smeri (v smeri obtbe) izr&unamo po obrazcu (glej [MBK, 1972])

2FM SN 1 Q,
y(x,t) = AL 2 T2 <sin Qut — o sinwnt> sin nLﬂ (9.42)
(0]
nwv
Q, =
L

_ n?r? [EJ,
wn - L2 AIO 9

kjer v ozna&uje konstantno hitrost prehoda sile fiinjeno velikost. Namesto &me réitve y (z, t)
za primerjavo pomikov vzamemo pribék, pri katerem uporabimo prvih desgénov vrste (9.42). V
pricujoCem poglavju izpeljano teorijo vpliva delca na nosilec je preprosto poenostaviti za primer prehoda
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sile s konstantno hitrostjo. V sistem éthegibalne enébe delca (9.22) ne dodamo, §evamo pa robni
end&bi (9.27) oziroma (9.28); v njih prilagodimo sile, ki dé@jo vpliv delca na konstrukcijo tako, da
produkt mase in tenostnega pospk&a nadomestimo s potwjo silo F', preostaleClene, ki vsebujejo
maso, pa izléimo in dobimo

o~

fdz—(ﬁdft)A :_<ﬁ'€t>€t

Edz — (ﬁdgb) Eb: — <ﬁ’€b)€b~
Trenutno pozicijos potujate sile dol@imo z obrazcem za enakomerno gibanje vt in v = v(0.

Primer 1. Vzemimo prostol2zeCe podprt nosilec dalne L = 4.352, prek katerega s konstantno hitrostjo
v = 27.49 potuje delec z masm = 21.83, slika 9.3. Ostale karakteristike nosilca so

E=202-10"% G=77-10" p=1.5267-10*
A;=131-107° Ay =A3=9.16-10"*
J=1.142-107% Jp=J3=5.71-10"".

Podatki so privzeti po literaturi [Yavari et al., 2002]. Gravitacija deluje v nasprotni smeri tretjega baznega
vektorja:e, = —gs3, teznostni pospek pa je velikosty = 9.81. NumerEnih podatkov réuna Yavari in
sodelavci (2002) ne navajajo, medtem ko Zzuraistega primera uporabita Mofid in Akin (1996) rhoe

10 linearnih elementov (ostali numéni podatki prav tako niso navedeni). Za vse nuiregiizra&une,
razen za referdmo resitev, kjer izberemo mim stotih elementov, izberemo nzESestnajstih elementov

z dvema internima ftkama, numetino integracijo izvedemo&irimi integracijskimi t@&kami. Izr&uni
potekajo z nespremenljivirdasovnim korakom velikost\t = 0.001. Ob predpostavki o konstantni
hitrosti delec (oziroma sila) preate nosilec daasa0.15, oziroma v150 ¢asovnih korakih. Potrebno

je opozoriti, da pri numeg¢nem izr&unu prehoda sile predpostavimo konstantno hitrost, medtem ko pri
prehodu delca podajamo le&ino hitrosw!?) enako izbrani hitrosti; nato se hitrost §asom spremi-

nja v skladu z gibalno e@®o delca, vendar so spremembe ob izbiri podlage brez trenja tako majhne
(odstopanja opravljene poti pri posamezbisih so velikostnega reda—*), da ne vplivajo na gratno
natartnost. Na sliki 9.4, kjer so zbrani rezultati vertikalnih pomikov sredine nosilca, normiranzindol
nosilca, lahko opazimo, da smo poleg nurbre analize prehoda sile opraék tri numergne analize za
prehod delca, katerih rezultati se bistveno razlikujejo. Refaremssitev predstavlja graf gosto fikste
vijoli €ne krivulje; ti rezultati so skladni s predstavljeno teorijo in sfgwajo zaetno deformirano obliko
nosilca - upogib zaradi lastnezie, vendar je na sliki 9.4 zaradizi@ primerjave z ostalimi rezultati pri-
kazan le pomik zaradi dinagne obt&be z delcem. Rezultat, predstavljetrtkano rumeno-rjav@rto,
zaCetne ukrivljene lege zaradi lastn&éenosilca ne ugieva. Oba rezultata bistveno odstopata od re-
zultatov iz literature [Mofid, Akin, 1996] in [Yavari et al., 2002], zato smo pri naslednjem ni@mem
izracunu dodatno uggevali poenostavljen pristop avtorjev omenjetiginkov, ki ne zajema posglea v
normalni smeri. Tako redko piiasta zelena krivulja predstavlja graf pomika sredine nosilca, kjer poleg
upogiba zaradi lastnee ne up8tevamo tudi pospov v normalni smeri, ki nastopajo v émh (9.22)

in (9.25); ob up&tevanju teh poenostavitev in ob predpostavki, da je koeficient trenja ebattahiita
enabi (9.22) in (9.25) obliko

fa:g(€q-er) =5[] =% (") =0

N, =— (ﬁd . an) e
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« 10‘4 sila analiti¢no (9.48)
----- sila numeri¢no
0 = delec poenostavljeno
delec
u(L2) | NI | e delec, lastna teza
L [Yavari et al., 2002]
5t
-10 ¢ :
215 + x“
0 0.05 0.1 0.15

Slika 9.4: Primerjava pi@ih pomikov sredine prostdtetega nosilca s potujo silo in potuj@im del-

cem; vijolicna pikcastaCrta prikazuje numetno resitev ob up&tevanju zéetno deformiranega nosilca,

v ostalih primerih je privzet Z3etno raven nosilec

Figure 9.4: Lateral displacements at the mid point of simply supported beam when moving particle/load
is applied; the purple dotted-line represents the numerical solution considering initially deformed shape
due to gravity, other numerical results consider initially straight beam

Neupatevanije dinan@nega efekta mase v normalni smeri vodi do takegaérmarga pomika na sredini
nosilca, da se do gréfie natanosti ujema s pomiki zaradi prehoda sile; po tako poenostavljeni analizi
se tudi najvéji vertikalni pomik sredine nosilca ujame z nagyien vertikalnim pomikom sredine nosilca

iz literature (glej [Mofid, Akin, 1996] in [Yavari et al., 2002]). Tudi pri numéni analizi prehoda sile
(pikCasto€rtana modra krivulja) ne ugtevamo zéetnega deformiranega stanja zaradi vpliva lasthe. te

S tem doskemo ujemanje numeme ré&itve z analittno (9.42).

Primerjava pomikov na sliki 9.4 k& na precé&njo podcenjenost pomikov na sredini nosilca v primeru
preve€ poenostavljenih analiz. V obravnavanem primeru dobimo p&tepanju normalnega pospa
priblizno za20% ve€je maksimalne pe pomike sredine nosilca, kbé pospgkov ne up8tevamo,
medtem ko upstevanje zéetno deformiranega stanja konstrukcije zaradi vpliva lasttegemik povéa

za dodatnit30%.

Primer 2. ProstolgeCi nosilec v ravnini, obteen s preniinim delcem z maso, obravnava tudi Lee, in
sicer v [Lee, 1996a] se delec giblje z enakomerno hitrostjo, v [Lee, 1996b] pa s konstantnirbiqopospe
Podatki o nosilcu so

E =207 -10° G="776-10°
L=1 p = T7700.

Lee (1996a) analizira celo paleto primerov enakomernega gibanja delca; izmed njih izberemo primer
okroglega prereza s @6ino A = 0.00179 in z vztrajnostnim momentoni;, = J, = 2.55115- 1077, za



134 Zupan, E. 2010. Dinamika prostorskih nosilcev s kvaternionsko parametrizacijo rotacij
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL, Fakulteta za gradbei in geodezijo, Konstrukcijska smer.

delec pa predpostavimo tri railie z&etne hitrosti (primeri, B in C):
vyg = 21.3876 wvp =97.217 vo = 213.877.

Nosilec modeliramo z 32 elementi za priméroziroma s 16 elementi za primefain C'; v vseh treh
primerih za interpolacijske funkcije izberemo polinome sto@gst, numetno integracijo izv8imo s
sedmimi integracijskimi ttkami. Zaetni korak je velikostiAty = 2.5 - 104 in se spreminja v skladu z
zahtevano nat@mostjos,,) = 10~°. Za ustavitev Newtonove iteracije postavimo omejigy, = 1075.
Hitrost delca se spreminja v skladu z gibalno&madelca, vendar spremembe minimalno odstopajo od
za&etne hitrosti delca in ne vplivajo na gri&io natadnost rezultatov.

0.2 - - 0.5

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0 0.002  0.004  0.006 0.008 0.01
t t

sila analiticno (9.48)
= = = = = gjla numeri¢no

=== = delec

= = = delec, lastna teza

+  znadilna vrednost iz
[Lee, 1996a]

0 0.001 0.002 0.003 0.004
t

Slika 9.5: Primerjava rezultatov za drugi primer prostebega nosilca; zelenértkanacrta prikazuje
rezultate v primeru, ko ugevamo zéetno deformirano lego nosilca, pri ostalih rezultatih predposta-
vljamo z&etno raven nosilec

Figure 9.5: The lateral displacements at the mid point of simply supported beam (case 2) when moving
particle/load is applied; the green dashed-line represents the numerical solution considering initially

deformed shape due to gravity, other numerical results consider initially straight beam
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Na grafu 9.5 so prikazani rezultati normiranih @néh pomikovu = Z(%ﬁ;)) kjer je za normiranje
uporabljen sta&ini pomikus (L/2) = %EL;. Analiticni rezultati (9.42) pri enakomernem prehodu sile

ozn&uje polna rdéacrta, numeifgni izratun pri prehodu sile pa plasta modré&rta. Pri obeh je predpo-
stavljena ravna Za&tna lega. Ostala dva grafa prikazujeta nubdmerirezultate pri prehodu delca: sama
vijoli ¢naCrta predpostavlja ravno zetno lego, zelenértkanacrta pa prikazuje rezultate ob ugtevanju
za&etno deformirane lege zaradi upogiba nosilca pod lasttm (|gonovno prikazujemo in primerjamo
le pomik zaradi dinangine obtébe z delcem). Na grafe je dodasa zn&ilna vrednost rezultatov iz
[Lee, 19964], ki jih oznéuje Crn krizec. V vseh treh primerih se num@ni rezultati pri prehodu sile
do graftne natabnosti ujemajo z analitho resitvijo. Odziv pri prehodu delca je pravilomadgjekot
pri prehodu sile; ta vpliv se poteje z v&anjem hitrosti prehoda. Veliko @@, v primeru C celo Se
enkrat vé&ji odziv dobimo,Ce up&tevamo zéetno deformirano lego nosilca zaradi lastrigeteZnilni
vrednosti iz [Lee, 1996a] se za primeain C' do graftne natabnosti ujameta z odzivom konstrukcije
zaradi prehoda sile in sta v primerjavi zS&mai izrauni podcenjena.

9.8.3 Delec na previsnem nosilcu

Numerino reitev prehoda delca prek enostransko togo vpetega nosilca smo zasledili le v delih Mofida
in Akina (1996) ter Yavarija s sodelavci (2002), kjer je model Timoshenkovega nosilca poenostavljen v
sistem togih palic in dvojnih vzmeti. Po [Yavari et al., 2002] povzemamo naslednje podatke:

E = 2.068 - 10" N/m? G =7.929-10" N/m?

L =7.62m p = 795.73kg/m>
Jy=J1+ Jo A=589-10"%m?

Jy = Jy = 4.5785-10"° m* Ay = Ay =491-10"3m?

3t N .
nasa resitev
———— [Yavari et al., 2002]
4 . .
0 0.05 0.1 t

Slika 9.6: Primerjava rezultatov za primer prehoda delca prek previsnega nosilca
Figure 9.6: Moving particle on cantilever beam: comparison of approximative solutions
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Yavari in sodelavci navajajo podatke v angl®isam merilnem sistemu. Pri pré&nu v standardne mer-
ske enote smo uporabili naslednje pretvorne faktorje

lin. = 0.02540m
1 psi = 6.894757 - 10> N/m?
11b = 4.44823 N.

Delec z mason = 53.57 kg posliemo prek nosilca z Zetno hitrostjow?) = 50.8 m/s? tako, da potuje

od podprtega proti prostemu kr&ju. Podatkov o numdmem r&unu v literaturi ne navajajo. Nosilec
modeliramo z 32 elementi stopnje 3 s giirimi integracijskimi t@¢kami. Za z&etni korak izberemo

Aty = 5-1074, ki se spreminja v skladu z zahtevano lokalno naterstjos,,; = 10~°, medtem ko za

ustavitev Newtonove iteracije zahtevamo nétasstey,, = 1075,

Relativne pomike prostega kr&ja prikazujemo na sliki 9.6. Primerjava z rezultatom iz literatureeka
razliCen potek odziva prostega kigtja, vendar se velikostni razred pomikov ujema. Maksimalen pomik
prostega krafica konzole po poenostavljeni teoriji je nekoliko precenjen.

9.8.4 Vodni tobogani
Na koncu obravnavajm$e dinamino analizo dveh vodnih toboganov.

Raven vodni tobogan. Podatke za prvi vodni tobogairpamo iz internega poéda o stat€ni analizi
vodnih toboganov [Zupan et al., 2005]. Tobogan je zgrajen iz polimernega materialBnégir svoji
proizvodnji uporablja podjetje Veplas [Vedenik, 2005]. Deformacija pri mejni napetostezng;,; =

0.023. Za majhne deformacije je odvisnost med deformacijami in napetostmi linearna; raztros rezultatov
enoosnih preizkusov ke na elastini modul £ med8-10° N/m? in 1.2-10' N/m?. Za r&un izberemo
enega manj ugodnih rezultatov

E=82-10N/m”.

UpoStevamo stiéino tog material, zato vzamenid= 10FE. Prerez toboganov je kolobar, ki ga dééta
kroga s polmeromg; = 0.605m in p, = 0.6 m (slika 9.7, levo). Za doléitev deformacijskega stanja v
precnem prerezu predpostavimo v skladu s predpostavkami teorije nosilcev linearen potek deformacij:

€(y,2) =M + yk3 + zka. (9.43)

Raven tobogan z naklonoi$% glede na vodoravno ravnino je sestavljen iz treh enako dolgih ravnih
segmentov, ki so med seboj togo povezani. Je obojestransko riapmtiénkasto podprt tako, da je
prepré&en torzijski zasuk. Podpori sta v horizontalni smeri na razdalji in v vertikalni smeri na
razdalji0.9m. Poleg obt2be z lastno teo (p = 2692.74 kg/mB, gravitacija deluje v smeri vektorja
—g3) in totkovnih obt&b na mestu spoje¥ = —800 N v globalni vertikalni smeri upstevamdse druge
obtezbe, povzete po [Zupan et al., 2005]:

1. voda na toboganuporazdeljena obiba v smeri gravitacije velikos#00 N /m po vsej dokini;

2. obtezba z vetromporazdeljena ob#ba v smeri lokalne osi, dobdene z vektorjerr@, velikosti
6000 N/m in v smeri lokalne osi, dolene z vektorjentys, velikosti —6000 N/m, obe vzdat

celotne t&istne osi tobogana;
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Slika 9.7: Préni prerez visokih vodnih toboganov; geometrijski podatki ravnega tobogana
Figure 9.7: Cross-section of high water slides; geometrical data for straight water slide

3. obt&ba (t&a) uporabnikov tobogangorazdeljena obiba v smeri gravitacije v smeri, daieni
z vektorjemgs, velikosti —1500 N /m po vsej dotini;

4. obté&ba s snegonporazdeljena ob#ba v smeri gravitacije velikos#200 N/m po vsej doZini.

Najprej opravimo statino analizo z enakimi obkbami kot v [Zupan et al., 2005]. Ol#iea uporabni-
kov tobogana Zupan in sodelavci W§tevajo konzervativno; kot sami navajajo, bi predpisom zadostili
Z upctevanjem enake porazdeljene dte zgolj na ddini 1m; vendar bi v tem primeru morali po-
iskati najmanj ugodno lego uporabnika. Za diné@na analizo vpliv uporabnikov hamesto s porazde-
lieno obt&bo modeliramo s poranim delcem z mas®500/g kg (¢ = 9.81 m/s?) in zaletno hitrostjo
vl =10m/s.

Preglednica 9.1: Najgje vrednosti deformacij in pomikov za primer ravnega tobogana
Table 9.1: Straight water slide: maximum values of deformations and displacements

deformacije [%]| pomik [cm]
statika 0.115 0.664
dinamika 0.106 0.568
[Zupan et al., 2005] 0.11 0.66
relativna razlika [%] 7.83 14.4

Model za statno analizo tobogana izberemo enak kot Zupan in sodelavci (2005); modeliramo ga s
Stirimi elementi stopnjé, za integracijo po kraju vzamemo sedem integracijskiktérajna segmenta
modeliramo z enim, sredinskega pa z dvema elementoma (slika 9.7, desno). @ioamalizo opravimo

z mrezo 15 elementov stopnje 6 s konstantnim korakom velikasti= 0.04 s. Za ustavitev Newtonove
iteracije postavimo zahtevoye,, = 1075.

Na sliki 9.8 prikazujemo potek normalnih deformacij prerezov in deformirano obliko tobogana za pri-
mer stattne analize, slika 9.9 pa prikazuje ovojnico normalnih deformacij prerez@ago in kogno
deformirano obliko tobogana za primer din&mé analize. Dinanino analizo smo opravili na Zatno
ukrivljeni legi, ki jo poleg t&e povzr@ijo Se ostale stalne porazdeljene diie (voda, sneg, veter). Potek
deformacij je za oba @na analize primerljiv. Naj$je vrednosti deformacij in pomikov prikazujemo
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Slika 9.8: Potek osnih deformacij po obodu prereza na deformirani legi za priménstatialize rav-

nega tobogana; pomiki konstrukcije so poraeni s faktorjem 30, barvna skala oZogge deformacije v
procentih

Figure 9.8: Static analysis of straight water slide: axial deformations on the deformed configuration;
displacements are multiplied by factor 30, deformations are multiplied by factor 100 (in per cent)
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Slika 9.9: Ogrinjd@a poteka osnih deformacij na obodu prereza na deformirani legi za primer diveami
analize ravnega tobogana; pomiki konstrukcije so pamanos faktorjem 30, barvna skala oZnge
deformacije v procentih

Figure 9.9: Dynamic analysis of straight water slide: evelope of axial deformations on the deformed
configuration; displacements are multiplied by factor 30, deformations are multiplied by factor 100 (in
per cent)
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v preglednici 9.1. Pri dinandhi analizi sta obe vrednosti nekoliko mankot pri stat€ni analizi, kar je
pricakovano glede na to, da jezeeuporabnika pri stdthi analizi up&tevana kot porazdeljena obba
vzdol celotne datine tobogana. Najgji vrednosti po stafini analizi se ujemata z vrednostima iz lite-
rature [Zupan et al., 2005].

Ukrivljen vodni tobogan. Tezisna os ukrivlienega vodnega tobogana ima obliko osminérice v
navptni ravnini s polmerom 0 m, slika 9.10. Konstrukcijo podpremo zgolj na k&gjh in sicer v le-
vem krajgtu (vrh tobogana) poleg pomikov prepimo torzijski zasuk 4 = 0), v desnem krafitu
(dno tobogana) pa poleg pomik&e torzijski zasuk in zasuk iz ravning( = 0 in ¢& = 0). Gravi-
tacija deluje v smeri, ki je nasprotna tretiemu baznemu vektorju refaegya koordinatnega sistema.
Ostali geometrijski in materialni podatki so enaki kot v primeru ravnega tobogana, razeeg&imo-
dula, za katerega izberemo ustre&oeyrednostG = % Od ravnega vodnega tobogana privzamemo
tudi obtebe vkljutno z maso in zZ&etno hitrostjo delca, s katerim modeliramo kopalca. Konstrukcijo
modeliramo s 30 ukrivljenimi elemensieste stopnje, numério integracijo izvedemo s sedmimi inte-
gracijskimi tackami. Ponovno I6imo stat€no in dinaméno analizo. Pri obeh analizah za zakkk
Newtonove iteracije postavimo zahteyQe, = 10-%. Dinam&no analizo opravimo z nespremenljivim
korakomAt¢ = 0.03s. ZaCetno obliko tobogana za dinagnio analizo doléimo s statno analizo kot
posledico obremenitve s stétimi obtebami (lastna tea, t&a vode na toboganu in olitea z vetrom).
BoCha obtéba z vetrom povzi@ prostorsko ukrivljeno zZ&etno lego nosilca. Nato tobogan dingmo
obremenimase s poniinim delcem. Potek normalnih deformacij prerezov vzdubsilca po stafini
analizi je zelo podoben ovojnici teh deformacij po dinémianalizi, zato potekov deformacij vzdol
nosilca graftno ne prikazujemo. V preglednici 9.2 primerjamo le néjeedeformacije in pomike po
obeh analizah. Maksimalne deformacije in maksimalni pomiki po obeh analizah so skoraj enaki, kar je
posledica dokaj nizke hitrosti kopalca, ki povérmajhen dinaniien odziv konstrukcije, po drugi strani
pa pri stattni analizi vpliv kopalca upstevamo kar vzdolz celotne die te&Ziscne osi. Gibanje delca
primerjamose z rezultati primera, ko za tobogan predpostavimo, da je tog nosilec. Diferenciathagena
ki opisuje gibanje delca po kkaici, skupaj s pripadafdma z&etnima pogojema, je:

t
4 (t) = gsin Sté) s (0)=0 3 (0) = 10. (9.44)
N
Z
s Y/’
[7
9 X

Slika 9.10: Z&etna geometrija ukrivljienega tobogana
Figure 9.10: Initially curved water slide: the initial configuration

ZaCetno nalogo (9.44) &mo numerEno z uporabo programskega pakigtathematicgWolfram, 2003].
Primerjavo poti, hitrosti in pos#a delca po deformabilnem in po togem toboganu (9.44) prikazujemo
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v preglednici 9.3. Po ptakovanjih majhne deformacije deformabilnega tobogana (glej preglednico 9.2)
ne vplivajo bistveno na potek gibanja delca po toboganu.

Preglednica 9.2: Najgje vrednosti deformacij in pomikov za primer ukrivljenega tobogana
Table 9.2: Curved water slide: maximum values of deformations and displacements

deformacije [%] pomik [cm]
statika 0.164 0.00933
dinamika 0.161 0.00931
relativna razlika [%6] 1.83 0.21

Preglednica 9.3: Ukrivljen tobogan: pomiki, hitrosti in poSkiedelca za primera deformabilnega in
togega tobogana

Table 9.3: Displacements, velocities and accelerations for a deformable and rigid curved water slide
pomik hitrost posp&ek
cas|| s ‘ St v ‘ vy = $¢ a ‘ ay = 8¢
0.9 091|090 10.12| 10.04 | 0.73| 0.88
1.8 1.82|1.81| 10.23| 10.16 | 1.68| 1.77
2.7 || 2.75| 2.73| 10.42| 10.36 | 2.62| 2.65
3.6 3.70| 3.68| 10.70| 10.64 | 3.54| 3.53
451 4.68| 4.65| 11.06| 10.99 4511 4.40
541 570|5.66| 11.51| 11.43 | 5.43| 5.26
6.3|| 6.76| 6.71| 12.04| 11.94 | 6.31| 6.10




10 Zakljucek

V disertaciji predstavljamo novo formulacijo in nove nuntee metode za gevanje prostorskih linijskih
konstrukcij. Poglavitne novosti predstavljene formulacije in postopkov so:

e Zapis enab za analizo prostorskih nosilcev po geometrijskéntdreissner-Simovi teoriji pro-
storskih nosilcev z elementi in operacijami kvaternionske algebre¢erier so rotacije para-
metrizirane z rotacijskim kvaternionom.

¢ Linearizacija enéb nosilca v kvaternionskem zapisu in algoritem za konsistentnéteyganije li-
nearnih popravkov rotacijskih kvaternionov.

e Nova drizina kor€nih elementov za stdtho analizo prostorskih nosilcev po kolokacijski metodi
diskretizacije, ki temelji na diskretizaciji konsistanih en&bah vSibki obliki, kjer za osnovne
neznanke izberemo pomike in rotacijske kvaternione.

e Nova drizina kor€nih elementov za dinafmo analizo prostorskih nosilcev po kolokacijski me-
todi, z izboromSibkih konsistentnih ertd za vodilne enébe problema ter pomikov in rotacijskih
kvaternionov za osnovne neznanke, prirejen@asovne integratorje diine Runge-Kutta.

e Druzina kor€nih elementov za dinaigmo analizo prostorskih nosilcev z enako diskretizacijo ne-
znank in enéb po kraju ter s pospienocasovno integracijo Newmark, prirejeno za rotacijske
kvaternione.

e Poseben pristop preoblikovanja robnih pogojev Zsevanje zéetnega problema (p6asu), ki
algebrajske robne pogoje spremeni v diferencialné€lemgocasu ter sbasno ohranja simetrijo
kontnega elementa po kraju.

e RaZAiritev zgornjih formulacij s povezanim $evanjem odziva konstrukcije ob hkratnem vplivu
potujoccega delca z maso.

Poglavitne prednosti predstavljene kvaternionske parametrizacije rotacij so:

e Kvaternionska parametrizacija rotacij odpravlja dvojnost rotacij, ki ju v Elaesin pristopu z vek-
torsko parametrizacijo rotacij predstavljajo trije rotacijski parametri in rotacijska matrika, saj nam
rotacijski kvaternioni slaijo kot edina z rotacijami povezana kgilna. Rotacijski kvaternioni nam
sluzijo za parametrizacijo rotacij, za rotacijo preh prerezov in za koordinatno transformacijo.

e Kvaternionski zapis erid, skupaj z naravo rotacijskih kvaternionov, omég@reprosté&jpo li-
nearizacijo enéb v primerjavi z vektorsko parametrizacijo rotacij.
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Znatilnosti in prednosti predstavljenih kénih elementov so:

e Konctni elementi omog@ajo poljubno ukrivijeno in zvito Z&etno lego prostorskega nosilca.
e Koncni elementi so objektivni in nimajoZav s strznim blokiranjem ne glede naizbiro integracije.
¢ Poleg nelinearne geometrije omaggo vgradnjo raztinih nelinearno-elagthih materialov.

e Dinamitno analizo lahko opravimo z dvema bistveno f&alina postopkoma integracije @asu:

— z uporab@e razvitih integratorjev Runge-Kutta, kar om@dgazjemno enostavno implemen-
tacijo in vse prednosti teh metod;

— z Newmarkovo integracijo za prostorsko rotacijo, posebej prirejeno za potrebe parametriza-
cije rotacij z rotacijskimi kvaternioni.

e Nov numerEni postopek za povezano analizo dinén@iga odziva nosilca pri prehodu delca z
maso ali pri prehodu sile ob hkratni nelinearni geometriji nosilca, kjer

— omogdamo poljubno zé&etno lego, poljubne Zatne pogoje in poljubno podpiranje nosilca;

— dopwtamo manost z&etne statine analize pred dinagno analizo za izeun z&etno de-
formirane lege zaradi lastnezein drugih stalnih obib;

— updastevamo prepletenost gitaprek lege delca in medsebojnih sil med delcem in konstruk-
cijo.

e Predstavljeni koéni elementi predstavljajo sieristop na podrgju prostorskih nosilcev in odpi-
rajo nove madnosti za razvoj podia humerEnega modeliranja konstrukcij.



11 Povzetek

V disertaciji smo prikazali teordtho izpeljavo in numeéno implementacijo nove dkine kor€nih ele-
mentov za stafino in dinaméno analizo prostorskih linijskih konstrukcij, osnovano na kineémetitcni

teoriji prostorskih nosilcev. Linijsko konstrukcijo smo modelirali Zi®no osjo in drizino pre&nih
prerezov. Enébe modela in izpeljani numéni algoritem omogéajo poljubno zéetno ukrivijeno in

zvito obliko in nepravokoten kot med4itno osjo in prerezi nosilca. Za osnovne neznanke problema
smo izbrali kinematine kolt€ine, pomike t2istne osi v obtajni vektorski parametrizaciji in zasuke
precnih prerezov v kvaternionski parametrizaciji. Zaradi izbrane kvaternionske parametrizacije rotacij
smo endébe prostorskega nosilca lahko v celoti zapisali z operacijami in elementi kvaternionske alge-
bre in se popolnoma izognili uporabi rotacijske matrike in rotacijskega vektorja. Tako smo se izognili
dvojnosti rotacijska matrika-rotacijski vektor, ki je Zima za klasine elemente, in s tem povezanih
pretvorb, kar je pov&alo r&unsko @inkovitost in preglednost posameznih izrazov. V delu smo po-
drobno predstavili algebro kvaternionov in izpeljali povezave med kvaternionsko in v teorijah nosilcev
bolj uveljavljeno parametrizacijo rotacij z rotacijskim vektorjem. Ep& smo réevali numeno po
metodi korEnih elementov. Erdbe smo diskretizirali po metodi kolokacije, osnovne neznanke pa inter-
polirali skozi diskretne vrednosti s polinomi poljubnih stopenj. Z izbiro izoparagretrinterpolacije

za vsestiri komponente rotacijskega kvaterniona in ob uporabi normalizacije v vmesnih, interpoliranih
tockah, smo zagotovili ohranjanje objektivnosti deformacijck diskretizacije in kolokacije smo po-
enotili in s tem dodatno izbdpli natagnost elementa. V notranjih kolokacijskintt@h smo zadostili
Sibkim konsisteinim en&bam, kar pomeni, da smo zahtevali enakost odvodov rezultantnih rawitote

in materialnih sil in momentov v prerezu; na robu pa smo Zéaloravnoténim eng&bam.

Sistem diskretnih ertd za stattno analizo linijskih konstrukcij smo $evali z uporabo Newtonove me-
tode. lzpeljali smo postopek za konsistentno Stpueanje linearnih iterativnih popravkov rotacijskih
kvaternionov in ostalih rotacijskih kdlin. Popravek, ki je dobljen z Newtonovo iteracijo in je element
tangentnega prostora, je v spiem neenotski kvaternion in neposredno ne @lmopravka rotacije. S
pravilnim up&tevanjem lastnosti kdlin, ki so povezane z zasuki, izpeljemo postopek za multiplikativni
popravek, ki je rotacijski kvaternion in ga lahko dodamo predhodnemu rotacijskemu kvaternionu z ustre-
znim kvaternionskim produktom. Konsistentno popravljanje odvodov rotacijskih kvaternionov preko
aditivnosti upogibnih in torzijskih deformacij v ustreznih bazah prispevask matartnosti elementa,
omogda objektivnost deformacij in neodvisnost nunteg metode od poti olkitevanja. Linearizacija
end&b v kvaternionskem zapisu je bistveno manj zahtevna kot pri uporabi vektorske parametrizacije ro-
tacij, ki vodi v Liejevo grupo in zahteva uporabo smernih odvodov v nelinearnih prostorih. Ustreznost
ratunskega algoritma za stémio analizo konstrukcij smo prikazali na znanih testnih primerih iz lite-
rature. S primeri smo pokazali sgloost formulacije (poljubna Zatna geometrija, poljubna stopnja
interpolacije) ter natainost in &inkovitost predstavljenega algoritma. Nundmé simulacije so poka-

zale tudi neobutljivost postopka na sino blokiranje in neodvisnost rezultatov od postopka nalaganja
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konservativne obtbe.

Za potrebe dinandne analize smo robne ravnite enébe preoblikovali v diferencialno obliko tako, da

v njih nastopajo osnovne spremenljivke odvajanégsu. S tem smo se izognili num@aro olEutljivemu
reSevanju diferencialno-algeebrajskega sistem&nBostopek diskretizacije po kraju smo povzeli po
statni analizi, za diskretizacijo in integracijo ptasu pa smo uporabili dva zelo rdzla postopka.

Za prvi postopek integracije péasu smo izbrali dve uveljavljeni metodi dine Runge-Kutta, kot sta
implementirani v programskem okoljMatlab. éeprav so klagne metode Runge-Kutta namenjene
reSevanju diferencialnih egé v aditivnih konfiguracijskih prostorih, se za izpeljano nui@oi imple-
mentacijo izkdeta ti dve metodi kot dovolj naténi tudi pri zahtevnéjih prostorskih primerih. Vzrok
temu je Einkovitost in robustnost zapisa ditav kvaternionski algebri. Prednost tega pristopa je v nje-
govi preprostosti, saj diskretizacija kéiln in linearizacija enéb pocasu nista bili potrebni, poleg tega
nismo potrebovali posebnega postopka za popravljanje rotacijskibirkolS tem smo se popolnoma
izognili zahtevnim matemadtnim strukturam in prostorom, ki se navezujejo na rotacijske operatorje in
njihove parametrizacije. Metodi imata vgrajeno avtomatsko preverjanje lokalne napake, ki neposredno
vpliva na dokino Casovnega koraka integracije. V literaturi tako preprostega algoritma za dimami
analizo kinematino ta&nih prostorskih nosilcev nismo zasledili. Metoda usperé&uje tako probleme,

ki vklju Cujejo velike pomike in rotacije, kot tiste, ki vkigujejo velike deformacije. Tanost rezultatov
smo preverili z rezultati drugih avtorjev.

Drugi n&in integracije enéb predstavlja povezavo predstavljene metodé€kinelementov sasovnimi
integratorji, ki so bili razviti posebej za dinamiko prostorskih nosilcev. To je izjemnega pomena, saj so
razlicni avtorji na podrgju prostorskih nosilcev za metode, ki temeljijo na parametrizaciji rotacij z rota-
cijskim vektorjem ze razviliStevilneCasovne integratorje. Izbrali sndasovni integrator tipa Newmark,

ki sta ga predstavila Simo in Vu-Quoc (1988), ter ga priredili za uporabo na rotacijskih kvaternionih.
Ta pristop sicer iziiii nekatere pozitivne lastnosti rotacijskih kvaternionov, na primer ponovno se pojavi
dvojnost rotacijski operator-parametrizacija. Kljub temu so nubnerstudije in primerjave z drugimi
avtorji pokazale, da lahkbasovne integratorje, razvite za vektorsko parametrizacijo rotacij, btax te
priredimo za uporabo na rotacijskih kvaternionih.

Z obema metodaméasovne integracije smo izranali referefine primere iz literature. Rezultati po
obeh metodaltasovne integracije so medsebojno primerljivi, prav tako se ujemajo z rezultati drugih
avtorjev. Ugotovili smo, da izbira integratorja G zaznamujéasovno in prostorsko zahtevnost nu-
mericne implementacije in naténost rezultatov. Regulacifsasovnega koraka prek preverjanja lokalne
napake (Runge-Kutta) prispeva k lokalno n&tegim rezultatom, ki v rgitev zajamejo tudi \&je ni-
hajne oblike, vendar se lahko&sno bistveno poga prostorska irtasovna zahtevnost algoritma. Z
uporabo integratorja, ki ne preverja lokalne napake in dasoi izbiri fiksnega&asovnega koraka, ki

ne zajame \gjih nihajnih oblik (Newmark), pa lahko dosemo stabilndji raun na dafemcasovnem
obmdaju, dobljeni rezultati pa dobro datajo globalno obrianje konstrukcije.

V zadnjem delu doktorske naloge smo obravnavali potovanje delca po prostorskem nosilcu. Predposta-
vili smo, da delec drsi po BSni osi nosilca skladno z gibalno &f# delca in ne s predpisano hitrostjo

ali posp&kom. Gibalno enbo delca dodamo diskrethnemu sistemuGbrnza dinantino analizo nosilca

ob izbiri pospl@&ene Newmarkove integracijske sheme, izbranim osnovnim kinémiratineznankam

pa dodamo novo neznanko - divlo opravljene poti delca. Neznanke so v3igenem sistemu eiGh

mocno prepletene in Bevanje ragirjenega sistema eéla predstavlja povezan problem. Pri formulaciji
gibalne enébe smo upstevali, da parameter4i&cne osi v deformirani legi ni enak naravhemu para-
metru nedeformirane osi. E¢lae smo zato zapisali glede na kiivtni Frenetov koordinatni sistem. Za

modeliranje vpliva trenja smo uporabili Coulombov zakon.CiReski model nosilca omoga razltna
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podpiranja in poljubno Zztno obliko, delec pa ima poljubno maso iteme hitrosti. Réunski posto-
pek zaradi primerjave z analitiimi rezultati in z drugimi avtorji priredim&e za primer prehoda sile
s konstantno hitrostjo. Numernii rezultati se dobro ujemajo z dosegljivimi andlitimi reSitvami. V
primerjavi z drugimi avtorji, ki uporabljajo preproséej modele, v nekaterih primerih opazimo bistveno
vegji dinamiCni odziv konstrukcije.



12 Summary

In the thesis new formulation of the kinematically exact three-dimensional beam theory for the static
and dynamic analysis of beam structures has been theoretically derived and numerically implemented.
Three-dimensional beam has been modeled by the line of centroids and by the family of cross-sections.
The derived theoretical model along with the new algorithm enable us to consider an arbitrary initial
shape of the beam. The kinematic quantities, i.e. displacements in a classical vector parametrization
and rotations in the quaternion parametrization, have been chosen as the primary unknowns of the pro-
blem. For this reason we fully abandoned the rotational vector concept, and rewrote the system of the
governing equations of the beam in the quaternion algebra description. In such a description of rotati-
ons, we completely avoided the rotation matrix-rotational vector duality. Consequently, the numerical
efficiency and transparency of equations have been improved considerably. The quaternion algebra is
presented in detail and the relations between quaternion and the classical rotational vector parametriza-
tion of rotation have been derived. New finite element procedure for solving beam equations have been
proposed. The collocation type of the method for the discretization of the equations has been used. We
interpolated primary unknowns with polynomials of an arbitrary degree. The isoparametric interpola-
tion of all four rotational quaternion components together with the normalization procedure leads to the
objective strains. The locations of the discretization and the collocation points have been made equal
which additionally improved the accuracy of the method. At the internal collocation points, the weak
consistency conditions (the equality of the derivatives of the equilibrium stress resultants and the consti-
tutive stress resultants) have been satisfied. At the two beam boundaries, the equilibrium equations have
been satisfied.

The system of discrete nonlinear equations of the statics problem has been solved by Newton’s method.
New consistent update procedure for linear corrections of rotational quaternions and for other rotational
guantities has been derived. The update of the rotational quaternion, as obtained from Newton’s pro-
cedure, is an element of the tangent space and is thus not a rotational (unit) quaternion. Therefore a
multiplicative update procedure for rotational quaternions has been derived on the basis of the properties
of the spatial rotations and their linearization. A consistent update of derivatives of rotational quaternions
is based on the additivity of the rotational strain, yet with respect to appropriate bases only. The propo-
sed update of the rotational quaternions and their derivatives leads to a higher accuracy of results and it
seems to be crucial for the conservation of the objectivity of strain measures and path independency of
conservative systems. Moreover, the linearization of equations using quaternion algebra has been shown
to be considerably simpler compared to classical approaches, where the Lie algebra is used. The numeri-
cal algorithm has been validated by numerical examples given in literature. Numerical tests demonstrate
the ability of the formulation to consider properly initially curved and twisted configurations of the beam
and an arbitrary order of the finite element. We have presented the high accuracy and efficiency of the
proposed method as well as the resistance to shear locking and path dependency.
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For the dynamics analysis, the boundary equilibrium equations have been transformed into the weak
differential form. By such an approach we have completely avoided the mixed differential-algebraic sy-
stem of equations which can be computationally instable. Discretization of the equations with respect to
the centroidal axis is taken as in the static analysis. For the time discretization and the numerical integra-
tion of equations with respect to time, two independent approaches were applied. The first one employs
two different methods among the Runge-Kutta family, as implemented in the Matlab environment. De-
spite the fact that the standard Runge-Kutta methods were developed for solving problems in additive
configuration spaces, the two Runge-Kutta methods have proven to be capable of solving demanding
three-dimensional beam problems when applied in the proposed quaternion-based finite-element discre-
tization. The main advantage of this approach is in its simplicity, as the special linearization of the
equations and the update procedure are not needed. A local error verification is automatically incorpora-
ted in the Runge-Kutta methods which results in a variable length of the time step. We have successfully
solved demanding beam problems of finite rotations, displacements and strains. The results compare
well with the solutions in literature.

In another approach used here, we have modified the solver, developed previously specially for the three-
dimensional beam dynamics. We have demonstrated that various solvers developed for the rotational-
vector beam formulations can be suitably rearranged for the use with rotational quaternions. The Ne-
wmark solver, presented by Simo and Vu-Quoc (1988), has been here modified to deal with the quater-
nion formulation. Despite the fact that some of the advantages of the quaternion formulation, such as a
unique description of rotations without needing matrices, are lost, we have shown that it is possible to
employ, with only tehnical modifications, a wide range of solvers developed for rotation-vector based
beam formulations.

The numerical results showed that the two approaches are comparable. The present results are in good
agreement with the literature. The choice of the numerical solver, however, affects considerably the
computational efficiency of the overall algorithm. By controlling the local error, the Runge-Kutta solvers
can incorporate the influence of higher-order mode shapes. This can lead to high computational times;
however the results include local and global behaviour of the structure. Solvers using fixed time steps
such as Newmark’s can behave numerically stable over longer time interval and well describe the global
behaviour of the structure.

The last chapter of the thesis deals with the moving mass problem. A mass particle is moving along
the axis of the three-dimensional beam. Its behaviour is described by the equation of motion resulting
in the velocity and the acceleration being dependent on the shape and the oscillation of the supporting
beam and on the direction of the gravity. The equation of motion of the particle is added to the system
of the beam dynamic equations and a new unknown is added, describing the arc-coordinate of the cur-
vilinear path. As the contact forces are dependent on the deformation of the beam and as the length
of the centroidal axis varies with beam deformation, the equations are strongly coupled. The equation
of motion of the particle was expressed with respect to the Frenet frame and Coulomb’s law was used
to model the friction. The present numerical model is capable of considering arbitrary initial geometry
and various types of supports. For comparison reasons, the model was further simplified to consider the
moving force with a constant speed. Numerical results are in an excellent agreement with the analytical
solutions. Comparisons with other authors and simplified models have shown that the consideration of
initial displacements and non-linear behaviour of the beam can result in a significantly intensive dynamic
response of the structure.
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Dodatki

A Odvod, integral in variacija

Naj oznakay pomeni tri aliStirirazs&en vektorski prostor nad obsegom real§iiévil, V € {RS, JR4}.
V V izberimo referetino bazd(g; (x),i = (0), 1,2, 3) z izhod&em v t&ki O in druzino pomenih baz
(@i (x),1=1(0),1,2, 3), odvisnih od parametrac A C IR.

Al Odvod in variacija operatorja

RotacijaR je preslikava na trirazg@em, rotacijip; in ¢ pa sta preslikavi natirirazsgnem vektor-
skem prostoru. Poleg rotacij imane druge operatorje, na primer antisim@trioperatorS in njegovo
Stirirazseno rasiritev S ter eksponentno preslikavo kvaternionskega argumeniaZa odvajanje ope-
ratorjev veljajo drugéna pravila kot za odvajanje navadne funkcije.

Definicija 2 OperatorF : V — V, definiran na odprti mnkici A C V, je odvedljiv v tékia € A, te
obstaja take > 0, dazavsé € V, | b |< ¢ velja

}"<E+§> = F(a) + F m +O<a,6), (A.1)

a

kjer je ]—“E’ zvezen linearni operator in 28 (6,3) velja

o(@5)| _

lim =
-0 [ b]

Potem . imenujemokrepki ali Fréchetov odvod operatorj& v totki a. Vektor F! m imenujemo

variacija operatorjaF v tockia v smerib in ozn&imo zj.F.

Ker definicija krepkega odvoda ni pragtia za konkreten iz&an odvoda operatorja, vpeljerse smerni
odvod.

Definicija 3 Naj za vsé € IR3 obstaja limita

Pl G B S P
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Vrednost limite imenujemsmerniali Gateauxov odvod operatorj& v tocki a v smeri?, kar kratko
zapBemo z oznakdD F [b} ;

DF. m - % [f (6 n aE)} . (A.2)

Izrek 1 Ce je operatorF odvedljiv v t&kia € A, v tej tatki obstaja smerni odvod in je enak variaciji
operatorja v tej t@ki.

Ker se tu omejujemo zgolj na odvedljive operatorje, ki imajo krepki in smerni odvod enak, bomo lahko
variacije operatorjev unali po formuli (A.2).

Primer 1 Oglejmo si odvod zveznetjaearnegaoperatorjaF, ki je vselej odvedljiv. Zato je smerni
odvod enak krepkemu. Za linearen operator velja

Fa+b) =F@+7F(b).
Po primerjavi z enabo (A.1) sledi
Fipl=F(b) m ofap) =0,
torej je krepki odvod linearnega operatorja kar operator sam, variacija linearnega operatorjéakv @o
v smerib pa kar njegova vrednost v &&i b

oF=F(b) i F=F

Primer 2 Zanimiv rezultat dobimo tudi pri krepkem odvodu idénéga operatorjaZ (a) = a, za
katerega velja

N

F (a + b) —G+b,
po definiciji smernega odvoda pa

DF- [E} = lim

= lim
a—0

=b.
Ker je identiteta odvedljiv operator, po izreku 1 sledi, da se smerni odvod identitete ujema z variacijo

6F = DF; [b] =7,
zato vekton imenujemo kar variacija vektorja:

5a =Db.
Podobno kot variacijo operatorjev@namo tudi variacijo vektorskih funkcij vektorskega argumenta
z—7(s).
Njihov smerni odvod izréunamo kot
7 (s+ ads) —7(s) d

o7 = lim . =~ [F(E+ads)]
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A2 Odvod in variacija vektorske funkcije skalarnega argumenta

Odvod poljubne vektorske funkcije(z) skalarnega argumenta pov tocki x = xzg je definiran s
predpisom

dr . T (zo+ Az) =7 (x0)
— =1
dr  Arso Ax ’

kadar limita obstaja. Vektorsko funkcijo(z) lahko zapsemo v refereini ali v pomEni bazi
P(a) =) re(2)gi=Y rei(x)Gilx),

kjer i vselej pretéeStevila od0 ali 1 do 3,7 = (0), 1,2, 3. Odvod vektorske funkcije po je neodvisen
od izbire baze, zato je

dr (z) B dry; (x)é
dzx _Z dx 9i

N

=" TG (@) + Y e ) T,

dx d

Odvod vektorske funkcije pe v zapisu s pon@ino bazo je sestavljen iz dveh delov: iz spremembe
komponent, brez ugtevanja spremembe baze; ta del imenujeatativni odvod vektorja

dr B dre; () =
<Chf)rel - Z dl‘ Gz (m) ) (A3)

)

drugi del pa upsteva samo spremembo p@mé baze in ga zato imenujeraistemski odvod vektorja

AN L dGi(z)
<d$>sz'st_ZTGl ) dx A

i

Tako lahko odvod vektorske funkcijezapsemo kot vsoto relativnega in sistemskega odvoda
dr dr dr
— = — . A.5
dx <d‘r>rel - <dx>sist ( )

Variacijo vektorja smo izrazili kot variacijo iderithega operatorja, glej primer 2. Kadar vektorje razvi-
jemo po pomtni bazi, se variacije vektorskih funkcij iztajo popolnoma enako kot odvodi in sicer kot
vsota relativne in sistemske variacije, ki skupaj tvorijo celotno ali absolutno variacijo

or = (6?)rel + (5?)31515 (AG)
(07) el = dre1Gr + 57“9262 + 5Tg3§3 (A.7)
(07) gist = Tc1 551 + 792 552 +7g3 5@3. (A.8)

B Eksponentna preslikava kvaternionskega argumenta

Ker imamo v tem poglavju opravka le z izzavo v referetini bazi, njen indeks,) kar izpustimo.
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B1 Eksponentna oblika rotacijskega kvaterniona
Vzemimo rotacijski kvaterniog = cos g + % sin g v polarnem zapisu. V njent predstavlja vektor na
osi rotacije velikosti} (rotacijski vektor). Pokazali bomo, da lahkozapSemo z neskano poteino

vrsto
+ ... =exp (g) , (B.1)

v kateri jef? Cisti kvaternion rotacijskega vektorj@, = [0 19]T. Izraz (B.1) obEajno imenujemaek-
sponentna oblika rotacijskega kvaternigmgeratorxp (z) paeksponentna preslikava kvaternionskega
argumenta Za potrditev pravilnosti izraza (B.1) uporabimo lastnosti kvaternionskega potendirsiitje
kvaternionov (4.11) na kvaterniontj na primer

+ +

o | )
| %)
| D)
o | %)
| %)

M| =
K =

|

2=
o | )

q(9) =1+

Yo =—0° (B.2)
Yo (13 o 1A9) = —929. (B.3)

Lastnosti (B.2)—(B.3) uporabimo v vrsti (B.1) in dobimo

S S A S U TS S AN
1= 12 21\ 2 3123V T\ 2

1
S AN AN B S WA
B 21 \ 2 41\ 2 g \1t2 31\ 2
COS 9 Sin 5 .
FaktorSigfz/z, ki nastopa v polarnem zapisu rotacijskega kvaterniona (4.22), je=2a) singularen, a

konCen v okolici t&ke 0. Ker je numetino popolnoma stabilno in éoo izra&unljiv, lahko brez teav za
prer&unavanije iz rotacijskih vektorjev v rotacijske kvaternione uporabimo kar polarno obliko (4.22).

Izraz (B.1) je primeren tudi za éan multiplikativhega popravka rotacijskega kvaternidag iz itera-
tivhega popravka rotacijskega vektofi&:

. 169 169 69 169 69 60 50

kjer je 59 = [ 0 9 ]T. Analogen izraz za multiplikativni popravek rotacijskega kvaternidng
vendar tokrat v odvisnosti od iterativnega popravka rotacijskega kvaterdiggribimo v obliki

AG(53) = exp (6307

v kateri smo upstevali zvezo medd in 0q po en&bi (4.57). Zapis multiplikativnega popravka s po-
tencno vrsto (B.4) v odvisnosti odg pa je

S GGG RS
Aq(éq)zl%—ﬁéqoq +§5qoq o4
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B2 Odvod in variacija rotacijskega kvaterniona

{Prvi odvod rotacijskega kvaterniogepo x dobimo z odvajanjem vrste (B.1). Pri tem moramo dosledno
upcstevati nekomutativnost kvaternionskega produkta:

~/ ~ o~ ~ o~/
~/ / _li l g g g ﬁ
q(i‘},ﬁ)—' —4—' 202+202 (B.5)

9 9 9 9 9 9 ol
+ <¢R <202> + ér <2> P <2> + ¢ <202>> "') 9

Matricni del dobljenega izraza poimenujemo

9 1 1 9 9
)30 ) 0)
9 0 9 9 9 0
ofo(Fe3) ron(3)ee(3) e (3-)) o

S tem dobi odvod kvaternionp= exp <"‘29> kompaktne&}o obliko:

o) eye
§@0,9)-— 71 _a(2)2.

dx

Enak rezultat velja tudi za datttev odvoda multiplikativnega popravka rotacijskega kvaternitgaz
pripadaj@&ega iterativhega popravka rotacijskega vektétfa

5 5 (B.7)

AG (69,09') = A (

Cedd nadomestimo s (5.77) i’ z ustreznim odvodom, dobimo tudi odvod multiplikativnega popravka
zapisan v odvisnosti od linearnega popravka rotacijskega kvaterdigpna

)l em o dexp(6goq”
Aq (6g,0q") = (dx )

Podobno izpeljemo tudi drugi odvagpo = in dobimo

= A(6GoG") (6§ 0G" +0Goq"). (B.8)

al/ (,'9’19/, ,'9//) — 1'? + 5

19" 1 (9" 9 9 9 9
— (202 2—|—2O> (Bg)



160 Zupan, E. 2010. Dinamika prostorskih nosilcev s kvaternionsko parametrizacijo rotacij
Doktorska disertacija. Ljubljana, UL, Fakulteta za gradbei in geodezijo, Konstrukcijska smer.

A§" lahko izrazimo tudi 3G, 64 in 6", kar doséemo prek povezav@d, d in J
59 = 256G oq
50 = 20¢ oG +20Goq
&\9” _ 2(521\// OZI\+4(5?]\I Oa/ + 25606”-
Variacijo rotacijskega kvaterniong ponovno izpeljemo v skladu z definicijo smernega odvoda (A.2),

tokrat preko linearizacije njegove izzave z vrsto (B.1). Formalno dodajanje linearnega popraviga
nekemu rotacijskemu kvaternioguseveda izvedemo v skladu z multiplikativno naravo kvaterniona

4(d® a0d) = A7 (a99) 0 7.

Po definiciji smernega odvoda velja:

ey A N
Dag [0q] = - ~[a(a® a6q)] =

d .
=0 [Ag (adq) 0 q],_,
d i+1(5A A*)+1(5A G*) o (adgoq™) + q
= — — (@] — (@] (@] (@] (@]
T 5 (adgog 5 (10d 07 adgoq q
(T4 % Gaoan) + % vaeat)obaea) + ) oa
= — — (@] —_— O (@] (@] O
o o (0doq 5y (040q goq qa:0
| 200, ., s R
=[<1,(5qoq) §(5QOQ)O(5qoq)+--- oq}
: : a=0
=0goq-oq

- 4.

Ponovno smo izpeljali, da je smerni odvod celotnega trenutnega rotacijskega kvat@reivedanjegovi
variaciji 6q

D (6g) = 0Gog"* o g™ = oq, (B.10)
kar se ujema z doslej uporabljeno linearizacijo rotacijskega kvaterniona. Linearizacija rotacijskega kva-
terniona z uporabo njegovega eksponentnega zapisa jeSajlefudi najbolj nazorna (glej tudi poglavje
5.3.6).

Opomba 19 Prinumertniimplementaciji izréuna prvega in drugega odvoda rotacijskega kvaterniona
uporabljamo aproksimacijo z vrstama (B.5) in (B.9) tako, daiipeamo vse tistélene, ki so odvodi
prvih desetirtlenov vrste (B.1).

B3 Inverz in njegova linearizacija

Inverz eksponentne preslikave kvaternionskega argumenta je funkcija, ki enotskemu kvatgreionu
qo + q priredi rotacijski vekton3 oziroma njegovo polovico. Povezava direktno sledi iz (4.22)

¥ = 2arccos (qo) (B.11)
)

- (B.12)
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Torej lahko inverz eksponentne preslikave (B.1) &apio kot

9 1~ arccos (qo)

- = =0 . B.13

g — &P (@) * sin (arccos (qo)) 1 ( )
Teorettno ima izraz (B.13) singularnost zg = —1, torej v primeru zasuka za kot velikosti saj

je imenovalec ulomka enak &)isaasno pa je vlomek pomiaen z ncéelnim vektorjemgq, kar lahko
zapsemo kot

o+ 2111 1]
S

Z uporabo trigonomettnih pravil veljasin 7 = — sin 0, kar uporabimo v zgornjem izrazu in dobimo,
da je primeruyy = —1 rotacijski vektor konvergira k nesingularnemu vektorju

0

sin 0

0-—1[1 1 1] =-[1 1 1]".

Izraza (B.13) imatorej odpravljivo singularnost. Tudi v nurieem smislu ta singularnost ne predstavlja
problema, saj sodobni ¢analngki numerni algoritmi izrazu="— za zelo majhner (blizu absolutno
najmangega predstavljivegstevila) priredijo vrednost ena.

Kaj pa linearizacija inverzne eksponentne preslikave? Lineariz&ii{e poznamo iz poglavje 4.3,
en&ba (4.57):

9 S R o
D<2> [561]=7=5qoq = ¢r(q")dq.

q

Torej
D (exp™! ()4 104 = o5 (@) 64.

C Prevedba kvaternionske rotacijske matrike v klastno Rodriguesovo
formulo

V prostorulH oziromalR* rotacijska matrika

. ~ 1 01x3
Q=90¢r@") ¢, (q) = [ * } (C.1)
O3><1 R
s podmatriko
2 2 .2 2 9 —_9 2 9

a4 +491 — ¢ — G35 Q192 qoq3 q193 + 24042

R= 2012+ 20093 G -G+ B -G 20203 — 2900
2q1q3 — 2 2¢2q3 + 2 2 - +q
q143 q092 4243 qo04q1 9o — 491 — 43 T Q43

predstavlja rotacijo v podprostogistih kvaternionoviH,, parametrizirano z rotacijskim kvaternionom
q = [q0,q1, 9, qg]T. S pom@@jo polarnega zapisa rotacijskega kvaterniona, glej (4.22),

9
COSs b

in 2
n181n2

Q)
I

in ¥
N9 S1n 5
g sin b
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zapis matrikeR preuredimo in dobimo standardni zapis rotacijske matrike z Rodriguesovo formulo
(3.13). Spomnimo se, da je vektar = [n,n2, ng] enotski vektor na osi rotacije} pa velikost kota
rotacije. Zaradi obsmosti zapisov najprej preoblikujemo posamezne elemente matrike. Uporabimo le
lastnostin|> = n? + n% + n3 = 1 in trigonometréne endbe, glej na primer [Brastejn, Semendjajev,
1988, str. 207—210]. Najprej preoblikujmo diagonaitene matrikeR!

o0 v 9 9

R(1,1) = cos? 5 +ny s1n2§ —n%sm2§ —n§s1n2§
v v 9 9

= cos® — 5 + sin? 5~ 2n3 sin? 5~ 2n3 sin’ 5

= 1—2(n%+n§)sinzg

=1- (n3+n3) (1 —cos?).
Analogno dobimo

R(2,2)=1— (n +nj3) (1 — cos?)

R(3,3)=1-— (n% +n§) (1 —cos?).

Zunajdiagonalnilen prvega stolpca druge vrstice je

v 0 A v
R (2,1) = 2n; sin 5nesing + 2cos 5nasin g
0,
= 2nyn4 sin® 5 + ngsind
= ning (1 — cos¥) + ngsin v,
njemu simetgno leeci ¢len drugega stolpca prve vrstice pa je
. .U A v
R (1,2) = 2n; sin 5n2sin g — 2 cos 5 nasin g

= 2nqng sin 5 sin 5~ ng sin v
=ninz (1 — cos ) — ngsinv.
Upostevamo analogijo pri ostalih zunajdiagonaliénih in dobimo:

1— (n3+n3) (1 —cos?¥) mnina(l—cosd) —ngsind ning(l— cosd) + ngsind
R=| ning (1 —cosd) +nzsind 1— (nf+n3)(1—cosd) ngnz(l—cosd) —mn;sind

ning (1 — cos) —ngsind  nong (1 — cosd) + nysingd 1 — (n? +n3) (1 — cos?)
0 —ng ng nQ + n3 ning ning
= I3x3+sin?d n3 0 —ng (1 —cos ) n1N9 — (n% + n%) NnoN3
—ng n1 0 n1n3 NnoN3 — (n% + n%)
. 0 —93 192 + 192 sy v
= I3y3+587 U3 0 —p | + =52 191192 — (V1 + 93) a03 \
9y W0 91103 Oalls  — (03 +93)

kjer so; komponente rotacijskega vektorjh= [191,192,793]T = 9n, I3«3 pa je diagonalna matrika
enic (identiteta). Z rotacijskim vektorjem tvorimo antisimétd matriko, glej (3.12),

0 —v3 s
-y 0
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katere kvadrat je

0 —03 U 0 —03 U
e? = U3 0 — U5 0 —
| 9y 0y 0 —¥y 0 0

[ — (03 +93) 9102 9193

= V109 — (79% + 19:23) Y93
V103 Vo3 — (91 4 93)

Matrika R dobi obliko

sin v 1—cos? o
R = I3.3+ 3 O+ 52 (ChN
kar se ujema s standardno Rodriguesovo formulo (3.13) zaumreotacijske matrike iz rotacijskega
vektorja.Ce up&tevamdase, da matrika& iz ena&be (C.1) deluje naistih kvaternionihz = 0 + x tako,

da jih preslika \isti kvaternionQz = 0 + Rx:

~ [1 o ]foO 0
@=lo 5] [2] = ne ]

potem lahko zatrdimo, da sta operatafja IR?* — IR in Q : IHy — IH, identitna.

.. . o ~ 1 0
Rotacijsko matrikaQ = ¢x (G*) ¢ (q) = [ Oun1 RlXS

logna Rodriguesovi formuli, r&irjeni za eno dimenzijo (glej &tko 1 opombe 10 za ramitev anti-
simetrnega operatorja)

} lahko zapsemo tudi v obliki, ki je ana-

sin ¥ ~ 1 —cosd~2

S)+ 55 (9).

Q=1TI4,+ J





