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206 Matematika

O DELJENJU Z OSTANKOM IN SE O CEM

V prvih razredih osnovne sole smo se naucili racunskih operacij s stevili:
seitevanja, mnozenja, odstevanja in deljenja. Ker smo tedaj poznali samo
naravna stevila 1,2, 3, ..., zadnji dve operaciji nista bili vsele] izvedljivi.
Ce smo na primer delili kaksno stevilo D z deliteljem d, smo dobili kvocient
k in v splosnem Se ostanek o. Delitev se je izsla, kadar je bil ostanek o
enak ni¢. Sicer pa je ostanek o vedno manjsi od delitelja d. Preizkus
smo napravili tako, da smo kvocient & pomnozili z deliteljem d in temu
produktu pristeli ostanek o. Pri pravilnem raéunu smo dobili za rezultat
deljenec D, torej

D=k-d+o. (1)

Za ostanek o pa velja ocena
0<o<d. (2)

Pri poljubno izbranih naravnih &tevilih D in d sta celi stevili k in o, ki
zadoscata enacbi (1) in pogoju (2), natanko doloceni. Dobimo ju seveda z
deljenjem &tevila D z d. Ali sme biti D manjsi od d? Sme. V tem primeru
velja enacba (1) pri & = 0 in 0 = D. Ker je zdaj o = D < d, je tudi pogoj
(2) izpolnjen.

Postopek deljenja naravnih stevil z ostankom v matematiki pogosto
uporabljamo. Morda je najbolj znan primer uporabe iskanje najvecjega
skupnega delitelja stevil D in d, ki ga dobimo s ponavljanjem deljenja z
ostankom (Evklidov algoritem). Vendar tu ne bomo govorili o Evklidovern
algoritmu, temveé si bomo ogledali neko drugo uporabo.

Vemo, da vsota ne dolo¢a sumandov. Ce poznamo vsoto & + y, stevil
© in ¥ ne moremo izracunati, tudi tedaj ne, kadar sta z in y naravni stevili.
(Edina izjema je enacba x 4+ y = 2, ki je s pozitivnima celima steviloma =
in y izpolnjena samo pri # = y = 1.) V&asih, kadar je znano ve¢ podatkov
o sumandih, pa sta # in y doloéena. Tu bomo obravnavali tale primer:
Naj bo

e+y=2D, (3)

kjer je D dano stevilo. Denimo, da vemo tole:
1) Sumanda & in y sta naravni stevili,
2) z je deljiv z nekim znanim &tevilom d in
3) y je manjsi od d, torej y < d.
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V tem primeru sta sumanda z in y dolocena. Dobimo ju tako, da delimo
D z d. Ce je pri tej delitvi kvocient enak k in ostanek o, nam pogled na
enacbo (1) pove, da je

z==Fk-d in y=o.

Kot primer za uporabo tega dejstva si oglejmo, kako 1zracunamo iz
enega samega znanega Stevila rojstni datum kake osebe. Denimo, da Janez
ne ve, kdaj je bil rojen njegov prijatelj Tone. To bi rad dognal na precej
neobicajen nacin: Toneta prosi, naj vzame kos papirja in svincnik (ali
raéunalnik) in potem napravi tale racun:

“Stevilo, ki pove dan v mesecu tvojega rojstva, pomnozi s 15 in pro-
duktu pristej stevilo, ki dolo¢a mesec rojstva. Dobljeno vsoto pomnozi z
98 in produktu pristej letnico rojstva.”

Tone nekaj ¢asa racuna in dobi na koncu rezultat 41946. Zdaj vzame
Janez v roke svinénik in kos papirja, prepise to stevilo, nekaj ¢asa racuna
in pove, da je bil Tone rojen 27. marca 1962. Tone potrdi, da je datum
pravilen. Kako je Janez dobil iz enega samega znanega stevila tri stevila,
ki dolo¢ajo datum?

Zaznamujmo z a stevilo, ki pove dan v mesecu, in z b Stevilo, ki
dolo¢éa mesec rojstva. Ker je Tone rojen v tem stoletju, saj Se ni tako
star kakor tista gospa iz Arlesa v juzni Franciji, lahko zapigemo njegovo
rojstno letnico v obliki 1900 + ¢, kjer je ¢ manjsi od 98. Racun, ki ga je
moral opraviti Tone, se v znakih glasi takole:

98(15a + b) 4 1900 + c.
Ta izraz je enak 41946. Janez je najprej odstel 1900 in dobil enacbo
98(15a+ b) + ¢ = 40046 .

Leva stran je vsota dveh ¢lenov. Prvi 98(15a + b) je deljiv z 98, drugi ¢
pa je manj§i od 98. Janez je delil 40046 z 98 in dobil kvocient k = 408
ter ostanek o = 62. Ker je oéitno kvocient k enak 15a + b, ostanek o pa
enak ¢, je Ze nasel letnico rojstva, namreé 1900 + ¢ = 1962. V enacbi

15a+ b =408

je na levi prvi ¢len 15a deljiv s 15, drugi élen b pa dologa mesec rojstva
in je zato kvecjemu 12, torej vsekakor b < 15. Janez je zdaj delil 408 s 15
in dobil kvocient &k = a = 27 in ostanek o = b = 3. Tako je izracunal, da
je bil Tone rojen 27.3. 1962.



Janez je Tonetu naroéil, naj prvié mnozi s 15, drugi¢ z 98. O¢itno
bi smel izbrati namesto faktorja 15 katerokoli stevilo, ki je vegje od 12,
kolikor je mesecev v letu, namesto faktorja 98 pa katerokoli stevilo vecje od
97, ker smo zdaj v letu 1997. Najpreprosteje bi bilo, ée bi obakrat izbral
faktor 100. Bralec naj sam premisli, kaksen bi bil rezultat mnozenja in
seStevanja v tem primeru.

Datum Tonetovega rojstva je skrit v stevilu 41946, Odkrijemo ga, ce
poznamo kljué, ki ga v nasem primeru dolocata faktorja 15 in 98. Denimo,
da bi Janez cez nekaj c¢asa pozabil, kaksen je drugi faktor, zapomnil pa
bi si prvega in imel na listku zapisan rezultat 41946. Rojstnih podatkov
ne bi veé mogel doloéiti. Ce bi, recimo, domneval, da je bil drugi faktor
gtevilo 100, bi dobil datum 26. oktober 1946, ki ni pravi. Bralec naj se
skusa sam prepricati, da drugi faktor prav gotovo ni 99.

Z isto metodo, kakor tri tevila, skrijemo v eno samo §tevilo poljubno
konéno mnozico naravnih stevil. Tako bi lahko Janez izrac¢unal poleg
datuma rojstva tudi hisno stevilko Tonetovega stanovanja.

Pa naj bo

a1,02,...,0n (4)

poljubno konc¢no zaporedje naravnih §tevil. Izberimo faktorje dy, ds, .. .,
d,, tako da veljajo ocene

dy >ag, dz>as, ..., dy>ay.
(dg, ...,d, so naravna stevila.) Tvorimo zdaj zaporedje
Ko Bk

po temle predpisu: Najprej naj bo ky = aydy + as, nato kz = kods + as,
..., splogno

ki = ki_1d; + a; g4 p=8dvin M (5)
V zadnjem clenu kj,, imenujmo ga D, je skrito zaporedje (4). Ce poznamo
stevilo D in faktorje ds,...,d,, lahko vse élene a; izra¢unamo. Najprej

delimo D z d,,. Pogled na enacbo (5), ki jo zapiSemo za i = n, pove, da je
kvocient pri tej delitvi enak k,_1, ostanek pa zadnji élen a,, zaporedja (4).
Ce kvocient ky_; delimo z d,,—4, je novi kvocient enak k,,_», ostanek pa
clen a,_1. Tako nadaljujemo in dobimo vsa stevila (4). Hkrati vidimo,
da stevilo D doloca tudi vrstni red ¢lenov zaporedja (4).

Zgled. Denimo, da je Tonetova hisna stevilka 48. Hisna stevilka in
rojstni podatki sestavljajo §tiri stevila

48, 97, 3, 62.



Ker imajo nekateri meseci 31 dni, mora Janez za dy izbrati vegje stevilo,
npr. dy = 35. Faktorja ds in d4 pa naj bosta kakor prej 15 in 98. Tone, ki
mu zdaj pride prav ra¢unalnik, izracuna, da je D = 2509646, Janez deli
to tevilo z 98 in dobi kvocient 25608 in ostanek 62. Nato deli kvocient
25608 s 15. Novi kvocient je zdaj 1707, ostanek pa 3. Nazadnje deli 1707
s 35 in dobi ostanek 27 ter kvocient 48. Tako najde vsa §tiri stevila, ki
doloéajo hisno stevilko in datum rojstva prijatelja Toneta.

Tvan Vidav



