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Matematika I

o DELJENJU Z OSTANKOM IN ŠE O ČEM

V prvih razredih osnovne šole smo se naučili računskih operacij s števili :
seštevanja, množenja, odštevanja in deljenja. Ker smo tedaj poznali samo
naravna števila 1,2,3, ..., zadnji dve operaciji nista bili vselej izvedljivi .
Če smo na primer delili kakšno število D z delitelj em d, smo dobili kvocient
k in v splošnem še ostanek o. Delitev se je izšla, kadar je bil ostanek o
enak nič. Sicer pa je ostanek o vedno manjši od delitelja d. Preizkus
smo napravili tako, da smo kvocient k pomnožili z delitelj em d in temu
produktu prišteli ostanek o. Pri pravilnem računu smo dobili za rezultat
deljenec D , torej

Za ostanek o pa velja ocena

D=k·d+o.

O'5,o<d .

(1)

(2)

Pri poljubno izbranih naravnih številih D in d sta celi števili k in o, ki
zadoščata enačbi (1) in pogoju (2), natanko določeni. Dobimoju seveda z
deljenjem števila Dz d. Ali sme biti D manjši od d? Sme . V tem primeru
velja enačba (1) pri k = Oin 0= D. Ker je zdaj 0= D < d, je tudi pogoj
(2) izpolnjen.

Postopek deljenja naravnih števil z ostankom v matematiki pogosto
uporabljamo. Morda je najbolj znan primer uporabe iskanje največjega

skupnega delitelja števil D in d, ki ga dobimo sponavljanjem deljenja z
ostankom (Evklidov algoritem) . Vendar tu ne bomo govorili o Evklidovem
algoritrnu, temveč si bomo ogledali neko drugo uporabo.

Vemo , da vsota ne določa sumandov. Če poznamo vsoto x + y, števil
x in y ne moremo izračunati, tudi tedaj ne, kadar sta x in y naravni števili.
(Edina izjerna je enačba x + y = 2, ki je s pozitivnima celima številoma x
in y izpolnjena samo pri x = y = 1.) Včasih, kadar je znano več podatkov
o sumandih, pa sta x in y določena. Tu bomo obravnavali tale primer:
Naj bo

x+y=D,

kjer je D dano število. Denimo , da vemo tole:
1) Sumanda x in y sta naravni števili ,
2) x je deljiv z nekim znanim številom d in
3) y je manjši od d, torej y < d.

(3)
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V tem primeru sta sumanda x in y določena . Dobimo ju tako, da delimo
D z d. Če j e pri tej delitvi kvocient enak k in ost anek o, nam pogled na
enačbo (1) pove, da je

x = k · d ln y = o .

Kot primer za uporab o tega dejstva si oglejmo, kako izračunamo iz
enega samega znanega št evila roj stni datum kake osebe. Denimo, da J anez
ne ve, kd aj je bil rojen njegov prij atelj Tone. To bi rad dognal na precej
neobičajen n ačin: Toneta prosi , naj vzam e kos papirja in svinčnik (ali
računalnik) in potem napravi tale račun :

"Št evilo, ki pove dan v mesecu tvo jega rojstva , pom noži s 15 in pro­
duktu pri št ej število, ki določa mesec rojstva. Doblj eno vsoto pomnoži z
98 in produktu prištej letnico roj stva ."

Tone nekaj časa računa in dobi na koncu rezultat 41946 . Zdaj vzame
Janez v roke svinčnik in kos papirja, prepiše to št evilo, nekaj časa računa

in pove, da je bil Tone rojen 27. marca 1962. Tone potrdi , da je datum
pravilen . Kako je J an ez dobil iz enega sam ega znanega števila t ri števila,
ki določajo datum?

Zazn amujmo z a število, ki pove dan v mesecu , in z b št evilo, ki
določa mesec rojstva. Ker je Ton e roj en v t em stoletju, saj še ni tako
star kakor tista gospa iz Arlesa v južni Franciji , lahko zapiš emo njegovo
roj stno letnico v obliki 1900 + c, kjer je c manjši od 98. Račun , ki ga je
moral oprav it i Ton e, se v znakih glasi t akole:

98(15a + b) + 1900 + c.

Ta izraz j e enak 41946. J anez je najprej odšte l 1900 in dobil enačbo

98(15a + b) + c = 40046 .

Leva st ran je vsot a dveh členov . Prvi 98(15a + b) je deljiv z 98, drugi c
pa je manjši od 98. Janez je delil 40046 z 98 in dobil kvoci ent k = 408
ter ost anek o = 62. Ker je očitno kvocient k enak 15a + b, ostanek o pa
enak c, je že naš el letnico rojstva , namreč 1900 + c = 1962. V enačbi

15a + b = 408

je na levi prvi člen 15a deljiv s 15, drugi člen b pa določa m esec rojstva
in je zato kvečjemu 12, torej vsekakor b < 15. J anez je zdaj delil 408 s 15
in dob il kvocient k = a =27 in ost anek o = b = 3. Tako j e izračunal , da
je bil Tone rojen 27. 3.1962.
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Janez je Tonetu naročil, naj prvic množi s 15, drugič z 98. Očitno

bi smel izbrati namesto faktorja 15 katerokoli število, ki je večje od 12,
kolikor je mesecev v letu, namesto faktorja 98 pa katerokoli število večje od
97, ker smo zdaj v letu 1997 . Najpreprosteje bi bilo, če bi obakrat izbral
faktor 100. Bralec naj sam premisli , kakšen bi bil rezultat množenja in
seštevanja v tem primeru.

Datum Tonetovega rojstva je skrit v številu 41946 . Odkrijemo ga, če

poznamo klj uč, ki ga v našem primeru določatafaktorja 15 in 98. Denimo ,
da bi Janez čez nekaj časa pozabil, kakšen je drugi faktor, zapomnil pa
bi si prvega in imel na listku zapisan rezultat 41946 . Rojstnih podatkov
ne bi več mogel določiti. Če bi, recimo, domneval, da je bil drugi faktor
število 100, bi dobil datum 26. oktober 1946, ki ni pravi . Bralec naj se
skuša sam prepričati, da drugi faktor prav gotovo ni 99.

Z isto metodo, kakor tri števila, skrijemo v eno samo število poljubno
končno množico naravnih števil. Tako bi lahko Janez izračunal poleg
datuma rojstva tudi hišno številko Tonetovega stanovanja.

Pa naj bo

(4)

poljubno končno zaporedje naravnih števil. Izberimo faktorje d2 , d3 , . . . ,

dn , tako da veljajo ocene

d2 > a2 , d3 > a3, . .. , dn > an .

(d2 , ... , dn so naravna števila.) Tvorimo zdaj zaporedje

po temle predpisu: Najprej naj bo k 2 = a ld2 + a2, nato k3 = k 2d3 + a3,
. . . , splošno

ki =ki-Idi+ai za i =3,4, . . . ,n. (5)

V zadnjem členu k«, imenuj mo ga D, je skrito zaporedje (4). Če poznamo
število D in faktorje d2 , ... , dn , lahko vse člene a; izračunamo . Najprej
delimo D z dn . Pogled na enačbo (5), ki jo zapišemo za i = n , pove, da je
kvocient pri tej delitvi enak kn- 1, ostanek pa zadnji člen an zaporedja (4) .
Ce kvocient kn- 1 delimo z dn- 1, je novi kvocient enak kn-2, ostanek pa
člen an -I. Tako nadaljujemo in dobimo vsa števila (4). Hkrati vidimo ,
da število D določa tudi vrstni red členov zaporedja (4).

Zgled . Denimo, da je Tonetova hišna številka 48. Hišna številka in
rojstni podatki sestavljajo štiri števila

48, 27, 3, 62 .



Ker h a j o  nekateri r n m i  31 dni, mma Jaaea aa d2 izbrati v&je Me*, 
npr. da = 35, Faktorja da in d4 pa naj bosta kakor prej 15 in 98. Tone, Iri 
mu sdaj pride prav raZunralnik, br&ns, da je D = 2569646. Jan,- deli 
to litevilo r 98 in dobi h c i e n t  25608 in ostanek 62. Nato deli kvocient 
25808 8 15. NaPi kpacient je zdaj 1707, aatanek pa 3. Nazadqje deli 1707 
s 36 in dobi ostanek 2'7 ter kvocient 48. Tako najde wa &hi &&Vila, ki 
daloeajo hirino sjtedko in ddaitnm mjat,va pqatdja %eta, 

Ivan Viduv 


