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MATEMATIKA

NENAVADNI ULOMEK

V srednji Soli sem neko& pri reSevanju raznih nalog naletel na
ulomek z zanimivo lastnostjo. Treba je bilo pokazati naslednjo
enakost:

10100101 _ 101010101

11000011 110010011

Problem sam seveda ni bil zahteven in kaj hitro sem ga ugnal
ob upoitevanju dejstva, da sta dva ulemka a/b in e/d enaka
natanko takrat, ko velja ad = b

o

Naloga 1: Tudi sami se prepriajte, da res velja zgornja ena-
kast!

Ko sem ulomka malo bolje pogledal, sem opazil, da se desni ulo

mek od levega razlikuje po tem, da ima v Stevecu 1in imenovalcu

na sredini vrinjeno enojko. Da kljub temu velja med njima ena-

kost, se mi je zdelo zanimivo, zato sem poskusil v Stevcu in

imenovalcu namesto ene vriniti dve enojki. Presenelenje! Spet

sem ugotovil enakost med ulomkoma. Potem sem raziskal Se pri-

mere s tremi, stirimi in veé enojkami. Vedno znova se mi je

na koncu racuna nasmehnila enakost dveh ulomkov.

Naloga 2: Prepricajte se npr., da je 10100101 _ 1010111110101
11000011 1100111110011

Problem me je zacel seveda moéno zanimati in povsem naravno
sem si zastavil vpradanje, ali morda ne velja splodno:
10100101

"Vrednost ulomka -——— se ne spremeni, €e Stevcu in
11000011
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imenovalcu v sredini dodamo enako mnogo (npr. ») enojk."”
Spominjam se, da mi vpraSanje ni dalo miru, dokler se mi po ne
kaj neuspelih poskusih ni posre¢ilo dokazati sploine veljavno-
sti zgornje trditve, se pravi, dokler nisem ugotovil, kaj tici
za to nenavadno lastnostjo. Ali lahko to storite tudi vi?

Naloga 3: Dokazite, da za vsako naravno 3tevilo n velja ena-

kost
H
10100101 _ 1010711, ..170101
11000011 1100111...110011
e

M
V pomo¢ pri re3evanju naj izdam, da je treba uposStevati ena-
kost 1010 + 0101 = 1100 + 0011 = 1111 . Kako to dejstvo upora
bimo, pa uganite sami!

Ce boste pravilno re$ili nalogo 3, potem boste gotovo spozna-
1i, zakaj se opisani ulomek tako nenavadno obna3a. In &e boste
to vedeli, potem vam prav gotovo ne bo teZko poiskati 3Se druge
ulomke z isto lastnostjo, saj jih je zeleo veliko.

Haloga 4: Napisite Se nekaj ulomkov, katerih vrednost se ne
spremeni, ce na doloéenem mestu v Stevcu in imenoval
cu vrinemo isto 3tevile enojk!

Morda se bo komu zahotelo poiskati vse ulomke z opisano last-
nostjo. Naj poskusi; toda takoj naj pristavim, da je tako za-
stavljen problem tezji in zahteva kar precej spretnosti, zla-
sti pri reSevanju diofantskih enacb. Je namreé poseben primer
iskanja matematiénih nepak, o katerih je Presek Ze pisal |1].

Pa¢ pa je precej lazji podoben problem, e namesto enojk doda-
jamo nicle.

Naloga 5: Poidéite vse ulomke oblike gb/ed 2z lastnostjo

ab . a00...0b .5 noljubno naravno Stevilo n. Pri
ed 200...04d

tem so g, b, ¢, d naravna Stevila ali 0 (izraz ab
seveda pomeni 10% + » , Ce za Stevilo b, ki se lah



ko zaéne tudi z niclami, rezerviramo k mest; podobno
velja za e ir d).

Za konec reSite Se dve nalogi, ki predstavljata doloéeni pos-
plosSitvi naloge 3!

Naloga G:V ulomku

Naloga 7:

10100101

11000011
to si lahko mislimo, da je zapisan v Stevilskem si-

nastopata samo cifri 0 in 1, za-

stemu s poljubno osnove. Prepricajte se, da zanj v
vsakem primeru velja nenavadna lastnost iz naloge 3!
Napisite nekaj ulomkov, katerih vrednost se ne spre-
meni, €e na dolocenem mestu v Stevcu in imenovalcu
vrinemo isto Stevilo enakih cifer (ne nujno enojk)
ali skupin cifer (vecmestnih Stevil)!

Vabim vas, da tudi sami poskusite najti kaksno posplofitev ali

da sestavite kak3no podobno nalogo o ulomkih. Pisite nam!

[1] A. Suhadolc, Matematidne napake, Presek 4 (1976/77), str.
4 in 67.
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RESITVE NALOG
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Es
3

n "
Pigimo 1010111...110101 = 1010.10™"" + 111...11.10% + 101 =
n+h
= 10100107 1) + 111...11 = 1010(10" " -1) + é(10“+“-l} =

%(10”+“-1) . Podobno dobimo 1100111...110011 =

M

= 9091.

= 9901, %(ID”+“-1) . Torej za vsako naravno Stevilo n velja
n

1010111...110101 _ 9091

1100111...110011 9901

n

Opisano lastnost imajo npr. vsi ulomki g% s kjer je

ath = e+d = Stevilo, sestavljeno iz toliko enojk, kot smo

za b ali 4 rezervirali mest (za obe 3tevili enako). V prilo-
gi 3 je tako @ = 1010 , b = 0101 (4 mesta) , ¢ = 1100.

d = 0011 (4 mesta) 1in a+b = e+d = 1111. Po zgornji meto-

di lahko poiscemo poljubno mnogo ulomkov z dano lastnostjo,

npr. 833 (a-8, 1=003, c=7, 4-04), 13038 (a-73, =038, o=6,

d= 105) itd. Pristaviti pa je treba, da nikakor niso vsi

ulomki take vrste. Ulomek %%% (a=2, b=28, e=3, d=36) npr.

zadoSca vsem zahtevam naloge 4, vendar ga ne moremo dobiti
po zgornji metodi.

Nalogo resijo ulomki g% . pri katerih velja 10Pad = 10%be,
kjer je p (g) 3&tevilo mest pri b (d) . Ta pogoj takoj

sledi iz zahtevane enakosti
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al0”? + b _al0f + b

210”9 + g o109 + 4

(prav za prav je njej ekvivalenten). Pogoj 10Fad = 109
lahko krajse izrazimo tudi takole a(0,d) = e(0,b) ; cifre
Stevil b in 4 pisemo takoj za decimalno vejico. Primeri

ulomkov z iskano lastnostjo so %% (a=2, b=3, e=6, d=9) ,

397 (a=3, b=09, e=7, d=21) , ppae (a=45, b=105, o=240,

d=56) itd.

Dokaz je povsem analogen dokazu naloge 3, le namesto 10 vza
memo novo osnovo b (b > 1) . Tako dobimo

" bn+h_1
1010111...110101 = (1010(b=1)+1) ZH—— in

n bn+h_1
1100111...110011 = (1100(p-1)41) g™ .

Sledimo isti ideji kot v nalogah 3 in 4 s to razliko, da se
daj namesto enojke vrivamo m-mestno Stevilo =. Za b in 4 do
pustimo mk mest in zahtevajmo a+b = zzx...zx (k z-ov)
pa lahko pidemo "

%3 .
dg. . .xb = atOMAnEk] o £%...2. 10" 4 B = 6(10n(n+k}_|) +
n

£}

m(n+k) _
i o 0 H a{iﬁm{“+k)—1) + 2 lg;——————l =
ntk 107 = 1

= (a(10™-1) + &) (10" ) 1) (10™-1)  in podobno
ez .zd = (e(10™=1)42) (10" K1) (10™-1) . Primer takega

n

ulomka je 0L (a=5, b=07, e=9, d=03, z=12, m=2) . Nadalj-

ne primere si lahko izmislite sami.
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