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MATEMATIAA

O KVADRATIH V ARITMETICNEM ZAPOREDJU

Ce je a naravno Ztevilo, refemo Stevilu a? kvadrat. Kvadrati so tako:
12,22 32, .. Trije kvadrati a? < b? < c? so v aritmetitnem zaporedju,
kadar je b2 — a2 = c?2 — b2. Za zgled navedimo

1=12, 25=52, 49=72 (1)

kjer je razlika med sosednjima &lenoma 24.
Naj bo t naravno ¥tevilo. Ko mnozimo &lene v (1) s t2, dobimo trojico
kvadratov

(5t)%, (7t)%, (2)
ki sestavljajo aritmetiZno zaporedje z razliko 24t2. Ko tefe t po naravnih
Stevilih, daje (2) neskonino trojic kvadratov v aritmetiénem zaporedju. Iz (2)
se tudi vidi: Vsak kvadrat je prvi €len aritmetiZnega zaporedja treh kvadratov.
Npr. 100 je po (2) prvi &len v aritmetiZnem zaporedju kvadratov 100, 2500,
4900.

V zaporedjih (2) je prvi Elen 1 le, ko je t = 1. Ali obstaja e kakno
aritmeti€no zaporedje kvadratov

l,ibz,c2

s prvim &lenom 1?7 Ker naj bo zaporedje aritmeti&no, mora biti b2 —1 = ¢2 —

— b2. Od tod izhaja za b, c enatba
B P =i, (3)

Hitro uganemo, da sta by = 5, c; = 7 najmanjsi razli¢ni naravni Stevili, ki

reita enatbo (3). Iz te reSitve pridemo na znani na&in - podrobnosti ne bomo

opisovali - do rekurzijskih obrazcev
bn-!—l =3bp + 2¢cp

i iy =85 =T 4
cnt1 = 4by+ 3¢ ( )

Poka¥imo: Ce &tevili by, ¢,y izpolnita enatbo (3). jo izpolnita tudi %tevili
bnt1. cnt1, doloZeni s (4). Ker by, ¢, ustrezata pogoju c2 — 2b2 = —1, je

21— 22,1 = (4bn+3cn)? — 2(3bp + 2¢n)? = 2 — 2b2 = —1
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in trditev drZi. lzhajajo€ iz reditve by = 5,¢; = 7 dobimo po (4) reSitev
by =3:542.-7=29,cp =4-5+43.7 = 41, iz nje nato po (4) reSitev b3, c3
in tako naprej. Dognati je mogoe, da so s tem zajete vse od b = ¢ =1
razli¥ne naravne reSitve enatbe (3).

Obrazca (4) lahko 3e predruga&imo. Iz (4) izratunamo

2¢p41 =3bpy1 — bn
4bn+] = 3Cn+1 — Cn:

Upostevajmo ti izrazitvi za 2¢cp41, 4bpy1, ko zapiSemo (4) za indeks n+ 2.
Najdemo

bn+2 = 6bn+1 T an bl = B; bz =279 (5)
Chy2 = 6cny1 — cn; cf =T, 0 =4l.

Po obrazcih (4) oz. (5) je sestavljena naslednja preglednica, ki vsebuje
zatetne naravne reditve enatbe (3):

e dilal ol &l ol sl s
bn |5 (29 |169 | 985 | 5741 [33461 |195025
cn |7 (41 239 | 1393 | 8119 |47321 | 275807

Iz prvih petih reditev dobimo tele trojice kvadratov v aritmeti€nem zaporedju:

1, 52=25 72 =49 razlika 24

1, 292 =841, 412 = 1681 razlika 840

1, 1692 = 28561, 2392 = 57121 razlika 28560

1, 9852 =970225, 13932 = 1940449 razlika 970224
1, 57412 = 32959081, 81192 = 65918161 razlika 32959080

Vsakemu n = 1,2,3, ... prek (4) oz. (5) pripada aritmetiZno zaporedje
kvadratov

1,b2,¢2 zrazliko b2 —1. (6)

Z vsakim naravnim t se iz (6) napravi aritmetiZno zaporedje kvadratov

t2,(tbn)?, (tcn)? z razliko (b2 —1)t2. (7)
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Zato ugotovitvi (6) in (7) povesta: Obstaja neskonéno trojic kvadratov v
aritmetiénem zaporedju in s prvim Elenom 1. Vsak kvadrat je prvi tlen
neskonéno trojic kvadratov v aritmetiénem zaporedju.

Omenimo naslednjo uporabo enaébe (3). Vpradujemo po pravokotnih
trikotnikih, katerih dolZine stranic so naravna %tevila, kateti pa se razlikujeta
za 1. Naj bosta x, y kateti, tore] y — x = 1, z hipotenuza. Po Pitagorovem
izreku dobimo

Ix2 4 2x+1 =22

in ko mnoZimo z 2, smo pri enaZbi
(P4 1)% = 2% = <1, (8)
Postavimo
c=2x+1, b=z (9)

in enatha (8) preide v enatbo (3), zanjo pa so naravne reSitve opisane z
obrazcema (4). Zaradi (9) je

1 1
xn = 5(en—1). yn=3(en+1). zn = ba. (10)

Zgornja preglednica, ki vsebuje zaZetne by, cp, daje po (10) kateti xp, yn in
hipotenuzo z,: .

s lulal a] o] s| 8|
xn |3 |20 [119 | 696 (4059 [23660 |137903

¥n |4 |21 |120 | 697 |4060 [23661 | 137904
znp |5 |29 |169 | 985 |5741 |33461 | 195025

Z obrazci (10) so prek (4) zajeti vsi iskani pravokotni trikotniki.

Ko smo pokazali, kako se pride do vseh trojic kvadratov 1 < b2 <
< ¢2 v aritmeti¥nem zaporedju, i¥€emo sedaj vse kvadrate a2 < b2 < 2, ki
sestavljajo aritmetitno zaporedje. Pogoj b% — a2 = ¢ — b? lahko zapigemo

(b= a)(b+a) = (c — b)(c +b). (11)
Ce pomeni d najve&jo skupno mero tevil b— a, c + b, je

b—a=du,c+ b=dvin u,v tuji naravni Stevili. (12)
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Ko to vnesemo v (11), je

u(b+a) = v(c—b). (13)
Ker sta u, v tuja, mora u deliti ¢ — b in v deliti b+ a. |z (13) potem izhaja
c—b==su, b+a=sv (14)

pri naravnem 3tevilu s. Po (12) in (14) izraéunamo

a= -;-(—du-}- sv), b= %(du + sv)

1 1 (15)
c= §(su +dv), b= 5(—su +dv).

lzraza za b kaZeta, da je du+ sv=—su+dvoz. (d+s)u=(d—s)vin
zaradi tujosti u, v

d+s=kv, d—s=ku

pri naravnem 3tevilu k. Torej je

k k
d= §(u+v), s= 5(—u+v], (16)

Ko (16) upo3tevamo v (15), pridemo do izrazitev

= %(v2 —2vu — uz), b= --f;-.(v2 + uz), = -’:—(w2 + 2vu — uz).

Da bodo a, b, ¢ naravna Stevila, vzamemo k = 4m pri naravnem Stevilu m
in je

b= m(v2 s Mg uz), b= m(lx.r'2 i} u?‘)‘ c= m(v2 + 2vu — uz)A (17)

Vemo, da sta u, v tuja. Pri v = u = 1seiz (17) dobi b = c. To ne
pride v poStev, saj hotemo b2 < c2. Ce v ¥tevilih

Ve =2vu— it

v u?, v 2ve— 2 (18)
zamenjamo med sabo u in v, ostane srednje 3tevilo nespremenjeno, prvo
preide v nasprotno predznaeno tretje, tretje v nasprotno predznaZeno prvo.
Njihovi kvadrati se seveda ohranijo. Ker nas samo ti zanimajo, se smemo
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omejiti na v > u. NajveZja skupna mera D Stevil (18) deli razliko (v2 +
+ 2vu — u?) — (v2 — 2vu — u?) = 4vu. Naj bo D’ najvetja skupna mera
Stevil D in u. Ker je v2 + u? = hD pri naravnem 3tevilu h in D'|u, D'|D,
iz v2 = —u? 4 hD vidimo, da D' deli v?. Zaradi tujosti u, v je D' =1 in
u, D sta tuja. Cisto enako ugotovimo, da sta v in D tuja. Potem sta tudi
D in vu tuji Etevili. Ker D deli 4vu in je tuj vu, mora deliti 4. Torej je D
ena od vrednosti 1, 2, 4. Ker sta v, u tuja, sta ali oba liha ali pa eden lih
drugi sod. V prvem primeru je D = 2 in tevila (18) so dvakratniki lihih tujih
Stevil. Ko izpostavimo 2, imamo zapis (17) za m = 2, 3tevila v oklepajih pri
m pa so tuja. V drugem primeru, ko je od tevil v, u eno sodo in drugo liho,
je D =1 in Stevila (18) so tuja.

Povzemimo: Vse kvadrate a < b2 < c2, ki so tuji in v aritmetiénem
zaporedju, dobimo iz obrazcev

a=|v2—2vu—u2|, b=v2+d? c=v2+2vu—d?, (19)

ko spreminjamo v in u po naravnih Stevilih tako, da je v > u, v in u
tuja, eden sod in drugi lih. Po mnoZenju le teh z 22,32 42, .. pridemo do
vseh netujih kvadratov, ki sestavljajo aritmetiZno zaporedje.

Nekaj vrednosti, dobljenih po (19), prikazuje preglednica:

v |u ar:](v—u)?—?,uztb:v?—!-u? ¢ =(v+u) ~242
2 11 1 5 7
3 |2 7 13 17
4 |1 [ 17 23
4 (3 17 25 31
5 |2 1 29 41
5 |4 31 41 49
6 (1 23 37 47
6 (5 49 61 71
] 17 53 73
7 |4 23 65 89
T |6 71 85 97
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Iz (19) izraunamo, da je razlika
b? — a2 = 2 — b2 = dvu(v? - ?). (20)
Po zadnji vrstici preglednice npr.

852 — 712 = 72255041 = 2184 =4 -7 -6 - (712 — 62)
972 — 852 = 9409 — 7225 = 2184

Pomudimo se na koncu Ze pri &tirih kvadratih. Kvadrati a2 < b2 <
< ¢2 < d? sestavljajo aritmetino zaporedje, e je b2 — a2 = ¢2 — b2 =
= d? — ¢2. Dognano je, da takih kvadratov ni. Seveda tudi ni pet ali ve&
razliZnih kvadratov, ki bi bili v aritmeti€nem zaporedju.

Naloge.

1. Nadaljuj zadnjo preglednico do v = 12.

Iz (20) izhaja: Ce so trije kvadrati v aritmeti€nem zaporedju, njihova
razlika ni prastevilo.

3. Po (10) je cn = 2xp + 1 in je zato drugo enakost v (5) mogote pisati
2xp+2 + 1 = 6(2xp41 + 1) — (2x, + 1). Kateti xp, ypn in hipotenuza
zn, ki so naravna $tevila in y, = x, + 1, se torej izraZajo z rekurzijskimi

brazci
onra Xp42 =b6xpp1 —xn+2; x1 =3,x =20,
Ynt2 =6ynt1—yn—2; y1 =4,y2 =21,
Zp42 =6zp41 —2n; 21=5,2p=29.

Dolo&i x10, y10. 210! (Do n = 7 imag vrednosti v drugi preglednici.)

4. Poisti pet trojic kvadratov v aritmetiénem zaporedju s prvim &lenom:
a) 100; b) 64.

5. Naj bo t sodo naravno &tevilo, a, c naravni tevili. Ce sta a, a+ t kateti,
c hipotenuza pravokotnega trikotnika, 3tevila a, a + t, c nisto tuja.

6. Obstaja neskon&no naravnih Stevil a, ¢ tako, da sta a,a + 7 kateti, ¢
hipotenuza pravokotnega trikotnika in a, a + 7, ¢ tuji. (Prepri€aj se: Ce
jear=8,c=17in

an4l = 3an+ 2¢ch+7
cn41 = 4ap + 3cp + 14,

sta ap, an+7 kateti in ¢, hipotenuza pravokotnega trikotnika in a,, an+
+7.cnzan=1,23,.. tuja 3tevila.)

JoZe Grasselli





