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34 Matematika

O NAJMANJSEM STEVILU S PREDPISANIM
STEVILOM DELITELJEV

Katero je najmanjse naravno stevilo, ki ima 81 deliteljev? Ali obstaja od
njega manjse naravno stevilo, ki premore ve¢ kot 81 deliteljev?

1. 7 delitelji mislimo na pozitivne delitelje. Stevilo vseh deliteljev
naravnega Stevila n oznaéimo z d(n). Ker ima 1 le delitelj 1, je d(1) =
= 1. Vsi delitelji stevila 10 so 1, 2, 5, 10, zato je d(10) = 4. Pri majhnih
n delitelje hitro poiséemo, in ko jih prestejemo, imamo d(n). Navedimo
obrazec, po katerem lahko d(n) izra¢unamo:

Naj bo p prastevilo, a naravno stevilo. Stevilo p® nima drugih deli-
teljev kot 1,p,...,p% 1, p%; ker jih je a + 1, velja

d(p*) =a+1. (1)
Ce sta p, q razliéni prastevili in a, b naravni stevili, so vsi delitelji stevila
pq® zajeti v seznamu
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V vsaki vrstici je a + 1 stevil, vrstic pa je b+ 1, vseh deliteljev za p®g® je
torej (a+1)(b+ 1) ali

d(p*d") = (a+1)(b+1). (2)
Ko na podoben naéin nadaljujemo, ugotovimo: Stevilo,
J2 R S (3)

kier so py,pa,...,p; razlicna prastevila in ay,as, ..., a; naravna Stevila,
premore (a1 + 1)(az + 1) ... (a; + 1) deliteljev; tako je

d(pf'p3?...p7) = (a1 +1)(a2 +1)...(a; + 1). (4)

Po (4) stevilo 3000 = 23 - 3 - 5% premore 4 - 2 -4 = 32 deliteljev.
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Vsako naravno stevilo, ki je ve¢je od 1, ima en sam zapis (3) s
produktom potenc prastevil (e zapiSemo prasStevila po velikosti). Pri
velikih naravnih stevilih pa navadno ni preprosto to izrazitev (3) poiskati.

2. 'V razdelku 1 smo vprasevali, koliko deliteljev ima dano naravno
stevilo. Sedaj vprasanje obrnimo: Katera naravna §tevila imajo predpi-
sano stevilo deliteljev? Pri danem naravnem Stevilu m is¢emo torej vsa
naravna stevila x, za katere je

diz)=m. (5)

Pri m = 1 premore enacba (5) eno samo re§itev 2 = 1; edino naravno
Stevilo z enim deliteljem je namreé 1.

Ko v (5) vzamemo m = 2, istemo vsa naravna Stevila z dvema
deliteljema. To so ravno vsa prastevila in enacba d(x) = 2 ima za resitev
vsako od prastevil. Resitev je neskonéno, saj je prastevil neskonéno.

V enacbi (5) naj bo sedaj m = 3. Po (1) je za = mogoée vzeti p?,
kjer je p prastevilo. Drugih resitev pa enacba d(z) = 3 nima. Naj bo
namrec x tretja ali vi§ja potenca prastevila p ali pa x deljiv vsaj z dvema
razlitnima prasteviloma p, q. Po (1) in (4) je za tak z vedno d(z) > 4.
Vse resitve enache d(x) = 3 so tako p?, kjer je p prastevilo; resitev je spet
neskonéno.

Kako je pri m = 4? Iz (1) dobimo resitev z = p*, p prastevilo, iz (2)
refitev & = pg, p in ¢ razliéni prastevili; drugih resitev enacba d(z) = 4
nima. Za p® je neskonéno moznosti, prav tako jih je za pq.

Obravnavajmo sedaj primer m = 8. Is¢emo x v obliki (3); zaradi (4)
preide enacba d(x) = 8 v enacbo

(a1 +1)(az+1)...(a; +1)=2-2-2. (6)

Ker desne strani ne moremo bolj razstaviti, so tudi na levi lahko najveé
trije faktorji, torej je 7 < 3. Poiskati moramo resitev enacbe (6), ko je
j=1,2,3. Za j = 1 dobimo

aq -+ 1=2=8.
Torej je a; = 7 in @ = p”, p prastevilo. Ko je j = 2, se (6) glasi
(a1+1)(a2+1) =4+,
Dobimo a; = 3, az = 1 in x = pips, kjer sta p;, pp razliéni prastevili.
Resitev a; = 1, as = 3 izpustimo, saj pripelje do istega z. Pri j = 3 je
(6) oblike
(a1 +1)(az+1)(az+1)=2-2-2.
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Torej je a; = as = az = 1 in & = pypaps, kjer so py, pa, p3 razlicna
prastevila. Vse resitve enacbe d(2) = 8 so tako zajete v §tevilih

-p{, p?pg, p1p2ps ;. Kkjer so prastevila pq, ps, ps razliéna. (7)

Resitve razpadejo na tri mnozice, vsaka vsebuje neskonéno stevil; v prvi
mnozici je najmanjse Stevilo 27, v drugi 2% - 3, najmanjse stevilo tretje
mnozice je 2 -3 - 5.

Podobno ugotovimo za m = 16, da so vse resitve enache d(x) = 16
zajete z mnozicami

P1°, Pip2, PiPS, PiP2p3. P1Pap3p4 . (8)

kjer so pi1, po, p3, ps razliéna prastevila.

V splognem primeru ravnamo enako kot zgoraj za m = 2,3,4,8.
Naravno Stevilo m > 1 izrazimo v obliki

W= Qe e Wl 2R s D (9)

kjer so q1,q2, ..., s prastevila, ne nujno med sabo razli¢na. Enakost (5)
se potem glasi:

(@ +1)...(a; +1)=q1g2...Gs - (10)

Ker je na desni s praStevilskih faktorjev, mora biti j < s. Za vsak
j=1,2,3,...,5 iz (10) izhaja ena ali ve¢ reSitev ay,...,a;; vsaka taka
reitev daje z = pi' - ... - p?"; tu je za razlicna prastevila pi,...,p;
neskonéno moznosti in tako ze vsaka resitev ai,...,a; za (10) pripelje
do neskonéno resitev = za (5). Za m = 16 je s = 4 in v (8) nastopa pet
oblik za z. Ce je s velik, ima enacba (10) veliko resitev in je za  potem
na razpolago veliko oblik.

3. Iz razdelka 2 vemo: Pri danem naravnem Stevilu m > 1 obstaja
neskonéno naravnih stevil, ki imajo m deliteljev; najmanjse med stevili, ki
premorejo natanko m deliteljev, oznacimo z A(m). Stevilo m si mislimo
zapisano v obliki (9).

Ce je s =1, je m = qq; ker je g1 prastevilo, ima enacba (10) le resitev
a; = q1 — 1. Vse resitve enacbe d(z) = q1 so tako z = p®~1, kjer je p
prastevilo; najmanjse stevilo med temi x je 29171 in velja

A(q) =291, ¢ je prastevilo. (11)
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Ce jes =2, jem = qq: ali pa m = qiq2 pri prastevilih ¢, g3 in
1 > q2. Za m = ¢q1q; dobimo iz (10), da je a; = q% —lalipaa; =q¢q —1.
az = g1 — 1. Enacba (5) ima tedaj resitve
2
p‘f‘_l, pl '8t py, po sta razliéni prastevili. (12)

Zam = quq2, ¢ > q2, je v (10) ali a1 = qig2 — 1 ali pa a1 = q1 — 1,
az = gz — 1. To daje za enacbo (5) resitve

ple=t pi =yl Kier sta py, po razliéni prastevili. (13)
Najmanjsi med Stevili (12) sta 291 in 20-1. 301, Ker je q; > 2, je

9ai—1 _ 9mi—1 oqi{q1—1) >on-1 gan-1 gn-1 ga-1

in Stevilo na koncu je najmanjse med stevili (12). Zato je

A(qgz) =29"1.3071, (14)
Najmanjsi §tevili v (13) sta 291921 in 200 —1.30—1 Zaradiq, > q» > 2
je
paiaz—1 _ 9ai—1 ogmlg—1) 5 9q1—1  4g2-1 > 9n—1 3921
in tako

Alqrga) =201 - 35271, (15)

Ko primerjamo (14) in (15), vidimo, da je
Almgz) =297 -3%71; g1, prastevili g > g2 (16)

Na podalgi obrazeev (11) in (16) je sestavljena preglednica

A(2) =2 A6) = A(3-2)=2%2-3=12
A(B)=2"=4 A7) =2°=64 an
A4)=A(2-2)=3-2=6 A(9) =A(3-3)=2*-32=36
AB)=2*=16 A(10) = A(5-2) =2 .3 =48

Najmanjse od §tevil v mnozicah (7) je 2% - 3 in zato

A(B)=A(2-2.2)=2%.3=24. (18)
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Dodajmo Se dva zgleda. Po kratkem racunu najdemo
A(16)=A(2-2-2-2)=2%-3-5=120, (19)
po nekoliko daljSem pa
A(60) = A(5-3-2-2)=2*.3%.5.7=5040. (20)
Najmanjse naravno stevilo s 16 delitelji je torej 120, s 60 delitelji 5 040.
4. Zaznamujmo s p; = 2,p5, = 3,p3 =5,p4y =7,....p,... zapore-

dna prastevila. S stevilom m = q1qz . ..qs. Kjer so g1, qa, ..., qs prastevila
injeq = qs > ...> qs. je doloéeno stevilo

B(g1g2--.¢s) = 20713171 . plfeTt, (21)
Iz (21) najdemo

B(2) =2 B(6) =B{(3:2)=2%.3=12
B(3)=22=4 B(7) =2°=64

B(4)=B(2-2)=2-3=6  B(9) =B(3-3)=2%-32=36
B(5)=2*=16 B(10)=B(5-2)=2"-3=48

Dobili smo enake rezultate kot v (17); za m = 2,3,4,5,6,7.9, 10 je torej
B(m) = A(m).

V splognem pa stevili B(m) in A(m) nista enaki. Po (18) je A(8) =
= 24, toda B(8) = B(2:2-2) = 2-3-5 = 30. Stevilo B(m) ima
m deliteljev; to pove opredelitev (21). Ker je A(m) najmanjse naravno
stevilo z m delitelji, je zmeraj

B(m) > A(m) . (22)
Ni tezko pokazati, da obstaja neskonéno takih m, za katere v (22) velja
enacaj.
Za vsako prastevilo ¢ je zaradi (21) in (11)
B(q) = A(q); q je prastevilo. (23)
Pri prastevilih qq, g2, kjer je q1 > ¢o, je po (21) in (16)

B(q1q2) = A(q1q2) , kjer sta q1, g2 prastevili in ¢; > g2 . (24)
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Ker je prastevil neskonéno, imamo v (23) in (24) neskonéno naravnih
stevil, ko v (22) velja enacaj. Niso pa s tem opisani vsi taksni m.

Naravno stevilo, pri katerem v (22) velja neenacaj in je torej B(m)
veéji od A(m), se imenuje izjemno. Da je tudi izjemnih Stevil neskonéno,
kazejo naslednji primeri.

Iz ocene

3-5-7-11=1155>3%.5-7=945
dobimo pri prastevilu ¢ po (21)
B(g-2-2-2-2)=29"1.3.5.7-11>201.3%.5.7.  (25)

Stevili na obeh straneh neenacaja imata enako mnogo deliteljev, namre¢
16g. Ker je A(g-2-2-2-2) najmanjse naravno Stevilo s 16¢ delitelji, iz
(25) izhaja

B(g-2-2-2-2)> A(g-2-2-2-2); g prastevilo. (26)
Naj bo ¢ izbrano prastevilo in p; najmanjse prastevilo z lastnostjo
p > 27. (27)
Ker je prastevil neskonéno, je med njimi neskonéno takih, ki so vegja
od 29. Pri vsakem danem ¢ zato obstaja p;. Po (21) upostevaje (27)
izracunamo
B(¢t) =29"1.391. ... .p;'f'_—ll ‘p’t'?—l > 9¢-1,3¢-1, .p;‘?_—ll .9alg—1)
Stevilo je na koncu enako
go . gel. . oplt
in ima ¢' deliteljev tako kot B(g'). Zato je
B(q") > A(q"), Kkjer je p, > 27 in sta p}, q prastevili. (28)

Tako v (26) kakor v (28) je zajetih neskonéno izjemnih naravnih stevil
m, ko v (22) velja neenacaj. Seveda so Se izjemna Stevila drugaénih oblik.

5. Rekli smo, da je A(m) najmanjse naravno Stevilo z m delitelji.
Zato je

d(A(m)) =m.
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Naravno stevilo m, pri katerem je izpolnjena enakost
A(d(m)) =m, (29)

se imenuje minimalno. Ker pomeni d(m) stevilo deliteljev za m, lahko (29)
preberemo: Naravno Stevilo m je minimalno, ée ni manjSega naravnega
stevila s toliko delitelji, kot jih ima m.

Za prastevilo ¢ je d(297') = ¢; po (11) je potem

Ad(207Y)) = Afg) =201
Pogoj (29) je izpolnjen in stevilo

2971 Kjer je g prastevilo, (30)

je minimalno.
Pri prastevilu ¢ > 3 iz (2) in (15) najdemo
A(d(2971.3)) = A(qg-2) =291 .3 (31)
in stevilo
2071.3: ¢ liho prastevilo, (32)
je minimalno.
Minimalnih stevil oblika (30) je neskonéno, prav tako minimalnih
stevil oblike (32}; niso pa s tem izérpana vsa minimalna Stevila.

Navedimo Se dve neskonéni mnozici, katerih vsaka vsebuje le konéno
mnogo minimalnih stevil.

Produkt vseh naravnih gtevil od 1 do n se imenuje n fakulteta in se
oznaéuje n!; za naraven n je torej

n=1-2-3-...-(n—1)-n.

Ugotovili so: Stevilo n! je minimalno za n=1,2,3,4,5,6,7, prin > 7 pa
stevilo n! ni minimalno.

Zaznamujmo z v(n) najmanjsi skupni veckratnik stevil 1,2,... n.
Dognano je: v(n) je minimalno stevilo zan =1,2,3,4,5,6,8,9,10, 11, 12,
16,27, 28; za vsak drugacen n pa v(n) ni minimalno stevilo.

6. Dolzni smo se odgovor na vprasanje, zastavljeno na zacetku. Ker
je81=3-3:3-3, v enachi (1) velja s = 4; iz reditev te enacbe najdemo
A(81) = A(3-3-3-3) =22.3%.5%- 7% = 44100. Najmanjge naravno
Stevilo z 81 delitelji je tako 44 100; vsako od njega manjse naravno stevilo
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ima torej manj ali ve¢ deliteljev kot 81. Stevilo 25200 = 2%-3%.5%.7 je
manjse od 44 100 in premore 5 3 - 3 - 2 = 90 deliteljev. Ceprav je 44 100
najmanjse naravno Stevilo z 81 delitelji, obstaja vsaj eno od njega manjse
naravno stevilo, ki ima veé¢ kot 81 deliteljev.

Naloge

1.  Med stevili m = q1q2q3, kjer so g1, ¢2, g3 prastevila in ¢ > g2 > g3,
je izjemno le stevilo 2-2-2 = 8. Razen za q; = ¢2 = ¢q3 = 2 velja
zmeraj B(qi1q2q3) = A(g1qg2q3). Preveri to trditev.

2. Izpelji, da je A(16) = 120, A(60) = 5 040.

Pokazi, da je A(26) =2%.3%.5.7.

4. S. Ramanujan (1887-1920) imenuje naravno stevilo m > 1 zelo se-
stavljeno, ¢e je d(n) < d(m) za vsak naraven n < m. To pomeni,
da je zelo sestavljeno §tevilo m najmanjse naravno stevilo z d(m)
delitelji. Ker je tako A(d(m)) = m, je zelo sestavljeno §tevilo obenem
minimalno §tevilo. Minimalno stevilo pa ni zmeraj zelo sestavljeno;
po (30) je 2 = 16 minimalno stevilo, ni pa zelo sestavljeno, saj je
12 < 16, toda

oo

d(12) = d(2%-3) =6 > 5 = d(2*) = d(16) .

5. Pri prastevilu ¢ je po (30) &tevilo 29~ minimalno. Ker za ¢ > 5 drzi
ocena

.,;1 q—1 a—1 -1

29-1 9 < 20T 4> D -3,

velja
d(25‘5_1-3) = (2;—1+1)‘2=q+1>q:d(29_1)

in vidimo, da minimalno §tevilo 297! ni zelo sestavljeno. Prastevil
g > 5 je neskonéno; med neskonéno mnogo minimalnimi stevili 2971,
¢ > 5 pa nobeno ni zelo sestavljeno. Na podoben naéin ugotovi: Ce
je g prastevilo, ¢ > 11, minimalno Stevilo 29! . 3 ni zelo sestavljeno.
6. Sestavi preglednico stevil d(m) za m od 2 do 200; iz nje vidis: Vsa zelo
sestavljena Stevila do 200 so 2, 4, 6,12, 24, 36, 48, 60, 120, 180. (Ceprav
je 2 prastevilo, je tudi zelo sestavljeno stevilo.)
7. Ali je minimalno tevilo A(100) = 2%-3%.5 .7 zelo sestavljeno (glej
npr. stevilo 14 400)7
Joze Grasselli





