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RACUNALA NOVE DOBE, 2. del

Matematiko lahko definiramo kot predmet, pri katerem nikoli ne vemo, o éem
govorimo, niti nikoli ne vemo, ali je tisto, kar pravimo, resnicno.

Bertrand Russell
V prejsnji stevilki Preseka smo z analizo seStevanja in mnozenja naravnih,
celih oziroma racionalnih §tevil vpeljali pojma grupa in obseg, ki imata
pomembno vlogo v algebri. Ponovimo:

V grupi (G, o) velja:

(G1) za vsaka elementa a,b€ G jeaob € G;
(G2) obstaja tak element e € G, da za vsak element g € G velja eo g =

=goe=g;
(G3) za vsak element g € G obstaja tak element f € G, da je go f =
=fog=e¢

(G4) za vse elemente a,b,c € G velja (aob)oc=ao (boc).
V obsegu (O, +, *) pa velja:

(O1) par (O,+) je grupa z enoto 0;

(02) par (O\{0},*) je grupa z enoto 1;

(O3) za vse elemente a,b.c € O jeax(b+c) =axb+ax*cin (b+c)*xa=
=bta+c*a.

V tem sestavku bomo odgovorili na vpraSanja o najmanjsih grupah in
obsegih ter na Se nekatera sorodna vprasanja, nas cilj pa so konéni obsegi,
t.j. konéne strukture, v katerih bomo znali ne samo sestevati in mnoziti,
pa¢ pa tudi odstevati in deliti.

Gotovo ste hitro ugotovili, da mora imeti grupa zaradi aksioma (G2)
vsaj en element, enoto e namre¢, obseg pa vsaj dva, enoto za operacijo “+”
in enoto za operacijo “x”. Nadalje se ni tezko prepricati, da en element v
primeru grupe Ze zadoSca, saj eoe = e izpolnjuje vse aksiome (G1)—(G4).
V primeru obsega z dvema elementoma enako velja za multiplikativno
grupo: 1#1 =1 izpolni aksiom (02).

Ne pozabite, da operaciji “+7 in “+” ne predstavljata (nujno) obi-
¢ajnega seStevanja in mnozenja. V tem sestavku bomo spoznali kar nekaj
takih obsegov. V vsakem obsegu je produkt poljubnega elementa a z
aditivno enoto 0 enak 0, saj je Oxa = (0+0) *a = 0*a+ 0+*a (upostevali
smo (G2) in (03)). Ce odstejemo 0 * a, res dobimo 0 # a = 0. Podobno
dobimo, da je tudi a * 0 = 0. V primeru najmanjSega obsega zato velja
0x0=0in0%1=0=1=0, kjer je 1 multiplikativna enota.
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Kako pa je z grupo, ki ima dva elementa, npr. enoto e in a? Poleg
eoe=ceineoa=a=aoe mora zaradi (G3) in e # a veljati Se aoca = e
in ze so izpolnjeni vsi aksiomi (G1)-(G4). Torej velja za obseg z dvema
elementoma in pravkar odkrito aditivno grupo tudi aksiom (O1). Zlahka
preverimo Se (O3), torej smo ze nasli najmanjsi obseg.

Vrnimo se k vprasanju, koliko informacij potrebujemo za dolocitev
grupe kot matemati¢nega objekta. Na to vprasanje je leta 1854 odgo-
voril Arthur Cayley. Po analogiji s tabelo mnozenja je vpeljal tabelo
za poljubno binarno operacijo, ki ji bomo rekli komponiranje. Elemente
mnozice G, v kateri je definirano komponiranje, razporedimo v zgornjo
vrstico tabele in v enakem vrstnem redu Se v levi stolpec tabele (imenovali
ju bomo koordinatna vrstica in stolpec). V polja tabele pa vpisemo
ustrezne kompozitume (tabeli 6a in 6b).

+ 10 1 2|0 1
010 1 00 0
113 g 110 1

(a) (b)
Tabela 6. Najmanjsi obseg ima dva elementa, tabeli za njegovi operaciji pa sta (a) za
seStevanje in (b) za mnozenje.

Gotovo ste opazili, da je 1+1=0. V naslednjem razdelku bo postalo
jasno, da ne gre za napako. Omeniti moramo le e, da pri iskanju grupe z
enim in dvema elementoma sploh nismo imeli izbire pri dolo¢anju tabele,
pri grupi s Stirimi elementi pa obstajata ze natanko dve razli¢ni grupi (ena
ustreza grupi simetrij pravokotnika, drugo pa boste spoznali v naslednjem
razdelku).

Prastevilski obseg Z,

Namesto s celimi stevili bomo tokrat racunali
z ostanki pri deljenju s 13, t.j. z elementi iz
mnozice Zy3 = {0,1,...,12}. Raéunamo na
naslednji nacin: stevili sestejemo ali zmnozimo
tako, da obicajni rezultat nadomestimo z nje-
govim ostankom pri deljenju z modulom 13,
npr. 7+ 13 9=7+9 mod 13 =3 in #1534 =
=5-4 mod13 = 7, saj ima pri deljenju s 13
vsota 16 ostanek 3, produkt 20 pa ostanek 7 .. | poo et Y
(tabela 7 in slika 1). modulu 13.
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(a) (b)

Tabela 7. Sestevanje po modulu 13 (a), mnoZenje po modulu 13 (b).

Ce zelimo sesteti ali zmnoziti ve¢ §tevil iz Z3, lahko pridemo do pravega
rezultata tudi tako, da stevila najprej sestejemo oziroma zmnozimo kot
obicajna cela §tevila in Sele nato poiséemo ostanek pri deljenju s 13. To
pomeni, da iz zakonov o zdruzevanju celih stevil za sestevanje in mnozenje
(asociativnost) ter zakona o razélenjevanju (distributivnost) sledi veljav-
nost zakonov o zdruzevanju za sestevanje in mnozenje ter razélenjevanju
po modulu.

Pozoren bralec bo opazil, da se v vsakem stolpcu in v vsaki vrstici
tabele za seStevanje nahajajo prav vsi elementi iz Z;3. Podobno velja
tudi za tabelo mnozenja, ¢e odmislimo vse niéle. (Ce bi 13 nadomestili s
14, bi videli, da tabela mnozenja po modulu 14 nima te lastnosti; le-ta je
rezervirana samo za prastevila.) Torej lahko s pomoéjo tabel 7(a) in 7(b)
najdemo tudi razlike in kvociente. Ce zelimo izrac¢unati 2 :3 7, i¢emo
odgovor na vprasanje, 7 krat koliko je 2. V tabeli 7(b) izberemo vrstico,
ki ustreza Stevilu 7. in ugotovimo, da se stevilo 2 nahaja v stolpcu, ki
pripada Stevilu 4. Zato zaklju¢imo, da je 2 513 7 = 4. Do enakega
zakljucka bi prigli tudi, ¢e bi stevilu 2 pristeli stevilo 13 tolikokrat, da bi
dobljena vsota postala deljiva s 7 in bi nato izra¢unali kvocient. Povejmo,
da ne moremo izra¢unati 2 :q4 7, torej 2 : 7 v mnozici Zy4. Zakaj ne?

S pomoéjo tabel se ni tezko prepricati, da je trojica (Zis, +13, *13)
obseg. Prav tako hitro ugotovimo, da je (Z.,+,) grupa za poljubno
naravno Stevilo n. Z razsirjenim Evklidovim algoritmom (glej ¢lanka
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M. Juvana, O Evklidovem algoritmu, Presek 21 (1993-94), str. 116-121,
ter A. Jurisica, Kako deliti skrivnost?, Presek 29 (2001-02), str. 356
364), pa lahko enako pokazemo tudi za (Z,\{0}, *,), kjer je p poljubno
prastevilo. Tako pridemo do prastevilskega obsega (Z, +,, *,).

Tabele in grupe

Sedaj si oglejmo tabele nekoliko poblize. VpraSali se bomo, kako lahko
iz tabele ugotovimo, ali gre za grupo. Pri tem bomo opazovali naslednje
lastnosti:

(T1) V tabeli se lahko pojavijo samo tisti elementi, ki jih komponiramo.

(T2) Ena vrstica in en stolpec morata biti element za elementom enaka
koordinatni vrstici in koordinatnemu stolpcu, mnoZica enot v tabeli
pa je simetri¢na glede na glavno diagonalo, t.j. diagonalo, ki izhaja
iz levega zgornjega kota.

(T3) V vsaki vrstici in vsakem stolpcu se pojavi vsak element natanko
enkrat.

(T4) V tabeli si izberimo enoto e in v njeni vrstici oziroma stolpcu Se
element r oziroma s. Potem je element, ki lezi v isti vrstici kot s in
istem stolpcu kot r, enak s or, (tabela 8(b)).

o o T Y
? S y sor s
r [ b 23 T e
(a) (b)
Tabela 8.

Lastnost (T1) je ekvivalentna zaprtosti mnozice za komponiranje, medtem
ko je lastnost (T2) ekvivalentna obstoju enote. Tablicam, ki zadovoljujejo

lastnost (T3), pravimo latinski kvadrati. Lastnost (T3) je ekvivalentna
zahtevi, da sta za poljubna elementa a in b enaébi aox = bin zoa =
= b resljivi, saj v vrstici oziroma stolpcu, ki ustreza elementu a, poiséemo
element b, katerega stolpec oziroma vrstica ustreza elementu . Ce si
za b izberemo enoto, potem nam ta lastnost zagotavlja obstoj inverznega
elementa za vsak a. Prepricajmo se e, da velja lastnost (T4) v vsaki
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grupi z enoto e (tabela 8(b)). Izzoy =¢, zox’ =r in y oy = s namreé
sledi yoxr =e in

y oz’ = (y'oe)oz’ =y oeor’ = (y o(yox))oz’ = (y oy)o(zoz) = sor.

Velja pa tudi obratno: pogoji (T1)—(T4) nam zagotavljajo, da tabela za
komponiranje ustreza neki grupi.

Izrek. Tabela za komponiranje ustreza lastnostim (T1)—(T4) natanko
takrat, ko je tabela neke grupe.

Dokaz. Prepricati se moramo le e, da iz (T1)-(T4) sledi asociativnost.
Najprej izpeljemo asociativnost za elemente b1, bin ¢, t.j. ¢ = (b~ ob) o
e=b"1o(boc). Seveda lahko privzamemo e # b in ¢ # b, saj je tedaj
pogoj (G4) ocitno izpolnjen. V tabeli izberemo vrstici e in b ter stolpca
cin b~ ZapiSemo ustrezne produkte, uporabimo (T4) in dobimo zZeleno
relacijo (tabela 9(a)).

Dl @ b1 o| boe b
e=b"lob| c=blo(boe) b! a ao(boe)=(aob)oec aoh
b boo e i3 b~lo(boc)=c €
(a) (b)
Tabela 9,

Sedaj pokazimo asociativnost Se za poljubne elemente, t.j. ao(boe) =
= (aob)oec. Privzamemo a # b~! in ¢ # e, kajti sicer sledi Zelena relacija
iz pravkar obdelanega posebnega primera. Izberemo si vrstici a in b1 ter
stolpca bo e in b ter uporabimo lastnost (T4) (tabela 9(b)).

Konéni obseg GF(p™)

Pokazimo, da tabeli 10(a) in 10(b) ustrezata grupnima operacijama in
da je mnozica binarnih trojic {000,001, 010,011,100, 101,110, 111} za ti
operaciji obseg.

Zakon o zdruzevanju (asociativnost) za sestevanje je pravzaprav oéi-
ten, saj seStevanje poteka tako, da seStevamo trojice po mestih (prvo,
drugo in tretje) po modulu 2 (tabela 6(a)). Zato oznatimo to grupo
z (Zip x g X o, +3). Zakona o zdruzevanju za mnozenje in zakona o
raz¢lenjevanju (distributivnost) pa ni tako lahko neposredno preveriti. Ce
pa v ta namen uporabimo zgornji izrek, si lahko pomagamo z zakonom o
zamenjavi, saj sta tabeli simetriéni glede na glavno diagonalo.
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+ | 000 oo1 010 011 100 101 110 111 + [ 000[001 010 011 100 101 110 111
000 | 000 001 010 011 100 101 110 111 000 | 000 {000 000 000 000 000 000 000

001 | 001 000 011 010 101 100 111 110 001 | 000 ||001} 010 011 100 101 110 111
010 | 010 011 00O 001 110 111 100 101 010 | 000|010 111 101 011 100 110
011|011 010 001 00O 111 110 101 100 011 [ 000|011 101 110 111 100 010
100 | 100 101 110 111 000 001 010 O11 100 | OO0 {100 D11 111 010 110 101
101 | 101 100 111 110 001 000 011 010 101 | 000 | 101 100 110 011 111 010
110 | 110 111 100 101 010 011 00O 001 110 | 000|110 100 010 111 101 011
111|111 110 101 100 011 010 001 000 111 | 000D (111 110 101 010 011 100

(a) (b)

Tabela 10. Sestevanje (a), mnozenje (b).

Za konec vkljuc¢imo v naSo zgodbo Se polinome s stopnjo, manjso od
n, n € IN, in s koeficienti iz obsega (Z,,+p,.*,), kjer je p prastevilo.
Te polinome seStevamo na enak nacin kot Stevila v tabeli 10(a), le da
tokrat seStevamo enakolezne koeficiente. Mnozimo jih tako, da obi¢ajni
produkt zmanjsamo po modulu nekega polinoma stopnje n, ki ga ne
moremo razcepiti v obsegu (Z,, +p, *,). Tako zopet dobimo konéni obseg.
Matematikom je celo uspelo dokazati, da mora biti vsak konéni obseg take
oblike in da velja za mnozenje zakon o zamenjavi (Wedderburnov izrek), a
to Ze presega okvir naSega razmisljanja. Omenimo le Se, da jih imenujemo
Galoisovi obsegi in jih ozna¢imo z GF(p"). Za n = 1 dobimo seveda
prastevilski obseg.

Primer. Naj bon = 3, p = 2 (tabeli 6(a) in 6(b)), za nerazcepni polinom
pa si izberemo % 4%+ 1. Potem v zgornjih binarnih trojicah prvo mesto
ustreza koeficientu ob z*, drugo koeficientu ob 2, tretje pa konstantnemu
koeficientu.

Opomba. Osnova za Evklidov algoritem je lastnost, da lahko za vsak par
naravnih Stevil a in b, a > b, najdemo natanko doloéeni stevili ¢ in r, da
velja a = gb + r, kjer je ostanek » manjsi od b. Za polinoma a(z) in b(x)
nad konénim obsegom, st(a) > st(b) (st je oznaka za stopnjo polinoma) pa
velja a(x) = g(z)b(z)+r(x), kjer je st(b) > st(r). Za zgled pokazimo, kako
z razSirjenim Evklidovim algoritmom poiséemo obratni element polinoma,
'+ 2+ 1 v obsegu GF(2%) z nerazcepnim polinomom z° + 22 + 1. Leva
stran ustreza Evklidovemu algoritimu, desna pa razsirjenemu delu:

z5+12+l:z(:z4+a:+1)+:c+l z-1+0=x
o4zl = (P2’ +z+1)(z+1)+1 @42’ z+l)z+1 =2 2P 2?41
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Naloge

1. Isto grupo lahko sre¢amo v razlicnih preoblekah. Prepricaj se
o tem za grupo (Zai,+4) in mnozico {1,—1,4, —i}, kjer je i =
= +/—1, z obi¢ajnim mnozenjem. Potrebno je najti bijekcijo iz Z,
v {1,—1,4,—i}, ki preslika vsoto dveh elementov v produkt njunih
slik. Taki preslikavi pravimo izomorfizem.

2. Znano je, da je multiplikativna grupa poljubnega koncnega obsega
cikliéna, kar pomeni, da v grupi obstaja tak element, da so vsi
elementi grupe njegove potence. Prepricaj se, da je ciklicna grupa z
n elementi izomorfna grupi (Z,, +) (element 1 generira s svojimi
veckratniki, kakor v aditivhem primeru pravimo potencam, vse
elemente). To grupo oznacimo na kratko s C,,.

Trditev preveri najprej na primeru (tabela 7(b) in 10(b)).

3. Diederska grupa D,, je grupa simetrij pravilnega n-kotnika. Do-

kazi, da v grupi D3 ne velja zakon o zamenjavi (komutativnost)

(grupo D3 lahko predstavimo tudi kot grupo permutacij treh ele-
mentov S3).

4. Naslednja zanimiva grupa ima 8 elementov in ji pravimo kvaterni-
onka (tabela 11). Poiséi njeno tabelo mnozenja.

:
o

ime grupe
Ch

Cy

Ca

Cy4, C2 X Co
Cs

Cs; D3

Cq

Cs, Cg X Cq, Cz x Cg X C'z, Da., Qa
Cg, C3 x Or;
Cio, Dio

[1= - T

oW~ d

=

Tabela 11. Mo¢ grupe je stevilo njenih elementov. Zgornja tabela vsebuje vse grupe
z najvec desetimi elementi.

Za nadaljnje branje priporocamo: I. Grossman in W. Magnus, Grupe
in mnjihovi grafovi, Skolska knjiga Zagreb, 1975 in internet, npr.
http://members.tripod.com/ dogschool//, za zrelejse bralce pa
Vidav, Algebra, Mladinska knjiga, 1972.

Aleksandar Jurisi¢



	1001
	1002
	1003
	1004
	1005
	1006
	1007
	1008
	1009
	1010
	1011
	1012
	1013
	1014
	1015
	1016
	1017
	1018
	1019
	1020
	1021
	1022
	1023
	1024
	1025
	1026
	1027
	1028
	1029
	1030
	1031
	1032
	1033
	1034
	1035
	1036
	1037
	1038
	1039
	1040
	1041
	1042
	1043
	1044
	1045
	1046
	1047
	1048
	1049
	1050
	1051
	1052
	1053
	1054
	1055
	1056
	1057
	1058
	1059
	1060
	1061
	1062
	1063
	1064
	1065
	1066
	1067
	1068



