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Jaz, student logistike ...

Naslednji teden bo kolokvij. Naloge bodo ... take, kot na vajah®. Standardni
odgovor, ki ni¢esar ne izda. In sedaj? 80 strani, 5 poglavij ... - to pravzaprav
vem ze od oktobra; predgovor pa berem le zato, da pridobim cas.

Upava, da ne boste posegali po knjigi le v pani¢nem predizpitnem casu. In
da ste v naslovih poglavij spoznali Ze znane pojme morda zbledelega sred-
njesolskega znanja.

Uporaba matemati¢nih metod v logistiki 1 vas skusa vpeljati v osnovne tipe
nalog, kakrsne potem srecujete v raznih preverjanjih in se zdijo - vedno znova
- novi. Zbirka je prilagojena uénemu nacrtu visokega strokovnega programa.
Zastavljene naloge so prikazane s celotnim potekom resevanja, ob ponavljajocih
se podobnih primerih pa so podane le koné¢ne resitve. Zbirka tako dopolnjuje
predpisano izpitno literaturo:

e Fosner M.: Uporaba matemati¢nih metod v logistiki 1, e-gradivo,

predvsem pa pomaga prebroditi zacetne nesporazume z matemati¢nimi nalo-
gami.

Zeliva, da bi vam koristila, tako pri izpitih, kot tudi kasneje - v uporabi®.

Celje, julija 2008 Avtorici
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Poglavije 1

Osnove

1.1 Realna Stevila
1. Zapisite elemente mnozic:

(a) A={z e N;z? =25}
(b) B ={x € Z;2* = 25}
(c) C={z€Z;2x =3}
(d) D={zeQ;2z =23}

Resitev.
(a) Mnozica A vsebuje tista naravna Stevila, katerih kvadrat je 25.
Edino taksno stevilo je 5. Torej: A = {5}.

(b) Mnozica B vsebuje tista cela Stevila, katerih kvadrat je 25. Taksni
Stevili sta 2: 5 in —5. Torej: B = {—5,5}.
(c) Mnozica C' vsebuje tista cela Stevila, ki resijo enacbo 2z = 3.

TaksSnega celega Stevila ni. Torej: C' = {}.

(d) Mnozica D vsebuje tista racionalna Stevila, ki resijo enac¢bo 2z = 3.
V mnoZici racionalnih §tevil ima dana enacba resitev z = 2. Torej:

D= {3}, 2

2. V mnozici realnih Stevil resite enacbe:



r—(Br—(r+2)=238
524+2)—3B+xz)=2x+1
(d) 2z +1)*— x4z —3) =Tz

z—1 + 2241  z—1

6 3 5 =2
2

Resitev.

(a) e Odpravimo oklepaje: z? + 2z — 8 — 22 4+ 2r — 1 = 22 — 3.
e Skréimo izraz in po ureditvi dobimo linearno enacbo 2x = 6 z
resitvijo x = 3.
(b) Kot v gornjem primeru dobimo resitev z = —2.

(¢) Po ureditvi dobimo identi¢no izpolnjeno ena¢bo 0 = 0, kar pomeni,
da je vsako realno stevilo x € R resitev dane enacbe. Mnozica
resitev je R.

(d) Po ureditvi dobimo protislovno ena¢bo 1 = 0, kar pomeni, da
nobeno realno Stevilo ne resi dane enac¢be. MnoZica reSitev enacbe
je prazna.

(e) e Odpravimo ulomke (enacbo mnozimo z najmanjsim skupnim
veckratnikom imenovalcev, to je s 6). Dobimo

r—14+22zx+1)—-3(z—1) =12z

e Kot v gornjih primerih dobimo resitev z = %

(f) e Enacba je kvadratna. Uredimo jo tako, da so vsi nenicelni ¢leni
na eni (levi) strani enacbe

22 —5r—14=0.



e Razstavimo izraz na levi strani po Vietovem pravilu
2?2+ (a+b)x +ab= (z+a)(x+b)
in dobimo
(x —=T)(z+2)=0.

e Produkt (z — 7)(z + 2) je enak 0, kadar je eden od faktorjev
enak 0: x —7=0aliz+2=0.
e Dobimo 2 resitvi: 1 = 7 in 1y = —2.
Opomba: Ce razcepa po Vietovem pravilu ne uganemo, uporabimo
spodnje formule (primer (h)).

(g) Kot v gornjem primeru dobimo resitvi x; = 1 in x5 = —9.
(h) Resitvi kvadratne enacbe az? + bz + ¢ = 0 ra¢unamo po formulah

—b++D

D =0 —4dac, 115 =
' 2a

V naSem primeru jea =6,b=—1,c=—11in

D=(-1)?=4-6-(—1)=25 VD=5

_1%5
2= T
1+5 1 1-5 -1
1'1:—:—’ 1‘2:—:—'
12 2 12 3

(i) Kot v gornjem primeru dobimo D = —4. Koren D = /=4 ni
realno Stevilo, dana enac¢ba nima realnih reSitev.

(j) e Izraz na levi strani enacbe razstavimo:
2® —42? —9r 436 =0

2 (x—4)—9(x—4)=0
(x—4)(2*-9) =0
(x —4)(x —3)(z+3) =0.

e Produkt (z — 4)(x — 3)(x + 3) je enak 0, kadar je eden od
faktorjev enak 0: z —4=0alix —3=0alix+3=0.

e Dobimo 3 resitve: xy =4, 1o =3, 3 = —3.
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(k) Kadar izraza na levi strani enacbe (stopnje vigje od 2) ne znamo
razstaviti, eno reitev z; uganemo in izraz (polinom) delimo z dvo-
¢lenikom x — z1. Dobljeni koli¢nik je polinom nizje stopnje, ki ga
nadalje razstavimo po enem od Ze znanih postopkov.

e Uganemo: z; = 1.

e Delimo:

(2 —Tx+6):(z—1)=2"+2—-6

o (x3 - 1'2)
2 —Tr+6
—(2? — 1)
—6x 4+ 6
—(—6x +6)

e Razstavimo dobljeni koli¢nik: 2% +z — 6 = (2 + 3)(z — 2).

e Dano enacho zapisemo v razstavljeni obliki:
2? — 72?4+ 6= (v —1)(z+3)(z —2) =0.

e [zracunamo resitve: 1 =1, o = —3, r3 = 2.

Opomba: Namesto deljenja polinomov lahko uporabimo Hornerjev

algoritem.

[tio]-7] 6
1 [1] t[-6
[titf-6] 0

3. Resite iracionalne enacbe in napravite preizkus:

(a) Ve +T7+1=2-14
(b) 2z 4+ V222 +zx—-1=1

Regsitev.

(a) e Uredimo ena¢bo (osamimo koren na eni strani enacbe):
Vo +T7T=z-5.
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(b)

e Enacbo kvadriramo (odpravimo koren):
T+ 7=12"— 10z + 25.

e ResSimo kvadratno enacbo: 1 =9, z9 = 2.

e Napravimo preizkus - z; in x5 vstavimo v prvotno enacbo. Ugo-
tovimo: x; ustreza prvotni enachi, xs ne ustreza.

e Resitev prvotne enacbe je le x1 = 9.
Opomba: Ce med resevanjem enacbo kvadriramo, je preizkus ob-

vezen. Kvadrirana enacba ima (navadno) ve¢ resitev od prvotne.

Kot v gornjem primeru dobimo resitev x = %

4. Resite eksponentne in logaritemske enacbe:

(a) 3" =81

(b) 29 = (Lye+1
(c) logy V3 =u

(d) logsz =2

(e) log 57 =3
Resitev.

(a)

(b)

Potenci 7z isto osnovo 3% = 3* (= 81) sta enaki, ¢e sta enaka eks-
ponenta, torej r = 4.

Enakost 2(°79)7 = 272+ (= (1)#+1) da enakost eksponentov
(x =5)z=—-2(x+1)

in resitev 1 = 1,29 = 2.
Po definiciji logaritma je 3% = v/3 = 3%, torej x = %
Zapis definicije logaritma da resitev 32 = x ali x = 9.

Kot zgoraj dobimo z = v/3.
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5. Na stevilski premici predstavite intervale A = [—1,3], B = (1,5], C' =

(=1,

1) ter zapisite intervale ANC, AU B, A\ B, A\ C, (AN B)°.

Regsitev. A =[—1,3] je krajsi zapis za interval - mnoZico

A={reR;—-1 <z <3}

Podobno je

n

B=(1,5|={zeR;1 <z <5}

C=(-1L1)={reR-1<z<1}

Mnozice nariSemo eno pod drugo.

1 0 3
A ¢ : '
5
B: O ; ;
< SHR

V preseku mnozic A N C so tista realna Stevila, ki so hkrati v obeh
mnozicah A in C'. Nazorno to na gornji sliki pomeni "dvojno ode-
beljeno ¢rto".

ANC=C=(-1,1), ker je C C A.

V uniji mnozic A U B so tista realna Stevila, ki so vsaj v eni od
mnozic A ali B. Nazorno to na sliki pomeni "tam, kjer je vsaj ena
odebeljena ¢rta'.

AUB=1[-1,5]

V mnozici A\ B so tista realna Stevila, ki so v mnozici A in niso v
mnozici B. Nazorno to na sliki pomeni, da iz mnozice A izlo¢imo
"tisti del, kjer je ¢rta dvojna".

A\ B =[-1,1]

Kot v gornjem primeru dobimo A\ C' = {—1} U[1, 3].

Najprej zapisemo presek P = (AN B) = (1, 3].

V komplementu mnozice P so tista realna Stevila, ki niso v mnozici
P. Nazorno to na sliki pomeni, da "tam odebeljene ¢rte ni".

P =(ANB)° =(1,3] = (—00,1] U (3,0)

Opomba: Dani primer ponazarja veljavnost (AN B)Y = A® U B®,
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6. V mnozici realnih stevil reSite naslednje neenacbe in resitve zapiSite z
intervali:

a) 2(x—1)>4(x+4) -5

b) (z—1)(z+2)—z(x+3) <2
c) ¥ —2x > 8
)
)

T~

d) 23 =322 —4x >0

z—5
€ +3 Z 0

—_— T~ —

Resitev.
(a) e Linearno neenacbo uredimo (kakor linearno enacbo):
—2x > 13.

e Ce je koeficient pri neznanki x negativen, neena¢bo mnozimo z
—1. Pri tem se neenakost obrne:

20 < —13.
e Po deljenju s (pozitivnim) Stevilom 2 dobimo resitev (zapisano
kot izjavo):
—13

r < —> oziroma € (—oco
2 ( T2

Opomba: Interval je (desno) odprt, ker v neenacbi nastopa

stroga neenakost; %13 ni resitev.

(b) Kot v gornjem primeru dobimo resitev:
x> —2 oziroma x € [—2,00).

Opomba: Interval je (levo) zaprt, ker tudi vrednost —2 resi neenacbo
(znak < vkljucuje tudi enakost).

(c) Kvadratne neenacbe in neenacbe visjih stopenj (najenostavneje)
reSimo na sledeci nacin:

e Vse ¢lene prenesemo na eno (levo) stran neenacbe:

22— 2 —8>0.
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e Resimo enacbo 22 — 22 — 8 = 0. Resitvi sta: 21 = =2, x5 = 4.
e Resitvi (nicli izraza na levi strani neenacbe) nariSemo na realno
0s.

e Izberemo eno vrednost, ki ni enaka dobljenima ni¢lama, na
primer z = 0, in izra¢unamo vrednost izraza x? — 2x — 8 (to je
izraza na levi) v tej tocki:

0?—2-0-8=-8.

Vrednost izraza 2% —2x—8 v tocki x = 0 je negativna. Vrednost
izraza x? —2x —8 je negativna povsod na intervalu med ni¢lama
(—2in 4), v vsaki od nicel pa predznak spremeni (slika (1.1)).

e [z slike odcitamo reSitev - intervale, kjer je vrednost izraza
(strogo) pozitivha: x € (—o0,—2) ali € (4,00) oziroma
z € (—o00, —2) U (4, 00).

Slika 1.1: 22— 22 —8 >0

(d) Kot v gornjem primeru dobimo nic¢le izraza x> — 3z* — 4u:
T, = —1,.1'2 = O,l‘g =4

n reSitev
v € [~1,0] U [4, 0.

(e) Ce imamo na levi strani neenakosti (urejene tako, da je na desni
vrednost 0) racionalen izraz, na realno os nariSemo vse nicle Stevca
in imenovalca. Racionalen izraz spremeni predznak bodisi v ni¢li
Stevca bodisi v ni¢li imenovalca. Iz ustrezne slike od¢itamo resitev
(kot v prejsnjih primerih): z € (—oo0, —3) U [5, 00).

Opomba: Nic¢la imenovalca —3 ni resitev (tam neenacba ni defini-
rana), nicla Stevca 5 je resitev (neenakost ni stroga).

7. Dano mnozico zapiSite kot interval in mu dolocite maksimum, minimum,
supremum in infimum.
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(a) A=
(b) B=

Regsitev.

{r eR;5>22—-1> -3}
{reR2x—1<3z+1<2zx+3}

(a) Mnozica A vsebuje tiste € R, ki ustrezajo neenacbama

1.

ii.

5 > 2z — 1 z reSitvijo x < 3 oziroma x € (—o0, 3] in
2x — 1 > —3 z resitvijo x € (—2, 00).

Obema neenac¢bama ustrezajo tisti z € R, ki so v preseku resitev
posameznih neenach: A = (—o0, 3] N (—2,00) = (—2, 3] oziroma

(b) B =

A={reR;-2 <z <3}

maksA = 3 (najvecje stevilo mnozice A)

minA ne obstaja (mnozica A ne vsebuje najmanjsega Stevila)
supA = 3 (najmanjSa zgornja meja)

infA = —2 (najvecja spodnja meja)

[_27 2)

maksB ne obstaja, minB = —2, supB = 2, infB = —2

8. Resite sisteme neenach:

(a) 2—3<0in2zx+1>5
(b) 3z —6<3ina?—9>0

() £

Resitev.

<linz?—-3<2x

(a) Resimo vsako neenacbo posebej (kot opisano v nalogi 6):

1.

ii.

x—3<0: z€(—o0,3]
20+ 1>5: 2 €(2,00)

Obe neenachi resijo tisti x € R, ki so v preseku resitev posameznih
enach:

x € (—00,3]N(2,00) = (2,3].

15



9. V mnozici realnih Stevil resite naslednje enacbe, neenac¢be in sisteme
neenacb z absolutno vrednostjo:

Resitev.

(a) Postopek resevanja enach:

e Pred izraz v absolutni vrednosti postavimo prvic¢ znak +, drugic
znak — in obe resimo.

Lor—1=22=3
. —(z—-1)=2,2=-1
e Napravimo preizkus. V tem primeru obe resitvi xry = 3 in
r9 = —1 ustrezata prvotni enacbi.

Preizkus je obvezen. Ni nujno, da vse tako dobljene resitve resijo
prvotno enacho.

Opomba: |z| pomeni oddaljenost Stevila z od stevila 0, |z — 1
pomeni oddaljenost stevila x od stevila 1. Enakost |z — 1| = 2
oznacuje tista realna Stevila, ki so od stevila 1 oddaljena za 2 (slika
(1.2)): 1+2=31in 1 — 2 = —1 sta torej resitvi enacbe.

(b) Opisani postopek da resitvi z; = —1,29 = —2. Obe ustrezata
prvotni enacbi.
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<& »
< »

-1 ] 3

Slika 1.2: |z — 1] =2

(c¢) Opisani postopek da resitvi z; = 10,29 = %4. Prvotni enacbi us-
treza le prva x; = 10.

(d) Opisani postopek da resitvi x; = %, r9 = 1. Prvotni enacbi ustreza
le druga xy = 1.

(e) Pri resevanju neenacb oblike
v —a| > (@i > <, <) b

uporabimo pomen absolutne vrednosti, omenjen v gornji opombi.

|z + 3| zapisemo kot |x — (—3)|.

Neenacba |x + 3| = |z — (—3)] < 2 sprasuje po tistih Stevilih
x € R, ki so od stevila —3 oddaljena za 2 ali manj. To so stevila
z intervala © € [-3 — 2, -3 + 2] = [-5, —1].

(f)

Izpostavimo 2: 2|z — 2| < 4.
Delimo z 2: |z — 2| < 2.

e Kot zgoraj dobimo resitev: x € (0,4).

(g) Sisteme neenach resujemo kot v prejsnji nalogi (naloga 8): resimo
vsako neenac¢bo posebej, resitev sistema je presek resitev posameznih
enach.

e Resitev prve neenacbe: = € (—1,5)
e Resitev druge neenacbe: x € [1, 00)
e Resitev z € [1,5)

(h) z € (-9, —2]U[4,7)

(i) z € (—4,-1)U(3,5)
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1.2 Kompleksna Stevila

10. Izracunajte:

(
(

a) (2—1)(3+iV?2)
b)
)
) 7

(2+4)?+ (1 —4)?

(c Z6+( 2i°)°
(d
Resitev.

(a)

11. Izracunajte Re(z), Im(z), Z, |2| in

Kompleksna stevila sestevamo (odstevamo) po komponentah, mno-
zimo (potenciramo) jih kakor dvoclenike.
Racun: (2 —4)(3 4 iv2) = 6 — 3i + 2v/2i — i>v/2 = (upostevamo
2= —1) = (6+v2) + (2v/2 - 3)i
Kot zgoraj: (2+14)*+ (1 —1i)*=-2-2i
Za zaporedne potence Stevila ¢ velja:
=1, =—i,it =1, =4*-i=14,... ali
=1 = R = ] S = ke N
Uporabimo gornje v ra¢unu:
448 + (=243)% = 4% + (—2)3% = 4i® — 8i = —4 — 8u.
Kompleksna stevila delimo tako, da Stevec in imenovalec mnozimo
z imenovalcu konjugiranim kompleksnim Stevilom.
542 _ 542 | 142 _ 1+12i 12,

SR _ X _ 1
Racun: 750 = 195, - 75, = =5~ =5 T 3¢

2=z
14227

e jez=3— 4.

Resitev.
e Realna komponenta kompleksnega Stevila z: Re(z) = 3
e Imaginarna komponenta kompleksnega stevila z: Im(z) = —4
e Stevilu z konjugirano kompleksno stevilo Z dobimo, ¢e spremenimo

predznak imaginarne komponente: z = 3 + 41.

Absolutna vrednost kompleksnega Stevila |z| pomeni oddaljenost
kompleksnega Stevila z od izhodisca. Izracunamo jo po Pitagorovem

izreku: =/32+( =25=5

18



o z—z _ 3—4i—(3+4) _ —8i _ —di
e Radun: 5% = g mgea) — 2 — 1
12. Izracunajte Im-222 ée je 2 = 3i — 4.
z—z+1?
Resitev.

e Dano kompleksno stevilo zapisemo urejeno kot Rez+(Imz)i:
z=—44 3.

S |24z 5+(—4-3i) _1-3i =17 _ 9
o Racun: Im-=73 = -1 = 1760 = 37— 37!

13. V mnozici kompleksnih stevil resite naslednje enacbe:

Regsitev.

(a) Enacba z? = —9 ima v mnozici kompleksnih §tevil resitvi
219 = V=9 = +V9V/—1 = £3i.

Razstavimo: z* + 822 = 22(2% + 8) = 0.

Produkt 2%(2% +8) =0, ¢e je 22 =0 ali 22 +8 = 0.

Prva enacba ima resitvi (oziroma eno dvojno resitev) z; o = 0,
reSitvi druge enacbe sta (racunamo kot zgoraj)

(b)

234 = +V/8i = £2/2i.

Dana enacba ima 4 resitve:

210 =0, 23 = 2V2i, 24 = —2V/2i.

(¢) Uporabimo formulo za izra¢un korenov kvadratne enac¢be (primer-
jajte nalogi 2.(h) in 2.(i)).

D=—-4+VD=2i

19



4+
2

21:2+’i, ZQIQ—i

212 = =2+

Opomba: Kompleksni resitvi kvadratne enacbe z realnimi koefici-
enti sta med sabo konjugirani.

(d) Formula za izrac¢un korenov kvadratne enacbe ( naloga 2.(h)) velja
tudi, ¢e koeficienti a, b, ¢ niso realna Stevila.

D=(2+i)?—4i=3VD=+3

21 2 2

-1 243, _—1+2—\/§_
T g T 9

—2—i++/3 -1 2443,
A= —F = + (

14. Poiscite kompleksna stevila z, ki ustrezajo:

(e) |z—1] =]z —1|
(f
(g) = B+4)|=2
(h) |z +1i| =
(i) |z4+1—2i] = -2
(G) |z+2i <3
Resitev.

(a) Ce v enachi nastopa bodisi konjugirana vrednost bodisi absolutna
vrednost bodisi realna ali imaginarna komponenta kompleksnega
Stevila z, iS¢emo neznano Stevilo z v obliki z = x + yi, kjer sta
z,y € R.
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e Vstavimo z = x + yi v enacbo in dobimo:

Vai+yP+r4yi=2+41.

e Kompleksni stevili sta enaki, ¢e imata enako realno in imagi-
narno komponento.
Enakost imaginarnih komponent da enacbo y: = i in reSitev

=1.
%nakost realnih komponent da enacbo /22 + 32 + 1 =
(vstavimo y = 1) =v22 + 1+ z = 2 in refitev z = 3.
Iskano kompleksno Stevilo je z = % + 1.
(b) e Postavimo z = z + yi.
e [z druge enac¢be dobimo Imz =y = 2.
e Izracunani y vstavimo v prvo enac¢bo in dobimo Re(z —iz) =
r4+y=x+2=0 zresitvijo x = —2.
e [skano kompleksno Stevilo je z = —2 + 2.
(c) Vstavimo z = x+yi v enacbo in dobimo Re(2)+ Im(z) = x+y = 0,
od koder izrazimo y = —z. Enacbo resijo vsa kompleksna sStevila,
katerih komponenti sta nasprotno enaki:

z=x—xi=(1—1d)x,xeR.
Lezijo na premici, upodobljeni na sliki (1.3).

yi

Z=XXi

Slika 1.3: 2 =z — 21
(d) e Postavimo z = z + yi.
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e Iz druge enacbe dobimo Re(z + 1+ 1) = 2+ 1 = 0 z resitvijo
r=—1.

e Izra¢unani x vstavimo v prvo enacbo in dobimo |z + 1 +i| =
(v + il = vy + 1) =1.

e Po kvadriranju zadnje enakosti \/(y + 1) = 1 dobimo kvadratn

enacho (y +1)? =1 z refitvama y; = 0 in y, = —2.

o

e [skani kompleksni Stevili sta z; = —1, 29 = —1 — 21.

(e) Vstavimo z = z + yi v enacbo in dobimo

V=12 +y2 =22+ (y— 1),

od koder izrazimo y = x. Enacbo resijo vsa kompleksna Stevila,
katerih komponenti sta enaki:

z=x+zi=(1+i)z,xzeR
Lezijo na premici, upodobljeni na sliki (1.4).

Vi

Z=X+Xi

Slika 1.4: 2z =x + 21

(f) Vstavimo z = = + yi v enac¢bo in dobimo /2?24 y? = 4 in po
kvadriranju 22 + y? = 16. Enacba predstavlja kroznico s srediséem
v izhodiscu in polmerom enakim 4.
Enacbo lahko resimo tudi z razmislekom:
|z| pomeni oddaljenost kompleksnega $tevila z od izhodisca. |z| =4
oznacuje tista kompleksna Stevila, ki so od izhodis¢a oddaljena za
4. To so kompleksna Stevila, ki lezijo na kroznici s srediS¢em v
izhodis¢u in polmerom 4.
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(g) |z — (34 4i)| = 2 oznacuje tista kompleksna Stevila, ki so od 3 4 41
oddaljena za 2. To so kompleksna Stevila, ki lezijo na kroznici s
sredisc¢em v tocki 3 4 4¢ in polmerom 2.

(h) |z+1i| = 0 oznacuje tista kompleksna stevila, ki so od —i oddaljena
za 0. To je tocka z = —i.

(i) |#+1—2i] = —2 oznacuje tista kompleksna stevila, ki so od —1+2i
oddaljena za —2. Ta mnozica je prazna.

(j) |2+2i| < 3 oznacuje tista kompleksna Stevila, ki so od —2i oddaljena
za kvec¢jemu 3. To so Stevila, ki lezijo v krogu (v notranjosti kroga
in na kroznici) s sredis¢em v tocki —2i in polmerom 3.

15. Zapisite kompleksna Stevila 2z, = 7, 20 = —4i, 23 = v/3+1 v polarni obliki.

Regsitev.

e Oddaljenost stevila z; od izhodisca je 7. Kot, ki ga tvori poltrak iz
izhodis¢a skozi z; s pozitivnim poltrakom realne osi je 0.

21 = T(cos0 +isin0)

e Oddaljenost stevila z, od izhodisca je 4. Kot, ki ga tvori poltrak iz
izhodiSca skozi 2o s pozitivnim poltrakom realne osi je —3.

29 = 4(005(—3) +isin(—g))

e Oddaljenost Stevila z3 od izhodisca je |z3| = v/3+ 1 = 2. Kot, ki

ga tvori poltrak iz izhodisca skozi z3 s pozitivnim poltrakom realne

osi je arctan % =z

23 = 2(005(%) + isin(%))

16. Izracunajte potence

(a) (V3+V3i)°
(b) (1—)!
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Resitev. Prednost polarnega zapisa kompleksnega Stevila
z = |z|(cosp + isiny)
se pokaze pri potenciranju in korenjenju (glejte naslednjo nalogo). Velja:

2" = |z|"(cos(np) + isin(ny)).

(a)

Dano stevilo zapiSemo v polarnem zapisu:

\/g—l—\/gz':\/écosz—i-isinz .
4 4

Potenciramo z uporabo gornje formule:

D D
(V34 V3i)° = 6%((:05% + isin Zﬂ) =

= 36\@(—? — z’?) = —36V/3(1 +1).

i) = v/2(cos =F + isin =)
Y100 = 950 (o5 =100m 4 gjy =100 _
O(cos(—25m) + isin(—25m)) =

(cos(—m) + isin(—m)) = —2%

—
|

—
o
~—
[ J
—~

I
ORI
ot

17. Resite enacbi

Resitev. ReSitev enacbe

n

2" = r(cos(p) + isin(p))
je n razliénih korenov kompleksnega Stevila r(cos(y) + isin(p)):

k2 k2
= Ur(cos(Z + Z0) +isin(2 + 25)), k=1,2,....n—1.
n n n n
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(a) e Kompleksno $tevilo na desni strani enac¢be zapiSemo v polarni
obliki
—1 = 1(cos(m) + isin(m)).

e Po gornji formuli zapisemo 5 korenov dane enacbe:

20 = cos(z) +isin(z)

5 5
3 3
2 = COS(%) +isin(?ﬂ)
D 5
29 = cos(g) —l—z’sin(%) = cos(m) +isin(w) = —1
() +isin()
z3 = cos(—) + isin(—
’ 5 5
9 9
z4 = COS(%) —l—z’sin(?ﬂ)
Opomba: z; je en (edini) realni koren enacbe 2° = —1.

(b) e —1+i=2(cos ¥ +isin2r)

e Resitve enacbe:

3 3
20 = \8/5(0051—2 + isin —W)

16
11 11
2 = V/2(cos 1—E7ST + isin 1—(?)

197 197
8 9 LI T
Z9 = \/_(COS 16 + 2s1n 16)

27 27
23 = V/2(cos 1—(? + isin 1—(:)
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Poglavje 2
Matrike

2.1 Racunanje z matrikami

1. Podana je matrika
2 3 0 =5
S R

%(A+AT).

Izracunajte

Resitev. Najprej zapisimo matriko A. Torej
2 =2
A= [ 2 } .
Ker je A = AT, je
A+ AT = A+ A=2A
Iz tega sledi, da je
1 2
—(A+AT)=ZA.
3( +47) 3
2. Podani sta matriki
1 -3 . 3 -1
A—{2 0 ] in B—{O 9 }
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[zracunajte produkt AB in BA. Ali matriki komutirata?

Resitev. Produkt matrik je:

1 —7 ) 1 -9
AB:[6 _2] in BA—{4 0 }

Matriki ne komutirata, saj je AB # BA.

. Podani sta matriki

-1 -2 4 3 -1 5
A= 2 1 1 in B=|0 2 -1
-3 0 2 2 0 =2
Izra¢unajte produkt ABT.
Resitev. Ker je
3 0 2
Bf=|-1 2 0 |,
5 -1 =2
je produkt
19 -8 —-10
ABT =110 1 2
1 =2 —10
. Podani sta matriki
-1 0 —4 1 -1 0
A= 3 1 —1 in B=|0 2 -1
-2 5 2 2 0 2
[zracunajte (3A — BT)2.
Resitev. Ker je
1 0 2
Bf=]1-1 2 0],
0 -1 2



je

-4 0 —14
3A-BT=110 1 -3
—6 16 4
Iz tega sledi, da je
100 —224 0
(BA—-BT)? = | —12 —47 —155

160 80 52

. Naj bo dana matrika

2 -1 4
A=10 7 =2
5 —1 =3

Zapisite matriko A kot vsoto simetri¢ne in poSevno simetri¢ne matrike.

Resitev. Kvadratno matriko A lahko zapisemo kot

1 1
A= 5(A + AT + 5(A — AT,
kjer je 3(A+ AT) simetri¢na matrika, £(A — A”) pa poSevno simetri¢na
matrika. Torej moramo zapisati matriki (A + A”) in $(A— A”T). Ker je

2 0 5
AT=1 -1 7 —-1]|,
4 -2 =3
je simetricna matrika
1 1 4 -1 9
5(A+AT):5 -1 14 -3
9 -3 —6
in poSevno simetri¢na matrika
0 -1 —1
1 1
1 1 O
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6. Naj bo dana matrika
1 -7
A= { L ] |
Izracunajte determinanto matrike A2

Resitev. Ker je

, [—41 7
A_[—m -38 |’

je determinanta matrike A2

det A% = (—41) - (—38) — (—12) - 7 = 1642.

7. Podani sta matriki

2 0 5 1 2 0
A= -1 7 -1 in B=| -1 3 -1
4 7 =3 -4 8 1

[zracunajte determinanto matrike BA.

Resitev. Najprej izracunamo

0 14 3
BA=| -9 14 -5
—-12 63 -31

Determinanta matrike BA je —4263.

8. Dani sta matriki
2 0 . 1 2
A—l_l 7} in B_[—l 3}

Resite matri¢no enacho AX = B.
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Resitev. Matri¢no enacbo AX = B mnozimo z leve strani z matriko
AL Torej je:
A'AX = A'B
IX = A'B
X = A'B.

Pri tem je I identicna matrika.

Ker je X = A~'B, moramo najprej poiskati matriko A~

_ 190
7

14

Torej je
i
X — AilB — |: 21 4 :|
17
Podani sta matriki
1 -5 2 0 2 0
A= -1 3 0 n B=| -1 -3 -1
2 -1 -1 -2 7 1

Resite matri¢no enacbno XA = B.

Resitev. Matricno enac¢ho X A = B pomnozimo z desne strani z matriko
AL Torej je X = BA™!. Ker je

1 3 7 6
A7l = 3 15 21,
5 9 2
je

1 5 1
X _ 411 431 27
P A

4 4 2
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10. Podani sta matriki

1 4 0 1 2 0
A=1| -1 0 =2 in B=| -1 3 -1
2 3 =3 —4 8 1

Resite matri¢no enacbno XA +2X = B.

Resitev. Najprej bomo matri¢no enacbo X A+2X = B zapisali drugace:
X(A+2I)=B.

Sedaj bomo mnozli pravkar zapisano matri¢no enacbo z desne strani z
matriko (A + 2I)~!. Torej je:

X(A+2D)(A+20)' = B(A+2)™!
XI = B(A+20)™!
X = BA+2).

Vidimo, da moramo najprej zapisati matriko A + 21:

1 4 0 200 3 4 0
A+2[=| -1 0 =2 |+[0 2 0|=] -1 2 =2
2 3 =3 00 2 2 3 -1

Naslednji korak je zapisati matriko (A + 2I)~':

1 1 _ 1

6 3

A+20) 1t = b5
@2 =15 5 1
24 24 12

Sedaj lahko zapisemo iskano matriko X:

X=B(A+2) =

—
wlee =g |t
| See oo =
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11.

2.2 Sistemi linearnih enac¢b

Resite sistem enacb

r+y—22z = 2
—2x+2y =
—r—y+3z = 0.

Resitev. Sistem bomo resili s pomocjo Gaussove eliminacije. Najprej
zapisSimo razsirjeno matriko sistema

1 1 -2 | 2

Resitve sistema dobimo tako, da zaporedoma resujemo enacbe, ki ustre-
zajo vrsticam od spodaj navzgor. Torej, iz tretje vrstice dobimo

z=2.
Vrednost spremenljivke y dobimo iz druge vrstice
dy — 4z =5.

Ce upostevamo vrednost spremenljivke z, sledi y = %. Vrednost spre-
menljivke x pa dobimo iz prve vrstice
rTH+y—2z=2.

S pomocjo dobljenih rezultatov lahko izrac¢unamo, da je x = 1741.
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12.

13.

14.

Resite sistem enacb

T+ 3y — 2z
—2x+ 2y + 2z
or —y + 2

Resitev. Resitev sistema je

Resite sistem enacb

3r —y+ 2z
—or + vy — 2z
10z — 2y + 42

Resitev. Sistem nima resitve.

Resite sistem enacb

dr — 2y + 2
—r 4y —2z
—8x + 4y — 2z

Resitev. Resitev sistema je

3 11 7

r=—-—z+—, yYy=—-z-+

2 27 2

34
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15. Resite sistem enacb

r+y+3z24+q = 2

—Sr++2—2¢ =
y+22—q = 0
-+ 3z = 3.

Resitev. Resitev sistema je

1 —11 13 -7
r = ) y: -, z = -, = —.
4 12 12 12
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Poglavje 3

Vektorji

3.1 Osnovne operacije z vektorji

1. V kartezi¢nem koordinatnem sistemu so dane toc¢ke A(1,0,—1), B(0,2,1)
in C'(—3,0 —1).

(a) Zapisite krajevne vektorje tock A, B in C.

(b) Poiscite koordinate vektorjev AB, BA, AC in CB.

(c) Izracunajte razdaljo med tockama A in B ter dolzino vektorja AB.

(d) Izrac¢unajte razdaljo med tockama A in C ter dolzino vektorja AC.

(e) Zapisite enotski vektor v smeri vektorja AB.

(f) Zapisite enotski vektor v smeri vektorja CA.
)
)

g) Zapisite vektor dolzine 5 v smeri vektorja AB.

(
(h) Zapisite vektor dolzine 7 v nasprotni smeri vektorja BC.

Resitev.

(a) Krajevni vektor tocke A (oznaka 1) je vektor z zaCetno tocko
0(0,0,0) in kon¢no tocko A. Njegove koordinate so enake koor-
dinatam tocke A: r3 = (1,0, —1).
rp =(0,2,1)
re = (—3,0,—1)

(b) Koordinate vektorja AB so razlike koordinat tocke B (kontna tocka)
in tocke A (zaetna tocka):

—

AB=(0-1,2—0,1—(=1)) = (=1,2,2).
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Vektor BA kaze v nasprotno smer kot vektor AB. Nj jegove koordi-
nate so nasprotne koordinatam vektorja AB: BA = (1,-2,-2).
AC = (—4,0,0)
CB=(3,2,2)
Opomba: Opazimo, da je AC +CB = AB (narisite skico).

(c) Razdalja med tockama A in B je enaka dolzini daljice med tockama

A in B (oznaka |AB|, izracunamo jo po Pitagorovem izreku), ta pa
je enaka dolZini vektorja AB (oznaka |AB]):

|AB| = |AB| = \/(-1)2 + 22 + 22 = 3.

(d) |AC| = |AC| = 4

() Enotski vektor v smeri vektorja AB (oznaka e ) dobimo, &e vektor
AB delimo z njegovo dolzino:

1 1 2
= (—1,2,2)=(—=, =, 2.
€AB 3( 77) (3737>

(f) eca = (1,0,0)
Opomba: To je enotski vektor v pozitivni smeri koordinatne osi x,
oznaka 7.

(g) Iskani vektor ¥ dobimo, e enotski vektor v smeri vektorja AB

mnozimo s d:
5 10 10

U = 5 = (—— — .

v €AB ( 373" 3)

(h) Iskani vektor ¢ dobimo, ¢e enotski vektor v smeri vektorja BC
mnozimo z —7:

7

(=3,-2,-2) = —(3,2,2).

1
77: e ) )
V1T 1

~J

2. Dane so tocke A(—2,—1,0), B(0,1,2),C(20,202,2) in D(22,200,0). Po-
is¢ite koordinate vektorja @ = 2AB 4 C'D in izracunajte njegovo dolzino.

Resitev.
o AB=(2,2,2),CD = (2,-2,-2)
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e Vektorje sestevamo (odstevamo) in mnozimo s Stevilom po koordi-
natah:
a=2AB+CD =

=2(2,2,2) + (2,-2,—-2) = (4,4,4) + (2, -2, —2) = (6,2,2).

e Dolzina vektorja (po Pitagorovem izreku):

@) = V36 +4+4 =44

3. Dana sta vektorja @ = (0,1,0) in b = (1,0,—1). Izracunajte dolzino
vektorja 3a — 2b.

Resitev. Kot zgoraj izracunamo

o 3G —2b=(-2,3,2)
o |3 —2b = V17

4. Na osi x pois¢ite tocko, enako oddaljeno od tock A(1,2,4) in B(5, -3, 2).

Resitev. Iskano tocko oznacimo z X, njene koordinate naj bodo X (z, 0, 0)
(ker lezi na osi z). Neznano prvo koordinato x dobimo iz pogoja |AX| =
|BX|. Vstavimo

IAX| = /(x — 1)24 (=2)2 + (—4)2, |BX| = /(z — 5)2 + 32 + (—2)2

in dobimo (po kvadriranju)
(x —1)* 420 = (z — 5)* + 13

z resitvijo 2 = &, Iskana tocka je X (&,0,0).

5. Naosi z poiscite tocko, enako oddaljeno od tock A(2, —2,2) in B(—1,1,—1).

Regitev. Iskana tocka naj ima koordinate Z(0,0, z). Kot zgoraj dobimo
z=31in Z(0,0,%).
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6. Dani sta tocki A(3,3,3) in B(0,6,9). Poisc¢ite koordinate tock C' in D,
ki daljico AB razdelita na 3 enake dele.

Resitev. Koordinate tocke C' (D) so hkrati koordinate krajevnega vek-
torja ré& (rp). Velja (slika (3.1)):

Slika 3.1: & =ry + %AP

7. Izracunajte obseg trikotnika z ogliséi A(—1,0,1), B(2,3,4) in C(-2,1, 2).

Regsitev.

e Obseg je vsota dolzin stranic |[AB| + |AC| + |BC.

e |AB| = |AB| = V27
|AC| = |AC| = V3
|BC| = |BC|v24

e Obseg: V27 4+ /3 ++/24
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8. Vektorja @ = (2,0, —2) in b= (2,—2,0) dolocata trikotnik. Pokazite, da
je ta trikotnik enakostranicen.
Opomba: Trikotnik v prostoru lahko podamo s koordinatami njegovih
oglis¢ (kot v prejsnji nalogi) ali pa z dvema (nevzporednima) vektorjema,
ki predstavljata dve njegovi stranici. Vektor na tretji stranici je ¢ = b—a.
Lega tako podanega trikotnika v prostoru ni natanko doloc¢ena. Lahko
privzamemo, da je eno oglis¢e v izhodiscu, a in b pa sta krajevna vektorja
drugih dveh oglisc.

Regsitev.

e Dolzine stranic so dolzine vektorjev da, bin ¢
e Velja: |a@|—|b]—|d = 2v/2.

e Dolzine stranic so med seboj enake, trikotnik je enakostranicen.

9. Dane so tocke A(—1,0,2), B(2,1,2) in C'(4,—3,3). Dolo¢ite koordinate
tocke D tako, da bo ABC'D paralelogram. Izracunajte obseg in dolzini
diagonal tega paralelograma.

Regitev. Oglis¢a paralelograma ozna¢imo (ponavadi) po vrsti v pozi-
tivni smeri (smeri nasprotni urinemu kazalcu) z A, B, C, D (slika (3.2)).
Vidimo, da sta vektorja AB in DC enaka (ista dolzina, ista smer). Iz
tega pogoja dobimo enacbe za neznane koordinate tocke D(x,y, z).

D C

[
L

A B
Slika 3.2: paralelogram A, B, C, D
e Enaka vektorja AB = (3,1,0) in DC = (4—xz,—-3—y,3—2) imata

enake koordinate - torej:
4—rx=3,r=1-3—-y=1Ly=—-43—-—2=0,2=3.

e Iskana tocka: D(1,—4,3)
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e Obseg: 2|AB| +2|BC| = 2(+v/10 + v/21)
e Dolzini diagonal: |BD| = V27, |AC| = V35

10. Vektorja @ = (—1,2,1) in b= (3,2,4) dolocata paralelogram. Izracuna-
jte dolzini diagonal tega paralelograma.

Opomba: Tako kot trikotnik lahko tudi paralelogram dolo¢imo z dvema
nevzporednima vektorjema, ki lezita na nevzporednih stranicah paralel-
ograma.

Resitev.

e Vektorja na diagonalah paralelograma sta @ — b = (—4,0,-3) in
i+b=(24,5)

e Njuni dolzini sta |@ — b = 5 in |@ + b| = v/45.
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11.

12.

13.

14.

15.

3.2 Produkti, linearna kombinacija

Izra¢unajte skalarni produkt vektorjev @ = (—1,0,1) in b= (19,20,21).

Resitev. Skalarni produkt vektorjev je vsota produktov njunih istoleznih
koordinat:
a-b=(-1)-194+0-20+1-21=2.

Izra¢unajte skalarni produkt vektorjev @ = (3,4,7) in b= (2,-5,2).

Resitev. @-b = 0, kar pomeni, da sta dana vektorja pravokotna.

Dana sta vektorja @ = (x,3,4) in b = (4,z,—7). Pri kateri vrednosti
Stevila x sta dana vektorja pravokotna?

Resitev.

e [zracunamo skalarni produkt: @ - b=Tr—28.

e Zaradi pravokotnosti mora biti skalarni produkt enak 0,
torej 7x — 28 =0 in x = 4.

Izra¢unajte kot med vektorjema d = (1,2,3) in b= (6,4, —2).

Resitev. Uporabimo enacbo @ - b = |d||b| cos ¢, Ce s ¢ oznacimo iskani
2 2

kot. Izracunamo cos ¢ = aE = od tod ¢ = arccos =.

IS
Sl

BN
=)

Izracunajte kote trikotnika, katerega oglis¢a so v tockah A(—1,0,1),
B(2,3,4) in C(~2,1,2).

Resitev.
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16.

17.

e Kot pri ogliséu A (oznaka a) je kot med vektorjema AB in AC:

AB-AC 1 1
= —, (X = arccos —.

= —F=—"—=5— = _,
|AB||AC| 3 3
e Kot pri oglis¢u B (oznaka [3) je kot med vektorjema BA in BC:

P BA-BC /24
OS - — — - 9
|BA||BC| V27

= arccos —.
p 9

e Kot pri ogliséu C' (oznaka ~):
CA-CB

= —— = O’ ’}/ = 900.
|CA||CB|

087

Opomba: Trikotnik je pravokoten.

Izracinajte vektorski produkt vektorjev @ = (2,3,5) in b = (1,2, 1).

Resitev.
axb=12 3 5 |=13-10)—2—-5)+k(4—-3)=(-7,3,1)
1 2 1

Opomba: Vektorski produkt je vektor. Njegova dolzina je enaka plos¢ini
paralelograma, dolo¢enega z vektorjema @ in l;; njegova smer je pra-
vokotna na ravnino vektorjev a in b (smer desnega vijaka). Obe lastnosti
bomo uporabili v naslednjih nalogah.

Poiscite enotski vektor ¢/, pravokoten na vektorja @ = (1,2,3) in b =
(3,2,1) (to je pravokoten na ravnino, v kateri lezita vektorja @ in b).

Resitev. Uporabimo drugo lastnost vektorskega produkta: vektor, pra-
vokoten na dva dana vektorja ima smer njunega vektorskega produkta
ali pa nasprotno smer njunega vektorskega produkta.

e Izraunamo vektorski produkt: @ x b = (—4,8, —4).
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e Poistemo enotski vektor (€) v smeri vektorja @xb: & = T=(—4,8,-4).

e [skani vektor je enak ali pa nasproten gornjemu enotskemu vektorju:
7= dg—=4+_L (_ _
v—ie—:lz\/%( 4,8,—4).

18. Izracunajte ploscino paralelograma, dolocenega z vktorjema @ = (2,5,1)
inb=(1,2,-3).

Resitev. Uporabimo prvo lastnost vektorskega produkta.

e Izracunamo vektorski produkt: @ x b = (—=17,7,—1).
e Izratunamo njegovo dolzino: |@ x b| = v/339.

e [skana plos¢ina je enaka gornji dolzini: p = v/339.

19. Izracunajte plosc¢ino trikotnika, katerega oglisca so v tockah A(—1,0,1),
B(2,3,4) in C(-2,1,2).

Resitev. Plosc¢ina trikotnika je enaka polovici ploséine paralelograma,
dolocenega z vektorjema AB in AC' (slika (3.3)):

1 - .
p=5|AB x AC| =3V2.

C

A B

Slika 3.3: p = 1|AB x AC|

20. Izracunajte plos¢ino trikotnika z ogliséi A(2,2,2), B(4,0,3) in C(0,1,0).
[zracunajte Se vse visine tega trikotnika.

Regsitev.
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e Kot zgoraj izracunamo ploscino: p = —V265

e Visino iz oglis¢a C' (oznaka v¢) izra¢unamo z uporabo geometrijske
formule za ploscino trikotnika:

1
p= §|AB|Uc,

torej

2p_\/@

YT TAB| T 3

e Podobno izracunamo ostali viSini:

2p \/@

BT lACl T 3

2p /65

AT el Ve

Opomba: Dani trikotnik je enakokrak (|JAB| = |AC| = 3).

21. Izracunajte mesSani produkt vektorjev @ = (2,—1,—1), b= (1,3,—1) in
Z=(1,1,4).

Resitev.
B 2 -1 -1
(@,b,e)=11 3 —1]=33
1 1 4

Opomba: Mesani produkt treh vektorjev je skalar. Njegova absolutna
vrednost je enaka volumnu paralelepipeda, dolo¢enega z vektorji @, b in
¢, predznak predstavlja orientacijo.

22. Izracunajte volumen paralelepipeda, dolo¢enega z vektorji @ = (1, —1, 1),
b=(1,1,1)in ¢=(2,3,4).

Resitev. Uporabimo omenjeno lastnost meSanega produkta.

e Izradunamo mesani produkt danih vektorjev: (a@,b,¢) = 4.
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e [skani volumen je enak gornjemu mesanemu produktu: V = 4.

23. Ali so vektorji @ = (7, -3, 2), b= (3,—7,8) in ¢= (1,—1,1) koplanarni?

Resitev. Ce so trije vektorji koplanarni (to je, lezijo v isti ravnini),
doloc¢ajo paralelepiped volumna 0. Torej je njihov meSani produkt enak
vrednosti 0.

e Izra¢unamo mesani produkt: (a, b, c)=0.

e Mesani produkt je enak 0, dani vektorji so koplanarni.

24. Izracunajte volumen tetraedra z ogliséi A(2,2,2), B(4,3,3),C(4,5,4) in
D(5,5,6).

Regsitev.

e Poiscemo vektorje na stranicah tetraedra, ki izhajajo iz enega od
oglis¢, na primer iz oglisca A:

AB=(2,1,1)
AC = (2,3,2)
AD = (4,3,4).

e Izratunamo mesani produkt: (AB, AC, AD) =17.

e Volumen paralelepipeda, dolo¢enega z vektorji AB, AC in AD je
|(AB,AC,AD)| =T1.

e [z geometrije vemo, da je volumen tetraedra je enak Sestini volumna

paralelepipeda, dolo¢enega z vektorji AE’, AC in AD:

(AB, AC, AD)| = T

V:
6

L
6

25. Izracunajte volumen tetraedra z ogliséi A(0,0,1), B(2,3,5),C(6,2,3) in
D(3,7,2). Izracunajte Se vse viSine tega tetraedra.

Regsitev.
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e Kot zgoraj izracunamo volumen: V = 20.

e Visino iz oglis¢a A (oznaka v,) izraGunamo z uporabo geometrijske
formule za volumen tetraedra

1

V= gpABCDUAa

kjer papcop predstavlja ploséino trikotnika (ra¢unamo jo kot v nalogi
19) z ogliséi B,C' in D. Torej

3V 2-3-20 44510
v g g g
47 pasep V510 17

e Podobno izracunamo ostale visine:
3V 2-3-20
v = = =
B paacp /1440

3V 2.3.20 12750
’U = = =
7 pasp /750 75
3V 2.3.20
— = 2V6

T paasc /600

Up

26. Preverite, ali tocke A(5,7,—2), B(3,1,—1),C(9,4,—4) in D(1,5,0) lezijo
v 1stl ravnini.

Regitev. Stiri tocke, ki lezijo v isti ravnini, dolocajo tetraeder volumna
enakega 0. Torej je volumen paralelepipeda z robovi AB, AC' in AD enak
0.

e Izracunamo mesani produkt: (AE’, AC, Ab) =0.

e Mesani produkt (torej tudi volumen paralelepipeda) je enak 0, tocke
lezijo v isti ravnini.

27. Izrazite vektor d = (8,6,4) z vektorji @ = (1,—2,1),5 = (3,2,1) in
&= (1,0, -1).
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28.

Resitev. lzraziti d z vektorji @,b in ¢ pomeni zapisati d kot linearno
kombinacijo vektorjev @, b in c:

d=ad+ b+ e
ZapiSemo to enakost v koordinatah
(8,6,4) = a(1,—2,1) 4+ (3,2,1) + (1,0, —1)

in dobimo sistem enacb

a + 38 4+ v =8
—2a + 27 = 6
a + f -7 =4

z refitvijo a =0, =3,y = —1.
Vektor d, zapisan z vektorji d,bin ¢: d=3b— ¢

Vektor d = (13, —10, 17) zapisite kot linearno kombinacijo vektorjev @ =
(3,1,—1), b= (2,—5,7) in &= (—1, —3,2).

Resitev. Kot zgoraj dobimo d=2a+3b—7¢
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3.3 Premica in ravnina v prostoru

29. Zapisite vse tri oblike enac¢be premice skozi tocki A(1,0,2) in B(2,—1,0).

Resitev.

(a) Enacbo pois¢emo najprej v vektorski obliki (slika (3.4)):

Slika 3.4: =14 +ts

e Izberemo krajevni vektor neke znane tocke na premici (na primer
tocke A): 74 = (1,0,2).

e Smerni vektor premice §'je enak vektorju A_B, ki lezi na premici:
§=AB=(1,-1,-2).

e Krajevni vektor poljubne tocke na premici 7 ustreza enacbi -
vektorski obliki enacbe premice:

rF=ry+t5=(1,0,2)+t(1,—-1,-2), t € R.

(b) Zapis po koordinatah (¢e so z,y, z koordinate vektorja ) da para-
metri¢no obliko:

r = 1+t

= —t
z = 2-2t, teR

(c¢) Eliminacija parametra t da kanonsko obliko:
e iz prve enacbe: t =x — 1

e iz druge enache: t = —

o <L

z—

e iz tretje enache: t =

M ‘
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30. Dana je premica z enacbo z — 2 = £= = —2z.

(a)
(b)
(c)

3
Zapisite enacbo dane premice v parametri¢ni obliki.
Poiscite 3 tocke, ki lezijo na dani premici.

Zapisite enacbo dane premice v vektorski obliki.

Resitev.

(a)

Postavimo x — 2 = %1 = —z =t (t je parameter) in izra¢unamo:
r—2=t,x=2+t
Ul—ty=—1+3t

z = —t.
S prepisom gornjih enac¢b dobimo parametri¢no obliko:

r = 2+t
= —1+3t
z = —t, teR

Pri razli¢nih vrednostih parametra ¢ dobimo iz gornjih enach koor-
dinate tazliénih tock T'(z,y, z) na premici, na primer:

za t = 0 dobimo toc¢ko A(2,—1,0),

za t =1 dobimo to¢ko B(3,2,—1),

za t = —1 dobimo tocko C(1, —4,1).

Gornje enacbe prepiSemo v vektorski obliki:
(x,y,2) =(2,-1,0) +¢(1,3,1)

ali
7 =1a+1S,
kjer je 7 = (z,y, z) krajevni vektor poljubne toc¢ke na premici,
r krajevni vektor tocke A,
S pa vektor, ki lezi na premici - smerni vektor.
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31.

32.

33.

Zapisite enac¢bo premice, ki vsebuje tocko T'(1,0,—1) in je vzporedna
vektorju v = (2,1,0).

Resitev. Smerni vektor iskane premice je enak danemu vektorju: §= v.
Kot v gornji nalogi dobimo

e vektorsko obliko: ¥=1r7r +1ts, t € R

e parametri¢no obliko:

r = 142t
y =t
z = =1, teR
e kanonsko obliko:
r—1
5 = Yy, z = —1.

Opomba: Smerni vektor ima koordinato v smeri osi enako 0, zato
parametra ¢ iz tretje enacbe nismo mogli izraziti in enacba v strogi
kanonski obliki ne obstaja.

Zapisite enacbo ravnine, ki vsebuje tocko 7'(2,3,5) in je pravokotna na
vektor 77 = (4, 3,2).

Resitev. Uporabimo enacbo (7 — r7) -7 = 0, ¢e je 7 krajevni vektor
poljubne tocke na ravnini, r7 krajevni vektor dane tocke na ravnini in 77
normalni vektor na ravnino (slika (3.5)):

(FF—rr)-n=0
(x—2,y—3,2—5)-(4,3,2)=0

in po izracunu
dr + 3y + 22 — 27 = 0.

Zapisite enacbo ravnine, ki vsebuje tocko T'(3,—5,1) in je vzporedna
ravnini z enacbo 2x + y + 8z = 10.

Regsitev.
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Slika 3.5: (7" —7rp) -7 =10

e Normala iskane ravnine je enaka normali dane ravnine: 7 = (2,1, 8).

e Kot v gornji nalogi dobimo enac¢bo iskane ravnine: 2z +y+ 8z = 9.

34. Zapisite enacbo ravnine, ki vsebuje toc¢ko T'(2,3, —1) in je pravokotna na

: > =5 _ y—3 __ z—2
premico z enaCbO 5 T3 = 5 -

Resitev.

e Normala iskane ravnine je enaka smernemu vektorju dane premice:
n=25=(5-3,2).

e Enacba iskane ravnine: bx — 3y + 2z + 1 = 0.

35. Zapisite enac¢bo ravnine, ki vsebuje tocke A(2, —1,4), B(3,2,—1)in C(3,0,6).

Resitev.

e Potrebujemo normalo iskane ravnine - to je vektor, pravokoten na
vektorja AB in AC, ki lezita v ravnini. Vektor, pravokoten na dva
dana vektorja ra¢unamo z vektorskim produktom (glejte nalogo 17):

i = AB x AC = (11,—7,-2).

e Enacba ravnine: 11x — 7y — 22 = 21.
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36. Dolocite koordinate prese¢iséa premice =1 = Y3 — > — 1 in ravnine

2x 4+ 3y 4+ z = 14.

Resitev.
e Parametri¢na oblika enac¢be premice da koordinate poljubne tocke
na premici:
r = 142t
= —3+5t
z = 14t, telR

e Vstavimo jih v ena¢bo ravnine (koordinate preseciséa morajo us-
trezati obema - enacbi premice in ena¢bi ravnine):

2(1+2t) +3(=3+5t) + (1 +1t) = 14.

e [z gornje enacbe izracunamo vrednost parametra ¢: ¢ = 1.

e Izracunano vrednost paramera ¢ vstavimo v (parametri¢no) enacho

Vv v

premice in dobimo koordinate presecisca - tocke P:

r=14+2=3
y=-3+5=2
z=14+t=2

voev v

presecisce P(3,2,2).

37. Dolocite presek ravnin 22 +3y —2=—-1inx —y+2=38.

Resitev. Tocke, ki so v preseku ravnin morajo ustrezati obema ena¢bama,
torej morajo resiti sistem enacb
2¢04+3y—2z = —1
r—y+z = 8
Regitev sistema je: o =t, y = =3, 7 = 25t (t € R),

2 2
kar je parametri¢na enacba premice

r = 1
_ T3,
Yy = 5773
23 5
= 2.2 teRr
: 5 2"



Poglavje 4

Zaporedja 1n vrste

4.1 Zaporedja

1. Dano je zaporedje s splosnim ¢lenom a,, = ”T+3

a) Zapisite prvih pet ¢lenov tega zaporedja in skicirajte njegov graf.

(

(b) Ali je dano zaporedje monotono (naras¢ajoce/padajoce)?
(
(d

(e) Poiscite natanéni meji (inf{a, },sup{a,}) danega zaporedja.

)
)
c) Ali je dano zaporedje omejeno?
) Izracunajte limito danega zaporedja.
)

Resitev.

(a) alzlil‘g:él
=22 =
(7/3:&?’3:2
e
a5:w:8

5 5
Graf zaporedja je na sliki (4.1).

Opomba: Graf zaporedja sestavljajo (nepovezane) tocke s koordi-
natama (n,a,),n € N.

(b) Zaporedje je monotono, ¢e je razlika zaporednih ¢lenov a, 1 — ay,
konstantnega predznaka.

. - 1)+3 _
e Izrac¢unamo razliko: a, 1 —a, = % — "T” = n(n—il)
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Slika 4.1: a,, = =2

e Dobljeni koli¢nik je pri vsakem naravnem n negativen (nega-
tiven Stevec —3, pozitiven imenovalec n(n + 1)).

e Zaporedje je monotono, je padajoce (razlika je negativna).
(c) Zaporedje je omejeno.
e Vsi cleni so pozitivni, torej je navzdol omejeno. Stevilo S = 0
(na primer) je spodnja meja zaporedja.
e Zaporedje je padajoce, torej je navzgor omejeno. Prvi ¢len
zaporedja a; = 4 (na primer) je zgornja meja zaporedja.
(d) Splosni ¢len zaporedja a,, preoblikujemo
n+3 1+ %
n 17

Ay =

od koder odé¢itamo (z uporabo znane limite lim,, . % =0)

lim a, = 1.
(e) Zaporedje je padajoce in konvergentno.

e Prvi ¢len zaporedja je natancna zgornja meja (oznaka M ali
sup{a,}) zaporedja: M = a;. Natan¢na zgornja meja pripada
zaporedju.

e Limita zaporedja je natancna spodnja meja (oznaka m ali inf{a, })
zaporedja: m = lim,, . a, = 1. Natan¢na spodnja meja ni ¢len
zaporedja, ne pripada zaporedju.
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2. Dano je zaporedje s splosnim ¢lenom a,, = (

a

(
d

1
2n—21)2

Zapisite prvih pet ¢lenov tega zaporedja.

(
(b) Ali je dano zaporedje monotono (narasc¢ajoce/padajoce)?

)
)
c) Ali je dano zaporedje omejeno?
) Izracunajte limito danega zaporedja.
)

(e) Poiscite natanéni meji (inf{a, },sup{a,}) danega zaporedja.

Resitev.

_ 1 _ 1 _ 1 _ 1 _
(a) 01 = 332,02 = 12,03 = 732, 04 = 2,05 = 112

(b) o

1

__ 8nt80
n = (2n—19)2(2n—21)%°

Imenovalec je pozitiven, predznak razlike je enak predznaku

[zra¢unamo razliko: a,.1 —a

Stevca.

—8n + 80 > 0, ¢e n < 10.

Od prvega do devetega (n < 10) ¢lena velja a1 —a, > 0, tore]
je zaporedje od prvega do (vkljuno) desetega ¢lena narasca-
joce.

—8n 4+ 80 =0, ¢e n = 10.

Velja a;; — ajp = 0, torej je enajsti ¢len tega zaporedja enak
desetemu.

—8n + 80 < 0, ¢e n > 10.

Od enajstega (n > 10) ¢lena naprej velja a1 — a, < 0, torej
je zaporedje od enajstega ¢lena naprej padajoce.

Opomba: Napacno je ugotavljati monotonost zaporedja na osnovi
nekaj zacetnih ¢lenov zaporedja. Za dano zaporedje bi po prvih
petih c¢lenih napacno sklepali, da je zaporedje narascajoce.

(c) Zaporedje je omejeno.

(d)

Vsi ¢leni so pozitivni, torej je zaporedje navzdol omejeno.

Deseti oziroma enajsti ¢len sta najvecCja Clena zaporedja, torej
je zaporedje navzgor omejeno.

1 w
T A ZRin+ 44l T 4 - S gl
lim a, =0
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(e) Glede na narasc¢anje in padanje zaporedja je:
inf{a,} manjsi izmed a; in lim, . a,

inf{a,} = lim a, =0,
sup{a,} deseti oziroma enajsti ¢len zaporedja
sup{a,} = ajo = a;; = 1.
3. Dano je zaporedje s splosnim ¢lenom a,, = 3"%
(a) Zapisite prvih pet ¢lenov tega zaporedja.
(

b) Ali je dano zaporedje monotono (naras¢ajoce/padajoce)?

d

(e) Pois¢ite natancni meji (inf{a,},sup{a,}) danega zaporedja.

)
)

(c) Ali je dano zaporedje omejeno?

(d) Izrac¢unajte limito danega zaporedja.
)

Resitev.

4 8 16 __ 32

a) ay = g,02 = 57,03 = 37,04 = 543,05 = 759

(
(

)
b) padajoce
(c) je omejeno (padajoce in pozitivno)
)

(d) Uporabimo znano limito lim,_,. o™ =0, ¢e |a| < 1.

1 2 1
Mim a, =3 Im (3)" = 3
4. Koliko ¢lenov zaporedja s splosnim ¢lenom a,, = —”:3 lezi na intervalu

[1.3,1.4]?

Resitev. Poiscemo tiste clene zaporedje, ki ustrezajo neena¢bama
1.3<a, <14.

e Resitev sistema neenacb 1.3 < ”T+3 <14je: 7.5 <n <10.
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e Naravna Stevila, ki ustrezajo gornji resitvi so: 8, 9 in 10.

e Trije ¢leni (ag, ag in ajg) lezijo na danem intervalu.

Opomba: Dano zaporedje je zaporedje iz naloge 1.

5. Koliko ¢lenov zaporedja s splosnim ¢lenom a,, = ”2—J;2 je vec¢jih od %?
Resitev. Poiscemo tiste ¢lene zaporedje, ki ustrezajo neenachi a,, > %.

e Resitev neenachbe ”2—*7;2 > % coon<4

en=12ali3

e Trije cleni: aq,as in ag

6. Poiscite vse clene zaporedja a, = ‘éng, ki lezijo v e-okolici limite, ¢e je

_ 1
6—5.

Resitev.

e Izrac¢unamo limito zaporedja (oznaka a)

. 4n+3 o4+
a= lim — lim =z
n—oo 6N —H  n—oo 6 —

3 lee
(]

3 o
w

e Resimo neenacho |a, —a| < €

dAnts 2 1
6n—5 3 5

19 1
36 —5) <5

Izraz v absolutni vrednosti je zmeraj pozitiven, zato nadalje znak
absolutne vrednosti izpustimo.

19
3(6n — 5)
3(6n—6) >5-19

<1
)

95 2
bn>—+5=36+ -
n 3—f- +3

> 06+ 2
/”L —_—
18
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e Neenacbi ustrezajon > 7.

e V dani okolici lezijo ¢leni od vkljuéno sedmega ¢lena naprej.

v v v . 2 . [ . . C.
7. Poisc¢ite vse clene zaporedja a, = gzgﬂ, ki lezijo izven e-okolice limite,
¢e je e = 0.01.
Resitev.
[ ]

. . 34+ 5 3
a= lim q, = lim ===

e Izven okolice lezijo ¢leni, ki ustrezajo neenachi |a, — a| > e.

3n*+1 3 1

| >

52 —1 5 — 100
161

n? < — =322
5
n <95y

e Izven dane okolice lezi prvih pet ¢lenov zaporedja.

8. Ugotovite, ali je dano zaporedje konvergentno in izracunajte njegovo lim-
ito:

) 0024

(b) a, = :/_727

(© = i

(@) an = 2255

(e) a, = W

() an =55 —

(®) an= VAT I Vi

(h) a, =vVnZ+5n—n
)
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Resitev. Uporabimo znani limiti

o1
lim — =0
n—oo N,

n

lim a" =0,¢ |af <1

n—oo

ter lastnosti limit.
(a) lim, o an, =0
(b) lim,, o a, =0

(c¢) V nalogah (c) do (h) preoblikujemo splosni ¢len zaporedja tako, da

Stevec in imenovalec delimo z n(Stopnja imenovalca)

(3n?+204n —1) :n? 34+ — 4

T T Gni—Tm) n? | 5-1
lim a, = =
(d)
3n —18n+27 3n-—18+4 %
a, = =

n+99 142

lim a, = 0o

n—oo

Idyn AV 1t

(n+4) :n 142

n

lim a, =1

n—oo

o n’(n+1) —n*(n—1 2n?
a, = (odstejemo) = ((n—)l)(n—k(l) ):n2—1

lim a, = 2

n—oo

61



an = Vn+ 2 —/n = (odstejemo) =
(VaT2—va) -(VaiZ+ym) 2

Vn+2+n  Vn+2+n

lim a, =0

n—o0

5n B 5
vVn2+5n+n 1+%+1

a, = (odstejemo kot zgoraj) =

I 5
m a, = <
n—00 2
(i) limy—oca, =0 (ker za osnovo St velja | — 1] <1)

(j) limy, oo ap =20 - lim, eo($)" =0

9. Izracunajte limite danih zaporedij:

(@) a0 = (14 D"
(b) @ = (1= 4)~
(€) a = (14 1
(@) o = ()"

Resitev. Uporabimo znano limito

1
lim(14+—-)"=e

n—oo n

in lastnosti limit.

(a)

@ = (L4 )

|
)

1
lim a, = (lim (1 4+ —)")* = *

n—o0 n—o00 n
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n—1 n 1
= -n _ n __ 1 n—1+1:
an = (=) " = () = (1 —)
1
=(1 "1
<+n—1) (+n—1)
li lim (1 + ! )" lim (1 + ! ) 1
m a, = lim m =e-1l=c¢
1 1
. = 1_|__n31 —\4
an = ((1+ )1 +2)
1 1
lim a, = (lim (1 +=)")% lim (14+ —)*=¢e*-1=¢*
n—0o0 n—o0 n n—oo n
n—i—lfn_ 1
lim a, =
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4.2 Vrste

10. Izracunajte vsote:

() 4y (2(k = 1) +3)

(b) ZZ:O 4-2*

20 3(k+3 k
(c) k:S( (8 b — 234_3)

Resitev.

(a) Sesteti moramo 10 ¢lenov aritmeticnega zaporedja s prvim ¢lenom
a; = 2(1 —1) + 3 = 3, zadnjim ¢lenom a9 = 2(10 — 1) +3 =21 in
razliko d = 2. Vsota je enaka

(b) Sesteti moramo 6 ¢lenov geometrijskega zaporedja s prvim ¢lenom
a; = 4-2°% = 4, zadnjim ¢lenom ag = 4 - 2° = 128 in kolo¢nikom
q = 2. Vsota je enaka

7
-1
Se = a —— = 508
q—1
(¢) Vsoto zapisemo kot
8 243
k=5 k=5

e Prva vsota predstavlja 16 ¢lenov aritmeti¢nega zaporedja s prvim
¢lenom (ko je k = 5) a; = 3, zadnjim ¢lenom (k = 20) a5 = £

8 Y
% in vsoto Sig = 93.

e Druga vsota predstavlja 16 ¢lenov geometrijskega zaporedja s
prvim ¢lenom a; = 1, zadnjim ¢lenom a;g = 3%, koli¢nikom

16_1

2

20 3(k+3 k 16 _
b Zk=5( (8 )_234_3>:93_321

razliko d =

g = 3 in vsoto Sig = 3

11. Izracunajte vsoto geometrijske vrste.
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(a) Yo, G
(b) 332, (3)*

Resitev. Geometrijska vrsta > ,-  a1¢"! je konvergentna, ¢e je koli¢nik
zaporednih ¢lenov |¢| < 1; njena vsota (oznaka S) je

> _ a
S:Zalqklzl_l )
k=1 q

12. Preverite, da je dana vrsta konvergentna geometrijska vrsta in izracuna-
jte njeno vsoto.

Resitev. Dana vrsta konvergentna geometrijska vrsta, ¢e velja:

o %2 — a3
ai a2
a

o |2 <1
ai

V tem primeru oznacimo Z—i = ¢ in izra¢unamo vsoto S po gornji formuli.

(a)alzlaq:%a =71 -

13. Ugotovite, ali sta dani vrsti konvergentni:

k
(&) Dt e

(b) Xilo s
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Resitev.

(a) Ce je vrsta 220:1 ay konvergentna, potem velja lim;,_. ., ap = 0.

Za dano vrsto velja limy_ . ax = % # 0, torej vrsta ni konvergentna.

(b) Dano vrsto ¢lenoma primerjamo z znano harmoniéno vrsto > o, 1,
ki ni konvergantna. Za vsak ¢len k velja:

k Eo1

21 R &

Qp =

Vsak ¢len dane vrste je vecji od ustreznega ¢lena znane divergentne
vrste, torej je tudi dana vrsta divergentna (primerjalni kriterij).

14. Z uporabo kvocientnega (D’Alembertovega) kriterija ugotovite, ali so
dane vrste konvergentne:

(2) Y0, g
(b) o5, 0

(C) 220:1 2020k0k

Resitev. Ugotavljanje konvergence vrst s pozitivnimi ¢leni z uporabo
kvocientnega kriterija:

e izra¢unamo limito (oznaka L) dveh zaporednih ¢lenov vrste (Ce ob-
staja)
a
lim — = [,
k—oo Qp

e Ce L < 1, vrsta konvergira
¢e L > 1, vrsta divergira
¢e L =1, kvocientni kriterij ne da odgovora o konvergenci vrste

kgl
(k+1)3+3 .
(a) L =limy o “H+2 =1, ni odgovora
k343
101k+1
1 GEDT _ 1 101 _ :
(b) L = limy_oo ~o— = limyoo 1 = 0 < 1, konvergira
k!
2000(k+1)
(¢) L =1imy oo —3mm— = limg oo k2—*l;1 = % < 1, konvergira

ok
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15. Z uporabo korenskega (Cauchyjevega) kriterija ugotovite, ali so dane
vrste konvergentne:

(a) Zk 1( 3k— 2)
(b) D232, (Gp)*
(c) ZZL(V —1—k)F

Resitev. Ugotavljanje konvergence vrst s pozitivnimi ¢leni z uporabo
korenskega kriterija:

e izra¢unamo limito (oznaka L) k-tega korena iz k-tega ¢lena (Ce ob-
staja)
lim /ay,

k—o0

e Ce L < 1, vrsta konvergira
¢e L > 1, vrsta divergira
¢e L = 1, korenski kriterij ne da odgovora o konvergenci vrste

(a) L =limy . 25 = 5 < 1, konvergira
(b) L= limkﬁm(kﬁﬂ)k = (naloga 9.c) = 1 < 1, konvergira

(¢) L =limy_o(Vk? —1— k) = (racunamo kot nalogi 8.g in f) = 0,
0 < 1, konvergira

16. Ugotovite, ali sta dani (alternirajoci) vrsti konvergentni. Ali sta abso-
lutno konvergentni?

(a) Zk 1 Qk
(b) Y,

Resitev.

e Alternirajoca vrsta £ -, (—1)*a; (a; > 0) je konvergentna, ¢e
— je zaporedje {ay }ren padajoce

— jelimy_ar =0
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e Alternirajoca vrsta > .~ (—1)*a; (ax > 0) je absolutno konver-
gentna, Ce je konvergentna vrsta > -, a;. Absolutno konvergenco
preverimo po enem od gornjih kriterijev.

(a) e Zaporedje {ﬁ}keN je padajoce, limy_, ﬁ = 0, vrsta je konver-

gentna.
e Vrsta ni absolutno konvergentna; > ;- o= = £ 377 + je har-
moni¢na vrsta, ki ni konvergentna (naloga 13.b).
(b) e Zaporedje {%}kzz je padajoce, limkﬂmkg—’il = 0, vrsta je
konvergentna.

e Vrsta ni absolutno konvergentna; » .-, kQ—k_l ni konvergentna
(naloga 13.b).
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Poglavje 5

Funkcije ene spremenljivke

1. Naj bo f(x) = 2+ zei?. Izracunajte: f(1), £(0), £(/3).

Resitev. Ni tezko preveriti, da je

f1) = 241-e? =246
f(V3) = 2 4 /32 = 2 4 /3¢,

V tocki x = 0 funkcija f ni definirana.

2. Zapisite definicijsko obmocje funkcije:

() fl2) = vIFT

(b) flx) =355

(c) f(x) =41In(z* —9)

(d) f(z) =2arctan(1 — z?)

(©) f(x) = 51n(3 — VI T 1)
Resitev.

(a) Ker mora biti x +7 >0, je Dy ={x € R | x > —T}.

(b) Ker mora biti 4 — 22 #0, je Dy =R\ {-2,2}.

(c) Ker mora biti 22 —9 >0, je D; ={z € R |z < =3 in z > 3}.
(d) V tem primeru je Dy = R.
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(e) Ker mora biti 3—+2x+4>0in22x4+4>0,je Dfy={r R |z >
—2inz < 5}

3. Dani sta funkciji f(z) = =3z + 2 in g(x) = 522 + 3. Zapisite funkcije:

(a) (f+9)(x)
(b) (fog)(x
(c) (9o f)(z)

~—

(f+9)(x)=gx)+g(x)=—3c+2+52>+3 =522 -3z +5
(b) (fog)(z)= f(9(x)) = f(z® +1) = =3(52® + 3) +2 = —152% — 9

(go f)(

1

= g(f(x)) = 9(=3z +2) = 5(=3z +2)* + 3 = 5(92° —
3 = 4522 — 60z + 20

Q

(a) f(z) = 62" — 223+ Tz
(b) f(2) = "5
() fla) = a2

Resitev.
(a) Funkcija f je liha, saj je f(—z) = —f(x):

fl=z) = 6(=2)° = 2(~2)’ + 7(~x)
= —62° +22° —Tx
= —(62° — 22° + Tx)
= @)

70



(b) Vidimo, da je

2(—x)
T2 = e — s =1
B —2x
U +3z—1
Funkcija f ni niti soda niti liha, saj f(—z) # f(z) in f(—z) #

—[f(x).
(c) Ni tezko preveriti, da je

(a) f(z)=—22%+3

(b) f(z) =35

(c) flz)=e @D 41
(d) f(z) =In(3z —2)

(e) f(z) = —2sin(z — 2)
(f) f(x) = cos(4x)

Resitev. Ce poznamo graf funkcije, podane s predpisom f (x), dobimo
graf funkcije, podane s predpisom
e —f(z), z zrcaljenjem preko osi x
e f(—x), z zrcaljenjem preko osi y
o kf(z),(k>0),z raztegom za faktor k po osi y
o f(kx), (k> 0), z raztegom za faktor 1/k po osi
e f(z)+ a, s premikom po osi y za a
— navzgor, ¢e a > 0
— navzdol, ¢e a < 0

e f(x+a), s premikom po osi x za a
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— v levo, ¢e a > 0

— v desno, ¢e a < 0

Tako postopoma pridemo do grafa zelene funkcije.

(a) e Parabolo y = x? raztegnemo za faktor 2 po osi y (dobimo graf
y = 22%).
e Dobljeni graf zrcalimo preko osi o (dobimo graf y = —22?).
e Dobljeni graf premaknemo za 3 navzgor (dobimo graf Zelene
funkcije f(x) = —22% + 3).
Graf je na sliki (5.1).

(b) Hiperbolo y = i premaknemo za 2 proti desni.
Graf je na sliki (5.2).
(c) e Graf eksponentne funkcije y = e” zrcalimo preko osi y (y =
e,
e premaknemo za 1 proti levi (y = e~(@*+1)
e in za 1 navzgor.
Graf je na sliki (5.3).
(d) Dano funkcijo zapisimo kot f(z) =In3(z — 2).
e Po osi z jo skr¢imo za faktor 3 (y = In(3x))

e in premaknemo za % v desno.
Graf je na sliki (5.4).

(e) e Graf funkcije y = sinz zrcalimo ¢ez os z in raztegnemo za
faktor 2 po osi y (y = —2sinx),
e nato pa premaknemo za § v desno.
Graf je na sliki (5.5).

(f) Graf funkcije y = cosx skréimo za faktor 4 po osi .
Graf je na sliki (5.6).
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Slika 5.1: f(z) = —22% + 3
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Slika 5.3: f(z) = e~ @+ 4 q

Slika 5.4: f(z) = In(3z — 2)
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Slika 5.5: f(z) = —2sin(z — T)

ANVANVANNAVANYAY \/\/\/\/\/\/\
/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/“

Slika 5.6: f(z) = cos(4x)
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6. ZapiSite predpis inverzne funkcije dani funkciji:

(a) f(z)=a3+7
(b) f(z) = In(5z)
(c) f(z) =272 +2

Resitev.
(a) e Funkcijo prepiSemo v obliki y = 23 + 7.
e Zamenjamo spremenljivki z in y: x = y> + 7.
e Resitev enacbe da iskani predpis: y = /& — 7.
(b) y=In(5z), ==In(5y), y=ze
() y=2e""+2, a=2eY74+2 y=—-In((-1)+2

7. Izracunajte:

: 22707z
(a) Ty oo 57757

(b) Tim, o 2522

Resitev.

(a) lim, .. f(x) ratunamo po enakih pravilih kot limito zaporedja,
22707z __ 1

torej lim, .o

TI4T07T T
(b) lim,_,_ f(x) racunamo kot lim, ., f(—z). V danem primeru torej
—x342% 1

hmxﬂoo —3z3+2x 3"

8. Izracunajte:

1 12
72— 73)
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Resitev. Limite so:

(a)

2 — —_—
lim ¢ —9 — im (x —3)(x+3)
r—3 T — 3 z—3 r—3
= lin%(x—FS) =6
(b)
. 1 12 . x? 4+ 2x —8
lim ( — ) = lim
e—2'x —2 a3 —8 =2 (x — 2)(a? + 2z + 4)
— lim (x —2)(z+4)
xr+4 1

lim ——— =
e—2x2 +2x+4 2

(c) Izraz VIS pazgirimo s 1+ 2 + V1 — @

VI +r—V1—-2 o VIHr—V1—2 Vi+z+V1-2
hm = hm .
, l+z—(1-2)
lim
=0 5x(v/1+ 2 ++v1—1)
2x

lim
=0 5x(v/14+ 2 + 1 —x)

2
= lim
2=05(y/1+x++1—1x)

1
5
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(d) Racionaliziramo §tevec in upostevamo zvezo a* —b? = (a —b)(a +b)

(1— vz —d)(1+vz—1)

o 1l—+/x—4
lim —————

z—5 g2 —25

T (z2 — 25)(1 + vz — 4)

= e _125_)((196 m j%g

- I S TS
T 5><x_+(§>215l Vi D)
e 5)(: Vi —1)

(e) Racionaliziramo Stevec in imenovalec

hm?)—\/5+x B
T sor

9. Izracunajte:

a) lim, .o

(
(

sin(6z)
x

_2r
sin(7z)

(¢) limy_o(1 + 3z)%

)
b) lim, g
)
(d) lim, .o

Regsitev.

In(14-5z)
8x

th—\/5+x'3+\/5+x'1+\/5—x
=41 —\b—2 3+Vb+tz 1+/b—=x
hm9—(5+x).1+\/ﬂ
—41—(5-2) 34+65+zx

Iim 4—x 1++b—x

i—i—d+3 345tz

: 1+V6—ux
lim(—1) - ————

74 3+Vh+u

1

3
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(a) Vidimo, da je

lim sin(6x)  lim 6sm(6x).
=0 e—0  6x
Naj bo 6z =t in upostevajmo, da je lim,_.q Sigx = 1. Potem je
lim 6 sin(6z) — lim Gsint 6 Tim sint 6.
x—0 61’ t—0 t t—0 ¢
(b) Vidimo, da je
2z ) x ) Tx
im ——— = 21lim =2lim ——.
2—0 sin(7x) 2—0 sin(7x) 2—0 7sin(7x)
Naj bo 7z = t. Potem je
Tx t 2 t 2
2lim ————— = 21i = —lim— = -.
0 7sin(7x) 100 Tsint  7i0sint 7

(c) Vidimo, da je
lim (1 + 3x)s = lim (1 + 35

Naj bo 3z = ¢ in upostevajmo, da je lim, o(1 + x)% = e. Potem je

3
t

lim (1 + 32)% = lim(1 + )¢ =lim((1 +1)7)° = ¢,

z—0 t—0
(d) Vidimo, da je
In(1 1 In(1 1 In(1
hmmz_hmm :—limM.
z—0 Sz 8 —0 X 8 z—0 5x
Naj bo 5z =t in upostevajmo, da je lim,_, ln(ljz) = 1. Potem je
1 5In(1+5 1 5In(1+t¢ 5 In(1+¢ 5
1 2o +52) 1, S+t 5. In(l+?) 5
8 z—0 5T 8 t—0 t 8 t—0 t 8
10. Funkcija f je podana s predpisom
—2r—3; <0
fley)=9q 0; 2=0
r—3; x>0

Izracunajte f(0), lim, o+ f(z), lim, o~ f(2), lim, o f(z). Alije funkcija
f zvezna v tocki x = 07
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11.

12.

Resitev. Ocitno je f(0) = 0. Vidimo, da je

lig 1) = -9 = =
lirél_ flz) = lirg_(—?:c —3) =-3.

Iz tega sledi, da je lim, .o f(x) = 3. Vendar funkcija f ni zvezna v tocki

x =0, saj lim, o f(z) # f(0).

Funkcija f je podana s predpisom

—Hr—1; <0
fle,y) =1 27 +2; x€l0,1]
3r; v >1

Izracunajte
(a) f(0), lim, o+ f(x), lim, o- f(x), lim,_o f(x)
(b) f(1), im, 1+ f(x), lim, 1- f(x), lim,_; f(2)

Ali je funkcija f zvezna v tockah z =0 in x = 17

Resitev.
(a) f(0) = 2, lim, o+ f(z) = lim,_o+ (2% + 2) = 2, lim, - f(x) =
lim, ,o-(=bx — 1) = —1, lim,_,o f(z) ne obstaja.

(b) f(1) =3, lim, 1+ f(x) = lim, 1+ 3z = 3, lim, ;- f(z) = lim, ;-
(23 +2) =3, lim,_; f(z) = 3.

Funkcija f ni zvezna v tocki x = 0, v tocki z = 1 pa je zvezna.

Dolocite a tako, da bo funkcija

202 +1; <1
f(fl',y):{ 4_1,2&. r>1

zvezna.

Regditev. Funkcija f bo zvezna, ko bo lim, 1+ f(z) = lim, ;- f(z).
Torej lim, 1+ (4 — 2%a) = lim,_.;- (22? + 1). Iz tega sledi 4 — a = 3, kar
pomeni, da je a = 1.
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13. Dolocite a tako, da bo funkcija

22 r>1

—3a? —l—_a; r<l1

f(x,y)z{

zvezna.

Resitev. Ker mora biti lim, 1+ f(x) = lim, - f(z), je 1 = =3+ q, iz
Cesar sledi, da je a = 4.

14. Naj bo

Ali obstaja lim, .4 f(x)?

Resitev. Vidimo, da je

. .|z —4 . x—4
Jim flo) = m S = i
n A |
lim f(z) = lim lr =4 = lim —@=4) =—1.
r—4— r—d+ x — 4 4+ 1 —4

S tem smo pokazali, da leva in desna limita funkcije f v tocki x = 4 nista
enaki. Iz tega sledi, da ne obstaja lim,_.4 f(z).

15. Naj bo

1
T

Ali je funkcija zvezna v tocki x = 07

Resitev. Ker je lim,_o- % = —00, je

lim f(z) = lim er =0.

z—0~ rz—0~
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. . 1 o .
Ker je lim,_o+ - = 00, je

1
lim f(xz) = lim e=
z—0t f( ) z—0t ’

= OQ.

S tem smo pokazali, da leva in desna limita funkcije f v toc¢ki x = 0 nista
enaki, iz Cesar sledi, da funkcija f ni zvezna v tocki x = 0.

. Dolo¢ite f(a) tako, da bodo dane funkcije zvezne v tocki a.
(a) f@):%,azo

(b) f(z)=(1+5z)2, a=0

(c) flz) =120 a=4

Resitev. Funkcija f bo zvezna v tocki a, ko bo lim,_,, f(z) = f(a).
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