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MATEMATIENI TRENUTKI

Napovedovanje
kriminalnih

dejan]
- —

jan]
i .

- Ceprav ni mogoce napovedati, kdo bo zagresil ka-
znivo dejanje, si v nekaterih ameriskih mestih z ma-
tematiko pomagajo dolociti obmocja, kjer za pojav-
nost kriminalnih dejanj obstaja najvecja verjetnost.
Policija nato na teh obmocjih poveca pogostnost pa-
trulj in tako skuSa prepreciti morebitne teZave. Nova
praksa predvidevanja neljubih dejanj temelji na ve-
liki koli¢ini ze zbranih podatkov o preteklih kaznivih
dejanjih. MoZna rizi¢na obmocja dolocijo s pomocjo
algoritmov, podobnim tistim, ki jih uporabljajo za
predvidevanja popotresnih sunkov po vecjih potre-
sih. Tako kot se popotresni sunki bolj verjetno po-
javijo v okolici epicentra, se tudi kriminalna dejanja
zelo pogosto ponovno dogodijo na obmocjih, ki so
blizu mest preteklih kaznivih dejanj.

V mestih, ki uporabljajo takSen nacin predvide-
vanja teZav, so Ze opazili upad kriminalnih dejanj.
Pravkar potekajo raziskave o tem, v kolikSni meri k
temu pripomore opisana praksa. Raziskovalci so Ze
ugotovili naravo rizi¢nih obmocij. S pomocjo dife-
rencialnih enacb in teorije bifurkacij so uspeli do-
lociti dva tipa obmocij, ki se razlicno odzoveta na
povecano Stevilo patrulj. V enem primeru se krimi-
nal preseli na druga obmocja mesta, v drugem pri-
meru pa popolnoma izgine. Zaenkrat Se ni mogoce
vnaprej dolociti, katerega tipa je posamezno obmo-
¢je, zato se matematiki in drugi znanstveniki trudijo
pomagati policiji pri razlo¢evanju obmocij in ji tako
omogociti, da razporedi svoje sile na najboljsi mozni
nacin.

Vec informacij o temi najdete v clanku The Santa
Cruz Experiment, ki ga je objavila Kalee Thompson v
reviji Popular Science oktobra 2011. X X X

R
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L4 (PANSTARRS) 10. marca letel najbliZje Soncu, je postal viden iz
//// /// /////// /// /////// /// /////// /// W .naéih krajev. Na nebu se je nahajal nizko nad zahodnim obzorjem

in je zahajal dobro uro za Soncem. Zal pa je v tem ¢asu nagajalo

vreme in se je prva priloznost za njegov ogled ponudila Sele 19. marca, ko tudi nad obzorjem ni bilo ve¢ oblakov. Komet ni bil zelo velik in svetel,
zato ga je bilo brez daljnogleda skoraj nemogoce najti na nebu. Kljub majhnemu kontrastu z vecerno zarjo neba, pa ga je bilo mogoce fotogra-
firati. Komet PANSTARRS pa je bil le nekaksno astronomsko ogrevanje in vaja, saj bo konec leta viden Se en velik komet C/2012 S1 ISON, ki naj
bi po napovedih bil zelo svetel, nekaj dni celo kot polna Luna. Fotografija je bila posneta v Ljubljani, 19.3.2013, ob 19.24. (Foto: Andrej Gustin)
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MATEMATIKA
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Racunanje
oCnih vrednosti
‘rigonometricnih

AR\ 2
MARKO RAZPET

- Iz znanih vrednosti

= §in0° =0, sin30° = }, sin45° = 22,

sin60° = \/7§, sin90° =1,

V3 cos45° = V2

= cos0° =1, cos30° = 5, =5,

c0s60° = 3, c0s90° = 0

lahko z osnovnimi Stirimi aritmeti¢nimi operacija-
mi in s kvadratnimi korenjenji izrazimo sinuse in
kosinuse kotov, ki so celi mnogokratniki kota 15°. Z
adicijskimi izreki dobimo, razen za zgoraj navedene
kote, ki so sicer celi mnogokratniki kota 15°, Se:

= sin15° = sin(45° — 30°) =
sin45° cos 30° — cos45°sin30° = %(\/E— V2).

Na enak nacin oz. s formulo sinx = cos(90° — x)
dobimo tudi

= cosl5° = %(ﬁjt J2), sin75° = %(ﬁjt V2),
c0s75° = 1(v/6 - V2).

Ali lahko samo s prej omenjenimi racunskimi opera-
cijami izrazimo tudi vrednosti funkcij sinus in kosi-
nus za cele mnogokratnike kakSnega manjsSega kota,
izrazenega v stopinjah z naravnim Stevilom? Izkaze
se, da je najmanjsi tak kot 3°.

Da bi lahko izrazili sin3° in cos 3°, moramo najti
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vrednosti funkcij sinus in kosinus kakSnega narav-

nega mnogokratnika kota 18° (18°,36°,54°,72°). Do

rezultata bomo prisli po ovinku, s kvadratno enacbo.

Najprej je ocitno 36° = 90° — 54° oz. 18° + 18° =

90° — 18° — 18° — 18°. Zato je

= sin(18° + 18°) =sin(90° — (18° + 18° +18°)) =
cos((18° +18°) +18°).

Po adicijskih izrekih lahko zapiSemo:

= 2sin18°cos18° = cos(18° +18°) cos18°—
sin(18° + 18°) sin18° =

= (cos?18° —sin®18°) cos 18°—

2sin18°cos18°sin18°.

Po krajsanju s faktorjem cos 18° # 0 in z upoSteva-
njem osnovne enakosti sin” & + cos? & = 1 dobimo

= 25in18° =1-4sin’18°.

Torej je sin18° pozitivna reSitev kvadratne enacbe
4x°+2x—-1=0:

= sin18° = %.

1z tega rezultata ni tezko izraziti

= cos18° = V1 —sin? 18° = 110 + 2./5.
Opazimo, da shajamo z osnovnimi Stirimi aritmetic-
nimi operacijami in s kvadratnimi korenjenji. Sedaj
pa takoj vidimo, da je
= sin3° =sin(18° —15°) =
sin18° cos15° — cos18°sin15°.
7 znanimi vrednostmi dobimo
" sin3° =

16 (/5= D6 +2) = (V6 - V210 + 2V5) .

V decimalni obliki pa je

MATEMATIKA

= sin3° = 0.052 335 956 242 943 83...

Tako bi lahko izrazili tudi cos 3° in sestavili tabelo si-
nusov in kosinusov kotov 0°, 3°,6°,...,42°,45°. Vec
pa zaradi znanih zvez ni potrebno. Vse vrednosti iz-
razimo le z osnovnimi Stirimi aritmeti¢nimi operaci-
jami in s kvadratnimi koreni. Tako tabelo je sestavil
in objavil Ze baron Jurij Vega (1754-1802).

Zakaj poleg Stirih aritmeti¢nih operacij toliko pou-
darjamo kvadratne korene? Zato, ker daljico, katere
dolzina se izraZa s temi operacijami, lahko geome-
trijsko konstruiramo samo z ravnilom in Sestilom.
Pomagamo si s sorazmerji in podobnimi trikotniki
ter s Pitagorovim izrekom, ki posledi¢no v pravo-
kotnem trikotniku eno stranico izraza s preostalima
dvema ravno s kvadratnim korenom.

Kaj pa je s sin 1°? Kakorkoli obracamo znane ena-
kosti in dobljene enacbe, nikoli ne pridemo do kva-
dratne enacbe, ampak do kubi¢ne. Korene kubicne
enacbe v sploSnem primeru lahko natanc¢no izrazimo
s t. i. Cardanovimi formulami, ki pa so zapletene in
poleg kvadratnega korena vsebujejo tudi tretji ko-
ren. Poleg tega Cardanove formule navadno vsebu-
jejo ravno kote, katerih vrednosti trigonometri¢nih
funkcij ne znamo to¢no izraziti. DolZine daljice, ki
se izraza s tretjim korenom, na sploSno ne moremo
konstruirati samo z ravnilom in Sestilom. Kot 3°
torej lahko konstruiramo le z ravnilom in Sestilom,
kota 1° pa ne.

Ker pa je naCrtovanje kota enakovredno konstruk-
ciji primernega pravokotnega trikotnika, to na splo-
Sno ne gre samo z ravnilom in Sestilom, Ce se vre-
dnost ene od kotnih funkcij tega kota izraza s kubic-
nim korenom.

Za sin 1° so na tako voljo le Se pribliZni izracuni.

Podobno, kot smo racunali prej, zlahka zapiSemo:

= gin3° =3sinl1° —4sin’1°.

Stevilo s = sin1° je torej pozitivna resitev kubi¢ne
enacbe

" 4x3 -3x+a=0,

pri Cemer je a = sin3° znano Stevilo. Ker je kot 3°
majhen, je sin1° priblizno enak a/3. V prvi polovici
15. stoletja je Al-KaSi Ze znal izracunati Stevilo s po-
ljubno natanc¢no z iteracijo. Zgornjo kubi¢no enacbho
prepiSemo v obliko

N/
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" x=(4x3+a)/3.

0,5 1

-0,5

-0,5

SLIKA 1.
Najmanjsa pozitivna abscica presecis¢ obeh krivulj je sin 1°

Tri reSitve dobimo kot preseci§ca krivulj y = x in
y = f(x) = (4x3 + a) /3. Najmanj$a pozitivna resi-
tev je ravno s. Za zacetni priblizek s, Stevila s vza-
memo kar a/3, nato pa izracunamo naslednji, boljsi
priblizek s; = f(sg). Iz tega dobimo Se boljsi pribli-
Zek s> = f(s1). Ta postopek nadaljujemo in Stevila
sn = f(sn_1) se priblizajo Stevilu s tako blizu, kakor
Zelimo.

n )

n

0 |0.017 445 318 747 647 94

1 0.017 452 397 805 53190

2 |0.017452 406 426 767 05
TABELA 1.

3 | 0.017452 40643727070 Racunanje

4 |0.017 452 406 437 283 49 priblizkov

5 |0.017452 406 437 283 51

Torej je zaokroZeno na 15 decimalk:

® sinl° = 0.017 452 406 437 284.

Zanimivo bi bilo odgovoriti na vprasanje, zakaj vre-
dnosti funkcij sinus in kosinus za nekatere kote lah-
ko izrazimo le z osnovnimi Stirimi aritmeti¢nimi ope-
racijami in s kvadratni korenjenji, drugih pa ne. V
prvem primeru lahko kot nac¢rtamo samo z ravnilom
in Sestilom, v drugem pa ne. Izkaze se, da je pro-
blem enakovreden problemu, kdaj lahko krogu vcr-
tamo pravilni n-kotnik samo z ravnilom in Sestilom.
To gre npr. zan = 3,4,5,6, za n = 7 pa ne. Kdaj
pravilni n-kotnik lahko nac¢rtamo samo z ravnilom
in Sestilom? Odgovor na to vpraSanje imamo, izra-
zimo pa ga s t. i. Fermatovimi Stevili (Pierre de Fer-
mat, 1601-1665, francoski matematik). O tem je do-
sti napisanega v matemati¢ni literaturi, nekaj tudi v
Preseku.

X X X

Barvni sudoku

v

- V 8 x 8 kvadratkov mora$ vpisati zacetna naravna
Stevila od 1 do 8, tako da bo v vsaki vrstici, v vsakem
stolpcu in v kvadratkih iste barve (pravokotnikih 2 x
4) nastopalo vseh 8 Stevil.
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Prosto
padanje —
nekdaj

Y4
JANEZ STRNAD

- Galileo Galilei je ugotovil, da je prosto padanje
enakomerno pospeseno gibanje. Podrobno je raz-
iskal tudi enakomerno pospeseno gibanje kroglic
pri kotaljenju po poloZznem klancu. Ni mogel me-
riti kratkih ¢asov, zato je pospeSek zmanjsal pribli-
Zno v razmerju visSine in dolzine klanca. Ne enega
ne drugega pospeska ni izmeril, pospesek prostega
padanja je le zelo povrsno ocenil (Galilei in pospe-
Sek, Presek 38 (2010/2011) (1) 12-15). Kdo je torej
prvi izmeril pospesSek prostega padanja? Na vpra-
Sanja o tem, kdo je kaj naredil prvi, je vedno po-
trebno odgovarjati previdno. Zato recimo, da je bil
Giovanni Battista Riccioli med prvimi. Nekateri si-
cer trdijo, da je bil prvi prav on. Njegovo delo je
tako zanimivo, da ga je vredno spoznati nekoliko
poblize.

Riccioli se je kot jezuit po navodilu reda zacel
ukvarjati z astronomijo. Njegovo najpomembnejSe
delo Novi Almagest z veC kot tisoC petsto stranmi
velikega formata je izSlo leta 1751 (Almagest je bilo
najpomembnejSe Ptolemajevo delo). V njem si je
Riccioli prizadeval prenoviti astronomijo. Opustil je
Ptolemajevo sliko, da se Sonce in planeti gibljejo oko-
li Zemlje, in ni sprejel Kopernikove, da se Zemlja kot
planet z drugimi planeti giblje okoli Sonca. Odlo-

Cil se je za vmesno sliko Tycha Braheja, da se Sonce
giblje okoli Zemlje, planeti pa okoli Sonca. Tako raz-
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lago so sprejeli tudi jezuiti. Riccioli je navedel kar
77 razlogov proti gibanju Zemlje okoli Sonca, a tudi
49 razlogov za taksno gibanje.

Riccioli se je lotil tudi Stevilnih fizikalnih vprasanj.
Veliko dela je vlozil v merjenje pospeSka prostega
padanja. Med pripravami je ugotovil, da je zvok, ki
ga povzroci lesena kroglica, ko pade z viSine dvaj-
setih metrov in udari na tla, veliko mocnejsi, kot ce
pade s polovi¢ne visine. Zogo, ki pade z visine treh
metrov, ujamemo, ne da bi zabolelo, ce pade s precej
vecje viSine, pa zaboli. Ljudje, ki padejo z majhne vi-
Sine, se ne poskodujejo, pri padcu z vecje viSine pa
se. Lesena krogla, ki pade z velike viSine v vodo, se
pod gladino vode potopi veliko bolj, kot Ce pade z
majhne visine. Zoga iz trdega usnja, ki pade z velike
viSine, se na trdih tleh odbije veliko bolj, kot ¢e pade
z majhne viSine. Vse to ga je prepricalo, da hitrost
padajocega telesa naraSca z viSino, s katere pade.

Leta 1640 se je v Bologni resno lotil merjenja. Po-
magal mu je 18 let mlajSi jezuit Francesco Maria Gri-
maldi, ki je pozneje odkril uklon svetlobe, in Se je-
zuit Cassiani. Cas so merili s kratkim nitnim niha-
lom, katerega polovi¢ni nihaj je trajal 1/6 sekunde.
S tako hitrim nihalom je zelo tezko meriti. Kaze pa,
da so merilci z vajo postali dokaj spretni. Zgledovali
so se po merjenjih, ki jih je leta 1634 v Ferrari opra-
vil jezuit Niccolo Cabeo z manj kot 30 m visokega
zvonika. Riccioli le ni prvi meril pospeSka prostega
padanja, meril pa je temeljiteje kot Cabeo.

Priblizne dolZine smo navedli v metrih, merske
podatke pa bomo navedli v ¢evljih. Za stari rimski
Cevelj, pes ali pedis, vecinoma navajajo 0,296 m. Na-
letimo tudi na druge vrednosti, celo na 1/3 m. Nekaj
podatkov govori za to, da je Ricciolijev ¢evelj meril
0,301 m. Negotovost otezkoca primerjavo.

Ricciolijevo kratko nihalo je bilo dolgo 1,15/12 ce-
vlja. Temu po prvem podatku ustreza 2,84 cm, po
zadnjem pa 2,88 cm. Galilei je ugotovil, da je ni-
hajni ¢as sorazmeren s kvadratnim korenom iz dol-
zine. Enacbe za nihajni ¢as T = 2m+/l/g pa $e niso
poznali. Z njo s pospeSkom prostega padanja v Bolo-
gni 9,806 m/s?> dobimo za nihalo z nihajnim ¢asom
1/3 sekunde dolZino 2,76 cm.

Pri Stetju nihajev so si pomagali s petjem glasbe-
nih lestvic ali z glasnim ritmi¢nim Stetjem. Krogle

so spuscali z okna stavbe, v kateri so prebivali, in z
razlicnih cerkvenih zvonikov v Bologni. Glavni del
merjenj pa so opravili s stolpa, ki ga je v 12. sto-
letju zacela graditi druzina Asinelli in ki stoji sredi
Bologne kot ena od njenih znamenitosti. Za njegovo
danasnjo viSino navajajo 98,4 m. Po Ricciolijevem
mnenju je bil stolp tako pripraven za merjenje, kot
bi ga zgradili prav s tem namenom.

Iz razli¢nih tock stolpa so spustili svin¢nico in z
njo izmerili viSino. Pripravili so glinaste krogle z
maso po 219 g in jih spusScali z razlicnih viSin. Z
veCkratnim merjenjem so ugotovili, da v Sest enojnih
nihajih v eni sekundi, pade telo z viSine 15 cevljev, v
dveh sekundah z viSine 60 cevljev, v treh sekundah z
viSine 135 ¢evljev, v §tirih sekundah z viSine 240 Ce-
vljev in nazadnje v 4,33 sekunde z viSine 280 Cevljev,
to je z vrha stolpa. ViSine, za katere je krogla padla v
zaporednih sekundah 15,60—-15 = 45,135-60 = 75
in 240 — 135 = 105, vse v Cevljih, so v razmerju lihih
Stevil 1:3:5:7. Prav to je napovedal Galilei. Riccioli
spocetka tej napovedi ni verjel. Pricakoval je, da hi-
trost pri padanju v zaporednih sekundah narasca hi-
treje, v geometrijskem zaporedju 1:3:9:27, danes bi
rekli eksponentno. (Tako bi bilo, ¢e bi bila hitrost in
pospesek sorazmerna s potjo.) Izposloval si je do-
voljenje, da je prebral prepovedani Galileijev Dialog.
Ricciolijevi naravoslovni poStenosti v prid govori dej-
stvo, da je dal v tem pogledu Galileiju prav, ceprav
je prej v svojem delu celo ponatisnil Galileijevo ob-
sodbo. Z Grimaldijem sta obiskala bolnega Galileije-
vega ucenca jezuita Bonaventuro Cavallierija, ki ga je
njuno obvestilo razveselilo.

Riccioli pospeska prostega padanja ni navedel. Iz
dobljenih podatkov pa bi lahko izracunal 29,8
cevlja/s%. Zagotovil je, da se za doloteno tocko mer-
ski izidi med seboj v nobenem primeru niso razliko-
vali za ve¢ kot za polovico nihaja. Ce za stari rimski
¢evelj vzamemo 0,296 cm, da to pospesek 8,82 m/s?;
¢e vzamemo 0,301 m, pa 8,97 m/s?. Riccioli je neka-
tere korake pri merjenju opisal podrobno, nekaterih
pa sploh ni opisal. Tako ostaja nepojasnjeno kako so
se med merjenjem sporazumevali, kako so uskladili
nihanje nihala v spodnji toc¢ki s trenutkom, ko so v
zgornji tocki spustili kroglo.

Riccioli je posvetil veliko skrb merjenju casa z ni-
tnim nihalom. KaZe, da je tako ravnal, Se preden
je opazoval prosto padanje. Omenil je umerjeno ni-
halo, kar najbrZ pomeni, da je umeril daljSe nihalo
in za krajSe nihalo uporabil sorazmernost s kvadra-
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SLIKA 1.
Giovanni Battista Riccioli
(1598-1671)

tnim korenom iz dolZine. Merjenj z nihali se je lotil
zelo velikopotezno. Prizadeval si je narediti sekun-
dno nihalo, katerega polovica nihaja bi trajala eno
sekundo. Pri prvi vrsti poskusov so Steli nihaje Sest
ur in ugotovili, da je nihalo za 2,1 - 10~3 odstopalo
od sekundenega nihala. Pri tem so naSteli vec¢ kot
20000 nihajev. Nihalo je bilo treba od ¢asa do casa
pognali, ne da bi zmotili casovni potek nihanja, ker
je zaradi zracnega upora nihalo duseno.

Ob tem je Riccioli podvomil v son¢no uro, s katero
je izmeril Sest ur. Zato so pri naslednjem merjenju
leta 1642 Steli nihaje med zaporednima prehodoma
Sonca Cez krajevni poldnevnik. Odstopanje od se-
kundnega nihala je naneslo 1,5 - 10~2. Pri poskusu je
sodelovalo devet jezuitov. Pri naslednjem poskusu
so Steli nihaje med zaporednima prehodoma zvezde
Cez krajevni poldnevnik. (Zvezdni dan je za 3,9 mi-
nut krajsi od Soncevega.) Nihalo z dolzino 3,35 Ce-
vlja je od sekundnega nihala odstopalo za 6,9 - 1073,
Poskusi, pri katerih so presteli ve¢ kot 86 000 niha-
jev, so bili tako naporni, da so sodelavci odnehali.
Poleg Grimaldija je odtlej pri merjenju sodeloval le
Se en pomocnik.

Leta 1645 so uporabili krajse nihalo z dolzino 3,23
Cevlja. Izbrali so tudi krajsi interval med prehodoma
dveh razli¢nih zvezd Cez krajevni poldnevnik. Tako
je bilo treba preSteti le nekaj ve¢ kot 3 000 nihajev.
Merili pa so trikrat. To kaZe, da so se zavedali na-
pak pri merjenju. Nihalo je za 0,9 - 10~3 odstopalo
od sekundnega nihala. Za omenjeni nihali dobimo
dolZzino 0,992 m ali 1,01 metra in 0,956 m ali 0,972
m, medtem ko da enacbha 0,993 m. Riccioli je menil,
da nihalo ni popolna naprava za merjenje casa, a je
veliko zanesljivejSa kot druge. Pri vseh merjenjih je
nastel prevec nihajev. Odstopanja niso narascala z
viSino, kakor bi pricakovali, e bi Slo za vpliv zrac¢-

nega upora. Zelo verjetno se je v merjenja prikradla

sistemati¢na napaka in je natan¢nost merjenj prece-

nil.
1 2 3 4 5 6
6 1 36 15 15 1
12 2 144 60 45 3
18 3 324 135 75 5
24 4 576 240 105 7
26 41 676 280 40 8t

Ricciolijeva preglednica za enega od treh nizov
merjenj vsebuje (1) Stevilo polovi¢nih nihajev nihala,
(2) ustrezni cas v sekundah, (3) kvadrat Stevila ni-
hajev, (4) viSino, za katero so padle krogle, (5) pot
krogel v zaporednih sekundah, (6) razmerje poti. Da-
nasSnjemu fiziku se zdijo s kratkim nihalom dobljeni
podatki kar prevec urejeni. Preglednici za druga dva
niza sta samo malo manj urejeni.

SLIKA 2.

Stolp Asinelli v Bologni
po risbi iz Novega Alma-
gesta (levo) in na razgle-
dnici (desno). Razdalje
med tockami H, B, K, L,
M, N ustrezajo razdaljam
med tockami O, C, Q, R,
S, T, iz katerih so spusca-
li glinaste krogle. Ce si
mislimo vrvico in na njej
v tockah N, M, L, K, B in N pritrjene drobne utezi, bi utezi
zadevale tla v enakih ¢asovnih razmikih, ko bi vrvico spustili.
Tak poskus Se danes vcasih pokazejo v Soli.

Riccioli je spoznal, da telesa padajo s konstantnim
pospeskom, pospeSek pa se nekoliko spreminja z ve-
likostjo in s teZo teles. Tezje telo z vecjo ali enako
gostoto pada nekoliko hitreje. Od enako velikih teles
gostejSe pada hitreje. Primerjal je padanje krogel z
maso 70 g iz svinca in lesa. Medtem ko je prva padla
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za 280 cevljev, je druga padla za 240 Cevljev. Nave-
del je podatke za 21 takih dvojic. Razliko je pripisal
zracnemu uporu in zagotovil, da je treba upoStevati
tudi gostoto zraka. Nasprotoval je Galileijevi trditvi,
da telesa z enako teZo padajo enako, a pripomnil, da
je Galilei morda opazoval padanje enako velikih te-
les z razli¢no gostoto, pri katerih so razlike majhne.
Ovrgel je Galileijevo trditev, da pade 33 kg tezka Ze-
lezna krogla z viSine 44 m v 5 s, saj je glinasta krogla
z vecje viSine 83 m padla v 4,33 s.

Riccioli je opazil, da nihajni ¢as z naraScajoco am-
plitudo narasca. Pri merjenju pospeska s kratkimi
nihali so bile amplitude dokaj velike, kar je utegnilo
poslabsati natan¢nost pri merjenju. Medtem je Gali-
lei Se mislil, da nihajni ¢as ni odvisen od amplitude.
V opisane poskuse so Riccioli in njegovi sodelavci
vloZili ogromno truda. Danas$nji fizik njihovo ravna-
nje teZko razume. Vsekakor ti poskusi tudi opozar-
jajo, kako pomemben je bil razvoj merilne tehnike.
Merjenje Casa so izrazito izboljsali po letu 1656, ko
je Christiaan Huygens patentiral uro na nihalo.

@)

SLIKA 3.

Duhovnik in redovnik Marin Mersenne (1588-1648), znan po
tem, da je Siril naravoslovna spoznanja, je tudi raziskoval
prosto padanje in nihanje nitnih nihal. Pri poskusu je telo na

vrvici spustil isto¢asno kot telo, ki je prosto padalo. Zelel je
doseci, da bi telo na vrvici navpi¢no oviro zadelo so¢asno kot
padajoce telo tla in bi oba poka zaslisal hkrati. Ni navedel
nedvoumnega rezultata. Mislil je, da nihajni ¢as ni odvisen
od amplitude. Ce ne bi upostevali zra¢nega upora, bi dobili
za razmerje med viSino pada in dolzino nihala y//=%E2 (sin?
%(po) z amplitudo @, in polnim elipticnim integralom prve
vrste E(sinz%(po). Ce bi vzeli, da nihajni ¢as ne bi bil odvisen
od amplitude, bi za @, — 0 dobili y/l=%1‘r2 =1,2337.

Riccioli in Grimaldi sta za Novi Almagest narisala
zelo podroben zemljevid Luninega povrsja. Njun na-
¢in poimenovanja je v rabi Se danes. Veliko tvorb na
Luninem povrsju nosi njuna imena.

Riccioli je mislil, da bi se izstrelki, ki bi jih izstrelili
proti severu, odklonili proti vzhodu, ¢e bi se Zemlja
vrtela. Po tem, da tedaj odklona niso zaznali, je skle-
pal, da se Zemlja ne vrti. Danes vemo, da se izstrelki
na vrteci se Zemlji odklonijo. To je Coriolisov pojav,
ki je pomemben tudi za vreme. Ime ima po Gaspardu
de Coriolisu, ki je leta 1835 raziskoval zakon gibanja
v vrtecem se koordinatnem sistemu. Odkloni se tudi
izstrelek, izstreljen proti vzhodu. Riccioli je zmotno
mislil, da se v tem primeru izstrelek ne bi odklonil.

X XX
il
RESITEV BARVNI SUDOKU
S STRANI 6

X X X
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Razmisli
In poskusi

vid
MITJA ROSINA

9
52. Geometrijsko srediSce Slovenije

Preveri, ali je geometrijsko srediSce Slovenije res pri
Slivni nad Vacami.

Prilepi zemljevid Slovenije na primeren karton in
ga pazljivo izrezi po mejni ¢rti. Od spodaj ga pod-
pri z bucko, tako da se ne prevrne. Tako podporno
tocko poiSces s poskusSanjem. Dobil si geometrijsko
srediSce, ki je hkrati tudi teZiSce.

Pri ravni gladki ploskvi (ukrivljenost Zemlje, gore
in podzemlje zanemarimo) lahko vpeljemo tezZiSce
(geometrijsko sredisce) na tri enakovredne nacine.

(a) Kot tocko, ki zagotavlja stabilno lego ploskve, e
jo tam podpremo z bucko (na$ poskus). Fizikalno to
pomeni, da so v tem primeru navori, ki jih prispe-
vajo posamezne tocke na ploskvi, uravnoveSeni. To
lahko ponazorimo s konstrukcijo, v kateri nadome-
stimo vsoto sil teZe iz posameznih enakomerno po-
razdeljenih tock na ploskvi z rezultanto, ki prijemlje
v teziSCu. Ker prijemlje rezultanta v teZi§¢u, ima ro-
¢ico ni€ in je navor ni¢, zemljevid se ne prekucne.

(b) Kot tocko, katere koordinate (X,Y) so povprecje
koordinat vseh tock:

TR 1 Yy
.X:N;X(l)’ Y=Nizzly(l).

(c) Kot tocko, do katere je vsota kvadratov razdalj
najmanjsa:

N
= > [(x(i) - X)* + (¥(i) - Y)?] = min.

i=1

Kje pa je teziSce Evrope? To pa je Ze teZzji pri-
mer. Najprej se moramo dogovoriti, kje je meja med
Evropo in Azijo. Recimo, da je na razvodju na Uralu
in Kavkazu. Potem pa moramo Se uposStevati, da je
Zemlja okrogla in da za Evropo ne velja vec pribliZzek

ravne ploskve. Zato teziSce ni na ploskvi, temvec ne-

FIZIKA

kje pod zemljo. Kljub temu pa lahko definiramo geo-
metrijsko srediSce na sami ploskvi na vse tri nacine.
Vendar dobimo tri razli¢na ,sredisc¢a“.

Mi se bomo drzZali prvega nacina, izrezali bomo
sEvropo“ iz globusa in jo podprli z bucko. Ker je glo-
busa Skoda, bomo raje zemljevid prerisali na staro
zogo ali kroglo iz zlepljenega papirja. LaZze je is-
kati ustrezno podporno tocko od spodaj, tako da je
sEvropa® izbokla navzgor. V tem primeru dobimo
célo podrocje podpornih tock, ki dajo stabilno ravno-
vesje. Vendar moramo izbrati tocko tako, da je tan-
gencialna ravnina v tako doloCenem geometrijskem
srediS¢u vodoravna. Sicer nam ,Evropa“ zdrsne, pre-
kucne se pa ne. Ta tocka je hkrati projekcija teziSca
nase lupine na lupino samo (ta tocka, teZiSce izre-
zane lupine in srediSCe Zemlje leZijo na isti premici).
Razmisli!

Pri drugi definiciji poiS¢emo povprecje geografske
dolZine in geografske Sirine mnoZzice enakomerno
porazdeljenih tock.

Pri tretji definiciji pa poiS¢emo tocko, ki ima naj-
manjsi povprecni kvadrat oddaljenosti od mnoZzice
tock. Oddaljenosti vpeljemo kot dolZine najkrajsih
poti po povrsini krogle, torej dolzine lokov velikih
krogov. Ta dva pristopa sta primerna za racunalni-
Sko obdelavo, ¢e imamo numeri¢ne podatke o kon-
turi Evrope. X X X

Futosi

K|

v i

- V n xn kvadratkov moras vpisati zacetna naravna
Stevila od 1 do n, tako da bo v vsaki vrstici in v vsa-
kem stolpcu nastopalo vseh » Stevil ter, da bodo iz-
polnjene vse relacije.
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KaksSne
oblike so
zajcki?

R 2R 2
MOJCA CEPIC

- Ko so pomladni soncni dnevi tu, me vedno pre-
maga Zelja po igranju s svetlobo.
Gotovo ste se tudi vi Ze kdaj igrali z zajcki. Ste kdaj

razjezili koga, ko ste mu z zrcalom odbili svetlobo v
oC¢i? Poigrajmo se danes z zajcki tudi mi!

Potrebujemo (slika):

= zrcalo,

= kos papirja,

= Skarje,

= ]epilni trak,

= kos trSega papirja za zaslon,

= soncen dan.

Kos papirja prilagodite velikosti zrcala. V papir izre-
Zite nekaj odprtin s premerom od nekaj milimetrov
do enega centimetra, kot kaze slika. Odprtine naj
ne bodo okrogle, vendar naj bodo enake oblike. Ce
Zelite pogledati, kaj se dogaja z zajcki, nastalimi za-
radi odboja na majhnih zrcalcih drugacnih oblik, si
pripravite nov papir. Papir z odprtinami nalepite na
zrcalo in pojdite na sonce.

SLIKA 1.

Potrebscine za izvedbo poskusa. Ce Zelite opazovati zajcke
razli¢nih oblik zrcala, si pripravite vec¢ Sablon za pokrivanje
zrcala.

Na tla polozite trsi papir (zaslon) ali pa ga prislo-
nite ob steno. Pri prvem poskusu ostanite na soncu.
Z zrcalom naredite zajcka, ki skace po zaslonu. Zr-
calo naj bo blizu zaslona. Kam morate postaviti zr-
calo in kako ga morate obrniti, da na papirju vidite
zajcka? Kaksno obliko ima zaj¢ek? Potem zrcalo od-
daljujte od zaslona in opazujte, kako se z oddaljeno-
stjo zrcala od zaslona spreminja oblika zajcka. Ko se
oddaljenost zrcala od zaslona veca, postane enostav-
neje, ¢e zaslon postavite v senco ali pa obliko zajcka
opazujete na sencni steni. Kako se spreminja oblika
zajcka?

PrivoScite si Se zadnji poskus. Z zrcala odstranite
papir in naredite zajcka na oddaljeni steni, npr. na
sosednjem bloku (in ne jezite ljudi). KakSno obliko
ima oddaljeni zajcek?

X X X

www.presek.si ]

www.dmfa-zaloznistvo

—
N

PRESEK 40 (2012/2013) 5




/akaj se
ploCevinka
stisne?

ODGOVOR NALOGE

v
MOJCA CEPIC

-> V plocevinko nalijemo malo vode, jo postavimo
S krpo

primemo plocevinko in iz nje izlijemo vrelo vodo.

na grelnik in pocakamo, da voda zavre.

Ploc¢evinko z odprtino navzdol postavimo v hladno
vodo. Plocevinka se s pokom stisne (slika 1). Zakaj
tako?

V plocevinki, na dnu katere je vrela voda, je vodna
para skoraj v celoti izpodrinila zrak. Ko smo plo-
cevinko postavili v hladno vodo, so se stene ploce-
vinke, ki so tanke, skoraj v hipu ohladile. Ohladil se
je tudi plin v ploCevinki in para je v zelo kratkem
casu kondenzirala. Kondenzirana voda zavzema pri-
blizno 1/1000 prostornine vodne pare. Zato se v plo-
Cevinki zgodi naslednje: del vode ob stiku s hladnej-
Simi stenami kondenzira in zavzame manjSo pro-
stornino, kot jo je zavzemala para. Izven plocevinke
je tlak priblizno 1 bar, v njej pa se v zelo kratkem
Casu zniZa za nekaj desetink bara. Zaradi razlike tla-
kov v plocevinko zacne pritekati voda, hkrati pa na
stene plocevinke zaradi istega razloga delujejo sile.
Zal odprtina posode ni dovolj velika, da bi voda do-
tekala v zadostnih koli¢inah in bi se tlak v plocevinki
izenaceval z zunanjim. Sile, delujoCe na steno ploce-
vinke, tako plocevinko zveriZijo.

Vsega tega seveda pri poskusu ne vidimo. Zato
smo naredili Se podoben poskus, le posoda, ki smo
jo uporabili, je bila prozorna, da smo dogajanje v
njej lahko opazovali. Posoda je bila tudi bolj trdna
kot plocevinka, da je lahko obdrzZala svojo obliko. V
prozorno, stekleni¢ki podobno posodo, ki jo za po-
skuse uporabljajo kemiki, erlenmajerico, smo nalili

SLIKA 1.
Slika zverizene ploCevinke po poskusu.

za slab prst vode. Postavili smo jo na plosco in po-
Cakali, da je voda zavrela (slika 2a). Vodo smo nato
odlili v korito, steklenicko pa z vratom navzdol po-
stavili v posodo z vodo (slika 2b). Voda se je v ste-
klenicki zacela dvigati in je napolnila posodo skoraj
v celoti (slika 2c¢). Vrat steklenicke je bil namrec¢ do-
volj Sirok, da je voda v notranjost dotekala dovolj
hitro in so se tlatne razlike izenacevale. Stene so
bile dovolj trdne, da posoda ni pocila. Sedaj vidimo,
da je bila razlaga poskusa, Ceprav je temeljila zgolj
na poznavanju fizikalnih zakonitosti, in dogajanja v
plocevinki nismo mogli spremljati neposredno, smi-
selna.
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(@) Voda v steklenicki vre. (b) Stekleni¢ko potopimo z vratom
navzdol v vodo, voda se v steklenicko dviguje, ko para kon-
denzira. (c) Ko je vsa para kondenzirana, je skoraj celotno
prostornino stekleni¢ke napolnila voda.

X X X

Snezene kepe
pri nizkih
temperaturah

ODGOVOR NALOGE

v 4
MOJCA CEPIC

- Ce bo leto$nja zima sneZena, se lahko poigramo
s snegom. Verjetno ste si pozimi Ze veckrat od-
dahnili, ker so bile napovedane temperature nizke,

vreme pa soncno, ces, sneg bo ostal. A glej ga

zlomka, Ceprav se Cez dan ni sneg prav nic talil,
so se ob tanki snezni odeji pojavile lise zemlje in
snezna odeja se je kljub mrazu stanjsala. Sneg je

hlapel.

To besedilo sem zapisala na zacetku zime na pod-
lagi izkuSenj pri poskusu, ki sem ga naredila Se kot
otrok. Ko je padel zadnji pomladanski sneg, mi je
bilo neskon¢no zal, da se zima koncuje, zato sem v
hladilnik, v zamrzovalno komoro hladilnika, spravila
majhnega snezenega moza, postavljenega na kroz-
nik. A ni pomagalo. Cez nekaj dni je mali sneZeni
moz dobesedno izhlapel. Za njim ni ostala niti luza;
le stanjSal se je in po nekaj dneh izginil.

Vcasih so vsi hladilniki imeli zaprt zamrzovalni
predel (komoro) v zgornjem delu hladilnika. V njem
so bile temperature pod niclo (0 °C). V odprtih de-
lih hladilnika voda ni zamrznila, temperature so bile
nad nic¢lo. Danes marsikdo nima ve¢ takega hladil-
nika, temvec¢ hladilnik, pri katerem je del s tempera-
turami malo nad niclo, fizicno locen od dela, v ka-
terem so temperature pod nic¢lo. No, vsaj pri nas je
tako. In na tem mestu se zacnejo tezave z rezultati
poskusa, ki sem vam ga Zelela pokazati. Vsaj malo
mi je pomagala tudi narava.

<l
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SLIKA 1.

Zbirka kep na levi je ,$la"“ v zamrzovalnik, zbirka na desni pa
v hladilnik in se je v enem dnevu stalila. Tretje zbirke, ki sem
jo postavila na teraso, na sliki ni.

Torej, pripravila sem tri zbirke treh razli¢no veli-
kih kep (slika 1). Tri dodatne kepe sem zavila v Zivil-
sko folijo. Na sliki sta zgolj dve zbirki, a saj vemo,
kako so videti kepe, kajne?

Vsako zbirko sem polozila na kroznik (tri razli¢no
velike kepe in ena kepa v foliji) ter postavila kroZnike
v hladilnik, v zamrzovalnik in na teraso. Dnevi, v
katerih je potekal poskus, so bile relativno hladni.
Kepe sem vsako jutro in zvecer stehtala s kuhinjsko
tehtnico, ki tehta na 1 g natancno.

Rezultate vidite v grafih.

Kaj se je pravzaprav dogajalo? Kepe v hladilniku,
kjer je temperatura nad taliS¢em, so se stalile; manj-
Se kepe v celoti, vecje delno. Seveda, temperatura v
hladilniku je bila nad taliS¢em, sneZne kepe so imele
temperaturo taliSca, toplotni tok je tekel iz zraka v
hladilniku, ki je imel viSjo temperaturo, v kepe, ki so
imele niZjo temperaturo. Kepe so prejemale toploto,
zato se jim je povecevala notranja energija, kar je pri
temperaturi taliSca imelo za posledico spreminjanje
agregatnega stanja. Sneg se je talil.

Kaj se je dogajalo s kepami v zamrzovalniku? Ta-
ko rekoc¢ ni¢, njihova masa se skorajda ni spremi-
njala (graf 1 zgoraj).

Kaj pa kepe na prostem? Ceprav so bile tempera-
ture pod taliSCem, se je masa kep manjsala (graf 1
spodaj). Zal poskus ni trajal prav dolgo, ker so se po
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GRAF 1.

Zgoraj: Masa kep v zamrzovalniku v odvisnosti od ¢asa. Spo-
daj: Masa kep na prostem v odvisnosti od ¢asa. Zunanje tem-
perature so se gibale med -10°C in -5°C.
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nekaj dneh temperature povzpele nad niclo in kepe
so se stalile.

Pa poglejmo, zakaj tako. Ce so temperature pod
taliScem, se sneg ne more taliti. A to Se vedno ne
pomeni, da se masa kep ne more spreminjati. Tudi
trdne snovi namrec¢ hlapijo. Kako intenziven je pro-
ces hlapenja, je odvisno od okolis¢in. Hlapenje si
lahko predstavljamo kot dvosmerni proces.

V zraku se nahajajo molekule vode. Ce molekula
vode v svojem naklju¢nem gibanju slucajno zadene
kos ledu, se nanj ,prilepi“ oz. tvori z molekulo kri-
stala kemijske vezi in postane del tega kosa. Masa
kosa ledu se zaradi tega poveca. Ta proces lahko
opazimo na receh, ki jih vzamemo iz zamrzovalni-
kov. Ker je njihova temperatura nizja od taliSca, se
kmalu na njih naberejo ledeni kristali. Vzrok je opi-
sani proces.

Molekule, ki so Ze vezane v led, zaradi termi¢nega
gibanja nihajo okoli svojega polozaja v ledenem kri-
stalu. Vanj ga veZejo privlacne sile sosednjih mole-
kul. Molekule ledu na povrsini so vezane Sibkeje kot
molekule znotraj kristala, ker imajo manj sosednjih
molekul. Zato molekule na povrsini nihajo z vec¢jimi
amplitudami kot tiste v notranjosti. V¢asih se katera
od njih od povrsine odtrga ter odleti v zrak. Zaradi
tega se masa ledu zmanjSa. Ta proces imenujemo
hlapenje.

Spreminjanje mase kepe snega je posledica obeh
procesov: odlaganja molekul vode iz zraka na po-
vr$ino ledu in naklju¢nega trganja molekul vode iz
kosa ledu. Kadar sta procesa v ravnovesju, pravimo,
da je zrak nasiceno vlaZzen. Tedaj se v povprecju na
led odlozi prav toliko molekul vode iz zraka, kolikor
jih vanj pobegne. Tako je v dobrih zamrzovalnikih,
ki jih ne odpiramo prav pogosto. Saj vendar nocemo,
da bi se hrana, ki je nekoliko slabSe zaprta, posusila.
V naSem starem hladilniku z zamrzovalno komoro
na vrhu hladilnega prostora so valovi toplega zraka
ob pogostem odpiranju oc¢itno naredili svoje in mali
snezeni moZ je izhlapel. SneZne kepe izven hiSe so
dozivljale drugacno usodo. Vreme je bilo soncno,
zrak suh, temperature pa pod taliS¢em. Zrak ni bil
nasiceno vlazen, kar pomeni, da se je v povprecju
manjSe Stevilo molekul odlagalo na kepe snega, kot
jih je z njih odletavalo. Posledi¢no se je masa kep
zmanjSevala - so hlapele. In kaj se je zgodilo s ke-
pami, zavitimi v Zivilsko folijo? Ni¢, folija je pre-
precila opisano izmenjavo molekul in masa snezZene
kepe je ostajala stalna. X X X

2
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Postani lovec na galaksije tudi
ti (in poiSci tri najsvetlejse
calaksije pomladnega neba)

v b
BOJAN KAMBIC

- Majsko vecerno nebo je pravi raj za lovce na ga-
laksije. Kljub temu, da lahko na Luni in planetih
Ze z manjSimi teleskopi vidimo veliko fantastic-
nih podrobnosti, da lahko razsute in tudi Stevilne
kroglaste kopice vsaj na robu razdrobimo na po-
samezne zvezde in da lahko s pomocjo filtrov vi-
dimo kar nekaj razgibanih plinskih in prasnih me-
glic, pa vecina ljubiteljskih astronomov svoje te-
leskope raje obraca proti galaksijam, kjer - razen
pri nekaj svetlih izjemah - tudi z velikimi amater-
skimi teleskopi ne vidimo drugega kot vecjo ali
manjso, bolj ali manj svetlo liso nezne svetlobe.
Pa vendar nas galaksije vlecejo kot magnet. Verje-
tno zaradi vecCnega stremljenja po vesoljskih pro-
stranstvih, Zelje, da bi videli ¢im globlje v vesolje.
In v maju si lahko svojo radovednost dodobra po-
tesimo. Od priblizno 8000 galaksij, kolikor jih je
dosegljivih z ljubiteljskimi teleskopi, jih je maja
na nebu kar 1400! Ogledali si bomo le nekaj naj-
svetlejsih primerkov, takih, ki so vidni celo v ,lo-
vskem“ dvogledu 10x50, Se bolje pa s teleskopom,
kakrSnega ima od leta 2009 marsikatera slovenska
Sola. Te galaksije so zanimive tudi za vse, ki jih ve-

seli astronomska fotografija, zato bo clanek poleg

kart, ki vam bodo v pomoc¢ pri iskanju, opremljen

tudi s fantastiCcnimi fotografijami Jurija Stareta.
M 101 - Vetrnica (Ozvezdje Veliki medved)

Zatnimo z galaksijo, ki je ni tezko najti, jo je pa
teZje opaziti, Ce se naSe opazovaliSCe ne ponasa z
dovolj temnim nebom. To fantasti¢no spiralno gala-
ksijo, ki je v Messierjevem katalogu dobila zapore-
dno oznako M 101 (7"7/27°%x26’), najdemo v ozvez-
dju Veliki medved (slika 1) priblizno 5,5 stopinje
vzhodno od Mizarja (Zeta Velikega medveda). Mi-
zar je slavna dvojno-dvojna zvezda v ojesu Velikega
voza, asterizma v ozvezdju Veliki medved, ki ga mo-
ra poznati vsak amaterski astronom. Spoznamo jo
po tem, da ima tik ob sebi SibkejSo zvezdico z ozna-
ko 80 Velikega medveda, ki jo vidimo Ze s prostim
oCesom, drugace pa je to srednja zvezda ojesa, Ce
ne $tejemo tiste, ki je del vozi¢ka. Ce opazujemo z
daljnogledom 10x50, sta Mizar in iskana galaksija
v istem zornem polju, Ce le zvezdo pomaknemo na
skrajni desni rob. Kdor pa se bo iskanja lotil s tele-
skopom z manjSim zornim poljem, naj pozorno po-
gleda iskalno karto (slika 2) in sledi SibkejSim zvez-
dam od Mizarja do galaksije.

Sij galaksije M 101 je kar 7,7 magnitude. A tu je
Se podatek, da je njena navidezna velikost na foto-
grafijah kar pol stopinje (kot polna Luna)! Ce nas
prva Stevilka navda z optimizmom, da bomo gala-
ksijo brez tezav videli, pa druga izkuSenega opazo-
valca hitro strezni. Tako velika galaksija ima namrec
izredno nizko povrsSinsko svetlost, zato jo je v dalj-
nogledu silno tezko videti, veliko teze kot npr. ka-
kSno majhno galaksijo 9. magnitude, ki pa se ponaSa
s svetlejSim jedrom. Za opazovanje M 101 si mo-
ramo zato izbrati mesto s ¢im bolj temnim nebom,
galaksija pa naj bo visoko na nebu, najbolje v blizini
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kulminacije (in majski veceri so za to prav primerni).
V zornem polju bomo videli veliko, a nezno liso sve-
tlobe z nekoliko svetlejSim srediS¢nim delom. Kako
velika bo in koliko podrobnosti bomo opazili, je od-
visno predvsem od opazovalnih razmer (in kakovosti
daljnogleda oz. teleskopa).

Galaksija je priblizno 27 milijonov svetlobnih let
oddaljena od nas, njena resni¢na velikost pa je kar
okrog 170.000 svetlobnih let. To jo uvrs¢a med naj-
vecje znane galaksije. Ko bomo galaksijo opazovali,
se spomnimo, da so fotoni njene svetlobe, ki ta tre-
nutek padajo v naSe oko in na mreZnici ustvarjajo
sliko, nastali v zvezdah v neki drugi, oddaljeni ga-
laksiji in kar 27 milijonov let potovali po vesolju, da
so prileteli do nas. Galaksijo torej vidimo taksno, kot
je bila pred 27 milijoni leti in v nobenem primeru je
ne moremo videti taksne, kot je danes! Ko so fotoni
zapuscali M 101, so se na Zemlji predniki danasnjih
sesalcev Sele zaceli dobro razvijati po izumrtju di-
nozavrov. Cloveka $e ni bilo, tudi njegovih daljnih
prednikov ne!

SLIKA 1.

Najbolj znani asterizem na nebu je
prav gotovo Veliki voz, ki ga imajo ne-
izkuSeni kar za samostojno ozvezdje.
V resnici je to le del ve¢jega ozvezdja
Veliki medved. Pod ojesom Velikega
voza lezi manjse in slabse vidno ozvez-
dje Lovska psa (njegova najsvetlejSa
zvezda Alfa sije le s 3. magnitudo). Na
karti vidimo, poleg v ¢lanku omenjenih
galaksij M 101 in M 51, Se veliko manj-
Sih, Sibkejsih galaksij. Karta, na kateri
so prikazane zvezde, vidne s prostim
oCesom, je iz Zvezdnega atlasa za epo-
ho 2000.

M 101 je z licem obrnjena proti nam in je nadvse
primeren objekt za vse amaterske astrofotografe. Po-
snamemo jo lahko Ze z 200-milimetrskim teleobjek-
tivom, na slikah pa se bo lepo pokazala njena spi-
ralna struktura.

M 51 - Vrtinec (Ozvezdje Lovska psa)

Naslednja svetla pomladna galaksija lezi v majhnem
in Sibkem ozvezdju Lovska psa, ki ga najdemo juZno
od Velikega medveda oz. juZzno od ojesa Velikega
voza. To je spiralna galaksija M 51 (8"4/11’x7’8),
imenovana Vrtinec. LeZi maj kot 10 stopinj jugoza-
hodno od prej omenjene M 101, med njima pa lezi
Eta Velikega medveda, ki je tudi vodnica do M 51.
Eta je zadnja zvezda v ojesu Velikega voza in je na
nebu ni tezko poiskati. Ce to zvezdo ujamemo v
zorno polje daljnogleda in jo pomaknemo proti se-
verovzhodnemu robu, se bo na jugozahodnem robu
Ze pokazala galaksija. Za opazovanje siizberimo no¢
z dobrimi opazovalnimi razmerami, obmocje neba z

20
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' 5 s : : . Zvezdno polje okoli galaksije M 101 z
. . zvezdo vodnico — Zeto Velikega medve-
o . . c . : . . da. Karta je iz knjige Raziskujmo ozvez-
. o g o . g ) dja z daljnogledom 10x50.
SLIKA 3.

Velika spiralna galaksija M 101 je
primerna prav za vse resnejSe astro-
fotografe. Seveda morate imeti za foto-
grafiranje stojalo z moznostjo sledenja
(foto: Jurij Stare).
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) Ozvezdje Lovska psa in Berenikinih ko-
T 3 drov z zvezdami do 6,5. magnitude in
galaksijami do 10. magnitude. Spiralna
galaksija M 51 lezi na severnem delu
ozvezdja, tako da je najprimernejsa
vodnica do nje Eta Velikega medveda.
Kdor je bolj pogumen, se lahko loti is-
kanja tudi spiralnih galaksij M 63 in M
94 v Lovskih psih. Vodnik do M 63 je
trikotnik zvezd 5. in 6. magnitude se-
- * |l420°/| Vverovzhodno od Alfe, ki so v temni noci
vidne s prostim ofesom. Vrh trikotnika
- kaze neposredni h galaksiji, ki je vidna
ze v daljnogledu 10x50. M 94 pa z Alfo
in Beto Lovskih psov tvori enakokraki
. trikotnik z galaksijo ob vrhu. V daljno-
“ | 1o gledu 10x50 sta obe zvezdi in galaksija
v istem zornem polju. Poskusite! Pod
o ozvezdjem Lovskih psov lezi ozvezdje
' Berenikini kodri. Med Stevilnimi gala-
ksijami, ki krasijo to majhno in Sibko
ozvezdje, je najsvetlejSa in najbolje vi-
dna M 64. Karta je iz Zvezdnega atlasa

za epoho 2000.

H+30°

45"

S i

galaksijo pa naj bo visoko na nebu. M 51 je ena tistih
galaksij, ki naj bi si jih zac¢etnik ogledal najprej, da bi
dobil obcutek, kaksna je v daljnogledu oz. teleskopu
videti ,,svetla in dobro vidna“ galaksija.

Res je, galaksija je v daljnogledu dobro vidna, a le
kot svetla, pribliZno pet lo¢nih minut velika lisa sve-
tlobe, v odli¢nih opazovalnih razmerah morda malo
vecCja in rahlo ovalne oblike. Vidimo le najsvetlejsi,
osrednji del galaksije s svetlim jedrom. Spiralnih
rokavov v daljnogledu in manjsih teleskopih seveda
ne moremo videti, ker so preSibki, s srednjevelikimi
amaterskimi teleskopi v odli¢nih opazovalnih raz-
merah pa se Ze utegnejo pokazati.

V resnici je M 51 ¢udovita spiralna galaksija, ki je

od nas oddaljena pribliZno 37 milijonov svetlobnih
let in je k nam obrnjena z licem. Bila je prva ga-
laksija, v kateri so opazili spiralno strukturo (Lord
Rosse leta 1845). Galaksija ima bliZznjo spremlje-
valko NGC 5195 (9™6/5'4%x4’3), ki pa je ve¢ kot ma-
gnitudo SibkejSa in v daljnogledih ni vidna, pokazZe
pa se v srednjevelikih amaterskih teleskopih.

Tudi M 51 je primeren objekt za amatersko astro-
fotografijo. Njena spiralna struktura se pokaZe Ze na
slikah, posnetih z 200-milimetrskim teleobjektivom.

M 64 - Crnooka (Berenikini kodri)

Berenikini kodri so majhno in Sibko ozvezdje, ki jeZi

22
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SLIKA 6.
Fantasticna spiralna galaksija M 51 s
satelitsko NGC 5195 (foto: Jurij Stare).
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SLIKA 7.
Lega kroglaste kopice M 53 in spiralne ® s

galaksije M 64. Medtem ko je kopica
dobro vidna tudi v daljnogledu 10x50,
pa je galaksija tezji zalogaj. Iskanja .
se lotimo le ob odlicnih opazovalnih
razmerah na opazovaliS¢u s temnim
nebom. Karta je iz knjige Raziskujmo
ozvezdja z daljnogledom 10x50.

juzno od Lovskih psov, med Beto Leva in svetlim
Arkturjem v Volarju. To je sicer majhno obmocje
neba, vendar bogato z galaksijami vseh vrst. Na ne-
katerih mestih jih je v zornem polju vecCjega tele-
skopa toliko, da jih je brez dobre zvezdne karte ne-
mogoce prepoznati. Ena med njimi se ponasa z la-
skavim naslovom najsvetlejSe na pomladnem nebu!
To je M 64.

Spiralna galaksija M 64 (85/9’3x5’4), imenovana
Crnooka, leZi 48 lo¢nih minut vzhodno in 26 lo¢nih
minut severno od zvezde 5. magnitude z oznako 35
Berenikinih kodrov. Pri iskanju si pomagajte s pri-
loZeno karto (slika 7)! Vodnica do galaksije je kar
Alfa. Ce pomaknemo zvezdo na skrajni jugovzhodni
rob zornega polja, lahko po vzorcu Sibkejsih zvezd
prepoznamo 35 in tik ob njej poiS¢emo Sibko, nekaj
lo¢nih minut veliko liso svetlobe. Verjetno ni treba
posebej poudariti, da se moramo iskanja galaksije lo-
titi le v odli¢nih opazovalnih razmerah, v no¢eh brez
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Lune in dale¢ stran od svetlobno onesnaZenega neba,
sama galaksija pa mora biti v blizini kulminacije ali
vsaj visoko na nebu.

Ko tako Sibke objekte iSCemo in prek svetlejSih
zvezd pomikamo daljnogled ali teleskop proti iskani
galaksiji, moramo vecCkrat priZgati lucko in pogle-
dati na iskalno karto. S tem si pokvarimo prilagodi-
tev o¢i na nocno gledanje. Ko smo prepricani, da je
mesto, kjer bi morala biti galaksija (ali kakSen drug
Sibek objekt na meji vidnosti), v srediSCu zornega
polja, pocakajmo pribliZno pol ure, da se nam oci
znova prilagodijo na gledanje v temi in Sele nato po-
zorno preglejmo zvezdno polje. Ne obupajmo, ce
galaksije ne vidimo. Morda razmere niso tako dobre,
kot smo domnevali, morda imamo o¢i utrujene od
iskanja... Vedno poskusimo tudi z gledanjem rahlo
mimo iskanega objekta.

Galaksija M 64 je ena najsvetlejsih galaksij na po-
mladnem veCernem nebu. Na fotografijah je prava

24
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SLIKA 8.

M 64, imenovana tudi Crnooka, je naj-
svetlejSa galaksija pomladnega neba.
Ko boste v zornem polju gledali nezno,
belkasto liso svetlobe, si v mislih pred-
stavljajte lepotico, kot jo vidimo na sli-
ki Jurija Stareta.

lepotica. Danes, ko so se kamere CCD razSirile tudi
med amaterskimi astronomi, lahko ti s povsem pov-
prec¢no opremo, veliko znanja, potrpezljivosti in iz-
kusSenj posnamejo kakovostne slike oddaljenih gala-

ASTRONOMIJA

ksij, kot so jih lahko profesionalni astronomi sne-
mali pred 30-imi leti le z najve¢jimi profesionalnimi
teleskopi! In takSna je tudi ta, ki jo je posnel eden
naSih najboljsih astrofotografov, Jurij Stare.

PoiSCI mine

A2

- Naloga reSevalca je, da poiSce vse skrite mine in z
M oznaci ustrezne kvadratke in odkljuka kvadratke
brez min. Pri tem veljata naslednji pravili: a) Vsako
Stevilo v preglednici pove, koliko sosednih kvadrat-
kov vsebuje mino. Kvadratek je soseden kvadratku,
Ce imata skupno stranico. Kvadratki v spodnji vrsti
so na enak nc¢in sosednji kvadratkom v zgornji vrsti
in kvadratki v levem stolpcu so na enak nacin sose-
dnji kvadratkom v desnem stolpcu. b) Kvadratki s
Stevilkami nimajo mine.

X X X
1 2 2
2
4 2 1
1
0 0 0
X X X
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e vraCanje
<ovancev res
reprosto?

vid
ANDRE)] TARANENKO

-V vsakdanjem Zivljenju se pogosto srecamo z
vracanjem kovancev, pa naj bo to na avtomatu za
kavo ali v trgovini. Obic¢ajno placamo vecji znesek,
kot je potrebno, potem pa dobimo vrnjeno razliko.
Vprasanje, ki si ga bomo zastavili je, kako dose-
Zemo, da dobimo vrnjeno najmanjSe mozZno Stevilo

kovancev. Definirajmo problem bolj splosno.

Za podano mnoZico vrednosti kovancev K = {kq,...,
ka} Zelimo dolociti, koliko kovancev potrebujemo,
da izplacamo znesek, recimo znesek n. Problem vra-
canja kovancev zahteva, da za podani znesek izpla-
Camo najmanjSe mozno Stevilo kovancev. V vseh
situacijah v nadaljevanju predpostavimo, da imamo
vedno na voljo dovolj kovancev vsake vrste.

Primer. Izplacati moramo znesek n = 4, na voljo
imamo kovance naslednjih vrednosti {1,2,3}. Vse
moZne reSitve so naslednje: {1, 3}, {2,2}, {1,1,2} in
{1,1,1,1}. Vidimo lahko, da je najmanjse Stevilo ko-
vancev, ki jih v tem primeru potrebujemo, enako 2.

Pri evrih imamo na voljo kovance naslednjih vre-
dnosti (v centih): {1,2,5,10,20,50,100,200}. Kako
bi s temi kovanci vrnili naslednje zneske? Koliko ko-
vancev bi vrnili vi?

= [25 centov] (reSitev: 20 + 5, dva kovanca)

= [98 centov] ?

26
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Prodajalcev algoritem

Kako ste se v prejsSnjem primeru odlodcili, katere ko-
vance boste izbrali? Verjetno ste razmiSljali na enak
nacin, kot razmislja prodajalec, ko vraca denar: na
vsakem koraku izberemo kovanec najviSje vrednosti,
ki ga Se smemo izbrati.

Postopek racuna za 98 centov, bi bil torej nasle-
dnji:
= Izberi kovanec za 50 centov. Ostane Se 48 centov.
= Izberi kovanec za 20 centov. Ostane Se 28 centov.
= [zberi kovanec za 20 centov. Ostane Se 8 centov.
= Izberi kovanec za 5 centov. Ostanejo Se 3 centi.
= Izberi kovanec za 2 centa. Ostane Se 1 cent.
= Izberi kovanec za 1 cent. Znesek smo izplacali.
Na ta nacin smo torej vrnili Sest kovancev.

Metoda, ki smo jo uporabili, se v racunalniStvu
imenuje poZresna metoda. Za to metodo je znacilno,
da reSitev gradimo korakoma iz mnozice kandida-
tov, na vsakem koraku pa izberemo kandidata, ki
trenutno najvec¢ doprinese k optimalni reSitvi.

S poZresno metodo pa ne dobimo nujno najboljSe
reSitve (v naSem primeru najmanjse Stevilo vrnjenih
kovancev). Poglejmo si primer, ko se to zgodi.

Primer. Recimo, da imamo na voljo kovance vredno-
sti {1,3,4,5}. Vrniti Zelimo znesek n = 7.
S pozreSno metodo bi prisli do naslednje reSitve:

= Jzberemo kovanec vrednosti 5. Ostane Se 2.
= Jzberemo kovanec vrednosti 1. Ostane Se 1.

= Jzberemo kovanec vrednosti 1. Znesek smo
izplacali.

S poZresno metodo smo izplacali tri kovance. Ven-
dar obstaja boljSa reSitev: izplacamo samo dva ko-
vanca (kovanca vrednosti 4 in 3).

Tudi v sploSnem velja, da moramo pri uporabi po-

RACUNALNISTVO

7reSne metode biti previdni, saj lahko na prvi po-
gled mislimo, da bomo dobili najboljSo moZno resi-
tev, potem pa se izkaze, da temu ni tako. Zaradi tega
je potrebno za vsak problem dokazati, ali je pristop
S pozreSno metodo resni¢no najboljsi.

V zgornjem primeru, ko s poZresno metodo ne do-
bimo najboljSe reSitve, smo spremenili mnoZico vre-
dnosti kovancev, glede na te, ki jih uporabljamo mi.
IzkazZe pa se, da za vrednosti kovancev, kot jih po-
znamo pri evrih ({1, 2,5,10,20,50,100,200}), s po-
ZreSno metodo vedno vrnemo najmanjSe mozno Ste-
vilo kovancev. Poskusimo sedaj to tudi dokazati. Do-
kaz bomo naredili za nekaj vrednosti kovancev, saj
so za ostale vrednosti ideje in razmisljanja enaka.

Oznacimo znesek, ki ga Zelimo izplacati, z n. Naj
bo najboljsa reSitev (z najmanjSim moZnim Stevilom
kovancev) oblike

= n=200a+ 100b + 50c + 20d + 10e + 5 f+
2g + h.

Ocitno je b < 1, saj bi sicer lahko b zmanjSali za 2
in a povecali za 1; tako bi zmanjsali Stevilo vrnjenih
kovancev. 1z podobnih razlogov velja tudi, da je ¢ <
l,d<2e<1,f<1,g<2inh < 1. Se vet, velja,
da je 2g + h < 4, sicer bi lahko zmanjsali Stevilo
kovancev tako, da bi znesek 5 izplacali s kovancem
z vrednostjo 5.

ZapiSimo resSitev, ki jo dobimo s poZreSnim algo-
ritmom, kot

= n=200a’ +100b" +50c’ +20d’ + 10e’ + 51"+
2g' + h'.

Ponovno lahko sklepamo, da je b’ < 1, saj poZresna
metoda, Ce je mogoce, izbere kovanec z vrednostjo
200. 1z podobnih razlogov dobimo: ¢’ <1, d" < 2,
<1, f<1,g<2,h<lin2g" +h' <4.

Ker je n = 5(40a +20b + 10c + 4d + 2e + f) +
2g + h in velja2g + h < 4, g < 2in h < 1, do-
bimo pri deljenju Stevil n in 2g + h s Stevilom 5 isti
ostanek. To v matematiki zapiSemo kot

= n=2g+h (mod>5).

Na podoben nac¢in dobimo

PRESEK 40 (2012/2013) 5
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%

= n=2g +h' (mod>5).

Zaradi 2g + h < 4in2g' '+ h' <4 veljag = g’ in
h="n'.

Oznacimo z ny = (n—-(2g +h)) /5. Stevilo n;
je naravno Stevilo, saj je (n — (2g + h)) deljivo s 5.
Ponovno lahko dobimo

= n; = f (mod 2)inn; = f (mod 2).

Kerje f <1lin f' <1,velja f = f'.

S podobnimi razmisleki pokaZzemo, da je a = a’,
b=b,c=c,d=d ine = ¢e'. Torej s pozreSno
metodo za evrske kovance vrnemo vedno najmanjSe
mozno Stevilo kovancev.

Pravilna resitev v vsakem primeru

Kako bi izra¢unali optimalno reSitev za primer s po-
ljubnimi vrednostmi kovancev? Eden od nacinov je,
da se problema lotimo s pristopom deli in vladaj. Ta
pristop k reSevanju problemov je bil v Preseku Ze
opisan (Presek 4, 2009/2010). Bistvo pristopa je, da
nalogo danega problema razdelimo na manjSe na-
loge istega problema, ki jih obiCajno resimo rekur-
zivno.

Primer. Recimo, da Zelimo s kovanci vrednosti {1, 2,
5,10,20} (v centih) vrniti 30 centov. Seveda bi radi
ponovno vrnili najmanjSe mozno Stevilo kovancev.
Oznacimo z minKovancev(n) najmanjSe Stevilo ko-
vancev za izplacano vrednost n. ISCemo torej
minKovancev(30). NajmanjSe mozno Stevilo kovan-
cev izraCunamo tako, da izberemo najmanjso izmed
naslednjih reSitev:

= 1 + minKovancev(29) (Ce je v resitvi kovanec
vrednosti 1),

= 1 + minKovancev(28) (Ce je v reSitvi kovanec
vrednosti 2),

1 + minKovancev(25) (Ce je v resitvi kovanec
vrednosti 5),

= 1 + minKovancev(20) (Ce je v resSitvi kovanec
vrednosti 10) in

= 1 + minKovancev(10) (Ce je v reSitvi kovanec

vrednosti 20).

Vrednosti minKovancev(29), minKovancev(28),
minKovancev(25), minKovancev(20) in minKovan-
cev(10) izracunamo na enak nacin, torej rekurzivno.
Ustavitveni pogoj rekurzivnega klica je znesek 0, saj
zanj ne vrnemo nobenega kovanca.

Kako smo v prejSnjem primeru razmisljali? Naj
bo n znesek, ki ga vracamo. Predpostavimo, da iz-
beremo kovanec vrednosti k, torej smo vrnili en ko-
vanec, moramo jih Se vrniti toliko, kot jih vrnemo za
znesek n — k. Za znesek 0 je reSitev, da ne vrnemo
nobenega kovanca. Postopek bi lahko zapisali, kot je
prikazano v algoritmu 1.

Algoritem 1: minKovancev(n)

Vhod: znesek n, vrednosti kovancev
kovanci

Izhod: najmanjse stevilo kovancev za
izplacilo zneska n

if n =0 then
‘ return 0
end
v 4— 00
for all k£ iz mnoZice kovanci, kjer
je k <n do
6 | v < min{v, minKovanci(n — k) + 1}
7 end
8 return v

(S

Rekurzivna reSitev seveda ni ucinkovita, saj pogo-
sto veckrat ra¢una reSitev za iste vrednosti zneskov.
Temu se lahko izognemo tako, da si reSitve za Ze
izraCunane vrednosti shranimo. Algoritem najprej
preveri, e je Zelena resitev Ze bila izracunana. Ce je
bila, uporabi shranjeno vrednost, sicer jo izraCuna.
Torej v algoritmu potrebujemo polje, v katero si za
vse vrednosti od 0 do n shranimo reSitev, ko je le-ta
znana. Na ta nacin dobimo ucinkovitejsi algoritem,
ki je zapisan z algoritmom 2. V algoritmu 2 predpo-
stavimo, da je vrednost shranjeneVrednosti[0] = 0.

Preverite sami, da za primer zneska 7 in vrednosti
kovancev {1, 3,4,5} dobimo optimalno resitev, ki je
pri poZreSni metodi nismo dobili. Razmislite tudi,
kako bi prilagodili predstavljeno reSitev, ce bi Ze-
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Algoritem 1: minKovancev(n)

Krizne vsote

Vhod: znesek n, vrednosti kovancev

kovanci

Izhod: najmanjse stevilo kovancev za vy
izplacilo zneska n - Naloga reSevalca je, da izpolni bele kvadratke s
Stevkami od 1 do 9, tako, da je vsota Stevk v zapore-
if shranjeneVrednosti[n| ni prazno then dnih belih kvadratkih po vrsticah in stolpcih enaka
return shranjeneVrednosti|n| Stevily, ki je zapisano v ¢rnem kvadratku na zacetku
end vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem pa mo-
V 4 00 rajo biti vse Stevke v posamezni vrstici (stolpcu) raz-

for all k£ iz mnoZice kovanci, kjer je k <mn licne.
v «— min{v, minKovanci(n — k) + 1}

end

shranjeneVrednostijn| = v

return v

© 00 N0 Uk W N

leli poleg Stevila vrnjenih kovancev vedeti Se, katere
kovance izberemo. Predstavljeni problem lahko Se
bolj zaostrimo, saj smo do sedaj predpostavljali, da
imamo kovancev vsake vrednosti dovolj na zalogi.
Razmislite, kako bi se spremenil algoritem, ¢e imeli
podatek, koliko kovancev posamezne vrednosti ima-
mo na razpolago.

X XX

NN
RESITEV POISCI MINE
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Venec

2R 2R\ 2
ALES MOHORIC

- Slika prikazuje zanimiv pojav venca - korone ok-
rog Sonca, ko se na obla¢nih delcih vidijo raznobarv-
ni krogi. Ta pojav imenujemo tudi iridescenca (be-
seda izhaja iz grSke besede za mavrico - iris). Tako
poimenujemo vsak pojav, ko telesa spreminjajo svo-
jo barvo, odvisno od kota, pod katerim jih opazu-
jemo. Slika je bila posneta na relativno jasen, sonc¢en
dan. Sonce je zastiral le tanek, koprenast oblak, naj-
verjetneje iz drobnih kapljic. To, da so bile v oblaku
kapljice in ne kristalcki, sodimo po tem, da je bil
oblak sorazmerno nizko - zagotovo precej niZje od
sledi letal na sliki. Pri oblaku so zanimivi tudi drobni
pasovi na levi strani slike. Taka struktura nastane
zaradi valovanja zraka v smeri gor-dol, pri Cemer se
ob dviganju zrak adiabatno ohlaja (oblak), pri spu-
SCanju pa ogreva (ni oblaka).

Raznobarvne lise (iridescenca) nastanejo zaradi
uklona svetlobe na kapljicah. Barve se najlepSe vi-
dijo, kadar je oblak tanek (pri debelih oblakih so zato
obarvani samo njihovi robovi) in ko so kapljice, ki
ga sestavljajo, priblizno enakih velikosti. Iridescenca
lahko nastane tudi dalec stran od Sonca; kadar pa je
v njegovi blizini, pojav imenujemo korona. Za na-
stanek mavricnih barv poskrbi uklon svetlobe na ka-
pljicah, ki tvorijo oblak. Kako vemo, da gre za uklon
in ne morda za lom kot pri mavrici ali haloju? Ra-
dij korone je majhen - mavrica ali halo nikakor ne
moreta biti tako majhna (premer haloja npr. vidimo
pod priblizno tolikSnim kotom, kot ga oklepata ko-
nec palca in mezinca, ki ju opazujemo na razSirjeni
dlani iztegnjene roke). Barvne lise so urejene v koro-
narne obroce okoli Sonca, kadar so kapljice pribliZno
enako velike. Korono najlazje in najbolj varno opa-
zujemo, Ce neposredno soncevo svetlobo zastira kak
predmet (v primeru na sliki je to Zleb gorske koce).

Najsvetlejsi pas svetlobe okoli Sonca, ki ima rdec-
kast rob, je avreola ali sij. ObkroZa jo ve¢ mavric-
nih lokov korone. Korono lahko opazimo tudi po-
noci okoli Lune. Vcasih nastane korona tudi na kri-
stal¢kih, kadar so ti zelo majhni in po obliki dokaj
okrogli, kar se lahko primeri ob hitrem zmrzovanju

SLIKA 1.
(Foto: Tina Ogrinc)

podhlajenih kapljic pri zelo nizkih temperaturah.
Vec¢ pojasnil najde zainteresiran bralec v ¢lanku

Coronas and Iridescence in Mountain Wave Clouds

Over Northeastern Colorado, Paul J. Neiman in Jo-

seph A. Shaw, American Meteorological Society, ok-

tober 2003, 1373-1386.

X X X
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POPRAVEK 1Z PRE]§N]E STEVILKE
PRESEKA

V prejsSnji Stevilki Preseka, je na strani 6 zapisano
Stevilo Tt s 40 decimalkami. Tiskarski Skrat je dve

decimalki zamenjal. Bralci, poiScite kateri!
X X X
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