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Predgovor

Diferencialne enac¢be so pomemben del matematike, so pa nepogresljive tudi v Stevilnih
drugih vedah, naj omenim samo fiziko, ekonomijo in biologijo. Zato s tega podrocja ob-
staja ze ogromno ucbenikov in zbirk nalog. Ta zbirka je nastala po vajah iz diferencialnih
enacb, ki sem jih izvajal na programu Prakti¢na matematika na Fakulteti za matematiko
in fiziko Univerze v Ljubljani. Skozi izvajanje pa se je izkazalo, da ni taka tezava usvojiti
receptur, tezava pa je diferencialne enacbe resevati matematic¢no korektno. Za ta namen
je treba najprej rigorozno definirati pojme in ni vselej ocitno, kako to storiti. Zatakne se
ze pri pojmu splosne resitve diferencialne enacbe.

Namen te zbirke je poleg nalog prinesti v na$§ prostor tudi nekaj predlogov, kako
diferencialne enacbe obravnavati na korekten nac¢in. Se zlasti v prvem delu drugega
poglavja so primeri izbrani tako, da se pokaze, na kaksne tezave naletimo in kako jih
resimo. Vesel bom, ¢e bodo resitve, predstavljene tukaj, prisle prav Se kateremu drugemu
izvajalcu.

V Ljubljani, junija 2018

Martin Raic¢
martin.raic@fmf.uni-1j.si
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1. Uvod

Pojem diferencialne enacbe. Razli¢ni koncepti resitve diferencialne ena¢be. Obstoj in enoli¢nost
reSitev.

Navadna diferencialna enacba reda n je enacba, v kateri je neznanka
funkcija y = h(z) in je oblike:

F(:I;7 y’ y/7 y”? AR 7y(n)) = O'

Klasi¢na resitev tovrstne enacbe na dani neprazni odprti mnozici je funkcija,
ki je n-krat zvezno odvedljiva in zadoSc¢a dani enacbi.

1. Pri katerih a in b funkcija:

resi diferencialno enac¢bo y' = xy?
2. Dana je diferencialna enac¢ba 22%y” — 72y’ + 9y = 0.

a) Za katere \ je funkcija y = 2* klasi¢na regitev te diferencialne enacbe na
(0,00)7

b) Poiscite ¢im veé klasi¢nih resitev na (0, 00), na (—o0,0) in na R.
3. Dana je diferencialna enacba 3% = 4y.
a) PoiS¢ite vse polinome stopnje dve ali manj, ki resijo to enacbo. Narisite!

b) Poiscite Se ¢im ve¢ drugih resitev te enacbe.

V nalogah od 4. do 6. poiscite diferencialno enacbo, katere resitev je dana druzina funkcij.

6. y =acosx + bsinzx.
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2. Enacbe prvega reda

Enacbe z loc¢ljivima spremenljivkama. Homogena enacba. Linearna enacba. Bernoullijeva
enacba. Eksaktna enacba. Riccatijeva enacba. Uporaba v fiziki.

Diferencialne enacbe prvega reda z loc¢ljivima spremenljivkama so
tiste, ki se dajo prevesti na obliko:

f(z)dz = g(y)dy. (*)

Tako enacbo lahko resimo tako, da obe strani integriramo: c¢e sta F in G
primitivni funkciji funkcij f in g, vse klasi¢ne resitve, definirane na odprtih
intervalih, zadoscajo zvezi:

F(z)+C=G(y).

Natancneje, za vsako klasi¢no resitev y = h(x) enacbe (x), definirano na nekem
intervalu, obstaja taka konstanta C, da povsod na tem intervalu velja F'(x) +

C = G(h(z)).

1. Dana je diferencialna enacba 3y’ = €Y.

a) Pois¢ite vse klasi¢ne resitve te enac¢be, definirane na odprtih intervalih.

b) Med resitvami iz prej$nje tocke poiscéite partikularno resitev, ki zadosc¢a zace-
tnemu pogoju y(0) = 1. Poisc¢ite tudi maksimalni odprti interval, na katerem
je definirana ta partikularna resitev.

2. Poiscite vse klasi¢ne resitve diferencialne enacbe 3y’ = —2zy?, definirane na odprtih
intervalih.

3. Poiscite vse klasi¢ne resitve diferencialne enacbe x2y’ = 32, definirane na odprtih
intervalih.

Splosna resitev diferencialne enacbe je druzina klasicnih resitev te enacbe,
iz katerih lahko sestavimo vse klasicne resitve enacbe.

Za enacbo n-tega reda to pomeni, da za vsako klasi¢no resitev h in vsako tocko
o v njenem definicijskem obmocdju obstaja funkcija g; iz te druzine, ki se v
levi limiti pri xg ujema s h tako v vrednosti kot tudi v prvih n odvodih, prav
tako pa tudi funkcija gp iz te druzine, ki se na ta nacin ujema s h v desni limiti.

Ob navajanju splosne resitve se dogovorimo, da funkcije zozimo na mnozico
tock, kjer so n-krat zvezno odvedljive.

Lahko se omejimo le na dolocen pogoj na .y, vy, . ..,y".
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Prikljucitev tocke

Naj bo a < xyp < b. Vsaka klasi¢na reSitev enacbe prvega
reda, definirana na (a,b), je zvezno odvedljiv zlepek neke
klasi¢ne resitve na (a, xq) in neke klasi¢ne resitve na (xo, b).
Splosna resitev enacbe pri pogoju (z,y) € E, kjer je E C
R? odprta mnozica, se ujema s splosno resitvijo pri pogoju
(x,y) € E,x # xy.

4. Pois¢ite splogno resitev diferencialne enacbe xy’ = y2.

5. Poiscite klasi¢no resitev diferencialne enacbe 2zy = y, za katero je y(—4) = —4
in je definirana na maksimalnem moznem odprtem intervalu. Dokazite, da je taka
resitev ena sama.

Globalni eksistencni izrek za enacbe prvega reda

Dana naj bo zac¢etna naloga:

y,:f<x7y)a y(Io) = Yo,

kjer je f: (a,b) x (c,d) — R ter zy € (a,b) in yo € (c,d). Funkcija f naj bo
zvezna v x.

Privzemimo, da je (c,d) = R in da je f Lipschitzeva' v y, t. j. obstaja taka
konstanta L, da za vse x € (a,b) in vse y,z € (¢,d) velja |f(z,y) — f(z,2)| <
Lly — z|. Tedaj ima dana zacetna naloga natanko eno klasi¢no resitev za
x € (a,b).

Brz ko je f parcialno odvedljiva po y, je f Lipschitzeva v y natanko tedaj, ko
je parcialni odvod f, omejen.

6. Dana je diferencialna enacba (1 + z2)y’ = z|y|.
a) Preverite, da poljubna zacetna naloga za to enacbo izpolnjuje pogoje global-
nega eksistencnega izreka za r € R in y € R.

b) Poiscite klasi¢ne resitve, ki zados¢ajo zacetnim pogojem y(0) =1, y(0) =0 in
y(0) = -1.
c) Poiscite vse klasi¢ne resitve te enacbe, definirane na odprtih intervalih.

'Rudolf Lipschitz (1832-1903), nemski matematik
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Picardova? iteracija

Zacetna naloga:

y, = f(m,y) ) y(fbo) =Y

je ekvivalentna integralski enacbi:

Y = Yo +/ f(ty(t))de.
zo
Le-to lahko resimo iterativno:

ho = o, Png1 = ho +/ f(t, hn(t)) dt.

o

Iskana resitev y je limita funkcij h,,.

7. S pomocjo Picardove iteracije resite diferencialno enac¢bo vy = y — x pri zacetnem
pogoju y(0) = 2.

Lokalni eksistencni izrek za enacbe prvega reda
Spet naj bo dana zacetna naloga:

y,:f<x7y)7 y(x()) =%,

kjer je f: (a,b) x (¢,d) = R ter xy € (a,b) in yo € (c¢,d), funkcija f pa zvezna
V.

Privzemimo, da je f lokalno Lipschitzeva v y, t. j. za poljubna z; € (a,b)
in y; € (c,d) obstajajo taka intervala (ay,by) in (c1,d;) in taka konstanta L,
da je 1 € (a,b), y1 € (c,d) ter da za vse x € (ay,by) In vse y,z € (c1,dy)
velja |f(xz,y) — f(x,z)| < Lly — z|. Tedaj ima dana zacetna naloga najvec
eno klasic¢no resitev za x € (a,b), obstaja pa tudi tak interval (a*,b*), da je
x € (a*,b*) in ima naloga resitev za x € (a*,b*).

Brz ko je f parcialno odvedljiva po y in parcialni odvod zvezen v obeh spre-
menljivkah, je f tudi lokalno Lipschitzeva v y.

8. Dana je diferencialna enacba 3y’ = 1.
a) Preverite, ali so izpolnjeni pogoji globalnega eksistencnega izreka za x € R in
y € R.

b) Resite enac¢bo pri zafetnem pogoju y(0) = 1. Pois¢ite maksimalni odprt inter-
val, na katerem je definirana resitev.

2Charles Emile Picard (1856-1941), francoski matematik
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9.

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

Dana je diferencialna enac¢ba 3y’ = yIny.

a) Preverite, ali so izpolnjeni pogoji globalnega eksisten¢nega izreka za x € R in
y € R.

b) Resite enacbo pri zacetnem pogoju y(0) = a, kjer je a > 0. Kje so definirane
resitve?

Pois¢ite ¢im veé klasi¢nih resitev enacbe y’ = 4%/, definiranih na odprtih intervalih.
Komentirajte!

Pois¢ite ¢im veé klasi¢nih resitev enacbe y’ = y'/3, definiranih na odprtih intervalih.
Komentirajte!

Dana je diferencialna enac¢ba xy’ = 3y.

a) PoiS¢ite njeno splosno resitev.

b) Poiscite vse klasi¢ne resitve, definirane na celi realni osi, za katere je y(—1) = 0.

Poenostavitev izrazov z logaritmi

Ce je stran enacbe z loenima spremenljivkama, na kateri je odvisna spremen-
ljivka, oblike % dy, lahko le-to integriramo v In % (in potem seveda na drugi
strani ne piSemo aditivne konstante). Na tem koraku je seveda C' # 0, cesto

pa se izkaze, da koncna resitev vsebuje tudi primer, ko je C' = 0.

Nato izrazimo odvisno spremenljivko. Na vsakem intervalu, kjer funkcija f
nima nicel, lahko druzino funkcij C|h(z)|, kjer je C' pretece mnozico, simetriéno
okoli izhodis¢a, nadomestimo kar z druzino funkcij C f(z).

Poiscite vse klasi¢ne resitve enacbe 3’ = xy, definirane na odprtih intervalih.

Resite zadetno nalogo y? = zyy’ +9, y(2) = —1. Pois¢ite tudi maksimalni interval,
na katerem je resitev definirana.

Pivo, ki ga vzamemo iz hladilnika, se z zacetne temperature 4°C v 10 minutah ogreje
na 7°C. Temperatura v sobi je 25°C. Koliksna bo temperatura piva 20 minutah
potem, ko ga damo iz hladilnika?

100-litrski kotel je poln vode s temperaturo 10°C. Vanj s pretokom 11/s tece topla
voda s temperaturo 30°C in se idealno mesa, odve¢na voda pa se poliva Cez rob.
Koliksna bo temperatura vode ¢ez eno minuto?

Zvone naro¢i eno veliko pivo (pol litra). Ko mu ga prinesejo, je to pivo v vréku
s polmerom 4 cm in ima temperaturo 6°C. Zunanja temperatura je 32°C. Zvone
pocasi in enakomerno srka pivo, tako da ga spije v pol ure.

Pivo se segreva:
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18.

19.

20.

21.

e premosorazmerno z razliko med svojo trenutno temperaturo in temperaturo
okolice;

® premosorazmerno S svojo povrsino;

e obratnosorazmerno s svojo prostornino.

Privzamemo, da ima pivo ves ¢as obliko valja z danim polmerom in visino, ki s
¢asom linearno pada, in da idealno prevaja temperaturo.

Na zacetku se pivo segreva s hitrostjo 0°3 stopinje na minuto. Koliksna bo njegova
temperatura, ko ga bo Zvone spil devet desetin?

Namig: ¢e s t oznac¢imo cas, s T' temperaturo, s h pa visino piva, zapisite h kot
funkcijo ¢ in d7'/dt kot funkcijo h.

Spreminjanje velikosti populacije pri omejenih naravnih virih. Populacija ima ob
Casu t velikost x. Stopnja razmnozevanja je enaka r(1 — x/L), kjer r odslikuje
fertilnost, 1 — /L pa faktor upora okolja — L je ravnovesna velikost populacije.
Dobimo Verhulstovo oz. logisticno enacbo:

dr ;2

=)

Resite to enacbo pri zacetnem pogoju x(0) = xo.

Ortogonalne trajektorije

Ortogonalne trajektorije na druzino krivulj, dolocene z diferencialno enacbo:

F(z,y,y") =0,

doloca diferencialna enacba:

Poiscite ortogonalne trajektorije na druZino krivulj y = Cz3.

Linearna diferencialna enacba je tista, ki se da zapisati v obliki:

Y +qlx)y =r(x).

Ce poznamo eno resitev y = h(x), lahko preostale is¢emo v obliki y =
h(z) + z.

Poiscite splosno resitev diferencialne enacbe xy’ — 3y = .

Namig: ena od resitev je linearna funkcija.
Poiscite splosno resitev diferencialne enacbe (1 — )%/ + (1 —z)y + 1 = 0.
Namig: resitev iscite kot Taylorjevo vrsto okoli izhodisca.

Opomba: to je primer Frobeniusove metode — glej 5. razdelek.
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22.

Ce ne poznamo nobene resitve linearne diferencialne enacbe, jo lahko resimo
tudi tako, da najprej poisc¢emo resitev homogenega dela enacbe:

Yy +q(x)yg = 0.

ki se da vedno zapisati v obliki yy = C h(x), kjer je C' konstanta. Resitev iz-
virne enacbe nato iS¢emo z variacijo konstante, kar pomeni, da jo nastavimo
v obliki y = h(x) z, kjer je z zdaj funkcija.

Ce torej poznamo eno netrivialno resitev y = h(x) homogenega dela enacbe,
lahko resitve izvirne enacbe iS¢emo v obliki y = h(z) z.

Poiséite reSitev diferencialne enacbe:
(e"+ 1)y +e"y=e"—1,

ki gre skozi izhodisce.

Bernoullijeva® diferencialna enacba je tista, ki se da zapisati v obliki:

(e}

Y +q(x)y =r(x)y”.

Enacbo lahko prevedemo na linearno, ¢e uvedemo:
=y, Z=(1-a)y %y .

Pred tem se splaca deliti z y*. A pozor: c¢e je a > 0, pri deljenju izgubimo
resitve z niclami.
e Ceje0 < a < 1, lahko vse resitve z ni¢lami sestavimo iz preostalih in jih
ni treba vkljuciti v splosno resitev. Resitev y = 0 dobimo kot ogrinjaco.
o Ce je a > 1, za vsako klasicno resitev, definirano na odprtem intervalu,
velja, da je bodisi povsod enaka ni¢ bodisi ni nikjer enaka ni¢. Resitev
y = 0 dobimo kot limito reSitev deljene enacbe in jo je treba vkljuciti v
splosno resitev.

23. Poiscite splosno resitev diferencialne enacbe 3y’ + 2y = (1 +3 ez)y4.

24. Poiscite splosno resitev diferencialne enacbe xy’ + 3y = ¥y sin .

25. Poiscite ortogonalne trajektorije na druzino kroznic:

P+ (y—a)P=d*; ack.

Narisitel!

3Jakob Bernoulli (1655-1705), §vicarski matematik

10
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26.

27.

28.

Riccatijeva? diferencialna enaéba ima obliko:

Y =plx)+q(z)y+r(z)y”.

Ta enacba se v splosnem ne da resiti v kvadraturah, t. j. z integrali. Ce pa
poznamo eno resitev y = h(x), lahko preostale nastavimo v obliki:

y:h(a:)—i—a.

Tako se enacba prevede na linearno.

Poiscite splosno resitev diferencialne enacbe:

2
y'=x2y2+—4.
T

Namig: za primerna a in p funkcija y = az? resi enacbo.

Homogena diferencialna enacba je tista, ki je oblike:

r-5(2)

« y . v
Ce v tako enacbo uvedemo z = =, jo prevedemo na enacbo z
x

locljivima spremenljivkama.

Poiscite partikularno resitev diferencialne enacbe:

Y

wd—yzwwg,

ki zadoSca zacetnemu pogoju y(3) = 87, skupaj z maksimalnim odprtim intervalom,
kjer je definirana.

Pois¢ite splosno resitev diferencialne enacbe (y* — 2zy) dz + 22 dy = 0.

4Jacopo Francesco Riccati (1676-1754), italijanski matematik
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29.

30.

Diferencialna enacba, zapisana v obliki:

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

oF oF
je eksaktna, ce obstaja taka funkcija F', da je M = £ in N = £
€ Y
Splosna resitev enacbe je potem F(x,y) = C.
. . o . . ON OM
Diferencialna enacba je eksaktna natanko tedaj, ko velja Friair
T Y

Funkciji F' pravimo prvi integral enacbe in jo lahko iS¢emo kot nedoloceni
integral:

F@mz/M@wmzm@w+mw=

_ / N(z,y)dy = Fy(x,y) + B(x):

funkcije Fy, F,, A in B nastavimo tako, da se izraza ujemata.

Dokazite, da je diferencialna enacba:
(22° —y)dz = (z +y) dy

eksaktna, in jo resite.

Integracijski multiplikator

Vsaka diferencialna enacbo prvega reda postane eksaktna, ¢e jo pomnozimo
s primerno funkcijo. Tej funkciji pravimo integracijski multiplikator. V splo-
Snem je sicer iskanje integracijskega multiplikatorja prav tako zahtevna naloga
kot iskanje resitve same diferencialne enacbe, vcasih pa se da za multiplikator

uganiti nastavek.

Poiscite splosno resitev diferencialne enacbe:

X

x
3In(z +y) + —— | dz + dy =0.
( ne+y) $+y) ) Yy Y

T +

12

Namig: enacba postane eksaktna, ¢e jo pomnozite s primerno potenco dolo¢ene

spremenljivke.
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3. Posebne linearne enacbe visjih redov

Znizanje reda. Enacba s konstantnimi koeficienti. Euler—Cauchyjeva enacba.

Znizanje reda, ¢e manjka odvisna spremenljivka

Ce je y odvisna spremenljivka v diferencialni enac¢bi, ki ne
vsebuje y,y', ...,y "', lahko enac¢hi znizamo red z uvedbo
nove odvisne spremenljivke z = y(").

1. Poiscite splogno resitev diferencialne enacbe z?y"” = (y”)%.

2. Stiroporno kroglo z maso m = 10 g izstrelimo navpi¢no v zrak s hitrostjo 100 m/s.
Zrac¢ni upor povzroca silo, ki je enaka cv?, kjer je v hitrost krogle in
c=2-10"%Ns?/m?. Seveda pa na kroglo deluje e sila teze mg, kjer je g = 10 m/s%.
Po koliksnem c¢asu krogla doseze najvisjo toc¢ko in kolik$no visino doseze? Kako pa
bi bilo, ¢e ne bi bilo zra¢nega upora?

Znizanje reda, ¢e manjka neodvisna spremenljivka

Ce diferencialna enacba ne vsebuje neodvisne spremenljivke
x, ji lahko prav tako znizamo red z uvedbo nove spremen-
ljiivke v = y/. Enacba se namrec da prevesti na diferencialno
enacbo za funkcijsko zvezo med y iny' = v, saj se tudi visji
odvodi dajo izraziti zgolj s tema dvema spremenljivkama,
na primer:
,,_dv_dv dy_vdv
Y "4 dyde  dy

3. Homogena vrv, zvita v klob¢i¢ na robu mize, se za¢ne odvijati navzdol. Opisite
dinamiko tega odvijanja.
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Linearna diferencialna enacba poljubnega reda

Diferencialna enacba reda n je linearna, ce je oblike:
an () Y™ + ana (1) y" Y 4 b an(2) Y+ ag(w) y = bla).

Privzamemo, da so funkcije a,, ..., aq,b zvezne.

Enacba je homogena, ce je b = 0. Mnozica resitev take enacbe na dolocenem
odprtem intervalu, kjer a, nima nicel, se izraza v obliki:

Funkcije hq, ..., h, tvorijo bazo prostora resitev.

V splosnem se taka enacba ne da resiti v kvadraturah. A ¢e poznamo eno
resitev pripadajoce homogene enacbe, denimo y = h(x), lahko enacbi znizamo
red z uvedbo nove odvisne spremenljivke z = y/h(x).

Tehni¢no gledano, ¢e poznamo eno resitev, enac¢bi Se ne znizamo reda, jo pa prevedemo na enacbo, ki ne vsebuje eksplicitno odvisne spremen-
ljivke in se ji zato da znizati red.

4. Poiscite splosno resitev diferencialne enacbe:
(2 + )y — 2+ 1)y +2y=0.

Namig: ena od resitev je oblike y = xP.

Homogena linearna DE s konstantnimi koeficienti

Resitev enacbe:

any™ + an_y™ Y+ Fay Fagy =0, (%)

kjer so ay, ..., a, konstante, poiS¢emo s pomocjo karakteristicne enacbe:
ap AN+ ap AN a A+ ag=0. ()
Ce ima enacba (x%) same enostavne resitve Ay, ..., \,, so vse klasi¢ne resitve

enacbe (x), definirane na odprtih intervalih, oblike:

y:C’le’\lx+026)‘2x+---—l—C’ne’\"I.

V nalogah od 5. do 12. poiscite splosno reSitev dane diferencialne enacbe.

5.y —y —2y=0.

6. v +2y =0.
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10.
11.

12.

Veckratne nicle karakteristicnega polinoma

Pri veckratnih resitvah mnozimo z x, dokler ne dobimo dovolj neodvisnih resi-
tev: Ce je torej A r-kratna resitev, iz nje dobimo clene oblike:

(Co + Cll' + -+ Or_ll'r_l)@)\x .

y" + 6y + 9y = 0.

. y///+3y//+3y/+y:0.

oy =2y — 4y + 8y = 0.

Kompleksne nicle karakteristicnega polinoma

Clene, dobljene iz (konjugirano) kompleksnih resitev, spremenimo v trigonome-
trijo, npr. Oy e @7 1., (=A% se spremeni v C e® cos( ) +Cs e sin(Bx).

y" + 2y + 5y =0.
y@ + 6y" + 9y = 0.

y(5) o 3y(4) 4 4y/// . 4y// + 3y/ —y = 0.

Nastavki za nehomogeno enacbo s konstantnimi koeficienti
(brez trigonometrije)

Resitev enacbe s konstantnimi koeficienti:
any(") + an,ly("fl) + -+ a1y + apy = P(x) e,

kjer je P polinom, iS¢emo v obliki y = yy + yp, kjer je yy resitev homogenega
dela enacbe in yp = x" P(x) e*®, kjer je P polinom, ki je iste stopnje kot P, r
pa je veckratnost nicle o v karakteristicni enacbi.

V nalogah od 13. do 17. poiscite splosno resitev dane diferencialne enacbe.

13. ¢ — o — 2y = 2%

14. y// - 2y/ 4 y = e?a} + €—2w.

15. y" — 5y + 6y = e**.

16. v + 4y + 4y = €*® + 722,

15
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17.
18.

Nastavki za nehomogeno enacbo s konstantnimi koeficienti
(s trigonometrijo)

Resitev enacbe s konstantnimi koeficienti:
any(n) + an_ly(”_l) 4+ .4 aly/ + agy = e® (P(x) COS(B.T) + Q(ﬂf) sm(ﬂx)) X

kjer sta P in () polinoma, is¢emo v obliki y = yg + yp, kjer je yg resitev
homogenega dela enacbe in:

yp = x" e (]5(3;) cos(fz) + Q(x) sin(fz))

kjer se maksimalna stopnja polinomov P in ) ujema z maksimalno stopnjo po-
linomov P in ), r pa je veckratnost nicle a+ (i oziroma o — (3t v karakteristi¢ni
enacbi.

y" + 4y + 3y = sin .

v’ + 9y = x sin(3z).

Homogena Euler’~Cauchyjeva® diferencialna enac¢ba
Resitev enacbe:

anxny(n) + an,lxnfly("fl) 4+ .. 4 alg;y/ + agy = 0, (*)

kjer so ay, ..., a, konstante, poiS¢emo s pomocjo karakteristicne enacbe:
apAA=1) - A=n+1)+a, 1 AA=1) - (A=n+2)+---+a;A+ap = 0. (xx)

Ce ima enacba (xx) same enostavne resitve Ay, ..., \,, so pri x > 0 vse klasi¢ne
resitve (x), definirane na odprtih intervalih, oblike:

y=CraM +Coa™ + -+ Cpa™.

Pri veckratnih resitvah mnozimo z Inx: ce je recimo A r-kratna resitev, iz nje
dobimo clene oblike:

(Co+Cilnz+ -+ Cry(lnz) Y2zt

Poleg tega pa c¢lene, dobljene iz (konjugirano) kompleksnih resitev, spremenimo
v trigonometrijo, npr. C;z*# + Cy 2% P se spremeni v C} 2 cos(BInz) +
Cyz®sin(fInz).

Klasic¢ne resitve pri x < 0 dobimo tako, da x zamenjamo z —x. SploSno resitev
dobimo tako, da x zamenjamo z |x|. V doloc¢enih ¢lenih menjava morda ni
potrebna.

POZOR: pri x = 0 pogoji eksistenc¢nega izreka niso izpolnjeni!

16
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19. Dana je diferencialna enacba 22%y” — 72y’ + 9y = 0. Poiséite njeno splosno resitev
in vse klasi¢ne resitve, definirane na celi realni osi.

20. Dana je diferencialna enacba z?y” = 2y.

a) PoiS¢ite njeno splo$no resitev.

b) Obravnavajte zacetno nalogo z y(0) = a, y'(0) = b v odvisnosti od «a in b.

21. Poiscite tisto resitev diferencialne enacbe 2%y” — 3xy’ 4+ 4y = 0, ki zados¢a zacetnima
pogojema y(—1) =11in ¢/(—1) = 0.

22. Pois¢ite splogno resitev diferencialne enacbe 22y” — xy’ + 10y = 0.
23. Poiscite tisto resitev diferencialne enacbe 42%y” — 8xy’ + 5y = 0, ki zadosca:

a) zaCetnemu pogoju y(—1) =1, ¢/(—1) = 0;
b) zadetnemu pogoju y(—1) =2, y/(—1) = —5.

V obeh primerih zapisite resitev na maksimalnem definicijskem obmocju.

Nastavki za nehomogeno Euler—-Cauchyjevo enacbo

Resitev enacbe:

anxny(n) + Cln_ll'n_ly(n_l) + .4+ alxy/ + apy = ¢ (P(III ZL’) COS(ﬂ In ZE)+
+ Q(Inx) sin(f In x)) ,

kjer sta P in () polinoma, iS¢emo v obliki y = yg + yp, kjer je yy resitev
homogenega dela enacbe in:

yp = (Inx)" xa(f’(lnx) cos(fInx) + Q(Inz) sin(f1nz)),

kjer se maksimalna stopnja polinomov P in Q ujema z maksimalno stopnjo po-
linomov P in @), r pa je veckratnost nicle o+ (i oziroma «— 31 v karakteristicni
enacbi.

«

Za x < 0 moramo morda x® zamenjati z (—x)* ali |z|*, Inz pa moramo

zamenjati z In(—x) ali In|z|.

V 24. in 25. nalogi poiscite splosno resitev dane diferencialne enacbe.
24. 2%y" — 4xy + 6y = Inx.

25. x%y" — 3ay’ + 4y = 2*

Leonhard Euler (1707-1783), $vicarski matematik
6 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), francoski matematik
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Variacija konstant pri linearnih DE visjih redov
., hy, baza resitev homogenega dela enacbe:

C’e je hl, hg, .
an () Y™ + ap 1 (2) y" Y + - an(2) Y+ ao(x) y = b(x),

resitev izvirne enac¢be nastavimo v obliki y = hy(x)z1 + -+ + h,(x) z,, kjer

., Zn zadoscajo enacbam:

I
o

funkcije z, . .
hi(x) 2y + - - + hp(2) 2,

1
. z'
sin 5

26. Poiscite splo$no resitev diferencialne enacbe 4y” +y =
27. Poiscite splosno resitev diferencialne enacbe zy” — 2zy/ + 2y = T
x J—
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4.

Sistemi diferencialnih enacb

19

Resevanje s pomodjo lastnih in korenskih vektorjev ter diagonalizacije. Variacija konstant. Fazni

portreti.

Linearni sistemi s konstantnimi koeficienti

Sistem diferencialnih enach:

yi = f1($7y17y2a"'7yn)
yé = f2<x7y17y27"'7yn)

Y, = fol®,y1,92, - Un)

N

lahko interpretiramo kot vektorsko enacbo ' = f(x,¥y). Homogen linearni sis-
tem lahko zapiSemo v obliki y' = A(x)Yy, kjer je A matri¢na funkcija. Splosna
resitev takega sistema se izraza v obliki:

—

¥ = Cihi(z) + Coha(z) + - + Cphn(z),

kjer so ﬁl, e ,ﬁn linearno neodvisne resitve.

Sistem ima konstantne koeficiente, ée je A konstantna matrika. Ce je v lastni
vektor matrike A za lastno vrednost \, je y = e U resitev danega sistema.
Za linearno neodvisne lastne vektorje dobimo linearno neodvisne resitve. Ce
se torej matrika A da diagonalizirati, lahko na ta nacin dobimo vse resitve

danega sistema.

V nalogah od 1. do 12. pois¢ite splosno resitev danega sistema linearnih enac¢b. Ce gre za
sistem dveh enacb z dvema neznanima funkcijama, narisite Se fazni portret.

1.

vy =21 + 3y,

Yy = 341 + 20

Y = —2y1 + 2y,

Yo =11 — 3ys.

Yy = =31+ Y2,

Yo = —4y1 + 2y .

Yy =2y1 — Y2 — Y3,
Yy = —Y1 +2y2 — U3,
Y3 = —y1 — Y2+ 2y3.

Y1 =Y+ 2y2,
Yo = 3y1 + 6ys .
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10.

11.

Kompleksne lastne vrednosti

Pri kompleksnih lastnih vrednostih dobimo realne bazne
resitve tako, da iz vsakega konjugiranega para izberemo
eno lastno vrednost, nakar vzamemo realni in imaginarni
del pripadajoce bazne resitve.

?/’1 =4y, — 3y2,
Yy = 3y1 + 4ys .

Yy = —4y1 + 3y2,
Yy = —6y1 + 2y .

Y1 =291 — Y2,
1/525311—23/2-

Resevanje sistemov pri korenskih vektorjih

V splosnem se matrika A ne da diagonalizirati. V tem primeru za cel prostor
potrebujemo lastne in korenske vektorje. Le-te lahko uredimo v verige:

N A-)N A-AT A-NI . A-XN A-)I
Umtr — 7 Um+r—1 T ? Umt2 — 7 Umyl —7 0

(V.1 je lastni vektor, preostali vektorji pa so korenski). Iz take verige dobimo
naslednje linearno neodvisne resitve:

Ax —
€ Um+1,

e (?m+2 + ﬁm—i—l) )

2
\x N [N T N
e Um+3+xvm+2+§vm+1 )

1'2 xrfl
\x N N — —
€ Um+r+xvm+r71+§Um+r72+"'+ Uerl) .

Y1 = =21+ y2,
Yo = —y1 —4ys.
y; = 4y1 + 16y2,
yzz—y1—4y2.
Y1 =Y+ 2y2 + y3,

Yy = —8y1 — Yy2 — 3y3,
yé = 12y1 + 12y2 + 3y3 .

20
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12, 4 = —2y; + y2 + 3y,
Yh = —2ys + 5ys3,
yé = —2y3.

Splosni sistemi diferencialnih enac¢b

Splosni sistem diferencialnih enacb lahko zapisemo v vektorski obliki Yy =
F(z, z) Ce vektorska funkcija F' ni odvisna od z, t. j. ¢e lahko zapisemo kar
y' = F(¥y), pravimo, da je sistem avtonomen.

Tocka 7 je ravnovesna, ¢e je F(y) = 0. V ravnovesni tocki sistem miruje,
podobno kot homogen linearni sistem v izhodiséu. Ze pri slednjih smo videli,
da imajo ravnovesne tocke razlicne stopnje stabilnosti.

Naj bo F gladka vektorska funkcija in naj bo Yo ravnovesna tocka. Privze-
mimo, da ima Jacobijeva matrika DF (Y) vse realne komponente lastnih vre-
dnosti razlicne od nic. Hartmiln7—(}robmanov8 izrek pravi, da je tedaj
mozno obnasanje sistema ' = F'(y) okoli 3o homeomorfno preslikati na ob-
nasanje sistema z' = (DF (o)) % okoli izhodis¢a. Z drugimi besedami, sistem
se obnasa podobno kot ustrezen homogen linearni sistem.

V nalogah od 13. do 15. poiscite ravnovesne tocke. Pri vsaki premislite, ali lahko
uporabimo Hartman—Grobmanov izrek, in skicirajte fazni portret sistema.

3. i =uyi(1 —wy1) — 1y2,
Yy = y2(1 — 1)
14. y,l =1Y2,
Yy =i + Y5 — Y1
15. ¢ = Q?J% — 3192

Yy = 212 + 23 .
Namig: pretvorite v polarne koordinate.

"Philip Hartman (1915-2015), amerigki matematik
8David Matvejevi¢ Grobman (1922-1998), ruski matematik in fizik, pionir rac¢unalnitva v Sovjetski
zvezi
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Variacija konstant pri nehomogenih linearnih sistemih

Resitev nehomogenega sistema linearnih diferencialnih enacb:
V' = A0y + b()

lahko pois¢emo s pomocjo splosne resitve pripadajocega homogenega sistema
Yy = A(z)yn. Naj se le-ta izraza v obliki:

—

Tr(z) = C1 hi(z) + Co ha(z) + -+ + Cp hnlz) = H(z) T,

kjer je:
Ch
N N IR N 02
H(z) = [hl(x) hao(x) hn(I)] in C=1|,
Cy

Matriki H(x) pravimo matrika Wronskega®.

)

Tedaj se resitev danega nehomogenega sistema izraza v obliki y = H(z)Z
kjer vektorska funkcija z resi sistem:

H(z)Z = b(z).

16. Poiscite splosno resitev sistema:

Y= 21ty +e ",
Yo = —1h — 4ys.

Resevanje nehomogenih linearnih sistemov
s pomocjo diagonalizacije

Kadar se da matrika sistema diagonalizirati, se splaca to izkoristiti. Ce je
namre¢ A = PDP™!, se sistem §' = Ay + b(z) s substitucijama y = PZ in
b(x) = Pw(x) prevede na sistem z' = DZ + w(x). Prednost tega je namrec,
da je potrebno resiti le sistem linearnih enacb s Stevilskimi in ne s funkcijskimi
koeficienti.

17. Poiscite splosno resitev sistema:

Vi =2y1 — Yo —ys + €,
Yo = —Y1 +2y2 — Y3,
Yy = —y1 — Y2 + 23 .

22

9J6zef Maria Hoene-Wroniski, rojen kot Josef Hoéné (1776-1853), poljski filozof, matematik, fizik,
izumitelj, pravnik in ekonomist
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5. Resevanje diferencialnih enacb s potenc¢nimi vr-
stami

Frobeniusova metoda. Besselove funkcije.

Frobeniusova!'’ metoda pomeni, da resitev diferencialne enacbe nastavimo
kot potencno vrsto okoli doloc¢ene tocke x.

Ce je zy regularna tocka homogene linearne diferencialne enacbe:

P (2)y"™ + P (2) Yy + - po(2) Y+ pi(@) Y 4 po(z) y =0,

kar pomeni, da je p,,(zo) # 0, koeficienti p; pa so funkcije, ki se dajo razviti
v klasi¢ne potencne vrste okoli x(, ki v dolocenih okolicah konvergirajo, lahko
tudi resitev nastavimo kot klasicno potencno vrsto:

Y= ch(x — )" .

n=0

Opomba. Funkcija, ki se da razviti v klasi¢no poten¢no vrsto, ki v doloceni okolici
konvergira, se da v neki kompleksni okolici razsiriti do holomorfne funkcije. Tovrstne
enacbe je zelo naravno gledati v kompleksnem.

V nalogah od 1. do 6. poiscite splosno resitev diferencialne enacbe. Vzemite xq = 0.

L (14 2%)y" + 4oy + 2y = 0.

0Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917), nemski matematik
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Koordinatno izhodisce je pravilna singularna tocka homogene diferencialne
enacbe, ce lahko le-to zapisemo v obliki:

T'm-1(7) y(m=1)
T

() () ro(x)

Tm(T) y(m) + o

x
kjer je r,,(0) # 0, koeficienti r; pa so funkcije, ki se dajo razviti v klasi¢ne po-
tencne vrste okoli izhodisca, ki v dolocenih okolicah konvergirajo. PosploSitev
na razvoj okoli poljubne tocke x( je premocrtna.

Ce enacbo pomnozimo z x™:
", (x) y(m) + xmflrm,l(:c) y(mfl) +tar(x)y +rolx)y =0,

vidimo, da jo lahko gledamo kot posplositev Euler—Cauchyjeve enacbe.

Pri pravilnih singularnih toc¢kah lahko prav tako izhajamo iz nastavka:
Yy = Z Cn " )

a z naslednjimi prilagoditvami:

e Sumacija ne gre nujno pon = 0,1,2, ..., temvec pon = A, A\+1,A\+2, ..,
kjer je izhodi$¢ni eksponent A realno stevilo (torej ne nujno celo). Raje
torej nastavimo:

Z ]+)\
=0

e Morda je treba dodati Se ¢lene, ki vsebujejo faktorje Inz, (Inx)?,
o (Inz)m™1.
Tak nastavek velja za x > 0. Resitve za x < 0 lahko dobimo tako, da ¢; 27+*
zamenjamo z (—1)7¢; (—z)’**, Inx pa z In(—xz).

Oznacimo:
Dy = ™ (@) y™ + 2" (1) YT (@) y o)y

Zay = Z cn " velja:

n

Dy = Z [fo(k) e+ fi(k) et + fo(k) cpo + - _]xk’
k
kjer so koeficienti fy, f1,... polinomi stopnje najve¢ m.

Polinom fy je stopnje m in mu pravimo karakteristi¢ni polinom. Njegove
nicle so mozni izhodis¢ni eksponenti \.

24
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Pri iskanju splosne resitve se bomo omejili na enacbe drugega reda, t. j. m = 2.
Splosno resitev take enacbe tvorijo linearne kombinacije y = k1 hy(z)+kg ho(z).

Naj bosta \; in Ay nicli karakteristicnega polinoma f.

Ce razlika A, — \s ni celo Stevilo, lahko bazni funkciji h, in hs izberemo neod-
visno, in sicer v obliki:

o0 [e.e]
hy(z) = Z c1 AR ho(z) = Z Coj g2
=0 j=0

kjer izberemo c; g, c29 # 0.

Alternativna moznost izracuna splosne resitve je, da izracunamo le hy, nakar
enacbi znizamo red s substitucijo y = hi(x) z.

Az — 6xy’ + (x +6)y = 0.

Ce je razlika A\, — Ay celo $tevilo, brez skode za splosnost privzemimo, da je
A1 > A\o. Izkaze se, da lahko tedaj bazni resitvi iscemo v obliki:

o
hy(z) = Z o AR
j=0

ho(z) = Ahy(z)Inx + ZCQJ 2t (1> 0).

j=0

Ce je \; > \o, izberemo €10, C2,0 7 0 In postavimo c y,—», = 0.
Ce je \\ = \o, izberemo c10,A # 0 in postavimo cz 9 = 0.

Tudi tu se lahko posluzimo alternativne moznosti izracuna splosne resitve, da

izracunamo le hy, nakar enacbi znizamo red s substitucijo y(x) = hy(z) z.

(1 —2)y +z(z—2)y +2y = 0.
cxy”" + 2y —axy = 0.
(2 =22)y — (22— 2)y + (22 — 2)y = 0.

(2 =322+ 22)y" + 2(2* =3z + 1)y — 2y = 0.

25
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Besseloval!! diferencialna enac¢ba:

x2y” —f-Iy, + (I2 . VQ)y =0
ima za v ¢ 7 splosno regitev:

Yy = 01 JV(CL') + OQ J_V(ZL’) s

resitev izrazimo v obliki:

y=0C1J,(z) +Cy Y, (x),

kjer so Y, Besselove funkcije druge vrste.

kjer so J, Besselove funkcije prve vrste. Za v € 7 pa to ne zajame vseh
resitev, saj v tem primeru velja J_,(x) = (—1)"J,(x). Tedaj lahko splosno

26

7. Zapigite splosno resitev diferencialne enacbe 422y” + 4xy’' + (2 — 55)y = 0. Omejite

se na primer, ko je z > 0.

Namig: uvedite x = t2.

8. ZapiSite splosno resitev diferencialne enacbe xy” + 5y + xy = 0.
Namig: uvedite u = 22%y.

9. Poiscite linearno diferencialno enacbo drugega reda, katere splosna resitev je enaka:

y = 4 Jg/g(l’) + Oy J,3/2(:E)

T

HFriedrich Wilhelm Bessel (1784-1846), nemski astronom, matematik, fizik in geodet
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1. Uvod

1. Odvajamo:
2
y = 2abx e

in dobimo, da je funkcija resitev natanko tedaj, ko je bodisi b = 1/2 in a poljuben
bodisi @ = 0 in b poljuben. Prva moznost:

2
:aex/Z

zajema vse resitve predpisane oblike.
Opomba: kasneje bomo videli, da ta druzina resitev zajema vse klasi¢ne resitve,
definirane na odprtih intervalih: glej 13. nalogo iz 2. razdelka.

2. a) Vstavimo v enacbo in dobimo 2A\(A — 1)z* — TAz* + 92* = 0. To je res za vse
x> 0, samo Ce je 2\ — 9\ + 9 =0, torej za A = 3/2 in A\ = 3.
b) Na (0, 00) so klasi¢ne resitve vse funkcije oblike y = Cy zv/z + Cy 2.
Na (—o0, 0) so klasi¢ne resitve vse funkcije oblike y = Cy xv/—x + Cy 3.

Na R so klasi¢ne resitve vse funkcije oblike y = Co2®. Funkcij y = x\/x in y =
xy/—x namrec za x = 0 ni mozno razsiriti do dvakrat zvezno odvedljive funkcije.

Klasi¢ne resitve na R pa so tudi funkcije:

[yt ;2 <0,
y= Cia® ;2>0,

kjer sta Cy in Cy poljubni realni stevili.
3. a) Nastavimo y = az? + bz + ¢ in izra¢unamo:
vy = 2ax +0b, y? = 4a*2? + dabx + 4b* .

Izenac¢imo s 4y = 4dax? + 4bx + ¢ ter dobimo a* — a, ab = b in ¢ = b*>/4. Dobimo dve
moznosti:

e a =1, b poljuben, ¢ = b*/4. Dobimo funkcijo y = (z + %)2
e a = b= c=0. Dobimo funkcijo y = 0.
Slika:
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b) Se nekaj resitev:

Y
Y
*y
*y

® Y =

(
0

{
{

—p)?
0
(z —q)?
(z —p)?

0
(z —p)?
0

(x —q)?

r<gq
T >q

r<p
rT>p

r<p

i p<x<gq

Y

|

29

Izkaze se, da ima vsaka klasi¢na resitev, definirana na odprtem intervalu, eno izmed

teh oblik.
4. v = —12.
5 yy// — y/2
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2. Enacbe prvega reda

1. a) V diferencialni obliki se enacba glasi:

ay_,
dx
in po loc¢itvi spremenljivk dobimo:
e Vdy =dzx,
kar se zintegrira v:
—eV=x+0C,

kjer je C' konstanta: slednje mora veljati za vsako klasi¢no resitev, definirano na
odprtem intervalu. Izrazimo y in dobimo:

y=—In(—z—-C).

Vsaka klasi¢na resitev dane diferencialne enacbe, definirana na odprtem intervalu,
je zozitev katere od zgornjih funkcij na ta interval.

b) Priz = 0 in y = 1 dobimo C' = —1/e, torej partikularno resitev y = —In (% —z).
Maksimalni interval, na katerem je definirana, je (—oo 1).

‘e

2. a) V diferencialni obliki se enac¢ba glasi:

dy
—Z — 9792
dx vy
in po locitvi spremenljivk dobimo:
d
—‘g = —2xdx,
Y

Pri tem smo delili z 2. To pomeni, da bomo morali resitve, pri katerih je v dolo¢eni
tocki y = 0 (z drugimi besedami, imajo vsaj eno ni¢lo) obravnavati posebej.

A najprej se posvetimo glavnini problema — enacbi z lo¢enima spremenljvkama. Ta
se zintegrira v:

1
—=2*+C
Y
oziroma:
B 1
V=2 +C

Dobljene funkcije so vse brez nicel. Obravnavajmo sedaj Se resitve z niclami. Opa-
zimo, da je y = 0 klasi¢na reSitev dane enacbe. To pa je tudi edina resitev, ki
ima nicle: pokazali bomo, da ni klasi¢ne resitve y = h(x), ki bi bila definirana na
dolo¢enem odprtem intervalu [ ter bi bila v doloc¢eni tocki enaka ni¢, v doloceni pa
ne bi bila ni¢. Ce bi bilo to res, bi namreé¢ obstajal tudi odprt interval J C I, na
katerem funkcija h ne bi bila enaka ni¢, v dolo¢enem krajis¢u xg, ki bi bilo v I, pa
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bi bila enaka ni¢. Toda na celotnem intervalu J bi se morala funkcija h ujemati s
katero od funkcij y = ﬁ, te pa niso nikjer enake ni¢. Torej limita funkcije h, ko
bi Sel argument iz J proti xg, ne bi bila enaka ni¢. Glede na to, da je h(zg) = 0, pa
je to v nasprotju z zveznostjo, torej h ne bi bila klasi¢na resSitev dane enacbe.

Sklep: vse klasi¢ne resitve, definirane na odprtih intervalih, so zozitve katere od
funkcij:

y:m; C eR ali y:O

3. a) V diferencialni obliki se enacba glasi:

?dy
de Y
in po locitvi spremenljivk dobimo:
dy dx
vt

Pri tem smo delili z 22 in y?, kar pomeni, da bomo morali resitve, pri katerih je v

doloceni tocki x = 0 ali y = 0, obravnavati posebe;j.

A najprej se posvetimo glavnini problema — enacbi z lo¢enima spremenljvkama. Ta
se zintegrira v:

1
——=-24C
T

oziroma: .

1-Cz’

Vsaka klasi¢na resitev dane enacbe, definirana na odprtem intervalu, ki ne vsebuje
izhodisca, in ki je brez nicel, je te oblike.

y:

Oglejmo si zdaj vse resitve, definirane na odprtih intervalih, ki ne vsebujejo izho-
disca. Najprej opazimo, da je y = 0 reSitev enacbe. Ker limita nobene od funkcij
Yy = —1-c., ko gre x proti tocki, ki ni enaka ni¢, ni enaka ni¢, so vse klasi¢ne resi-
tve dane enacbe, definirane na intervalih, ki ne vsebujejo izhodisc¢a, zozitve ene od
funkcij:

y=— ; CeR ali y=0.

x
1-Cx
Oglejmo si Se klasicne resitve, definirane na odprtih intervalih, ki vsebujejo izhodisce,
torej na intervalih oblike (a,b), kjer je a < 0 < b. Po prejsnjem za a < = < 0
velja y = h_(x), kjer je bodisi h_(xz) = 0 bodisi obstaja taka konstanta C_, da

je ho(zr) = —7F—. Podobno za 0 < x < b velja y = hy(z), kjer je bodisi
hy(z) = 0 bodisi obstaja taka konstanta C', da je h, (z) = —1¢5- Funkciji iy in

h_ se dasta v vsakem primeru razsiriti do zvezno odvedljivih funkcij okoli izhodisca.
Ce Zelimo, da je y klasi¢na resitev, torej zvezno odvedljiva funkcija, se morata v
izhodisc¢u ujemati tako funkciji Ay in h_ kot tudi njuna odvoda. Funkciji h, in h_
sta v izhodiS¢u v vsakem primeru obe enaki ni¢, odvod funkcije y = — 175 pa je v
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izhodiscu vedno enak —1 — ne glede na konstanto C'. Torej bosta morali biti bodisi

obe funkciji enaki 0 bodisi bosta morali biti obe oblike y = ——5-. Klasi¢ne resitve,

definirane na odprtih intervalih, ki vsebujejo izhodisce, so torej oblike:

_) T TSV 0 0 eR ali =0
Y= _12 Le>0 +, C_ € ali y=0.
=

4. a) V diferencialni obliki se enacba glasi:

z dy 2
@ Y
x
in po locitvi spremenljivk dobimo:
dy dx
v

Pri tem smo delili z z in y?. Ker is¢emo le splosno resitev, deljenje z x ni tezava,
pozornost pa bomo morali posvetiti primeru, ko je y = 0.

A najprej se posvetimo glavnini problema — enacbi z lo¢enima spremenljvkama. Ta
se zintegrira v:

1
——=lnlz|+C
Y

oziroma: .

Y7 x|+ C
Vsaka klasi¢na resitev, definirana na odprtem intervalu, ki ne vsebuje izhodisc¢a, in

ki nima nicel, je te oblike.

Oglejmo si zdaj vse resitve, definirane na odprtih intervalih, ki ne vsebujejo izho-
disc¢a. Najprej opazimo, da je y = 0 reSitev enacbe. Ker limita nobene od funkcij
y = —m, ko gre x proti tocki, ki ni enaka ni¢, ni enaka ni¢, so vse klasi¢ne
resitve dane enacbe, definirane na intervalih, ki ne vsebujejo izhodisca, zozitve ene
od funkcij:

1
; CeR ali y=0.

Vo

To je tudi splosna resitev dane enacbe.

5. V diferencialni obliki se enacba glasi:

dy
20— =1
:Ed:c y

Spremenljivki lahko lo¢imo, e delimo z z in y. Ce se torej omejimo na obmodje,
kjer je x # 0 in y # 0, je izvirna enacba ekvivalentna enacbi:

24y _ de

Yy i
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ki se zintegrira v:
2Inly| =Injz| + C,

kjer je C konstanta: slednje mora veljati za vsako klasi¢no resitev, ki je definirana na
odprtem intervalu, ki je vsebovan v (—o0,0), in ki nima nicel. Iz zaCetnega pogoja
dobimo C' = In4. Izrazimo y in dobimo:

y = £2/|x].
Spet upostevamo zacetni pogoj in definicijsko obmocje. Tako dobimo:
y=—-2v—-x.

Vsaka klasicna resitev dane enacbe skupaj z zaCetnim pogojem je na vsakem odpr-
tem intervalu J C (—o0,0), ki vsebuje —4 in kjer nima nicel, enaka zgornji funkeciji.
Ker pa zgornja funkcija v nobeni tocki iz (—oo, 0) nima limite ni¢, to pomeni tudi,
da je vsaka klasi¢na resitev dane enacbe skupaj z zacetnim pogojem, definirana na
(—00,0), enaka zgornji funkciji.

Vzemimo sedaj poljubno klasi¢no resitev, ki je definirana na nekem odprtem inter-
valu J in izpolnjuje zacetni pogoj. Pokazimo, da J ne more vsebovati izhodisca.
Ce bi, bi vseboval tudi interval (—4,0), kjer pa bi moralo biti y = —2y/—x, torej
y' = 1/y/—x. Slednja funkcija pa se ne da zvezno razsiriti v 0.

Ce je torej J interval, na katerem je definirana dolo¢ena klasi¢na resitev, ki izpolnjuje
zacetni pogoj, mora biti J C (—oo,0), resitev pa mora biti oblike y = —2v/—x. Brz
ko J ni celoten interval (—oo,0), to ni maksimalni interval, saj se da resitev razsiriti
na (—oo,0). Edina mozZnost je torej funkcija y = —21/—z, definirana na (—o0, 0).

6. a) Enacbo prepiSemo v obliki y' = f(z,y), kjer je f(z,y) = =57 |y|. Funkcija f je
ocitno zvezna v x. S preprosto analizo funkcije ene spremenljivke vidimo, da za vse
7 € R velja | 25| < L. Torej je | f(x,y) — f(z,2)| < bllyl — 21| < 3(lyl - |2]), kar
pomeni, da je f res lokalno Lipschitzeva. Pogoji izreka so torej izpolnjeni.

b) Enacbo zapiSemo v diferencialni obliki in lo¢imo spremenlljivki:

dy
yl  1+a?

Pri tem smo sicer delili z y, a izkaze se, da nam eksistenc¢ni izrek pomaga premostiti
to tezavo. Lotimo se najprej prvega zaCetnega pogoja y(0) = 1. Velja y(0) > 0.
Recimo, da je povsod y > 0. Tedaj se enacba zintegrira v:

Iny=1In(1+2%)+C.
Ce vstavimo = 0 in y = 1, dobimo C = 0. Re§imo na y in dobimo resitev:

y=vV1+z2.

Zaradi enolicnosti je to edina klasicna reSitev dane enacbe pri zacetnem pogoju
y(0) = 1. Eksisten¢ni izrek nam pove, da mora biti povsod y > 0, zato primera, ko
je y =0, pri tem zacetnem pogoju ni treba posebej obravnavati.
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Podobno obravnavamo enac¢bo pri za¢etnem pogoju y(0) = —1. Recimo, da je
povsod y < 0. Tedaj dobi enacba obliko:

dy x
Ty T Trae
kar se zintegrira v:
In(—y) = —3In(1+2%) + C.
Ce vstavimo z = 0 in y = —1, dobimo C' = 0. Re$imo na y in dobimo resitev:
B 1
SRRVl
Zaradi enoli¢nosti v eksistenc¢nem izreku je to edina klasi¢na resitev, za katero je
y(0) = —1.
Pri zacetnem pogoju y(0) = 0 pa uganemo resitev y = 0. Spet zaradi enoli¢nosti v
eksistenc¢nem izreku je to edina resitev.

c) Po locitvi spremenljivk in integraciji dobimo, da so vse klasi¢ne resitve, kjer je

povsod y > 0, oblike:
y=eV1i+a22: CeR

ali ekvivalentno:

y=Avli+z2; A>0.

Nadalje so vse klasic¢ne resitve, kjer je povsod y < 0, oblike:

c
e
=———; (CeR
Y V1422
ali ekvivalentno: 4
A>0.

RVl
Naj bo zdaj y = h(x) poljubna klasi¢na resitev, definirana na odprtem intervalu.
Vzemimo tocko z iz tega intervala in naj bo yo = h(xo). Tedaj je y tudi resitev
ustrezne zacetne naloge. Ce je yo > 0, ima ta zacetna naloga resitev:

in funkcija h se mora povsod, kjer je definirana, ujemati s to resitvijo. Ce je yo < 0,
ima ta zaCetna naloga resitev:

in funkcija h se mora spet povsod, kjer je definirana, ujemati s to resitvijo. Ce pa
je yo = 0, mora biti povsod h(z) = 0. Vse klasi¢ne resitve dane enacbe, definirane
na odprtih intervalih, so torej oblike:

. A
y:A\/1+x2 ali y:—\/ﬁ, A>0

ali pay = 0.
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7. Na podlagi prvih nekaj priblizkov:

h()(w) =2 s

.732

x t2 :L.Q x?)
hg(:zr):2—|—/ 242t ———t )| dt =242+ — — —,
; 2 2 6

2

2

’ U & 2?2 2 a2t
h =2 242+ ————t)dt=2+2 —_— - =
3() +/0(+ t3 -5 ) +2+ -
postavimo domnevo, da za n = 2,3,4, ... velja:
n xk a:k‘H
ho(x) =242 i
(x) + :L‘-F;kﬂ 1)

Domnevo preverimo tako, da izracunamo:

T x ntk tn+1
2+/ hnt —tdt:2+/ 24+ 2t + —_— —— —t | dt =
(i =2 [ (24200 35 - )

ZE2 n $k+1 xn+2
— 24 2+ — — —
- “2*%(/@“)! (n+2)

nt+l g xn+2

T
—o oy Lo T
kZQk:! (n+2)!

= hn+1 (27) .

Resitev enacbe pa je:

ok
. x X
:nll_>r£10hn(:1:):2+2x+zgzl+x+e )
k=2

8. a) Pogoji globalnega eksisten¢nega izreka niso izpolnjeni, saj za f(x,y) = y? velja
fy(z,y) = 2y, kar ni omejena funkcija. Pa¢ pa so izpolnjeni pogoji lokalnega eksis-
tenc¢nega izreka.

b) Loé¢imo spremenljivki:
dy
Y2
Pri locitvi spremenljivk smo delili z ¢, a ponovno se izkaze, da nas moznosti, ko je
y = 0, resi eksistencni izrek. Integriramo:

dx .

1
—=z+C,
)
vstavimo z = 0, y = 1 in dobimo C' = —1. Torej je:
1
y =
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10.

klasi¢na reSitev, definirana na intervalu (—oo,1). Ker enacba izpolnjuje pogoje
lokalnega eksistencnega izreka, je to edina resSitev na tem intervalu. Te reSitve ni
mozno (kot zvezno odvedljive funkcije) razsiriti na noben vedji interval: dobljeni
interval je maksimalen.

a) Pogoji globalnega eksistenc¢nega izreka niso izpolnjeni, saj za f(x,y) = ylny velja
fy(z,y) = Iny + 1, kar ni omejena funkcija. Pac¢ pa so izpolnjeni pogoji lokalnega
eksistenc¢nega izreka.
b) Lo¢imo spremenljivki:

dy

=dx
ylny

in integriramo:
In|lhy|l=2+C.

Zaenkrat smo privzeli, da je Iny # 0, torej y # 1. Za Iny > 0, torej y > 1, dobimo
Inlny = z + C. Ce vstavimo z = 0 in y = a, kjer je @ > 1, dobimo C' = Inlna.
Vstavimo v enac¢bo, antilogaritmiramo in dobimo y = a*". Podobno za Iny < 0,
torej y < 1, dobimo In(—1Iny) = x + C. Ce vstavimo z = 0 in y = a, kjer je a < 1,
dobimo C' = In(—1Ina). Vstavimo v enacbo, antilogaritmiramo in spet dobimo
Yy =a .

Dokazali smo torej, da ima zadetna naloga za a # 1 resitev y = a® . To brez tezav
preverimo tudi pri @ = 1. Resitve so torej definirane globalno, na celi realni osi,
Ceprav pogoji globalnega eksistencnega izreka niso izpolnjeni.

Ker so izpolnjeni pogoji lokalnega eksistencnega izreka, velja enoli¢nost — ta ve-
lja globalno. Torej je y = a" vselej edina klasi¢na resitev dane zacetne naloge,
definirana na odprtem intervalu, ki vsebuje izhodisce.

Po lo¢itvi spremenljivk dobimo 3~%?dy = dz, kar se zintegrira v 3y'/3 = 2 + C

oziroma: 3
[+ C
Yy = 3 .

Te funkcije imajo ni¢lo in glede na to, da smo delili z y, moramo to preveriti posebe;j.
Ni tezko preveriti, da so to res resitve enacbe, niso pa edine. Se nekaj resitev:

o y=10

_ ;=< q

* V= (9" s z>¢q
«y— (2=2)° e <p
0 ;T =D

(52)" sw<p
o y= 0 p<x<gq
(9)° s 2>q
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11.

12.

Izkaze se, da ima vsaka klasi¢na resitev, definirana na odprtem intervalu, eno izmed
teh oblik.

Nobena zacetna naloga za to enacbo torej nima enolicne resitve. To se lahko zgodi
zato, ker pogoji lokalnega eksisten¢nega izreka tu niso izpolnjeni — funkcija f(z,y) =
y*/3 v okolici mnozice y = 0 ni Lipschitzeva.

Po lo¢itvi spremenljivk dobimo y~/3dy = dz, kar se zintegrira v 3y*3 = 2 + C

oziroma: 3/2
2 C

Te resitve so definirane za x > —C', vendar jih je mozno Se podaljsati v:

0 < —C
— 3/2
Y i(@) x> —C'.

Tudi y = 0 je resitev enacbe. Izkaze se, da ima vsaka klasi¢na resitev, definirana na
odprtem intervalu, eno izmed teh oblik.

Ce predpisemo zacetni pogoj y(ro) = yo, ima torej pri yo # 0 zaCetna naloga
enoli¢no resitev, pri iy # 0 pa je nima. To se lahko zgodi zato, ker pogoji lokalnega
eksisten¢énega izreka tu niso izpolnjeni — funkcija f(z,y) = y'/* v okolici mnozice
y = 0 ni Lipschitzeva.

a) Tudi pri tej enacbi lahko lo¢imo spremenljivke:

dy 3dz
y

a pri tem smo delili z z in y. Ce gledamo le splo$no resitev, lahko primer, ko je
x = 0, na koncu preprosto priklju¢imo, posebej pa bo treba obravnavati primer, ko
jey=0.
A najprej se posvetimo glavnini problema — enacbi z lo¢enima spremenljvkama. Ta
se zintegrira v:

Injy| =3In|z|+ C.

3ln|z|+C 3ln|z|+C

Dobimo dve druzini resitev: y = e iny = —e , pri ¢emer C' pretece
R. To je ekvivalentno y = ¢|z|® in y = —e“|z|®. To pa lahko parametriziramo
tudi v obliki y = A|z|3, pri demer A pretece R\ {0}. To so torej klasi¢ne resitve
enacbe na vsakem odprtem intervalu, ki ne vsebuje izhodisca in ki so brez nicel.
Parametrizacijo lahko poenostavimo kar v y = Ax® — po potrebi A zamenjamo z

—A.

Zdaj pa se lotimo primera, ko ima klasi¢na resitev y nic¢le. Opazimo, da je y = 0
klasi¢na resitev. Z drugimi besedami, klasi¢nim resitvam lahko dodamo primer, ko
je A = 0. Potem pa velja, da, brz ko ima klasi¢na resitev kaksno niclo, ta resitev
in resitev y = 0 izpolnjujeta isti zacetni pogoj. A ker enacba izpolnjuje pogoje
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13.

14.

lokalnega eksistencnega izreka, se morata resitvi ujemati. Vsaka klasi¢na resitev je
torej bodisi povsod enaka ni¢ bodisi povsod razlicna od nic.

Vse klasi¢ne regitve na intervalih, ki ne vsebujejo izhodiséa, so torej oblike y = Ax3,
kjer je A € R. Te tvorijo tudi splosno resitev za primer, ko je x # 0. Ker lahko
izolirane tocke priklju¢imo, tvorijo splosno resitev tudi za x € R.

b) Vsaka klasi¢na resitev, definirana na celi realni osi, je na (—o0,0) oblike y = A3,
na (0,00) pa oblike y = Asz3. Iz zadetnega pogoja sledi, da je A; = 0. Iz zveznosti
sledi, da mora biti resitev oblike:

_ 0 <0

Y= 43 x>0,
Vse te funkcije so zvezno odvedljive in vemo ze, da zadoSc¢ajo dani diferencialni
enachi tako za x < 0 kot tudi za = > 0. Posebej preverimo, da ji zadosc¢ajo tudi za

r = 0 (tam je tako y = 0 kot tudi ¢ = 0). Torej so vse te funkcije (za vse A € R)
tudi klasicne resitve dane enacbe in so edine, ki izpolnjujejo dani zacetni pogoj.

Po locitvi spremenljivk dobimo:

d

Y rde.

)
Pri tem smo delili z y, kar pomeni, da bomo morali primer, ko je y = 0, obrav-
navati posebej. A zaenkrat se posvetimo enacbi z lo¢enima spremenljivkama, ki jo
zintegriramo v:

mZ -2
c 2
Antilogaritmiramo in dobimo y = C e**/2,

Dobili smo, da so vse resitve, kjer je ves ¢as y # 0, oblike y = C e /2, Funkcija

y = 0 pa je prav tako resitev enacbe, torej lahko resitvam dodamo primer, ko je
C=0.

S tem smo zajeli vse klasi¢ne resitve, definirane na odprtih intervalih. Brz ko ima
namre¢ klasi¢na resitev kaksno niclo, ta reSitev in resitev y = 0 izpolnjujeta isti
zacetni pogoj. A ker enacba izpolnjuje pogoje lokalnega eksistenc¢nega izreka, se
morata resitvi ujemati. Vsaka klasicna reSitev je torej bodisi povsod enaka nic¢
bodisi povsod razli¢na od nic.

Da lo¢imo spremenljivke, moramo deliti z z in y* — 9:

ydy _ de

-9 oz
Regitve, kjer je v doloceni tocki bodisi z = 0 bodisi 4> — 9 = 0, torej y = £3, bomo
torej morali obravnavati posebej. Opazimo, da je leva stran, pomnozena z 2, oblike
g () /g9(y), kjer je g(y) = y*> — 9. Torej lahko enac¢bo integriramo v:
Y =9
C

In =2lIn|z|.
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15.

16.

Obrnemo in dobimo:
y? —9=Clz|* = O2?.

Resitev dobimo tudi pri C' = 0 in vse klasi¢ne resitve prvotne enacbe, definirane na
odprtih intervalih, ki ne vsebujejo izhodis¢a, so te oblike. Ce je namre¢ y klasi¢na
resitev dane enacbe, je spremenljivka z = y? — 9 resitev enacbe 2/ = %Z, ta pa na od-
prtih intervalih, ki ne vsebujejo izhodisca, izpolnjuje pogoje lokalnega eksistencnega
izreka. Brz ko je torej z v neki tocki enak ni¢, mora biti povsod enak nic.

Izrazimo y in dobimo:

y==+vVCx?2+9.

Tudi vsi zvezno odvedljivi zlepki zgornjih funkcij okoli nicle so take oblike, zato
so take oblike tudi vse klasi¢ne reSitve prvotne enacbe, definirane na kakrsnih koli
odprtih intevalih. Zacetni pogoj nam da —1 = —/4C' + 9 oziroma C' = —2. Iskana

resitev je torej:
y=-—Vv9— 21?2,

maksimalni interval, na katerem je definirana, pa je (—%5, %5)

Naj bo T'(t) temperatura piva po t preteGenih minutah. Iz fizikalnih eksperimentov
vemo, da se temperatura 1" spreminja v skladu z diferencialno enacbo:

dT
— =k(T -1y),

3 = K )

kjer je Ty = 25°C temperatura sobe. Po lo¢itvi spremenljivk dobimo:

dT
T -1

= kdt,

kar se zintegrira v:
T —T,

C
ozitoma T = T,+C ek, 1z T(0) = Ty = 4°C in T'(t;) = T} = 7°C, kjer je t; = 10min,
tako po nekaj racunanja dobimo:

=kt

In

ﬂ—ﬂym

10~ 7. (0~ 1) (F

in posledi¢no 7(20 min) = 9°6°C.

Oznacimo z V = 1001 volumen posode, s Ty = 10°C zacetno temperaturo vode v
posodi, s T, = 30°C temperaturo vode, ki priteka v posodo, in s & = 11/s pretok
vode v posodo. Nadalje naj bo T" temperatura vode v posodi ob danem casu t.

V infinitezimalno majhnem casu dt¢ pritece v posodo ® dt¢ vode s temperaturo 75,
iztece pa prav tako ® dt vode s temperaturo, za katero lahko privzamemo, da ima
temperaturo T' (za strogo utemeljitev tega privzetka glej spodaj; resitev se sicer Steje
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kot popolna tudi brez te utemeljitve). Tako se zmesa V' — & dt vode s temperaturo
T in ®dt vode s temperaturo 7;,. MeSanica ima temperaturo:

(V—@MT+®&%_JWX%—TW

dt
V V ’

od koder dobimo diferencialno enacbo:

(IL‘_iT)¢

dT" =
%

dt. (%)

Po locitvi spremenljivk dobimo:

kar se zintegrira v:

oziroma:
T = Tp—i-C'e_q’t/V.

Ker je temperatura ob ¢asu ¢t = 0 enaka Tp, je C' = Ty — T;,. Odvisnost temperature
od casa je tako dolocena s formulo:

T=T,+ (Ty—T,) e *".

Ko vstavimo konkretne Stevilke iz naloge, dobimo, da temperatura po eni minuti
znasa priblizno 19°C.

Stroga izpeljava diferencialne enaébe (x): Oglejmo si, kakSna zveza mora veljati med temperaturama ob ¢asih t; in tg, kjer
je t1 < ta. V tem Casovnem intervalu v posodo pritece ®(t2 — t1) vode s temperaturo T}, odtece pa prav toliko vode, ki pa ima
temperaturo nekje med T'(t1) in Tp.

V ¢asovnem intervalu od t; do t2 z novo vodo pride v posodo cpTp,®(ta — t1) toplotne energije, kjer je ¢ specificna toplota, p pa
gostota vode. Obenem pa posodo zapusti med cpT'(t1)®(t2 — t1) in cpTpP(t2 — t1) toplote. Ce s Q(t) oznac¢imo toplotno energijo
vode v posodi ob ¢asu t, dobimo, da Q(t2) — Q(t1) lezi med 0 in cp(T(t1) — Tp)®(ta — t1), torej je:

[Q(t2) — Q(t1)| < ep(T(t1) — Tp) ®(t2 — t1),

od koder sledi, da je:

[T (t2) — T(t1)] < k(t1)(t2 — t1), ()
kjer je k(t) := |T'(t) — Tp|®/V.
Zgornja ocena je Se premalo natancna, da bi lahko iz nje izpeljali diferencialno enac¢bo (*). Vseeno pa iz nje dobimo, da je T'(t), z

njo pa tudi k(t) na vsakem omejenem intervalu omejena funkcija.

Da dobimo diferencialno ena¢bo (), bo potrebno zgornji premislek narediti Se enkrat, pri ¢emer pa bomo grobo oceno za temperaturo
vode, ki izteka, zamenjali z oceno (**). V posodo torej pritece ®(t2 — t1) vode s temperaturo T, odtece pa prav toliko vode, ki ima
temperaturo v intervalu:

(T(t1) — k(t1)(t2 — t1), T(t1) + k(t1)(t2 — t1)] .

Kot bomo videli, je ta ocena ze dovolj natanc¢na, da lahko reéemo “voda, ki v infinitezimalnem c¢asu dt odtece, ima temperaturo T
in izpeljemo diferencialno enac¢bo (*). Za ta namen moramo, ¢e izpeljujemo strogo, spet najprej oceniti razliko toplot:

cp®(ta — t1)(Tp — T(t1) — k(t1)(t2 — t1)) < Q(t2) — Q(t1) <
< ep®(ta — t1)(Tp — T(t1) + k(t1)(t2 — t1))
. ‘Q(tz) —Q(t1) — cp®(Tp — T(t1))(t2 — tl)’ < cp® k(t1) (t2 — t1) .
Sledi:

¢(Tp — T(t1))
14

P k(t1) 2

[7t2) = 7(02) - (t2 = 1) < 5 (1 = )2,
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17.

Ce pisemo t1 = t in to = t + 7 in delimo s 7, dobimo, da za 7 > 0 velja:

‘T(t +7) —T(t) B (Tp — T(t)) ‘ < P k(t) -
T \4 - v

Ce pa pisemo ty =t in t] = t + 7 in delimo z —7, dobimo, da za 7 < 0 velja:

’T(t) —T(t+71) (T, —T(H) ' o PRt ()
—r v = % '

Tako dobimo, da za poljubna t > 0 in 7 > —t velja:

'T(tJr ) =T()  e(Tp - T(t))‘ < @ max{k(t), k(t +7)} I
T v - v ’

Naredimo sedaj limito, ko gre 7 proti ni¢, pri ¢emer upostevamo, da je k omejena na vsakem omejenem intervalu. Dobimo:

TE+7) TR _ 2(Tp —T®)

T’ (t) = lim
T—0 T Vv

kar natanéno ustreza diferencialni enacbi ().
Spreminjanje temperature piva opisuje diferencialna enacba:

dT _ c(2nrh + 27r%)(Th = T)
dt mr2h

r

1 1
=2¢(Ty —T) (— + E) , (%)
kjer je T} = 32°C zunanja temperatura, r = 4 cm polmer vrcka, h pa je visina Se
preostalega piva. Spreminjanje visine je opisuje enacba:

V ot —t
2 ot

I

kjer je V = 051 = 500 cm?® zadetni volumen piva, t; = 30 min pa je ¢as, v katerem
Zvone spije pivo. Vstavimo v prvotno enacbo in dobimo:

t, wr? 1
& 9T —T i),
@~ h )(tl—tV+r)

Loc¢imo spremenljivki:

dT t;, wr? 1
T,-T C(tl—tv+r>

in po integraciji pride:

Tn—T mr? t
In 1a :26(7517111(751—15)—;>

Resimo na 7" in dobimo:
T="T — a(t1 . t)27rct1r2/V€72ct/r )

Pri t = 0 mora biti temperatura enaka Ty = 6°C, torej mora biti:

wetir? )V
AT =T, — Ty = at™™" V.
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Nadalje mora pri t = 0 veljati i—{ = v := 0'3°C/min. Kar v diferencialno enacbo (x)

vstavimo 4& = v, T =T, in h = V/mr?. Dobimo:

1 7 2c AT(V + 7r?)
=2cAT |-+ — ) =
v (r + 1% ) Vr ’
torej
Vor
c= .
2AT (mr3 4+ V)
Izrazimo Se a:
AT
CI/ == —2 .
t?wctlr /v

To vstavimo v splosno resitev enacbe in dobimo:

67Vvt/(AT (rr3+V) )

bt mot1r3 /(AT (7r3+V))
T=T —AT ( ! )

1
Pri ¢ = 9¢,/10 pride T' = 15'4°C.
18. Po locitvi spremenljivk dobimo:

Ldx

—x(L—x) =rdt.

Razbijemo na parcialne ulomke:

1
— =rdt
L—x+x "

m(L ") —
nCL_x =7TT.

Ob upostevanju zacetnega pogoja dobimo C' = 7w Tako dobimo:

in integriramo:

L—zy =z

ert)
ro L—=x

od koder izracunamo:
L.To

x = )
zo+ (L — xp)e

Posebej preverimo, da ta oblika ustreza tudi pri xo =0inzg = L. Pri0 < xg < L

dobimo znano logisticno krivuljo.

19. Odvajamo: 3 = 3Cz? in dobimo, da krivulje zados¢ajo diferencialni enacbi:
xy =3y.

Ortogonalne trajektorije pa zados¢ajo enacbi:
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20.

21.

oziroma: q
rdx
ydy + — =0,
3
kar se zintegrira v:
P +3°=D.

Dobimo torej druzino elips.

Ko v enacbo vstavimo y = kx 4+ n, dobimo, da enacba velja za k = —% inn = 0.

x
Nastavimo torej y = 2z — 5 in dobimo enacbo:

2 —32=0.

Loc¢imo spremenljivki:
dz dx
—~ =3,
z x
z
integriramo in dobimo In c= 31n |z| oziroma 2z = Clx|3, kar lahko nadomestimo z
z = Cx®. Splogna resitev prvotne enacbe je torej:

Xz
— Oz -,
Yy x B

Nastavimo:

[e.e]
Yy = E cpx”
n=0

in enacba nam da:
o0
chnx —Zchnx +chn "+1+chx —Zc,@”“—kle.
n=0 n=0

Preindeksiramo, tako da dobimo enotne eksponente, in upostevamo, da lahko neka-
tere koeficiente izpustimo, ker so enaki nic:

Zk+1 Chi1® —QZk‘ck:v +Z — Vg +chx —ch 2 +1=0.
k=0

Uredimo in dobimo:

l+co+c+ Z [(k + Vg1 + (1 —2k) e + (k — Q)Ck_l] * =0,
k=1

od koder sledi, da mora veljati:

(2/{ — 1)Ck — (k — 2>Ck,1 )
k+1 ’

co=—-1—cy, Cp11= k=1,2,3,...

Rekurzivno izracunamo prvih nekaj ¢lenov in dobimo:

1 1
C2=—5, 2= —5, G4 = —

N

)
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nakar z indukcijo dokazemo, da za vse k = 2, 3,4, ... velja ¢, = —%. Splosna resitev
enacbe je torej:

1 o0
Yy = Co— (1+CQ>I—§Zxk.
k=2
Ce vpeljemo substitucijo cg = A — %, dobimo resitev Se v malo lepsi obliki:

y:A(l—m)—%Zxk:A(l_m)_ﬁ'

Opomba. Z razvojem v Taylorjevo vrsto smo dokazali veljavnost resitve le tam, kjer
Taylorjeva vrsta in prvi odvod konvergirata, to pa je za —1 < x < 1. Neposredno
pa lahko preverimo, da resitev dobimo povsod na (—oo, 1) in tudi povsod na (1, 00).

22. Najprej resimo homogeni del:

?—HH:—efj_ldx, lnyFH:—ln(e’“ﬂ—l—l), yH:ezil'
Konstanto C' nadomestimo s funkcijo z in odvajamo:
oz ,_z’(ew—l—l)—zex
YTt VT T ey

Vstavimo v prvotno enac¢bo, uredimo in dobimo 2z’ = e* — 1, torej z = e* — x + C.
Splosna resitev dane enacbe je torej:

et —z+C
et 1
Vstavimo x = y = 0 in dobimo C = —1. Iskana partikularna resitev je torej:
et —x—1
v= e +1
23. Delimo z y*:
3 /
—Zi + S =1+3¢€"
Y
1 3y’
in uvedemo w = —, w' = ——Z. Sledi:
) Y

—w +2w=1+3¢€".

Nadaljujemo po ustaljenem postopku za linearno enacbo:

dw w
——H+2:0, —ln—H+2x:0, wy = Ce*,
Wy C
w=e"z, w' =26z 4+ ¥,
Y =—e®_3e7", z=1e 434 C,

2
w:%—i-?)ex—i-Ce%.
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24.

25.

Iskana splosna resitev je torej:

y= (%+3e’”+062’3)_1/3

skupaj z resitvijo y = 0, ki je limita zgornjih resitev, ko gre C' proti neskoncno.

Delimo s /-
zy~ Y3y + 3y*? = sinx

in uvedemo w = y*3, w' = —2y~/3y/. Sledi:
3z’ .
+ 3w =sinx.
2
Nadaljujemo po ustaljenem postopku za linearno enacho:
dw 2 w C
—T4Z2-0, h-Z+2lnz[=0, wy=—,
wy X C 22
z , 2 2z
v=m VeETE
2= Zxsinz, z:g(—xcosx—ksinx—f—C),
2(—xcosx +sinx + C')
w = :
R

Iskana splosna resitev je torej:

) 3/2
2(—xcosx +sinx + C’)
y==
32

ali ekvivalentno:
1 /2\*? 3/2
=+— (= —zcosx +sinz + C)7" .
y x3(3> ( )
Resitev y = 0 je ogrinjaca resitev iz te druzine.
Odvajamo:
20 +2(y —a)y' =0,
izrazimo a = y + ﬁ in dobimo, da je dana druzina doloc¢ena z diferencialno enacbo:
2z
Tt = y2 + Y .

/

Druzina ortogonalnih trajektorij je torej dolocena z diferencialno enacbo:
? =% + 2wyy’ . (%)

Ce enacbo delimo z 3, dobimo Bernoullijevo ena¢bo v kanoni¢ni obliki. Po uvedbi
nove spremenljivke w = y* dobimo linearno enacbo:

2=z —auw.
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Nadaljujemo po ustaljenem postopku za linearno enacbo:

dw—H—l:(), lnw—H—lna::(), wy = Clz| — Cx,
WH x C
W=z, w =2+ a7,
7 =1, z2=-—x+C,
w=—z’+Cx.

Splosna resitev je torej:

y==+vCr—2a2.

Funkcija y = 0 ni resitev enacbe (x). Kot bomo videli, nobena klasi¢na resitev,
definirana na odprtem intervalu, nima nicel.

Iskane ortogonalne trajektorije so dolocene z enacbo:
y? = Cx — 2

oziroma:

oziroma:
(z—b)2+y* =0

Gre torej spet za druzino kroznic. Slika:

Vidimo, da trajektorije sicer sekajo abscisno os, a le navpi¢no. Zato nobena klasi¢na
reSitev enacbe (*) nima nicel.
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26. Za y = ax? dobimo:
apaP™t = a®2? T2 4 27

Za vse x lahko to velja le, ¢e je p= —3 ina? +3a+2 =0, torej a = —1 ali a = —2.
Torej lahko nadaljujemo na dva nacina.

. . 1 1 . .
Prvi nacin: y = —— + —. Po ureditvi dobimo:
x3 w
w’ 2 2P
w? xw  w?

Mnozimo z w?, pri ¢emer se zavedamo, da lahko s tem pridobimo resitve. Dobimo:

2
w - 2=,
x

Nadaljujemo po ustaljenem postopku za linearno enacbo:

d 2d
ﬂ:—x, ln%:anm, wy = Cz?,
WH T C

/ /
w = 2’2, w' =2z 4+ 2%,

dt4a?=0, z=—a4+C, w=-—3+C2%.
Tocke, kjer je w = 0, so izlocene iz resitve. Splosna resitev je torej:

1 1

-4 -
Y 3 Cr? -2
. iy er s 1
skupaj z izhodis¢éno resitvijo y = ——.
x
S 2 1 o .
Drugi nacin: y = —— + —. Po ureditvi dobimo:
x w
w4 22
w?  zw w?’

Mnozimo z w?, pri ¢emer se zavedamo, da lahko s tem pridobimo resitve. Dobimo:

4
w'——w+x2:O.
x

Nadaljujemo po ustaljenem postopku za linearno enacbo:

d 4d
ﬂ:—a:, ln%:4ln|x|, wy = Cx*,
WH T C

w=zz, w' =43z + 2t

1
dat+22=0, z=—-+D, w=a>+ Dz*.
x

Tocke, kjer je w = 0, so izlocene iz resitve. Splosna resitev je torej:

2 1

VST T B Dot
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27.

28.

skupaj z izhodis¢no resitvijo y = —3%.

Opomba. Splosni resitvi, dobljeni na posamezen nacin, sta na prvi pogled videti
razli¢ni, vendar v resnici dolocata isto druzino funkcij. Posamezni resitvi se ujemata,
¢e je CD = —1; poleg tega pa se resitev za C' = 0 iz prvega nacina ujema z
izhodis¢no resitvijo iz drugega nacina, resSitev za D = 0 iz drugega nacina pa se
ujema z izhodis¢no resitvijo iz prvega nacina.

Enacba je homogena, ker jo lahko prepisemo v obliki:

y =2 gl
X X

S substitucijo z = y/z, y = xz, ¥y = z + x2’ se enac¢ba prevede v obliko:
xZ =tgz.
Loc¢imo spremenljivki in integriramo:

dx sin z
ctgzdz = — In
& z C

=In|z|, sinz = Clz| — Cx.

Preverimo, da tudi pri C' = 0 dobimo resitev. Izrazimo z in nato y ter dobimo dve
druzini reSitev:

y = z(arcsin(Cx) + 2kw) in y=z(r — arcsin(Cz) + 2kn); keZ.

Ker je lahko C' poljubno realno stevilo, ga smemo pri drugi druzini zamenjati z —C'.
Tako lahko splosno resitev poenotimo v:

y = z(arcsin(Cz) + nm); neZ.

Pri danem zadetnem pogoju dobimo k = 3 in C' = —/3/6. Iskana partikularna

reSitev je torej:
y = x |37 — arcsin 5 x ,

maksimalni odprt interval, na katerem je definirana, pa je (O, 2\/§): Ceprav je
namrec¢ sama funkcija definirana na intervalu [—2\/3, 2v/3 ], enacba pri x = 0 nima
pomena.

Enacba je homogena, ker jo lahko zapisemo v obliki:

2
r-at- (9
T i

(za splosno resitev lahko primer z = 0 izlo¢imo). Uvedemo y = zz, ¥ = z + x2’ in
dobimo:
7 =2z — 22 (*)
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29.

Po locitvi spremenljivk dobimo:

dz dx

22—z T

Pri tem smo delili z 22

doloceni tocki z = 0 ali z = 1, obravnavati posebe;j.

49

— z, kar pomeni, da bomo morali resitve, pri katerih je v

A najprej se posvetimo glavnini problema — enacbi z lo¢enima spremenljvkama, ki

jo integriramo v:

z—1
In =—Inl|z
P ||
in antilogaritmiramo:
z—1 C C
=— — —.
ResSimo na z in dobimo: .
z = )
z—C

Ko C pretece R\ {0}, je to splosna resitev enac¢be na mnozici £ = {(x,y) ; © #
0,z # 0,2z # 1}. Se ve¢, vsaka klasi¢na reSitev enacbe (*), katere graf je vsebovan

v E, je zozitev katere od zgornjih funkcij.

Oglejmo si zdaj vse resitve, definirane na odprtih intervalih, ki ne vsebujejo tocke
ni¢. Najprej opazimo, da sta z = 0 in z = 1 reSitvi enacbe. Ker limita nobene od
funkcij 2 = —*5, C # 0, ko gre = proti tocki, ki ni enaka ni¢, ni enaka 0 ali 1, so
vse klasicne resitve enacbe (%), definirane na intervalih, ki ne vsebujejo tocke nic,

zozitve ene od funkcij:
i=—T CeR\{0} ali z=0 ali z=1,
l‘ —_—

kar lahko zapisemo tudi krajse:

X

z = C;CER ali z2=0.

€xr —

To je torej splosna resitev enacbe (x). Splosna reSitev prvotne enacbe pa je:

; CeR in y=0.

Preverimo eksaktnost:

in integriramo:

/(2x3—y)dx:$—4—xy+A(y), —/(x+y)dy:—xy—y—2+B(x).

2
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2 4

Integrala se ujemata, ¢e postavimo A(y) = —% in B(x) = % Tedaj je F(z,y) =
! 2
5 WS Splosna resitev enacbe je torej:
v+ 2ey =2t + C
oziroma
y=—-c+vrt+a22+C.
30. Iz:
0 T 227 + 327y
— (2P (3ln(z+y)+ — || = — "2
8y[ ( ety x+y>} (z +y)?
0 » | paPtt 4+ (p+ 1)aPy
ox |” z+y (x+y)?

dobimo, da je enacba eksaktna, ¢e jo pomnozimo z x2. Integriramo:

3
/ <3x2 In(x +y) + :ng- ; dx) =2*In(z +y) + Ay),

3
/x::_ydy = 2*In(z +y) + B(z)

in vidimo, da se integrala ujemata, ¢e je A(y) = B(z) = 0 (pri logaritmu ni absolutne
vrednosti, ker je logaritem brez absolutne vrednosti ze v sami enacbi in mora biti
zato © +y > 0). Resitev enacbe je torej:

?In(x +y) =C

oziroma:

C/x?

y=e — .
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3. Posebne linearne enacbe visjih redov

1. Po uvedbi z = " dobimo:

dz dz T
2 2
Tz =z = — z =
) ) 1+CI

— mmse z=20.
22 2

Zdaj moramo to dvakrat integrirati. Za z = 0 dobimo:
y=Dx+ F,

za C = 0 dobimo: X

y:%+D:ﬂ+E,

za C # 0 pa dobimo:

2 (14 Cz)In(1 + Cx)

_r Dot E.
V=356 o3 TP

2. Na kroglo delujeta sila zracnega upora in sila teze, obe v smeri, nasprotni njenemu
gibanju. Po drugem Newtonovem zakonu je sestevek sil enak:

dv 9
m-— = —mg— cv”.
dt g
Loc¢imo spremenljivke:
mdv
= —dt,
mg + cv?
pripravimo za integracijo:
dv B by
R ge

integriramo:
Hwarctg (1 /iv) = g(to —t)
c mg

v = @tg( %(to—t)> .

in 1zrazimo:

C

Pri t =t je v = 0, torej je ty ravno ¢as, ko krogla doseze najvisjo tocko. Ce ga
zelimo izracunati, vstavimo ¢ = 0, ko mora biti v = 0. Dobimo:

to = 1/marctg (1/LU0> =94s.
cg mg

Oznacimo zdaj s h visino, na kateri je krogla. Dobimo jo neposredno z integriranjem:

h:/vdtzmlncos (Hﬁ(to—t)) + ho.
c m



M. RAIC: RESENE NALOGE 1Z NAVADNIH DIFERENCIALNIH ENACB 52

Najvisja tocka je dosezena pri t = ty, zato je visina, ki jo doseze krogla, ravno hy.
Ce jo Zelimo izracunati, vstavimo ¢ = 0, ko je h = 0. Dobimo:

hoz—mlncos( %to) =
c V' m
m [ ¢
= —— Incos arctg ( —vo) =
c mg
m

Ce ne bi bilo zra¢nega upora, bi lahko postavili ¢ = 0. Ustrezno resitev lahko dobimo
bodisi kot limito splosne resitve, ko gre ¢ proti ni¢, bodisi tako, da diferencialno
enacbo resimo posebej, kar je v resnici elementarna fizika. Pride:

2
to=2=10s, ho= L =500m.
g 29

3. Oznacimo z y dolzino dela vrvi, ki se je ze odvil in visi z mize, z v = % pa hitrost,
s katero se spusca. Ta del vrvi deluje na preostanek s silo pugy, kjer je p dolzinska
gostota vrvi. Uporabimo razli¢ico drugega Newtonovega zakona za gibalno koli¢ino:

dG = Fdt.

Sprememba gibalne koli¢ine je sestavljena iz dveh delov. Del vrvi, ki je ze odvit in
ima maso puy, pospesuje postopoma; to poveca gibalno koli¢ino za py dv = uy ‘3—: dt =
d2y

py 5 dt. Infinitezimalni delcek vrvi, ki se pravkar odvija in ima maso udy = pw dt,

. v . . . v . v 2 o d 2
pa hipoma pospesi do hitrosti v; to poveca gibalno koli¢ino za pv=dt = u(d—?) dt.
Dobimo torej:

2 dy

d*y ?

Vstavimo v Newtonov zakon, delimo z ;1 dt in dobimo diferencialno enacbo:

Cy | (dy)
gy—yw+(a> |

Ker enacba ne vsebuje eksplicitno c¢asa, ji lahko znizamo red. Dobimo:

9 dv
gy =v" +yv —.
dy

Ce enacbo delimo z v, dobimo Bernoullijevo ena¢bo. S substitucijo w = v? se le-ta
prevede na linearno enacbo:



M. RAIC: RESENE NALOGE 1Z NAVADNIH DIFERENCIALNIH ENACB 53

Nadaljujemo po ustaljenem postopku:

d 2d
o _ i 111%:—211r1]y|7 wy = By 2,

wy y A
w=>bly)y?, W=y =20y’
29y° 29y  C
/ — 2 2 b — — _Z7 — .
Vly) =29y", bly)=—-+C, w=— 2

Izrazimo v in dobimo Se eno diferencialno enacbo:

2
dy _, 2y C

dt 3+y2'

Zdaj pa upostevamo, da je hitrost v odvijanja vrvi pozitivna in da sta na zacetku,
denimo takrat, ko je t = 0, tako hitrost v kot tudi dolzina y enaki ni¢. Od tod
dobimo, da mora biti C' = 0, koren pa pozitiven. Sledi:

3 d 6
2, (2 =t+D.
29 \/y g

Ce se vrv zaéne odvijati ob ¢asu 0, dobimo D = 0, od tod pa iskano dinamiko
odvijanja:

_ 9t

=5

4. Za y = xP dobimo:
(p* = 3p+2)2” + (p* — 2p)a?~" =0,
kar je mogoce le pri p = 2. Torej je y = x? resitev enacbe. Za splosno resitev
pisemo:
y =1z, y = 2xz+ %7, y' =2z +da + 222"
Vstavimo v enacbo in po ureditvi dobimo:
(22 4+ 3)2"+x(z+1)2" =0.

Vidimo, da enacba ne vsebuje eksplicitno z (kar se v takem primeru vedno zgodi),
torej lahko uvedemo w = 2’ in dobimo:

dw 2 +3 1 3 Az +1)
— =—————dxr = — =) dz, w=——".
w z(r +1) r+1 =z a3
Integriramo in dobimo:
__4_A + B
FTTT T o '

Splosna resitev prvotne enacbe je torej:
Yy = —A(a: + %) + Bx?

ali ekvivalentno:
y=DBa*+C(2x+1).
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

19.

20.

© ® 3 s o

y=C1e* +Che ™.

y=Cy + Cye 2,

y = (C) + Cyx)ee.

y = (Cy + Cox + Csa?)e ™.

y = (O] + Cox)e*® + Cye™ 22,

y = e *(C) cos(2z) + Cysin(2z)).

y=(C,+ Cyx) cos(\/gx) + (C3+ Cyx) sin(\/§ )
y = Cicosz + Cysinz + (Cs + Cyx + Cs2?)e”.
y=—s2'+3r—3+C1e* +Che

y =€+ e ¥ 4 (C1 + Cox)e”.

y=(—x+ Ch)e* + Cye’®.

y =5 € + 307 e > + (Cy + Chw)e ™.

y = %sinx— %cosx%—Cle’z%—Cge’:s‘”.

y = —1522 cos(3x) + gz sin(3x) + Cy cos(3x) + Cy sin(3x).

Splo$na refitev je y = Oy |z|*/? + Cy 2.
Vse klasi¢ne resitve, definirane na realni osi, so zlepki funkcij C; (—z)%% + Cy 2% in

Cra®/? 4 Cf 3. Tak zlepek pa je dvakrat zvezno odvedljiva funkcija natanko tedaj,
ko je C; = C{" = 0; C; in Cy sta lahko poljubna. Dobimo torej funkcije:

[ Cyad ;2 <0
y= Cia® ;2>0.

Opomba: zdaj vidimo, da so reSitve, navedene v resitvi to¢ke b) 2. naloge iz
1. razdelka, tudi vse klasi¢ne resitve.

Cy

?.

b) Iz y(0) = 0 sledi a = 0. Nadalje vemo, da je poljubno resitev zacetne naloge
mozno sestaviti iz splosne resitve. Iz lim, .oy = 0 dobimo, da mora biti Cy = 0,
torej je reSitev zacdetne naloge lahko kvecjemu sestavljanka funkcij oblike C, x2.
Sestavljanje sicer pride do izraza kvec¢jemu pri z = 0, ki ni regularna tocka enacbe:
resitev bi bila lahko oblike C_2? za < 0 in C 2% za x > 0. Toda klasi¢no, t. j.
dvakrat zvezno odvedljivo funkcijo dobimo samo pri C'_ = ;.. Edine mozne resitve
so torej y = Cw?. Za vse velja y(0) = 0, torej mora biti b = 0.

a)y=Cra®+

Sklep: pri a = b = 0 ima naloga neskonéno mnogo resitev — vse funkcije y = Ca?,
kjer je C' poljubno realno stevilo. Sicer pa naloga nima resitve.
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21. y = (1-2In(—2z))a?
Funkcija y = (1 — 21In|z|)2? ni resitev, ker pri z = 0 ni dvakrat zvezno odvedljiva
(res pa je enkrat zvezno odvedljiva).

22. y = z(Cy cos(31n |z]) + Cosin(31n |z])).

23. a) y = 1(5 — 2?)y/—x, definirana je na (—o0,0).
b) Na (—o00,0) obstaja le ena resitev y = 2(—x)
mnogo resitev, definiranih na celi realni osi, in sicer:

[ 2(=2)%% s 2<0
y= Az®? x>0,

5/2_ Obstaja pa tudi neskonc¢no

kjer je A poljubno realno stevilo.
24. y = %lnx + % + Ch2? + Cya.
25. y = 2%(Cy + Coln |z] + 3(In|z])?).

26. Iz resitve homogenega dela yy = Cjcos3 + Cysin§ dobimo naslednji sistem za
resitev izvirne enacbe:

T .
cos§zi+sm§z§20
1 x 1 x 1

—ESIH§Z£+§COS§Z£:@

Resitev tega sistema je:

1
21:—57 21:—5964—01
1
z§:§ctgg, zzz—ln‘sing‘—l—CQ,

splosna resitev nase enacbe pa:

1 x
Yy = <—§x+C’1) cos§—|— (—ln

x T
in - O) in 2.
sm2‘+ 2 sm2

27. Iz resitve homogenega dela yiy = Ciz + Cy2? dobimo naslednji sistem za reSitev
izvirne enacbe:

/ /

/ / 1
21 + 21’2’2 = m .
Resitev tega sistema je:
1 x—1 1
1=—— =—1 ——4+C
“ 22(x —1)’ - "o ‘ z o
x—1 20 +1

= =1 C
“ (x—1)’ 2=y ' 222 + 62,




M. RAIC: RESENE NALOGE 1Z NAVADNIH DIFERENCIALNIH ENACB 56

splosna resitev nase enacCbe pa:

2

y=(z*—x)ln

-1 1
? ’+:13——+C’1:E+C'2$2.
T 2
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4. Sistemi diferencialnih enacb

1. Lastna para:

Splosna resitev:

Y = —3C) €% +3C, e,
yp = Cre” 4+ Cye® .

Gre za izvir. Fazni portret:

2. Lastna para:

Splosna resitev:

Y1 = 201 e_x + 02 6_4:5 s
Yo = Cl e’ — 02 674z .

Gre za ponor. Fazni portret:

S7
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Yo\

3. Lastna para:

Splosna resitev:

Yy =Cre " + Cye”,
yr=Cre ™ +4Cye”.

///W
y 74

58
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4. Karakteristi¢ni polinom: —A% + 6% — 9\ = —\(\ — 3)2. Lastni pari:

1
)\1:(): 61: 1 y

1

- 1 -
)\2:31 62: -1 y

_0_
)\3:3: ?3: 0

__1_

Splosna resitev:

y1201+0263m+0363x,
92201—0263:6»
3/3201—036395«

5. Lastna para:

Splosna resitev:

y1 =20, + Gy e,
Yo = —C1 + 302 €7x .

Gre za degenerirano nestabilno kriticno tocko. Fazni portret:

Y2/

Y1

99
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6. Lastna para:

1

)\1:4+3Z, 61:|:1:| y )\2:4—32, ﬁgz[_ll‘|
Za lastno vrednost A\; dobimo kompleksno bazno resitev:
~ ;o (443i)x _ pdxr (3 ) 4z (3 )
ie e* sin(3x | e** cos(3x
h(x) = [e“””m} - [ e cos(3x) } T {643” sin(Bx)} ’
iz katere dobimo realni bazni reSitvi:

e sin(3x)

ato) = | i) |

Splosna resitev v realnem je torej:

0 Tale) = o |-

—

y1 = € (=C} sin(3z) + C cos(3z)) ,
yo = €™ (C4 cos(3x) + Cosin(3x)) .

N/

\_/

Gre za spiralni izvir. Fazni portret:

M

%

7. Lastna para:

1—1

141
Za lastno vrednost A\; dobimo kompleksno bazno resitev:

e(—1+3i)m
1(513) = |:(1_'_Z')€(—1+3i)x:| =

- [e m(css(;;(;sﬁssﬁ(?)x))] i [e‘w(sin(?):c) + cos(3z))

e~ sin(31) ] |

60
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iz katere dobimo realni bazni resitvi:

- B e " cos(3x) i Tool) — e " sin(3z)
h(z) = e~ (cos(3z) — sin(Bx))] ha(z) [e‘x (sin(3z) + cos(3z))

Splosna resitev v realnem je torej:

y1 = € 7 (C cos(3z) + Cosin(3z)) |
yo = € 7 (Ch cos(3z) — Cy sin(3z) + Cysin(3z) + Cs cos(3z)) .

Gre za spiralnt ponor. Fazni portret:

Y2

AN 1 N 1
A =1, 01:{2_1.]; Ay = —1, 02:{24_4.

Za lastno vrednost A\; dobimo kompleksno bazno resitev:

8. Lastna para:

ﬁ () = et - coS T n sin @
7 (2 —d)e™| — |2cosa +sina 2sinz —coszx|

iz katere dobimo realni bazni reSitvi:

El(x)z[ cos ]m ﬁg(m):[ sinz }

2cosx +sinw 2sinx — cosx
Splosna resitev v realnem je torej:

yp = Crcosx + Cysinx,

Yo = 2C 1 cosx 4+ Cysinx + 2Cy sinx — Cy cos x .
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Gre za center, torej so trajektorije elipse. Te se splaca izracunati podrobneje. Za
izrac¢un polosi (razmerja med polmeroma in smeri) izberemo eno bazno resitev,
recimo za C; = 1in Cy = 0:

Yy = CcoszT,

Yo = 2cosx +sinx
in pogledamo, kje je oddaljenost od izhodis¢a minimalna oz. maksimalna. Velja:
y? 4 y2 = 5cos’ x + 4 cos rsinz + sin’ x .
Odvajamo:
(y% + y%)/ =4cos’r — 8coszsinw — 4sin’x = —4cos® z(tg®x + 2tgx — 1).
Stacionarna tocka je dosezena pri:
tgr = —1+2.

Izracunajmo sedaj coszx in sinz. Lahko se omejimo na primer, ko je cosx > 0. V
tem primeru je:

1 B 1 g BT L —1EV2
Vittgis AT 22 Vittgls AF2/2

Temena ene izmed elips trajektorij so torej:

COSx =

1 , 1
i4_—2\/§(1,1+\/§) in =+ Tm(m —V?2)

ali numeric¢no:

+£(0°924,2'230) in =+ (0383, —0'159).

vloga predznaka + se je zdaj zamenjala). Fazni portret:
g

W
e/
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9. Za lastno vrednost A\ 2 = —3 dobimo verigo:

oeff -]

Splosna resitev:

Y1 = (Cl + CQ(l -+ .T))eizsz s
Yo = (—Cl — Cg$)€_3x .

Fazni portret:

U1

10. Za lastno vrednost \; 2 = 0 dobimo verigo:

eff 1)

Splosna resitev:

Yy = 401 + 02(1 + 41’) s
yp = —C1 — Ch.

Gre za degenerirano nestabilno tocko. Fazni portret:
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11.

12.

Y21 \

T

m

T~

Karakteristi¢ni polinom: —\* —5)\% —7A—3 = —(A+1)*(A+3). Dobimo dve verigi:

0
)\1:—32 ?1: 1
__2_
—1 1]
/\23——1 @\3: 0 — E\QZ -1 ,
3 | 0]

Splosna resitev:

Y1 = CQ e v + Cg(—l + l‘) e’ s
Yo =Cre 3 —Coe ™ —Cyxe ™,
Ys = —201 6_336 + 303 e .

Karakteristi¢ni polinom: — (A + 2)3. Dobimo eno samo verigo:

0 0 1
5\3: —% —)@\2: 1 —>6\1: 0

1

L 0 0

Splosna resitev:

Y = (Cl +Cyx + % Cs x2)6_2x ,
Yo = (02 + 0333 - % C’g)e_%C ,
ys = § Cge ™.
Opomba. Ta sistem bi lahko resili tudi tako, da bi resili najprej tretjo enacbo, nato

drugo in nazadnje prvo. Prvi¢ bi dobili homogeno, drugic¢ in tretji¢ pa nehomogeno
linearno diferencialno enacbo prvega reda.
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13. Krajsi racun pokaze, da sta ravnovesni tocki sistema T5(0,0) in 73(1,0). Sistem
zapiSemo v vektorski obliki ¥ = F(7), kjer je:

Tl

(7) = {yl(l — Y1) — 1Y } '

Y2(1 — 1) -

Jacobijeva matrika je:

DE — {1—2y1—y2 n ] .

V Ty je DF = B ﬂ, torej lahko uporabimo Hartman—Grobmanov izrek: tam je

izvir. V T pa je DF = [_1 1}. Lastna para sta:

0 0

)\1:07 5\1:|:ij|, /\2:—1, ?2:|:é:|

kar pomeni, da je tam Hartman—Grobmanovega izreka ne moremo uporabiti, saj
ima ustrezni linearni sistem degenerirano stabilno tocko. Fazni portret:

kaze, da se sistem okoli tocke T7 ne obnasa tako kot ustrezni linearni sistem.

14. Krajsi racun pokaze, da sta ravnovesni tocki sistema spet 7p(0,0) in 73(1,0). Sistem
spet zapiSemo v vektorski obliki 7 = F(y). Jacobijeva matrika je:

e}

= 1
DF = .
[291 -1 23/2]



M. RAIC: RESENE NALOGE 1Z NAVADNIH DIFERENCIALNIH ENACB 66

15.

V Ty je DF = {_01 é] Lastni vrednosti sta ¢ in —i, torej tam Hartman—Grob-

manovega izreka ne moremo uporabiti. V T pa je DF = L 5

0 1] Lastna para

sta:

N 1 — 1++v2
M=1+V2, 012[1+\/§]; Ay =1-V2, UzZ[ —q7

kar pomeni, da tam Hartman—Grobmanov izrek lahko uporabimo: dobimo sedlo.

pa kaze na to, da v tem primeru tudi obnasanje okoli izhodis¢a ustreza obnasa-
nju ustreznega linearnega sistema: krogi se sicer zverizijo, ni pa videti, da bi se
spremenili v spirale.

)

Krajsi premislek pokaze, da je edina ravnovesna tocka izhodisce. Jacobijeva ma-
trika odvodov ustrezne vektorske funkcije F' je tam enaka ni¢, zato Hartman-—
Grobmanovega izreka tam ne moremo uporabiti.

V skladu z namigom vpeljimo polarne koordinate:
Y1 =T COS Y, Yo = 7rsinp
in sistem se pretvori v:

1’ cosp — rsinp g’ =1r*(2cos” ¢ — 3cos psin )
r'sinp + 1 cos p ¢’ =r?(2cos psinp + 2sin’ @) .

Razresimo:

r’ :7“2(2(308330—BCOSQQOSingo—FQCosgpsiano—l—?Sin?’cp)
¢ = 5rcos psin? .
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Krajsi racun pokaze, da je funkcija:
h(yp) = 2cos® ¢ — 3 cos? psin p + 2 cos psin® ¢ + 2sin® ¢

za —m/2 < p — arctg 2 negativna in za — arctg2 < ¢ < 7/2 pozitivna. Tako lahko
skiciramo smeri spreminjanja oddaljenosti od izhodis¢a in kota (z rdeco je oznacena
oddaljenost, z zeleno pa kot):

Fazni portret:

o

Vidimo, da se za izhodisca blizu abscisne osi kot ustali. To je mogoce zato, ker se
oddaljenost od izhodis¢a manjsa, z njo pa tudi odvod kota.
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16. Iz resitve 9. naloge razberemo matriko Wronskega:
H($)26_3z|:1 1+x:| s

iz nje pa sistem:

24 (1 +2)2) = e*,

/ r
—2] — X2y =0,
ki ima resitev:

2 2
=—xe, 21:(—535—{—%)6“—1—01,

!

21

! 2 1 2

2y =€ z=5e"+Cy.

Splosna resitev sistema je torej:

yp=3e"+ (Cl + Co(1+ m))e’?’x ,
Yo = —}l e '+ (—Cl — (4 :U)e’?’x.

17. Iz resitve 4. naloge razberemo:

000 11 1
D=(030/, P=][1 -1 0
00 3 1 0 -1

Resitev sistema:
w1 + we + w3 = €*,
W — Wy = 0,

wl—w3:0

je:
_ 1 =z _ 1z _ 1 =z
wy =3€, Wy=3€, W3=3€ .
Od tod dobimo diferencialne enacbe:
r_ 1 o I 1 _z I 1 z
) =3€, 23=32+3z€, z3=3z;+3¢",
ki jih lahko resimo vsako zase:
21:%614—01, 22:—%€$+0263z7 23:—%6z+0363m.

Resitev prvotnega sistema pa je:
Y1 = 01 +Cg€3x+03€3x,
Y2 = %ew-i—ol@gz,

ys = 3"+ Cre® — Cye™.

68
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5. Resevanje diferencialnih enacb s potenc¢nimi vr-
stami

1. Nastavimo:

o0
= g "

n=0

in enac¢ba nam da:

inn—lcn n- 2+§:nn—1 Yo" +4chn.r +Qchx =0.
n=0 n=0 n=0 n=0

Preindeksiramo, tako da dobimo enotne eksponente, in upostevamo, da lahko neka-
tere koeficiente izpustimo, ker so enaki nic:

i V(k + 2)cpiox +Zk — 1)epa® +4chkx +220k1’ =0.

k=0
Uredimo in dobimo:
Z[ (k+1)(k +2)cpen + (k + )(k—|—2)ck]xk =0,
k=0

od koder sledi, da mora veljati:
Ciy2 = —Ck k:O,l,Q,...

torej: ' ‘
Coj = (_1>]607 Coj+1 = (_1)jcl ) J = 07 17 27 s

Splosna resitev dane diferencialne enacbe je torej:

Y = Co Z(—l)ijj + Z(_l)jx2j+l = —Ci—i;lzx .
=0 =0

Opomba. Z razvojem v vrsto smo dokazali, da je te funkcije resijo dano diferenci-
alno enacbo tam, kjer potencne vrste konvergirajo, to pa je za |z| < 1. Neposredno
pa lahko preverimo, da jo v resnici resimo na celi realni osi. To sledi tudi iz principa
identitete za holomorfne funkcije.

2. Najprej izracunamo diferencialni operator:
Dy = 42*y" — 629/ + (z +6)y
za funkcijo v generi¢ni obliki:

y:chx”.

n



M. RAIC: RESENE NALOGE 1Z NAVADNIH DIFERENCIALNIH ENACB 70

Velja:
Dy = 4Zn(n— e, " —6chn:c”+ch:c"+l +6ch:c”.

Preindeksiramo, tako da dobimo enotne eksponente, in uredimo:

Dy:4Zk(k:—1)ckxk—Gchkmk—chk_lxk—i—ESchxk =
k k k k

= 3 [k~ 22k~ 3)ck + e ]a*. (+)

Karakteristi¢ni polinom je torej fo(A) = (2A — 2)(2A — 3) ter ima ni¢li — izhodis¢na
eksponenta A\ = 1 in Ay = % Ker razlika ni celo stevilo, za vsak izhodis¢ni ekspo-
nent dobimo linearno neodvisno bazno resitev.

Za izhodisc¢ni eksponent A; = 1 nastavimo:

o0

h1 (I) = Z C1,5 ZEj_H .

J=0

S substitucijo n = j + 1 to zapiSemo v obliki:

hl (l’) - Z Cin—1 x" )
pri ¢emer se razume, da za j ¢ Ny velja ¢; ; = 0. Vstavimo v (*) in dobimo:
Dhy(a) =Y [(% — 2)(2k — 3)erpt + cl,k_z] z*
k

s substitucijo £ = j 4+ 1 pa dobimo:

Dhl(.l’) = Z |:2j(2j — 1)017]‘ + Cl,j—l] ZL’j+1 .

J

Izenacimo z ni¢ in pogledamo koeficiente. Za j = 0 dobimo identiteto, za j =
1,2,3,... pa dobimo:

Razresimo rekurzijo in dobimo:

Izberimo ¢,y = 1 in dobimo prvo bazno resitev:

00 1 k )
hy(z) = Z ((Zk;! DR

k=0
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Ta vrsta je definirana na celi realni osi in tam poljubnokrat zvezno odvedljiva, torej
je klasi¢na resitev dane diferencialne enacbe. Enaka je:

() = zcosy/x ;x>0
W)= xchy/—z ;2<0.

3

Podobno za izhodis¢ni eksponent \; = § nastavimo:
o]
_ .d+3/2
h2($) = Z Co; T .
=0

S substitucijo n = j + g to zapisemo v obliki:
h2(56) = Z Can—3/2 ",
pri ¢emer se razume, da za j ¢ Ny velja ¢ ; = 0. Vstavimo v (x) in dobimo:

Dhy(a) =Y [(% — 2)(2k — 3)can_s/a + Cops /2} o
k
s substitucijo k = 7 + % pa dobimo:

DhQ(I) = Z |:2j(2] + 1)0273' + C27j_1i| l’j+1 .
7=0

Izena¢imo z ni¢ in pogledamo koeficiente. Za j = 0 spet dobimo identiteto, za
j=1,2,3,... pa dobimo:

ey
Y22+
Razresimo rekurzijo in dobimo:
_ (=
RCTE R

Izberimo ¢y 9 = 1 in dobimo drugo bazno resitev:

(DY s .
ho(z) = E L gF2 — psin V.
|
— (2k +1)!
Ta funkcija pa je definirana le za x > 0. Za x < 0 modificiramo vrsto v:
- 1
hg(ﬂf) = E m (—:1:)1”3/2 = —xsh vV —T.
k=0 '

Ti dve funkciji se ne dasta sestaviti v funkcijo, ki bi bila dvakrat zvezno odvedljiva
na celi realni osi.
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Splosno resitev enacbe raje zapiSemo posebej za pozitivne in negativne = (funkciji
hy lahko zamenjamo predznak):

Y = K12 COS /T + Kox sin /T x>0,

y=rkixchv—x+ kexshy/—x ; x<0.
Mozno pa je tudi s pomocjo potencne vrste izracunati le eno resitev, nato pa znizati

red diferencialne enacbe: ¢e izhajamo iz h, splosno resitev nastavimo v obliki y =
hi(z) z. Za x > 0 ra¢unamo:

Yy = zxcos\/T ,

y' = 2'wcos\r+ zcos/x — 1 2y/xsinVx,

no_ _n / o : 3 ,—1/2 1

y" = 2w cos/x + 27 cosv/x — Z'\/rsinx 12T sin+/x 42008\/5

in ko vstavimo v enacbo, po ureditvi dobimo:
42" 2% cos /T + 22'2% cos /T — 422 sin V& = 0

oziroma:
201 N tg /T
2 2 \Jr
kar se najprej zintegrira v:
/

ln% = —1lnz —2Incos/x

oziroma:
, c

2=,
Vx cos? \/x
to pa se spet zintegrira v:
z=2ctg\/r +a.

Ce pisemo b = 2¢, od tod dobimo splosno resitev:

y = brsin /x + ax cos /.

Za r < 0 pa racunamo:

y=zxchv—x,
y =2vchyv—z+ zchvV—z+ 3 2v/—zshv—z,
y" =2"wvchv/—x + 22 chv/—x + 2/v/—ashv—z — 3 2(—2) *shv/—z — L zch /=

in ko vstavimo v enacbo, po ureditvi dobimo:
42" 23 ch/—x 4 22/2% ch/—x 4 42/ (—x)*?sh /=2 = 0

oziroma:

2" 1 thy/—2x

=

z! 2x V=
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kar se najprej zintegrira v:

Zl

In= =—1In(—z) — 2Inchv/—z

C

oziroma:
c

N/ = ch?/—z’

z=—2cthv—x+a.

Ce pisemo b = —2¢, od tod dobimo splosno resitev:

y=brshy/—x+axrchv—x.

Vidimo, da tako za z > 0 kot tudi za = < 0 pride isto kot prej.

2 =

to pa se spet zintegrira v:

Podobno je mozno tudi resitev za A = 1 dobiti iz resitve za \ = %

3. Izracunajmo diferencialni operator:

Dy = 2*(1 —2)y" +z(z — 2)y — 2y

y:chx".

n

za funkcijo v generi¢ni obliki:

Velja:
Dy:Zn(n—l)cna:”—Z (n—1)c, "H—i—chn —
—Qchnx +220n

Preindeksiramo, tako da dobimo enotne eksponente, in uredimo:

Dy—Zk — ez —Z(k—l)(k:—Q)ck 1xk+Z(k—1)ck_1x’€—

k

—Qchkx +2chx ()
= [tk = 2)(k = Der = (k = 3)(k = Ve |2

Karakteristi¢ni polinom je torej fo(A) = (A — 2)(A — 1) ter ima ni¢li — izhodis¢na
eksponenta A =2 in /\2 = 1 Ker je razlika celo étevilo moramo resitev za nizji

ev e

Za visji eksponent A\ = 2 nastavimo:

)
I‘) = Z C1,j Jlj+2 = ch’n,Q " (Cl,j =0 za j ¢ No) y
7=0 n
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vstavimo v (*) in dobimo:

Dhy(z) =Y [(k — ) (k - Dergs — (k—3)(k — 1)c1,k_3} o =
=3 [36+ Derg = (= DG + Dy |24,

Izenac¢imo z ni¢ in pogledamo koeficiente. Za j = 0 dobimo identiteto, za j = 1

dobimo ¢;; = 0. Z indukcijo sledi, da za vse j = 1,2,3,... velja ¢; ; = 0. Ce torej

izberemo c; o = 1, prva bazna reSitev pride h;(x) = z2.

Resitev za nizji eksponent Ay = 0 oz. splosno resitev lahko dobimo na vsaj dva
nacina.

Prvi nacin: z nastavkom druge bazne resitve (za x > 0):

h2(x) = A$2 Inx + Z Co,j ijrl ,

7=0
kjer vzamemo Se c; = 0. Odvajamo:
(#*Inz) =z +2xInz, (z°Inx)”" =3+ 2Inx

in po krajSem racunu dobimo:

o (00 -0 () -
- Z [(k —1)(k —2)co 1 — (K —1)(k — 3)co k-2 2k =

k
= Z[](] - 1)02,3' _](] - 2)027]‘71 A

<.
Il
o

Spomnimo se e, da je co1 = 01in ¢p; = 0 za j ¢ Ny, ustrezno sestejemo, izenac¢imo
z ni¢ in pogledamo koeficiente. Dobimo:

1=0: identiteta

j = . A = —0270

j — : C272 = A

. Jj—2

j:3,4,5,... : 027]‘:‘7_16273‘,1.

Izberimo ¢y = 1. Naracunamo prvih nekaj koeficientov:
1 1

A:_17 62,2:_1, Co3 = —=

9 Co4 = —g
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in postavimo domnevo, da za j = 2,3,4,... velja ¢3; = —1/(j — 1). To domnevo
zlahka dokazemo z indukcijo. Druga bazna resitev je torej:

O pitl
hg(aj):—a:anx—x—E — =

Y

Jj=2

> _n

x
:—x21nx—:c—:v25 — =

n=1 n

=—2’lnr —z+2°In(1 —2).
Splosna resitev enacbe je za 0 < x < 1 torej:
y = Ci2% + Cox + Coz? In(l —z)— Cox’Inz.

Z neposrednim preizkusom dane diferencialne enac¢be dobimo, da na (—oo,0), (0,1)
in (1, 00) velja splosna resitev:

y = C12* + Oy + Cox’ In|1 — z| — Cox* In|x|.
Drugi nacin: z zniZanjem reda. Nastavimo y = hi(x) z in izra¢unamo:

Y= xzza
y = 2xz+ %7,
y' =2z +dud + 22

in ko vstavimo v enacbo, po ureditvi dobimo:
(2 —2)2" + (3x —2)2' =0

oziroma:

2" 2 -3z 2 1

2 z(zr—1) r wx-—1’

kar se najprej zintegrira v:

/

ln% =—2lnz —In(z —1)

oziroma:

to pa se zintegrira v:
1
z:b(ln|x—1| —1n|x|+—) +a
x

Od tod dobimo splosno resitev:
y = ax® +br*In|z — 1| — bx?In|z| + bz,

ki se ujema s tisto iz prvega nacina.
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4. Enacbo pomnozimo z x, da dobimo standardno obliko:

22y + 2xy — 2*y = 0.

Izracunajmo torej diferencialni operator:

Dy = 2%y + 2xy' — 2%y

za funkcijo v generi¢ni obliki:
Y= Z ch .
Velja:

Dy:Zn(n—1)cnx"+22ncn:c"—20n:c"+2.

Preindeksiramo, tako da dobimo enotne eksponente, in uredimo:

Dy:;k(kz—1)ck$k+22k:kckxk—zk:ckQx’f:

(%)
= Z [k‘(k‘ + 1)Ck — Ck_z} z* .
k
Karakteristi¢ni polinom je torej fo(A) = A(A + 1) ter ima ni¢li — izhodis¢na eks-
ponenta A\; = 0 in Ay = —1. Ker je razlika celo stevilo, moramo resitev za nizji
izhodis¢ni eksponent izvajati iz resitve za visji izhodis¢ni eksponent.

Za visji eksponent A\; = 0 nastavimo:
o0
hl (I) = Z CL]‘ i s
j=0

vstavimo v (*) in dobimo:

Dhy(w) = [J'(J' + e — Cl,j—2] @’

J=0

pri Cemer se razume, da za j ¢ Ny velja ¢; ; = 0. Ob upostevanju slednjega izena¢imo
z ni¢ in pogledamo koeficiente. Dobimo, da mora biti ¢;; =0, za j = 2,3,4,... pa
mora veljati j(j + 1)¢; — ¢j_2 = 0. Od tod sledi:

0 ; 7 lih
C1 = €1,0 i sod
Geop

Izberimo ¢; o = 1 in dobimo prvo bazno resitev:

shx

0 22l el 1’7&0
h(z) =Y ——=4 =z
1=0 20+ 1)t 1 ;x=0.
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Resitev za nizji eksponent Ay = —1 oz. splosno resitev lahko dobimo na vsaj dva
nacina.

Prvi nacin: z nastavkom druge bazne resitve (za x > 0):
hao(x) = Ahy(z)Inz + > cpjai™t
=0

kjer vzamemo Se cy; = 0. Odvajamo:

2z R (z) — hi(z)

hi(z
(hi(z)Inz) = 19(5 )—l-h'l(a:) Inz, (hi(z)Inz)" = . +hf(x)Inz
in po krajSem rac¢unu dobimo:
D(hi(z)Inz) = 2z k) hi(e) = 14+ 2?4 Dat 4 D40
(hi(z)Inz) =2z by (z) + hi(z) = +§x +ax +ﬁx + -

Nadalje po formuli (*) dobimo:

D (i C2j a:j_1> =D (Z €241 :v") =
Jj=0 n

Z [k(k + 1)ea g1 — CQ’k-_lj| zF =

k

= Z [J'(j — ey — 0273'—2} 2!

Jj=0

Spomnimo se Se, da je co1 = 01in ¢y ; = 0 za j ¢ Ny, ustrezno sestejemo, izenac¢imo
z ni¢ in pogledamo koeficiente. Za j = 0 dobimo identiteto, za j =1 pa A = 0. Ob
upostevanju tega dobimo, da za j = 2,3,4,... velja j(j — 1)coj — c2,j—2 = 0. Sledi:

0 :jlih
€25 = 62,’0 : j sod.
!

Dobljena resitev velja tudi za = < 0. A ker je v izhodis¢u singularnost, je funkcija
hy klasi¢na resitev diferencialne enacbe le na R\ {0}. Pri splosni resitvi nam za to

ni treba skrbeti:
kishz + kochz

T
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Drugi nacin: z zniZanjem reda. Nastavimo y = hy(x) z. Za x # 0 racunamo:

shx
y=z——,
, ,shzx rchxr —shz
y ==z +z 5 )
T X
Y = o shz +2z,xchx—shx L (2+2*) shx —2zxchz
x ;(;2 JJS

in ko vstavimo v enacbo, po ureditvi dobimo:
Z'sha +27 cha =0

oziroma:
Z//
— = —2cthuz,
Zl
kar se najprej zintegrira v:
/

ln% = —2In|shz|

oziroma:

2= b

sh? z
to pa se spet zintegrira v:
z=bcthx 4+ a

Od tod dobimo splosno resitev:

ashx +bchx

Yy=—"—"
x

ki se ujema s tisto iz prvega nacina.
5. Enacbo pomnozimo z x, da dobimo standardno obliko:
*(x — 2)y" — x(2? = 2)y + (22 — 22)y = 0.
Izracunajmo torej diferencialni operator:
Dy = 2%(x — 2)y" — x(2* — 2)y/ + (22° — 22)y
za funkcijo v generi¢ni obliki:

y:chx”.

n

Velja:
DyZZn(n—lcn QZ (n—1)cy, 2" —chn nt2 |
—l—Zchnx —1—22% _22%37
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Preindeksiramo, tako da dobimo enotne eksponente, in uredimo:

Dy = Z(k: — 1) (k= 2)cp_y 2 —2 Z k(k —1)cpa® — Z(k‘ —2)cp_ o aF +
K k k
k k kE _
—|—2;kckx +2;ck2x —2;ck1x = (%)
=S [_zk(k — Dep + k(k — 3)cpy — (k — 4) CH];& .
k

Karakteristi¢ni polinom je torej fo(A) = —2A(A — 2) ter ima ni¢li — izhodis¢na
eksponenta A\; = 2 in Ay = 0. Ker je razlika celo stevilo, moramo resitev za nizji

evee

Za visji eksponent \; = 2 nastavimo:

o0

hl(l') = Z Cl,j l‘j+2 = ch’n_Z I‘n (Cl,j =0 za j ¢ No) 3

7=0 n
vstavimo v (*) in dobimo:

Dhy(x) =Y [—21{:(1{: — Q) erps + klk — 3)erps — (k — 4)017,6_4} o =

= [—Qj(j +2)c;+ (= 1)+ 21— (—2) Cl,j—z] 't
=0

Izenac¢imo z ni¢ in pogledamo koeficiente. Za j = 0 dobimo identiteto, za j = 1

dobimo ¢;; = 0 in za j = 2 prav tako ¢;2 = 0. 7 indukcijo sledi, da za vse
J=123,...veljac; = 0. Ce torej izberemo c¢; o = 1, prva bazna resitev pride
hi(z) = 2.

Resitev za nizji eksponent Ay = 0 oz. splosno resitev lahko dobimo na vsaj dva
nacina.

Prvi nacin: z nastavkom druge bazne resitve (za x > 0):
ho(z) = Ahy(z)Inz + ZCQJ‘ 27
j=0

kjer vzamemo Se ¢35 = 0. Odvajamo:

(h1(z) In JJ)/ = () +hi(z)Inz, (h1(z) In a:)” _ M(2) = () +hf(z)Inz

T 2

in ob upostevanju, da je Dh; = 0, dobimo:
D(hi(z)Inz) = —a* 4 32° — 427
Neposredno iz (x) sledi:

D (Z €2, xj) => [—23'(]' —2)ca; + (7 = 3)caj1— (J —4) caja|a’

j=0 7=0
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kjer se razume, da za j ¢ Ny velja ¢y ; = 0. Ob upostevanju tega ustrezno sestejemo,
izenac¢imo z ni¢ in pogledamo koeficiente. Za j = 0 dobimo identiteto, za j = 1
dobimo ¢31 = 29, za j = 2 pa A = 0. Ob upostevanju slednjega za j = 3,4, ...
dobimo:

—2j(j = 2)e2; + (1 — 3)eaj1 — ( —4)eaj—2 = 0.
ODb upostevanju, da je cz2 = 0, naracunamo:
Co Co Co
E’ C2,4=ﬂ, 02,5:1—20
in postavimo domnevo, da je ¢ ; = ¢o/j! za vse j razen za j = 2. To domnevo z
indukcijo zlahka dokazemo. Ce izberemo ¢, = 0, druga bazna re§itev pride:

ho(z) =" — %:pQ ,

Co3 =

a glede na to, da je prva bazna regitev hi(x) = 2, lahko vzamemo tudi kar:
ho(z) = €.
Splosna resitev dane enacbe je torej:
Y= Ky 22 + Ko "

in velja na celi realni osi.
Drugi nacin: z zniZanjem reda. Nastavimo y = hi(x) z in izra¢unamo:

2
y_IZ7

y = 2xz + 2%,
y' =2z + 4o + 2%
in ko vstavimo v enacbo, po ureditvi dobimo:
(2% —dx +6)2 = 2(x — 2)2"

oziroma:
2 2 —4x 46 3 1
_—— = 1 —_ = + —_—,
2! z(z —2) r x—2
kar se najprej zintegrira v:
/

ln%:x—3lnx+ln(x—2)

oziroma:
, bz —2)e”
TS
to pa lahko z nekaj spretnosti spet zintegriramo v:
be®
z=—44a
22
Od tod dobimo splo$no resitev:
y=az®+be”,

ki se ujema s tisto iz prvega nacina.
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6. Enacbo pomnozimo z z, da dobimo standardno obliko:
2 (2? — 31 +2)y" + 22(2* — 3w + 1)y — 22y =0.
Izracunajmo torej diferencialni operator:
Dy = 2*(2? — 3z + 2)y" + 2z(2® — 3z + 1)y — 2y

y:ZCnx”.

n

za funkcijo v generi¢ni obliki:

Velja:
Dy = Zn(n —1)ep, ™t — SZn(n — e, "t + QZn(n — e, z" +

n n n
+2 E ne, "2 — 6 E ne, 2" 42 E ne, ' — 2 E e ™t
n n n n
Preindeksiramo, tako da dobimo enotne eksponente, in uredimo:

Dy=> (k—2)(k=3)ciaz* =3 (k—1)(k—2)cp_s 2" +
k k

+2) k(k—1)epa® +2) (k- 2)cpoa® —
k k

—GZ(k—l)ck,la:k—l—Qchkxk— (+)
k k

— 2ch_1 k=
k

= [zk;%k — (3% — 3k + 2)cp_y + (k — 1)(k — 2)cp_s |2
k

Karakteristi¢ni polinom je torej fo(A\) = A? in ima dvojno ni¢lo — izhodigéni ekspo-
nent \;o = 0. To pomeni, da moramo splosno reSitev izvajati iz osnovne bazne
resitve za ta eksponent. Slednjo nastavimo v obliki:

hl (ZE) = Z C1,5 l’j .
=0
vstavimo v (*) in dobimo:
Dhi() = 3 [27%15 = (3% = 3] + Derg1 + (= DG = 2enao?
=0

pri ¢emer se razume, da za j ¢ Ny velja ¢; ; = 0. Ob upostevanju slednjega izena¢imo
z ni¢ in pogledamo koeficiente. Za 7 = 0 dobimo identiteto, za j = 1 dobimo
c1; = Coj, zaj =2,3,4,... pa dobimo:

2j%c1; — (352 =3+ 2)cr ;1 + (1 —1)(j —2)c1;2=0.
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Izberimo ¢; o = 1 in naracunajmo prvih nekaj koeficientov:
cip=1, cip=1, c13=1.

Postavimo domnevo, da za vse j velja ¢;; = 1, kar zlahka dokazemo z indukcijo.
Dobimo prvo bazno resitev:

Frobeniusova medoda sicer zagotavlja, da je to resitev enacbe v okviru konverge-
ncénega polmera vrste, t. j. za —1 < x < 1. Neposredno pa lahko preverimo, da ta
resSitev velja povsod, torej za x < 1 in za = > 1.

Splosno resitev lahko dobimo na vsaj dva nacina.

Prvi nacin: z nastavkom druge bazne resitve (za x > 0):
ho(z) = Ahy(z)Inx + ch,j 27
=0

kjer vzamemo Se ¢35 = 0. Odvajamo:

B @mne, (@)’ = 200

2

(h1(z)In x)/

in ob upostevanju, da je Dh; = 0, po krajSem racunu dobimo:
D(hi(z)Inz) = .
Neposredno iz (x) sledi:
D <Z Caj l“j) => [27202,;' — (3% =3j+2)ea;a + (G -1 — 2)02,j—2]$j :
§=0 k

kjer se razume, da za j ¢ Ny velja ¢ ; = 0. Ob upostevanju tega ustrezno sestejemo,
izenac¢imo z nic in pogledamo koeficiente. Za j = 0 dobimo identiteto. Upostevajoc,
da je co2 =0, za 7 = 1 dobimo 2¢y; + A =0, za j = 2 dobimo 8cy 2 — 8¢y =0, za
j=3,4,5,... pa dobimo:

25%co; — (35 =35 +2)caj1+ (1 — 1)(j — 2)eaj—2 = 0.

Izberimo A = —2, spet narac¢unajmo prvih nekaj koeficientov:
con =1, Cop =1, Co3 =1
in podobno kot prej z indukcijo pokaZzemo, da za vse j = 1,2,3,... velja cp; = 1.

Druga bazna resitev je torej:

z—2lnx
1—=x

ho(z) = Z:cj —2hy(z)Inx =
j=1



M. RAIC: RESENE NALOGE 1Z NAVADNIH DIFERENCIALNIH ENACB 83

Splosna resitev za 0 < x < 1 je tore;j:

K1+ Ko(z — 21Inx)

y= 1—2z

Neposredno lahko preverimo, da ta resitev velja tudi za x > 1, za © < 0 pa lahko
vzamemo:

K1+ kKe(r — 2In(—x))
B 1—x ‘
Drugi nacin: z zniZanjem reda. Nastavimo y = hi(x) z in ra¢unamo:
2 , (1—2)2 + 2 (1 =2)%2" +2(1 — )2 + 22

IR (=)

in ko vstavimo v dano diferencialno enacbo, po ureditvi dobimo:

z(x —2)2" =22 =0

oziroma.
" 2
2 z(x—2)
kar se najprej zintegrira v:
| 2 | x— 2
n—=1In
b T
oziroma:
S b(x — 2)
x )

to pa se spet zintegrira v:
z=a+b(z—2In|x|)

od koder dobimo splosno resitev:

a+b(x —2In|z|)

)

11—z
ki se ujema s tisto iz prvega nacina.
7. Ce oznac¢imo u' = g—z inu = %, velja:
u:d—u:d—Ud—x:%u, torej u =2
dt dxdt 2t
Torej je:

g (8 Z L (8 _tiy
2t’ 2t 2t \ 2t 4¢3
Vstavimo v dano enacbo, uredimo in dobimo:

i+ty+ (P —5)y=0,
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kar je Besselova diferencialna enacba in ima resitev:
y=CyJie(t)+CoJ q/6(t).
Za x > 0 je to enako:
y=CJie(Va) + Co J1s6(Ve) -

Opomba: za x < 0 dobimo modificirane Besselove funkcije:
y=Ch Il/G(V —x) + Cy Ll/ﬁ(v —$) .

8. Izrac¢unamo:

. zu —2u , T — 4z + 6u
=3 Y

5 Yy ’ )

3 x4

vstavimo v dano enacbo, uredimo in dobimo:
2’y + zu + (2 — Hu =0,
kar je Besselova diferencialna enac¢ba in ima resitev:
u=Cy Jo(x) + Cy Yo(x).

Resitev izvirne enacbe je torej:

- 01 JQ(SL’) + 02 Yé(l’)
y - 2 .
x
9. Ce ozna¢imo z = 2y, te funkcije karakterizira Besselova diferencialna enacba:

2 a4 (2P =)y =0

oziroma:
422" + 4z 2 + (42° — 9)y = 0.

Iz 2/ =y + a2y in 2" = 2y’ + xy” dobimo iskano enacbo:
822y + 42y + day + 42y + (42% — 9y =0

oziroma:
4oy + 122y + (42> = 5)y = 0.
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