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ZAPIS STEVIL V NEGATIVNI OSNOVI

Ce preberemo stavek: Solo obiskuje 307 uZencev, ob 3tevilu 307 pomislimo,
da je okrajSava za

3-1024+0-1014+7-10°=3-1024+0-10+7.

Pravimo, da je %tevilo 307 zapisano z osnovo 10 ali v desetiZkem sestavu. V
vsakdanji rabi sre¥ujemo 3tevila zmeraj podana na tak na&in. Moremo pa
namesto 10 za osnovo vzeti katero koli od 1 razlig¢no naravno tevilo. O tem
govori naslednja ugotovitev, ki je bralcu najbrz poznana:

A. Ce je b od 1 veéje naravno 3tevilo, se vsako naravno Stevilo a
enoliéno izrazi v obliki

a=cebt + et b 4 4 crb+co, (1)

kjer so Stevke (cifre) cg, c1,..., ct—1, ct vzete izmed vrednosti 0,1, .. .,
b—1lin ject > 0.

Podobno kot pri osnovi 10 tudi v izrazitvi (1) obdrZimo le Ztevke in
pisemo

a=CetC¢—-1 --- Clc(}(b)‘ (2)

Iz 307 = 2112 + 5 - 11+ 10 najdemo 307 = 25(10)(y5). Stevko 10 smo dali
v oklepaj, saj 2510 v osnovi 11 pomeni 2-1134+5.1124+1.11 = 3278. Tako
je treba ravnati z vsako ve& kot enomestno $tevko.

Ob ugotovitvi A se vsiljuje vpra%anje: Ali smemo za osnovo izbrati

negativno celo %tevilo n? Stevke so potem 0,1,... .| n | =1; ker naj bodo
med njimi od ni€ razli¢ne vrednosti, mora biti n < —1.
Oglejmo si za za&etek, kako je z osnovo n = —2. Enakosti
1=1

2=1-(-2)?+1-(-2)+0
3=1:(~2%+1.(~2)£1
-1=1:(-2)+1
-2=1-(-2)+0
—3=1-(-2+1-(-22+0-(-2)+1

(3)
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povedo, da imajo 1,2,3, —1,—2, —3 v osnovi —2 izrazitve

1 = 1{_2) ——1 = 11(_2}
2=110_5  —2=10_y (4)
3 = 111(_2) —3 = 1101(_2)

Sedaj bomo pokazali, da se dd vsako od ni€ razliZno celo Etevilo enoliZno
zapisati z osnovo —2. Naslonili se bomo na indukcijo in izrek o deljenju.
Izhajajmo iz privzetka, da smo naéli izrazitev v osnovi —2 za Ztevila

—a,—a+1,..., -2,-1,1,2,..., a—1,a, (5)

kjer je a neko naravno 3tevilo in a > 3.
Stevilo a + 1 delimo z —2 in dobimo za koliénik od nig razli¢no celo
tevilo k, ostanek r pa je 0 ali 1. To pomeni, da je

a+l=(-2k+r;, 0<r<2 (6)
in od tod

a+1-—r

: :|a+1—r[<a+1‘

k |=
k| =] -~ 23

d

Za a > 1 je izpolnjena ocena —1’1 < a. Ker imamo a > 3, je torej | k |<
< 5'—'5—1 < a. Vidimo, da je Ztevilo k zajeto v (5). Zato ima zapis
k=cj(=2Y +¢ja(-2Y 1+ (-2 +

pri Stevkah cg, .. ., c}_l. kiso0alil,in cj = 1. Ko k vnesemo v (6), je

atl=u(-*+ G-+ +a(-D+e
pri §tevkah

I '3 ']
Cj+1=cj=1‘cj-=cj_1 ,,,,, €1 =¢cg, cQ="r

in nali smo za tevilo a + 1 izrazitev z osnovo —2.
Podobno daje delitev negativnega celega $tevila —a — 1z —2

—a—-1=(-2)k'+¢; 0<r<2. @)
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Kolignik k’ je od ni€ razli¢no celo tevilo, ostanek r’ je 0 ali 1. Zaradi a > 3
je

N

—2

a+1+1 a
< =—4+1 ;
< 2 2-i- < a

| K |=

Po tej oceni je k" eno od Stevil v (5), zato izrazljivo z osnovo —2 in potem
po (7) tudi —a — 1 tako izrazljiv.
Prisli smo do ugotovitve:

B. Ce so 3tevila v (5) izrazljiva z osnovo —2, sta tudi 3tevili a + 1,
—a — 1 tako izrazljivi.

Ce je a = 3, so v (5) Stevila —3, -2, —1,1,2,3 in zanja imamo v (3)
oz. (4) izrazitev v osnovi —2. Po ugotovitvi B potem 4 in —4 lahko zapiSemo
z osnovo —2. V (5) smemo torej vzeti a = 4 in po ugotovitvi B sledi, da je
mogoée tudi 5 in —5 izraziti z osnovo —2. Ko tako nadaljujemo, vidimo, da
premore vsako od ni€ razliéno celo Stevilo izrazitev z osnovo —2.

Prepri¢ajmo se %e o enoli€nosti zapisa. Recimo, da se od ni€ razliéno
celo Stevilo m izraZa

m=cs(=2)°+--+c1(=2)+co in m=ci(=2)" + -+ e1(=2) + 5
in je s < t. Po odstetju dobimo
A2+t (D)= e~ —a(-D=a—dh  (8)

Na levi je sodo 3tevilo, saj so vsi sumandi sodi. Zato je tudi 3tevilo na desni
cg — cj sodo. Ker sta za cg, ¢ mogo€i le vrednosti 0, 1, je co — ¢f lahko
le —1,0,1. Od teh Etevil je edino 0 sodo 3tevilo. Torej je cg — ¢y = 0 in
cg = cf. V (8) stoji tako na desni 0. Krajsamo z —2 in imamo

A2t el ~ (-~ — (D) = - o
Spet je na levi sodo 3tevilo, zato Stevilo ¢ —¢; sodo in kot prej nujno ¢; = ¢3.
Ravno tako doZenemo ¢y = cé, ...,Cs = cL. Pri t > s bi veljalo

ct(=2)" 1+t clyy =0 (9)

To pa ne gre. Ker je ¢; = 1, je pri sodem eksponentu t — s — 1 Stevilo na
levi v (9) pozitivno, pri lihem t — s — 1 pa negativno. Mora torej biti t = s
in izrazitev je enoli€na.
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Strnimo najdeno v ugotovitev:

C. Vsako od ni€ razlitno celo Stevilo a se izrazi z osnovo —2
enoliéno na nacin

2= cs(=2)° + cs-1(=2)" " + -+ c1(=2) + o, (10)

pri €éemer so 3tevke cp, ..., cs vzete izmed vrednosti 0,1 in je ¢ = 1.
Na kratko (10) zapiZemo

a= CsCs—1 """ C1C(_2)- (11)

Iz zgornje izpeljave povzemamo, da vodi k izrazitvi (10) izrek o deljenju z
—2, naveden v (6) in (7). Razvijmo za zgled Stevilo —35. Ragunamo
—35=(-2)-18+1
18=(-2)-(-9)+0
-9=(-2):-5+1
5=(-2)(-2)+1=(-2)2+1
Zadnja enakost daje za 5 izrazitev v osnovi —2. Ko jo upoStevamo v predzad-

nji enakosti, dobimo —9 zapisan v osnovi —2. Ko tako napredujemo navzgor,
dobimo

= (-2 =2+
18 = (—2)* + (-2)2 + (-2)
35 = (—-2)° + (=2 + (2% +1

ali =35 = 101101{_2 /

Kako sedtevamo 3tevila, podana v obliki (11)? Vemo, kako ravnamo
v desetiskem zapisu: Stevila pisemo drugo pod drugim in setevamo Ztevke
po stolpcih, za&engi na skrajni desni. Ko dosefemo v stolpcu Stevk vsoto
10, itejemo ena “naprej”, torej v naslednjem stolpcu. V primeru osnove —2
upoitevamo, da je

(-2¥ +(-2) = ~(-2y*! =z j=0,12... an

Za vsaki dve Stevki 1 v j-tem stolpcu je po (12) treba 3tevilo Stevk, enakih 1
v stolpcu j+1, zmanj3ati za ena. Drugate povedano: Po dve Stevki 1 v j-tem
stolpcu “unitita” eno Stevko 1 v stolpcu j+ 1. Ce v stolpeu j+ 1 ni 3tevk 1,
ali pa so se vse Stevke 1 Ze unitile, upostevamo, da iz 2 = (—2)2 4 (—2) sledi

(=2Y + (=2Y = 2(=2y = (-2 2 4 (-2y*t' zaj=0,1,2,... (13)
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Po dve $tevki 1 v j-tem stolpcu zdaj zaradi (13) nadomestimo s tevilom
110...0, ki ima j ni&el, in to 3tevilo zapifemo ot nadaljnji sedtevanec k
prejénjim sestevancem. V zgledu

0
1

= o o

110101 .
+ 101111

[t = I =
o | I=ll—= o
ol—o o
o|l|=I—= o

o

se enako podértane Stevke uni&ijo, namesto preértanih Stevk smo glede na
(13) dodali se3tevanec 11000000.

Ker imamo samo Stevki 0,1inje0-0=0,0:-1=1:-0=0, 1-1=1,
preide mnoZenje ¥tevil (11) na seftevanje. Zgled:

1101 x1011
1101
1181

1191311

Odstevanje dveh Stevil (11) tefe obiZajno, &e sta v istem stolpcu enaki
Etevki, ali pa ima zmanjgevanec $tevko 1, odstevanec stevko 0. Je paé 0—0 =
=0,1-0=1,1-—1= 0. Kadar ima zmanjSevanec 3tevko 0 in oditevanec
v istem stolpcu ¥tevko 1, si pomagamo po (12) takole

—(=2Y = (=2Yt 4+ (=2) 2aj=0,1,2,... (14)

Namesto da bi od3teli 3tevilo 10...0, kjer za 1 stoji j — 1 ni&el, lahko glede
na (14) pridtejemo 110...0, kjer za 11 pride j — 1 niZel. Po tej opazki je
mogote od3tevanje prevesti kar na seStevanje. Hitreje pridemo do cilja, €e v
stolpcih, kjer se gladko od3teva, to napravimo, nato po potrebi uporabimo
(14). Zgled:

Eﬁoo _, 1001000 _ { HROXERD
— 1 1 - 1 i 4
a0 110000
1111011
ObkrofZili smo stolpce, v katerih je bilo mogoZe takoj oditevati. Namesto da

bi odsteli 1, smo po (14) pridteli 11, namesto da bi od%teli 10000, smo po
(14) prigteli 110000.
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Se pripomba o negativni osnovi n, manj%i od —2. Enakosti

|n|-1=|n|-1
|nl=1-n2+(n|-1)n+0

|n|+l=1-n24(n|-1)n+1
-1=1-n+(|n|-1)
—-2=1-n+(n|-2)

n=1-n40
n—1=2-n+(|n|-1)
kaZejo, da se tevila n—1,n,..., -2,-1,1,2,..., | nl,] n|+1 izrazijo v
osnovi n. Z indukcijo in izrekom o deljenju &sto podobno kot pri n = —2

izpeljemo ugotovitev:

D. Naj bo n izbrano negativno celo tevilo, manje od —1. Vsako
od ni€ razliEno celo Stevilo a enoli€no izrazimo v obliki

a=cen'+c—1n" M+ -+ an+c. (15)

Stevke cg, ..., ct so vzete izmed vrednosti 0,1, ..., |[n]—-1in ¢ > 0.
Namesto (15) piZemo krajSe

a=ctCr—1...€1C0(n)- (16)

Do izrazitve (15), (16) pripelje zaporedno deljenje z n. Razvoj Stevila
—3841 v osnovi —12 dobimo iz
—3841=(-12)-321+11
321 =(-12)-(—26)+9
~26 = (—12) -3+ 10
Velja torej —3841 = 3(10)9(11)(_12).
Videli smo, kako seitevamo in mnoZimo $tevila, zapisana s Stevkami v

osnovi —2. Podobna pravila veljajo za seitevanje in mnoZenje &tevil, danih v
obliki (16). MnoZenje lahko izvriimo tudi le prek seitevanja.
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Naloge:

1. V desetiskem zapisu imamo $tevila 500,1021, —2035. lzrazi jih z
osnovo —2.

2. V osnovi —2 so dana Stevila 11011010,110111011,1001110101.
Sedtej jih in izid preveri z ratunom v desetiskem sestavu.

3. Stevila 1101, 1110, 11010 so zapisana v osnovi —2. ZmnoZi jih in izid
preveri z ratunom v desetiSkem sestavu.

4. Stevila 591, —1025, 2141, dana v desetitkem sestavu, izrazi v osnovi
-12,

5. Poisti zapis Stevila a v osnovi —7 in —12, Ze je a = 101101101(_).
6. Poig&i zapis Stevila a v osnovi —13 in —20, &e je a = 21402(_5).

7. Za negativno osnovo n je

| n| n = — pftl

In|n =02 4(n|-1)1
prij =0,1,2,.... Kako od tod dobimo pravilo za sestevanje 3tevil oblike
(16)?

JoZe Grasselli





