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200 Matematika

O STEVILIH, KI JIH LAHKO ZAPISEMO
S SAMIMI ENAKIMI STEVKAMI

Ce bi naleteli na enakost
55% = 4444 , (1)

bi bila prva misel ta, da ni pravilna, ker je leva stran kvadrat lihega stevila
55, se pravi liho stevilo, desna stran pa je sodo stevilo. Kaj pa, ¢e stevila
niso zapisana v obicajnem desetiskem Stevilskem sestavu in se nam zdi
ra¢un zato napacen? Vsak bralec bo zlahka odkril, da enakost (1) velja v
sestavu z osnovo 7. V tem sestavu pomeni 55 Stevilo 5- 7+ 5 = 40, desna
stran 4444 pa stevilo

4.7 4+4.7744-7+4=1600.

Res je 402 = 1600.

Stevilo 40 ima, zapisano v sestavu z osnovo 7, enaki Stevki. Njegov
kvadrat 1600 pa se v istem sestavu spet izraza s samimi enakimi Stevkami,
in sicer stirimi. Ali obstaja morda Se kaksno drugo naravno stevilo, ki
se da v primerno izbranem sestavu zapisati z dvema enakima Stevkama,
njegov kvadrat pa s §tirimi enakimi stevkami? Odgovor na to vprasanje
dajejo resitve enacbe

aag,, = bbb . (2)

Indeks (r) pove, da velja ta racun v Stevilskem sestavu z osnovo r. Iskano
stevilo smo zapisali v tem sestavu z enakima Stevkama a, njegov kvadrat
pa s Stirimi enakimi stevkami b. Na koliko na¢inov lahko izberemo osnovo
r ter Stevki a in b, da velja enacba (2)? Ugotovili bomo, da je resitev
nesteto, toda v nekem smislu je resitev ena sama, namre¢ tista, podana z
enakostjo (1).

Osnova stevilskega sestava je lahko katerokoli naravno §tevilo r > 1,
Stevke pa so znaki za Stevila od 0 do r—1. V enacbi (2) ne sme biti a = 0,
saj aa pri a = 0 ni dvomestno stevilo (temveé¢ = 0). Prav tako ni b = 0.
Zato veljajo ocene

r>1, 1<a<r—-1 in 1<b<r-—1. (3)

Ker pomeni aa v sestavu z osnovo r stevilo ar +a = a(r + 1), bbbb
pa stevilo

brd+br?+br+b=0br*+r2+r+1)=b(r+1)(r*+1),
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lahko zapisemo enacbo (2) v obliki

a2(r+1)2 =b(r+1)(r2 +1). (4)

Iséemo tiste resitve te enacbe v naravnih &tevilih a,b,r, ki zado3cajo
pogojem (3).

Pripomba. V enachi (2) pomenita a in b Stevki, v (4) pa pripadajoci
naravni stevili.

1z (4) izratunamo

a?(r+1)

S e ()

Ker je b naravno §tevilo, mora biti produkt a?(r + 1) v §teveu ulomka na
desni deljiv z imenovalcem r? + 1. Enakost

rPtl=(r41)% -2

pove, da imata r + 1 in 72 + 1 kveéjemu skupni faktor 2 (Stevili 7 in r+ 1
sta si namreé tuji). Zato sta samo dve moznosti:

a) Najveeji skupni delitelj Stevil r + 1 in 7% + 1 je 1. Iz enacbe (4%)
izhaja, da je v tem primeru a? deljiv z r? + 1, torej a? = k(r? + 1), kjer
je k celo stevilo. Potem je b = k(r + 1) in velja, ker je kK > 1, ocena
b>r+1>r, tako da tretji pogoj (3) ni izpolnjen. Resitve potemtakem
ni.

b) r+1in r? + 1 imata najvecji skupni delitelj 2 (to je oitno tedaj,
kadar je r lih). Ker je zdaj faktor » + 1 v Steveu na desni strani enacbe
(4*) deljiv z 2, toda z nobenim drugim faktorjem imenovalca r? + 1, mora
biti faktor a? deljiv z (2 + 1)/2, tako da je kvocient med a2 in (r%+1)/2
(le-ta je enak ulomku 2a?/(r* + 1)) celo &tevilo, ki ga zaznamujmo s h.
Zdaj dobimo b = h%’—l. Ce bi bil A > 2, bi veljala ocena b > r+1 > r, ki
je v nasprotju s tretjim pogojem (3). Zato mora biti h = 1, se pravi

_r—i—l
T8

Ker je h = 1, imamo enakost 2a%/(r®+1) = 1, ki jo zapisimo v obliki

b

< T

20 —r?=1, (5)

Zanimajo nas resitve te enacbe v naravnih Stevilih a in r. Najpreprostejsa
a =1, r = 1 ne pride v postev, ker ni izpolnjen pogoj r > 1. Ce pa je a,r
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taka resitev v naravnih §tevilih, pri katerih je r > 1, izra¢unamo iz (5),
da je v tem primeru

Torej so vsi pogoji (3) izpolnjeni. Tako smo ugotovili:

Enakost (2) velja natanko tedaj, kadar sta naravni stevilia inr > 1
resitvi enacbe (5). Pripadajoci b pa je enak (r +1)/2.

Koliko resitev ima enacba (5) v naravnih stevilih a in r? Ce ustrezata
a in r tej enachi, velja isto za stevili

a=3a+2r in v =4a+3r. (6)
S preprostim ra¢unom namre¢ ugotovimo, da je
202 —r'2 =2(3a+2r)? — (4a+3r)2 =22 —-r?=1.

O¢citno sta @’ in 7' naravni stevili, ée sta taki a in r. Veljata tudi oceni
a'>ainr >r. Refiteva=1,r=1namdaa =5, =7inb =4. Ce
zdaj vstavimo @ = 5 in r = 7 v (6), izracunamo a’' =29, v’ =41 in b’ =
= 21. Tako lahko nadaljujemo. Dobimo neskonéno naraséajoée zaporedje
resitev enacbe (5). Brez dokaza povejmo, da so v tem zaporedju zajete
prav vse njene resitve v naravnih Stevilih a in r.

Torej obstaja neskonéno naravnih Stevil, ki jih lahko zapisemo v
primerno izbrani osnovi z dvema enakima Stevkama, njihov kvadrat pa
s Stirimi enakimi Stevkami. Resitvia =5, r = 7, b = 4 pripada najmanjse
tako Stevilo, namre¢ ar +a = 5- 7+ 5 = 40, ki nam da enakost (1).
Naslednja resitev a = 29, r = 41, b = 21 doloc¢a stevilo ar + a = 29 - 41 +
-+29 = 1218. V sestavu z osnovo r = 41 potrebujemo 41 znakov (5tevk) za
oznacitev stevil od 0 do 40. Za prvih deset naravnih stevil lahko obdrzimo
obicajne stevke 0,1,...,9, za nadaljnja, med njimi za a = 29 in b = 21,
pa potrebujemo nove znake. Izberimo npr. znak A za 29 in znak [J za
21. Stevilo 1218 zapisemo potem v sestavu z osnovo r = 41 v obliki AA.
Enakost (2), ki pripada drugi resitvi enacbe (5), pa se glasi

AA? =0000.

Te enakosti pa seveda ne bi mogli zamenjati za ra¢un v desetiSkem sestavu.
Pri nadaljnjih resitvah je @ > 29 in b > 21, tako da vselej potrebujemo
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novi Stevki za a in b. Zato je enakost (1) edina resitev enacbe (2), ki jo
lahko zapiSemo samo s Stevkami desetiskega sestava.

Enacba (2) je poseben primer splosnejse enache

aa...afy =bb... by, (7)

n m

ki naj velja v sestavu z osnovo (r). Stevilo, ki ga kvadriramo, se v njem
zapiSe z n enakimi tevkami a, njegov kvadrat pa z m enakimi stevkami b.
Primer n = 1 ni zanimiv, reSitev je tedaj nesteto in jih zlahka
najdemo: Za a vzamemo poljubno naravno &tevilo, postavimo b = a?,
za osnovo r pa izberemo katerokoli naravno stevilo, ki je vecje od b. Zato
bomo odslej privzeli, da je n > 1.
Ker je

- n—1 n—2 : o= m—1 m—2
aa...aqm =ar" H4ar" “--o+a in pb... by =br +br ceet-b,
n m

lahko zapisemo enacbo (7) v obliki
42 1) =™ ™2 4 1), (8)

Naravna stevila a, b in r morajo ustrezati tej enacbi, hkrati pa tudi pogo-
jem (3).
Iz ocen 1 < ain b < r — 1 izpeljemo najprej tole zaporedje neenach
?,,211-2 < (rn—l +Tn—2 S 1)2 < a2(,rn—l AL ,rn—z T 1)2 .
= b(?‘m_1+?"m_2+” +1) S (T,_l)(?,?n—1+rnn—2+_ . +l) 2 ?"m—l & rm_

Tu smo upostevali enacbo (8) in identiteto
(r—1)r™ 424 f ) =™ —1,

Ker je osnova r > 1, vidimo, da mora biti eksponent 2n — 2 pri potenci
Stevila r na zacetku teh neena¢b manjsi od eksponenta m pri r na koncu,
se pravi 2n — 2 < m.

Podobno nam dasta pogoja r — 1 > a in b > 1 zaporedje neenach

r22 S (r* =12 = (r— 12" 142 1) >
>a(r" 4 2 12 =™ ™ 2 1) >
- e S P R B
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Od tod dobimo, da je 2n > m — 1. Potemtakem lezi m v tehle mejah

2n—2<m<2n+1.

Ker sta m in n naravni Stevili, imamo samo dve moznosti: ali je m = 2n—1
ali pa m = 2n. Oglejmo si obe po vrsti.

a) Ceje m = 2n — 1, dobimo iz enacbe (8)

a4 244+ 1)2
T op2n-2 4234 ... 4]

(8%)

Ker je b celo stevilo, je stevec v ulomku na desni deljiv z imenovalcem.
Identiteta

?,E-n—z +T2n—3+.“+1: (?‘n_l—I—l)('rn_l+?‘n_2+'“+1)—?‘n_1

pove, da §tevili r* 14 r*=24 ... 4 1in r2*~2 423 L ... 4 1 nimata od
1 razliécnega skupnega delitelja (s skupnim deliteljem bi moral biti deljiv
tudi »" 1, toda stevili "~ in r* "1 49" 2 ... 41 sta si oGitno tuji). Od
tod sklepamo, da je a? deljiv z imenovalcem 272 4723 ... 4 1, torej
kvocient a?/(r?"=2 4 ¢2"=3 4 ... + 1) je neko celo stevilo k > 1. Potem je

b=k(r" ! +r" 2 4. 4 1)2 > 22,

Ker je n > 1, sledi od tod, da je b > r. Potemtakem tretji pogoj (3) ni
izpolnjen in zato ne more biti m enak 2n — 1.

b) Naj bo zdaj m = 2n. Ker je
r2“_1+r2'""2+---+1 =(Tn+1)(,r,n—1+rn—2+___+1)‘
dobimo iz (8)

a?(rm 142 4...41)

™+ 1 )
Ker smo primer, ko je n = 2 in m = 2n = 4, obravnavali ze na zacetku,
naj bo odslej n > 2. Iz identitete

b=

(8")

Mpl=r"—142=(r-DF"1+r" 2 +...+1) 42

razberemo, da imata stevili 7 41 in 7"~ 4" ~?4.. .41 kve¢jemu skupni
delitelj 2. Ce je najvecji skupni delitelj 1, sta si tuji in je zato kvocient
a?/(r™ + 1) neko celo stevilo k. Ce pa je najveéji skupni delitelj enak 2,
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je kvocient 2a®/(r™ 4 1) celo stevilo, ki ga imenujmo h. V prvem primeru
dobimo iz (8**)
b=k(r" 1424 ) 2D >,
v drugem pa
e il cORTE b S ety o fiiele R o S il
> 5 2P

2 - 2 2 -

(Upostevali smo, da je k > 1, h > 1, n > 2 in r > 2.) Spet ni izpolnjen

tretji pogoj (3), tako da enacba (7) tudi pri m = 2n nima nobene resitve
v naravnih Stevilih, ¢e je n > 2.

b=nh

Povzemimo, kar smo dognali:

Enacba (7) je resljiva z naravnimi stevili a, bin r prin > 1 le
tedaj, kadar je n = 2 in m = 4. V tem primeru preide v enacbo (2), ki
premore, kakor smo videli, nesteto resitev.

Se tole naj omenimo: Enaéba (5) nima resitve v celih stevilih, pri
kateri bi bil » = 10 (r je vselej lih). Zato v desetiskem sestavu nikoli ne
velja enakost oblike (7), ¢e je n > 2. Pri n = 1 pa so tele regitve: 12 = 1,
P=iing =9

Ivan Vidav






